UBER DIE VEREINFACHUNG EINES LANDAUSCHEN
SATZES.

P. ERDOS (Mauchester) und P, TURAN (Budapest).

Es bedeute , (%) die kleinste Zahl fir welche a * =1 (mod &),  eine
beliebige positive Zahl. Wir wollen beweisen, dass

oo

. T, < C; loglog a

=k, (R)F

ist, wo C; nur von = abhingt.
cO

Romanoii!) bewies zuerst, dass . konvergiert.

1
k1, (6)

Landau?) zeigte, dass 2 < C, (loglog a)* gilt.
k=1

Uunser Beweis ist kiirzer und elementarer, als die vorherigen. Wir

konnen offenbar voraussetzen, dass a beliebig gross ist. Zuerst bewei-
sen wir

Hilisatz 1.

‘_
Bei n>>e %% " sejen [~I-le—ac;g—(lg—g~§)—z Primzahlen p,<n gegeben.
Wir behaupten, dass die Anzahl der Zahlen <{n, die aus den gegebe-

nen Primzahlen zusammengesetzt sind, kleiner als a_—n‘")‘i’ ist.
ogn
Wir teilen diese Zahlen in zwei Gruppen. In der ersten Gruppe
sind die Zahlen mit mehr, als 10 loglcgn verschiedenen Primfaktoren.
Zur zweiten Gruppe hingegen gehéren die Zahlen mit nicht mehr, als
10 loglogn verschiedenen Primfaktoren.

1) N. P. Romanoif.—Uber einige Sitze der additiven Zahlentheorie, Math.
Ann,, 109 (1934) S. 668—678.
P 2) E. Lan dau—Verschirfung eines Romanofischen Satzes, Acta Arithmetica (1935)
. 43 -62.
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Fiir jede Zahl mder ersten Gruppe 8 ist d (m)>20"8%¢ " (4 ()
n

bedeutet die Anzahl der Teiler von m). Es ist E d ()<C; n log s,

T=1
also ist die Anzahl der Zahlen der ersten Gruppe kleiner als

Cynlogn _ 1 n
g0lglgn " 9 (logn)* "

Die Anzahl der p* mit p* < n ist hischstens [Ilog ;J, also ist die An-
0g

AL
loga.(loga) ©

(log 2)°
zahl der Zahlen der zweiten Gruppe offenbar kleiner oder gleich

( L+ loga (iog n)?+l) i ”;
(log 2)*

zahl der p} mit p{’ < n héchstens Daherist die An-

dies ist kleiner als

10 loglog n 5 log " 10 loglog n ('-:— +1)
(log a)
(log 2)*

Nun ist 7> e“#°¢ ¥° 3150 loglog a < (log n) 2

1 1
so dass (log a) 10 loglog n=e10 loglog a.-loglog r <e 10 (log n)Tloglogn < _;_T’
10 Joglog n e
n
ana (2108 1)
(log2) log2 n

Also ist die Anzahl der Zahlen der zweiten Gruppe ebenfalis klei-
ner als —;— i—f;—, womit Hilfsatz 1. bewiesen ist.

Nun ist
- 1 < 1 o 1
321 k (15 (k)) k§2 k (la (k)) kg k (Ia (k))

2 2

wobei fiir 21: L, (k) > (log k)? und fiir 22-. I (k) < (logk)® gilt.
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oo

Ferner ist offenbar LI, —

1

s

2 ey e <
2

mit 7, (k) > (log k) k
Es ist ferner

o 1 2 1 o "
V. * 1% 0. aaus
) — e &3 + 2
k(1,(8)° k(2, (k)
&> e Goglog a2 k < ¢ toglog @)

2
‘Wobei [, (k)< (logk)® ist.

Es sei nun n>e"¥% " Wir bezeichnen durch f(n) die Anzahl

der Zahlen & <n, fiir welche Z (%) < (log k) ' Eine jede solche Zahl

k ist als Faktor in einer der Zahlen a—1, a>—1, a3—1,.. [‘IOE ”) ) ] —1
enthalten, also ist jede solche Zahl %2 aus den anfaktoren dieser

Io y
Zahlen zusammengesetzt. Da aber eine Zahl x hochstens [loz ;] Prim-

faktoren hat, ist die Anzahl der in Betracht kommenden Primfaktoren
4

-4
hochstens [_lgg_lg_(_l_;_gi) ] es ist also nach Hilfsatz (1) f(n) <
og

und daraus folgt unmittelbar

oo oo

x 1 1

il i C’

2,<2 k <Es(logs)’< !
k>e(loglog a)z §==2

2

mit £, (k) < (log k)

(ﬂ)

Nun miissen wir £ abschétzen.
2

Die Zahlen mit k< e"#¢ @ ynd [ (R < (logk) sind offenbar alle

in einer der Zahlen a—1, a*—1, a*—1,..., a [ogoz ]—-—1 als Faktoren
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enthalten. Diese %2 sind daher Teiler des Produktes
4 F ]

e o e
n:(a—i)(az—l)...(al" B ]—r). Nun ist 11 < a "8 9 " also of-
8

fenbar Ly <;ﬁ--{; < C, loglog (a™#= @°) < ¢, loglog a, da nimlick
djm

T oL, < C; loglog x.
dqx d

Wir haben daher

oo

2 ————-1—; — 1B 55 < 142 C,-C, loglog a < Cs loglog aa

k=1 k(la (k))

Es ist leicht zu sehen, dass diese Ungleichung sich nicht verbesserm
0o

1 v

lasst, da 24—-; L;)Cglogloga fir entsprechend gewihi-
- k(!a (k)) dja—1

tes a.

06 ynpouwesus oaHOR Teopemm Jlannay.

1. 3paem (Mauuectep) u 1. Typan (Bynanewr).

B macroamei#i pabore aaercd YNpOIIEHHOE AOKA3aTeJAbCTBO OJNHORK
Teopems! Jlannay, noseumensHoll B ero pa6ore, YKa3aHHOR B CHOCKe
2-i HacToOsAuieR CTAThH.




SUR QUELQUES MODES DE CONVERGENCE DES
SUITES DE FONCTIONS, A UNE VARIABLE REELLE
SUR (— oo, o).

A. S. KOVANKO (Tomsk).

C’est 1a théorie des fonctions Eresque-périodiqnes classiques et ge
néralisées qui nous pose le probléme général de la convergence des
suites de fonctions mésurables et sommables qui sont définis sur

(—00 < £ < +00).
Chapitre L

LA CONVERGENCE DES SUITES DE FONCTIONS MESURABLES.

Introduisons les significations suivantes. Soit £ un ensemble mesu-
rable linéaire, défini sur (— co < x<{+0), et soit Efa,b) sa partie
oy Mes E(a, b)
situé sur (@ < x<b). Posons 8 E(a, &) = e
37 E=horne supéfeure 8E(a,a+}e). 1l est bien évident, que
(—oo < a <o)
8 (Ey+ Ea) HLE +-3E, BEKHE, sie>e.

Définition I Nous disons que la suite f,(x) (n=1,2,3,...... )
(—oo<x<4o0) converge ,S en mesure®, si quelque soit ¢>>0
(< 1) et e>>0 il existe un nombre N>>0, assez grand et tel, que

: De plus posons:

[ fasp (x)—f,(x)|<e pour tolit n>N, et pour tout p et pour toute
valeur de x, exclusion faite peut-étre d'un ensemble £, ., 8 E, .. <«

Théoréme L Soit {f,(x)}(2=1,2,3,....) une suite de fongtions qui
converge ,S en mesure*, alors quelque soit >0 (e<(1) et >0, il
est possible d’extraire une suite {7, (x)}(k=1,2,3....), qui converge

aiformément vers une fonction f(x) pour toute valeur de x, exclusion
faite peut-étre d'un ensemble £ avec 8;ZE <Ce. De plus il existe un
nombre N >0 tel, que | f(x)—f,(x) | <e pour >N et pour toute
valeur de x, exclusion faite peut-étre d’'un ensemble £,, avec &, <e.

Pour démontrer ce théoréme nous avons a prouver le lemme suivant.
Lemme. Si 3 E(a,a+}d) < e pour tout ,a“ alors 8 £(a,a+d )< 2¢
si d' >d.




