Grifelméleti széls6 értékekre vonatkozo problémakrél

BoLLoBAS BfLA és ErDGs PAL

E cikkben G§” n szdgpontii (a tovabbiakban szogpont helyett révi-
den pontot mondunk) s k €élii grafot fog jelenteni, ahol hurkokat ki-
zarunk, s két pont legfeljebb egy éllel Iehet &sszekdtve (azaz egy és
két €lbol allé koroket kizarunk). n(G) jelenti G pontjainak szamat és
v(G) G éleinek szamat. G —x jelenti azt a grafot, amelyet nyeriink,
ha G-bdl elhagyjuk az x pontot és a beldle kiinduld osszes éleket. Ha-
sonlé értelemben hasznaljuk a G —{x,, ..., x;} jelolést is. xy-liton egy
olyan utat értiink, melynek az x és az y pont a két végpontja.

TURAN! még 1940-ben felvetette a kovetkez8 kérdést: Mekkora
az a minimalis k=k,(n) szim, hogy minden G\ graf tartalmazzon I
pontbdl alld teljes részgrafot, azaz oly I pontot, hogy barmelyik ketts
Ossze legyen kbtve egy éllel. TURAN e kérdésre preciz vélaszt adott, s
tovabbi felvetette a k&vetkez8 kérdést: Mekkora k=k(n) minimalis
értéke, hogy Gi” biztosan tartalmazzon egy elGirt tipusii részgrafot?
E kérdésekrSl az utobbi idében tobb cikk jelent meg?, s e dolgozat
is egy ebbe a témakorbe vald kérdéssel fog foglalkozni.

ERDOS és GALLAI a kdvetkezd kérdést vizsgaltak: Mekkora k, =k, ()
minimalis értéke, hogy G tartalmazzon két x,, x, pontot, melyek
r oly 1ttal vannak osszekotve, melyeknek az x; és x, pontokon kiviil
nincsen ko6zods pontjuk? Kdnnyii belatni, hogy k, =n, ugyanis minden
G, mint ismeretes (és trividlis), tartalmaz kort, egy kor barmely két
pontja két oly fttal tsszekothetd, melynek végpontjaikon kiviil nincs
mas kdzds pontjuk. Masrészt viszont, ha n pont koziil egyet a tobbi-
vel OsszekdStink, nyilvan oly G™-et nyeriink, melyben barmely két
pont csak egy uttal kdthet§ dssze.

Legyen marmost f(2n)=3n—1, f(2n+1)=3n+1. Koénnyil belatni,
hogy k3 (n) =f(n). Ugyanis BARTFAI® nagyon egyszerlien bebizonyitotta,
hogy minden G}'&) tartalmaz péaros szamu é1b61 4ll6 kért és egyszeril
meggondolas mutatja, hogy bizonyitdsa azt is adja, hogy minden G2
tartalmaz két pontot, mely harom paronként fliggetlen tittal van Ossze-
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kotve (azaz oly utakkal, melyeknek végpontjaikon kiviil nincsen kézds
pontjuk). Tekintsiink masrészt n hiromszéget [xo, X3;-1, X2}, 1 =i=n,

igy nyeriink egy G4y’ '-et (azaz egy GYsniyy-1-et), mely nem tar-

talmaz két pontot 6sszek6t8 harom fiiggetlen utat. Ha az [xg, X3,—1, X2,]
haromszégb6l csak az (x,, x,,- ) élt hagyjuk meg, nyeriink egy G4 pct
(azaz egy Gﬁ"z’n)_l-et), mely nem tartalmaz két pontot Osszekoté ha-
rom fiiggetlen utat, ezzel k4(n) =/f(n) bizonyitasat befejeztiik. k,(n) ér-
tékét r>3-ra nem sikeriilt meghataroznunk, talan k;(3rn+1)=6n+1.
n egyetlen kdzos ponttal bird tetraéder példaja mindenesetre adja, hogy
k,(3n+1)=>6n.

A G grafrdl akkor mondjuk, hogy teljes topologikus r-széget tar-
talmaz, ha G-nek van r olyan pontja: y, Y3, ..., ¥,, hogy barmely
kett§ OsszekothetS oly utakkal, melyeknek végpontjaikon kiviil nincs
mas kozds pontjuk. Ezek szerint egy teljes topologikus hiromszog
egyszeriien egy kor, tehat minden G tartalmaz teljes topologikus
haromszdget, s van oly G2 ;, mely nem tartalmaz teljes topologikus
haromszéget. DIRAC* bebizonyitotta, hogy minden GY)_, tartalmaz tel-
jes topologikus négysziget, de van oly..G5)_3, mely nem tartalmaz
teljes topologikus négyszoget. Analdg tétel teljes topologikus otszdgre
nem ismeretes. Mindenesetre van oly G _e. mely nem tartalmaz tel-
jes topologikus $tszdget. Hogy ezt belathassuk, tekintsiink egy n szog-
ponti maximalis élszami sikba rajzolhaté grafot, ez csupa harom-
szogb6l all, s ezért Euler poliédertételébsl konnyen adddik, hogy e
grafnak 3n—06 éle van, s mint sikba rajzolhaté graf, mint ismeretes,
nem tartalmazhat teljes topologikus tszoget. Lehetséges azonban, hogy
minden GYo_s tartalmaz teljes topologikus Stszdget.

Egy teljes topologikus négyszoget a kovetkez6 mddon lesz cél-
szerli elképzelniink: Egy K kor és egy x, pont, mely nincs a koron,
s melyb8l hirom paronként idegen 1it vezet a K kor xy, x,, x3 pont-
jathoz. Az xg, x;, x5, x3 pontok egy topologikus teljes négysziget hata-
roznak meg. TURAN, mint mar a bevezetés elején elmondottuk, bebizo-
nyitotta, hogy minden Gi",

s s r\ n=3t+r
=70 ”*(2}“ (o-ﬁ-ma)’

tartalmaz teljes négyszdget — azaz oly specialis teljes topologikus négy-
szbget, melyben a pontokat dsszek6tS utak élek. Kérdezhetjitk, mar-
most, mekkora az a legkisebb k;(n) szdm, hogy minden Gy, tartal-
maz egy oly K kort és egy x, pontot, mely nincs a kérén, s melybdl
legalabb harom oly él indul ki, mely K szdgpontjaihoz vezet (ez az
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alakzat megint egy specidlis teljes topologikus négyszdg). h;(n) értékét
egyelSre nem tudjuk meghatarozni, nincsen kizirva, hogy hs(n)=2n—2
(azaz ha DiRAC tétele szerint van teljes topologikus négyszdg, mindjart
a mi specialis teljes topologikus négyszdgiink is el¢fordulna grafunkban).

Jelentse altalaban h,(n) azt a legkisebb szdmot, hogy minden
Gﬁ'?(,.) tartalmaz egy K kort, s egy x, pontot, mely legalabb r éllel van
OsszekGtve a K kor xy, ..., x, pontjaival. r=3 esetén egyelGre mem
tudjuk A, (n)-et meghatarozni, s igy csak h,(n)-nel foglalkozunk. Trivi-
alis mindenesetre, hogy /i, (n) =f(n), tudniillik az x,, x, pontokat nyil-
van harom flggetlen tttal lehet sszekdtni (két ut a K kor éleibdl all,
s a harmadik Gt az (x,, xo) é (x5, x,) élekbsl). Posa sejtette’, hogy
hy(n)=f(n), s a tovibbiakban Pdsa e sejtésére két bizonyitast fogunk
adni.

Megjegyezziik még, hogy POsA [6] a kovetkez8 érdekes tételt
bizonyitotta be: Minden G%,._ 5 tartalmaz egy olyan kort, melynek két
{nem szomszédos) pontja egy éllel van 8sszekotve (azaz grafunk tar-
talmaz egy poligont egy atldjaval). Viszont létezik oly Goy_4, mely
nem tartalmaz ily kort.

Bizonyitas nélkiil emlitjiik még a kovetkezS tételt: Legyen n=S6,

akkor minden
2

tartalmaz oly teljes topologikus négyszoget, melynek 6t 6sszek6t§ titja
€l s a hatodik két élbdl all. K6nnyii belatni, hogy ez nem igaz mind-

egyik GI”-re és igy e tétel nem javithatd.

TETEL.

h (m) =f(n).

Nyilvanvald, h,(n) €s f(n) definiciéjabdl, hogy hy(n) =f(n), s igy
csak azt kell bebizonyitanunk, hogy minden G, tartalmaz egy K kort,
S egy x, pontot, mely nincs a K kérén, s melybdl legalabb két él vezet
a K korhoz.

Erre a tételre fogunk két bizonyitast adni.

Az els§ bizonyitds (épp gy, mint a maésodik) teljes indukciét
hasznal. Ha a G graf tartalmaz egy kért s egy pontot, mely nincs a
koron, s mely legalabb két éllel van a kor pontjaival 6sszekdtve, révi-
den azt fogjuk mondani, hogy a G graf tartalmaz alakzatot.

Indukcids feltevésiink marmost a kovetkezd:

Legyen 4=m<n. Minden GY tartalmaz alakzatot. Ha m pa-

ratlan, akkor minden GYix.1 vagy tartalmaz alakzatot, vagy minden
€l el6fordul egy haromszdgben.

10 Matematikai Lapok
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Kénnyii belatni, hogy n=4-re indukcids feltevésiink teljesiil (ti.
f(4) -5). Ezért, hogy tételiinket bebizonyitsuk, csak annyit kell kimu-
tatn nk, hogy indukcids feltevésiinkbSl kovetkezik, hogy minden
G0, tartalmaz alakzatot, s ha n pératlan, akkor minden G-y tar-
talmaz alakzatot vagy minden él el6fordul legalibb egy haromszogben.

Els&sorban feltehetjilk, hogy a Gf?(’.,), és paratlan » esetén a GST(},)_L
graf nem tartalmaz els6fokid pontot; ha ugyanis ily pont létezne, ennek
elhagyasa utin nyilvin egy G" P, 1=f(n—1) maradna, mely induk-
cids feltevésiink szerint tartalmaz alakzatot, s igy az eredeti graf is
tartalmaz alakzatot.

Viszont feltehetjiik, hogy a G?(’,,), és paratlan n esetén a G}':‘,‘.)_ 1
graf is tartalmaz mésodfoku szogpontot. Ha ugyanis G grafunk min-
den szogpontja legalibb harmadfokl volna, akkor G™ grafunknak
legalabb %’ éle volna, ami 3—;>f () miatt lehetetlen.

Tegyiik fel elSszdr, hogy n=2u+1. El6sz0r bebizonyitjuk induk-
cibs feltevésiinkb6], hogy minden GSis:' tartalmaz alakzatot. Legyen
ugyanis x, grifunknak masodfoki szégpontja. Hagyjuk el x,-t, s a
beldle kifutd két élt, ekkor egy Gsr--et nyeriink, mely indukciés fel-
tevésiink miatt tartalmaz alakzatot (f(24) =3u—1).

Nehezebb lesz indukcids feltevésiink masodik allitisanak bebizo-

nyitisa, amely szerint minden G vagy tartalmaz alakzatot vagy

minden éle eléfordul haromszégben.

ElsGsorban is feltehetjiik, hogy G5 " nem tartalmaz alakzatot
(kiilonben nincs mit bebizonyitanunk). Legyen x, grifunk mdsodfokd
pontja, s tegyiik fel, hogy x4 az x; és x, pontok-
kal van élekkel Osszekotve. Tegyiik fel elszor,
hogy az (x;, x,) él el6fordul grafunkban. Ekkor
azonban x,-b8l nem vezet x,-be oly, az (x;, x,)
élt8l1 kiildnbozd 1Gt, mely nem megy 4t az x, pon-
ton (kiildbnben grafunkban lenne alakzat). Tehat
grafunk igy Abrazolhatd:

G,-ben vannak G4%'"''—x, azon pontjai,

1. dbra melyek nem kothetSk dssze x,-vel oly tttal, mely
nem megy at x,-en.

Tegyiik fel el8szdr, hogy n(G,)=2t, n(G,)=2u—2t. Ez azonban
lehetetlen, mert indukcids feltevésiink szerint (kiilonben G, vagy G,
tartalmazna alakzatot)

v(G)=3t—2,  v(Gy)=3u—3t—2,




147

tehat
VWG =34v(G)+v(G)=3+3t—2+3u—3t—2=3u—1,

ami lehetetlen.
Feltehetjiik tehat, hogy

n(G)=2t+1, n(G,)=2u—2t—1, O<t<u.
Indukcids feltevésiink miatt (kiilonben van alakzat)
6)) v(G)=3t, v(Gy)=3u—3t-3.

(1)-ben azonban mindkét helyen egyenlGség 4ll (kiilnben megint

V(G 1) < 3u), ekkor azonban indukcids feltevésiink szerint G, és G,

minden éle valamelyik haromszégben el6fordul. De ekkor az I. ibra

miatt Gor'™") minden éle eléfordul valamelyik hiromszbgben, s ezzel

esetiinkben allitisunk be van bizonyitva.

Feltehetjitk tehat, hogy grafunkban az (x,, x,) é1 nem fordul el6.
Elszor igazoljuk, hogy a G’ =G5" Y — x, graf 6sszefiiggs. Ha ugyanis
nem lenne az és G G'-nek tetszGleges komponense, G2 pedig G’-nek
a (G1-hez nem tartozé pontjaibdl és éleibdl allo graf, akkor indukcids
feltevésiink szerint

v(G5 ) =3u=24+v(G)+v(G5)=3u~—1.

Ez pedig lehetetlen. Feltehetjiik, hogy a G grifban nincs oly kor, mely
az x, és x, pontokat tartalmazza (kiilonben G5 “-ben volna alak-
zat). Ekkor azonban egy ismert tétel szerint a G” graf-
nak van artikulacidja, azaz olyan x; pontja, hogy
minden, az x,-bdl x,-be vezet6 1it dtmegy x;-on. (azaz
x5 G'-nek elvalasztd pontja, artikulacidja).

Létezik G’-ben két olyan sszefiiggd G, és G,
részgraf, melyeknek egyetlen ko6zos pontjuk x;, G, s
(i=1,2) tartalmazza az x; pontot és G; —x; pontjait 6 2 62
nem koti Ossze G™-beli él G, —x; pontjaival. Nyilvan § @hio

) n(Gy) +n(G,) =2u+1.
(2) miatt feltehetjiik, hogy
3) n(G)=2t, n(Gy)=2u—2+1.
Indukcids feltevésiink miatt (killsnben G%‘*"-ban volna alakzat)
(C)] v(G)=3t-2, v(G,)=3u—3t
Feltehetjiik, hogy (4)-ben mindkét helyen az egyenlGség jele &l (kiilén-

X

Xy Xz

10*
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ben v(G5. " '))<3u). Ez azonban nyilvan csak tgy lehetséges, hogy
G, minden ¢le G,-nek valamelyik haromszdgében elGfordul.

Tekintsiik marmost az x,, x4, X3, X, pontokat tartalmazd K kort,
A G,-b8l K tartalmazza az e; €lt. e; elSfordul egy G,-beli harom-
szogben. Ennek élei legyenek e, e,,e;. Ha ezen élekbdl K csak az
e;-ct tartalmazza, akkor X, e,, e; alakzatot alkotnak, ha e;-et és e,-t
tartalmazza, akkor K, e; alkotnak alakzatot, s ez mar az &sszes lehet-
séges eset, mert K az ey, e,, e; éleket egyszerre nyilvAn nem tartal-
mazhatja. Tehat feltevésiinkkel ellentmondasra jutottunk, s ezzel az
n=2u-+1 esetre bizonyitasunkat befejeztiik.

Tegyiik fel mérmost, hogy n=2u. Indukcids feltevésiink segitsé-
gével be fogjuk bizonyitani, hogy minden G, tartalmaz alakzatot.

Xop, X1, X, Jjelentése ugyanaz, mint az n=2u-+1 esetben. Megint
két esetet kiilonboztetiink meg. Tegyiik fel elGszor, hogy az (xq, x,)
€l eléfordul grafunkban. Mint az n=2u-+1 esetben, agy itt is (az 1.-es
4bra esetében vagyunk) feltehetjitk az altaldnossag rovasa néikiil, hogy
n(Gy)=2t, n(G,)=2u—2t—1, ezért indukcids feltevésiinkb6l nyerjiik,
hogy

V(GE2 ) =34 v(G)+v(Gy)=3u—1=3+3t—2+3u—3t—3=3u—2,

ami ellentmondas.

Tehat feltehetjiik, hogy (x;, x,) nem fordul el graifunkban. Ugyan-
gy, mint az n=2u+1 esetben, nyerjiik, hogy a G¥2°; —x, grifnak
van egy x, artikulacidés pontja (lasd 2. abra). Megint két esetet kell
megkiilonboztetniink, Az els§ esetben

(5) (G =2t, m(G,)=2u—2t.
(5) azonban azonnal ellentmondasra vezet, mert indukcios feltevésiink
miatt
v(@)=3u—1=24v(G) +v(G))=2+3t-2+4+3u—-3t—2=3u~-2,
ami lehetetlen.
Tegyiik fel tehdt végiil, hogy
(6) (G =2t+1, w(G)=2u—2t—1.
v(G)=3u—1=2+v(G)+v(G,)
miatt ez csak akkor mem vezet ellentmonddsra (vagy alakzat létezé-

sére), ha
WG =31, v(G;)=3u—3t—3.

Ez esetben azonban G, ¢s G, minden éle eldfordul egy haromszégben
és alakzat létezését az [xq, Xy, X3, X,] kor létezésébbl ugyanigy nyer-
jitk, mint n(G)=2u+1 esetben. Ezzel tételiink igazolva van.
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Megjegyezziik, hogy moédszeriinkkel konnyen nyerhetS, hogy ha
{Z«+1) nem tartalmaz alakzatot, akkor csupa hiromszogbol all, melyek
artikulaciokkal kapcsolddnak egymashoz.
A tételiinkre adott masodik bizonyitas a kovetkezd:
Mint az els§ bizonyitasban, nevezziik most is ,,alakzatnak™ az
olyan részgrafot, amely egy korbdl és egy kdron kivilli pontbdl a kor
két kiilonboz8 pontjahoz futé élb6l (roviden korbdl &s fulbsl) all

Be fogjuk bizonyitani, hogy ha G"-ban nincs alakzat, akkor
kgf(n)—1=[3("2“1)].

Az Allitds n=1, 2-re fennall.

Tegyiik fel, hogy igaz (n— 1)-ig. Indirekt médon bizonyitjuk, hogy
ekkor n-re is fennall,

Ha ui. ez nem igaz, akkor van olyan G graf, melyre n(G)=n,
v(G)z[S(nz_ I)J +1 és melyben nincs alakzat.

(7) G bsszefiiggd ¢és nem lehet elvalaszté pontja. Ugyanis, ha volna
G-ben két olyan G, é G, részgrif, melyeknek legfeljebb egy kozos
pontjuk van és amelyek egyiitt G minden élét tartalmazzik, akkor a
(G =k, n(G;) =k, jeloléssel az indukcids feltevés miatt G-nek leg-
feljebb

3(k,—1)] 3(ky,—1) E[3(arc1+1rc2—2)]5[30;-1)]
g |T|” 2 |® 2 =" 2

éle lehetne.

G-ben van masodfoki pont, hiszen az elGbbiek szerint elséfoki
nem lehet benne, s nem lehet mindegyik legalabb harmadfokii sem,
mert G éleinek szdma [@] +1= [3?12— 1] = [3}!;‘ 1i|_

G-ben nem lehet két masodfoki pont éllel sszekdtve., Ugyanis,
ha x; és x, ilyen pontok lennének, akkor G' =G —{xy, x;}-re n(G) =

e e v(G’):v(G)—3=[3(”_3)

3 J+l lenne, tehat indukcios

feltevésiink szerint G, s igy G is tartalmazna alakzatot,

Vilasszuk ki G egyik masodfoku pontjat: jeldljiikk x-szel, a rd
illeszkedd két é1 masik végpontjat pedig y, és y,-vel. A G —x =G’ grafban
nem lehet két egymast nem metsz8 (azaz kbzbs belsé pontot nem tar-
talmazd) y,y,-it, kiilonben G-ben lenne alakzat. G” tehdt nem tartal-
mazhatja az (y,, y,) élt, mert akkor y, és y, is elvilaszté pontja volna
G-nek. Ezért Menger tétele szerint van G’-ben az y, és y, pontokat
elvalaszté x, pont (artikulicid). Csak egy ilyen pont létezhet. Meg-
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mutatjuk ugyanis, hogy létezik G’-ben két egymast nem metszé xqy-t
(i=1,2). B célbdl tegyiik fel, hogy pl. i=1-re nem létezne két ilyen
ut. Ekkor két eset lehetséges:

a) Van G’-ben az y, és x, pontokat elvilaszté pont. Ez azért
vezet ellentmondésra, mert akkor a G* grafot az (y,, y,) éllel bdvitve
olyan n—1 pontu grafot kapnank, melyben nem lenne alakzat. (Hi-
szen, ha lenne, ebben az (y,, y,) €l csak a fiil egyik éle lehetne, kiilén-
ben G-ben is volna alakzat. A fiill masik élét, és az alakzat korének
a fiil végpontjai altal meghatarozott ivét tekintve G” két olyan y, y,-Gtjat
kapnok, melyeknek csak egy kozds belsd pontjuk volna.) Ez azonban
az indukcios feltevés szerint lehetetlen, mert ezen 4j graf éleinek szima
[B(n—l)]

7 |

b) Létezik G'-ben az (xg, ¥,) él és ezen kiviil nincs mas x,y,-t
G’-ben. Ekkor y; G-nek csak mdasodfoki pontja lehet (kiilonben y,
G-nek elvalaszté pontja volna). Ez azért lehetetlen, mert x, és y, éllel
bsszekotott masodfokt pontok lennének.

Az elmondottak szerint

(8) G barmelyik x mésodfokd pontjahoz egyértelmiien hozzatar-
tozik G—x-nek egy olyan x, pontja, amely az x-hez illeszked§ élek
x-t6l kiilonboz8 y; €és y, végpontjait G — x-ben elvalasztja, €s létezik
G —x-ben két egymast nem metsz8 x,p-ut (i=1,2). Az x, pontot
x konjugdltidnak nevezziik,

G most meghatarozott tulajdonsigai alapjan bizonyitjuk, hogy

¥(G) 2[3"; '],

s ez ellentmondas, hiszen

(6) = [3"2’ 1].

Elegendd kimutatnunk, hogy ha x, az x, x,, ..., x; masodfoku
pontok konjugilija és ezen pontokon kiviil nincs mas olyan masod-
foku pont G-ben, amelynek x, konjugaltja volna, akkor az x4, X1, X3, ...y
x, pontok fokanak 4tlaga legalabb 3, azaz a pontok fokanak Osszege
legalabb 3(k +1).

A Gy=G—x, graf Osszefiiggé, hiszen G-nek nincs elvalasztd
pontja. Jeldljiik az x;-hez (i=1, 2, ..., k) illeszkedd két €l alkotta utat
o-vel,- és nevezzitk az «y, o4, ..., & utakat o-utaknak.

Legyen G'=G,—{x,, x;, ..., x;}, vagyis hagyjuk el G,-bél az
o~utakat, s jelsljik G' komponenseit G,, G,, ..., G-lel. G szerkeze-
térdl a kidvetkezdket allapithatjuk meg:
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a) Egy «; it két végpontja nem lehet ugyanazon G; komponens-
ben, mert ha igen, akkor e két pontot x, nem valasztani el G — x;-ben.

b) Nem létezhet a G; komponenseknek olyan G, G,,, ..., G, =G,,
sorozata sem, melyben a G, é G, . (j=1,2, ...,5—1) komponense-
ket G-ben egy-egy o-Ut koti dssze. Ha ui. lenne ilyen sorozat, a kompo-
nensek Osszefiiggd volta miatt lenne Gy-ban olyan kor, melyben a-utak
is szerepelnek, s ez x, definicidja miatt ngyancsak lehetetlen.

¢) Minden G; (i=1,2,...,I) komponensben legalabb egy o-fit
végzddik, hiszen G, mar &sszefiiggd.

Ezen harom tulajdonsagbdl az adddik, hogy ha a G; komponense-
ket pontokka, az e-utakat pedig élekké zsugoritjuk &ssze, akkor G,-bol
egy fa keletkezik. Ebbdl kovetkezik, hogy I=k+1.

Ha G’ valamely G; komponensében csak egy a-uitnak, pl. a,-nek
van végpontja, akkor G-ben az x, pontot legalabb két él koti oOssze
G~beli pontokkal. Ha ui. «;-nek G;-ben lev8 végpontjat y-nal jelsl-
jiik, (8) szerint legalabb két, x,-en 4t nem mend, egymAast nem metszd
Xoy-ut van, s mivel ezen utak pontjai x, kivételével G;-ben vannak,
Xo-bdl valéban legalabb két él fut G hez.

Ha G’ valamely G; komponensében pontosan két a-itnak, pl.
o, €s o,-nek van végpontja, akkor G-ben x,-t legalabb egy él koti dssze
Gy-beli ponttal. Hiszen ha nem lenne ilyen €él, G —x;-ben «, két vég-
pontjat &sszekotd utak xq-on kivill még x,-n is dtmennének, s ez (8)
szerint nem &llhat fenn.

Ezen két utobbi allitas felhasznélasaval x, fokszimara alsé becs-
lést adunk:

Ha v;-vel jelsljik G olyan komponenseinek szdmat, amelyekbe
i szdm1 a-itnak esik végpontja, akkor x, fokszdma legalibb 2v, +v,.
Mésrészt

I=k+1=0v,40,+... +v,

€s
2k =vy + 20, +... +my,,,
Ezekbdl
k+3=2+v,—v4—205—... —(m—3v,,
s igy
v, 4v,=k+3.

Az x4 pont fokszima ennélfogva legalabb k+3, s gy az
Xgs X1, ...» X pontok fokanak Osszege legalabb 3k + 3.

Ezzel bizonyitasunkat befejeztiik.
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0 3AJAYAX, OTHOCALIMXCA K 9KCTPEMAJIbHbIM
3HAYEHWYM B TEOPHUU I'PADOB

B. BonnoGau, I, Spaém

Mycts G{™ osmauaer rpad, cocrodimii B3 »# Bepwad u k p&6ep Taxofi,

9TO B HEM OTCYTCTBYIOT NMETIH M JBOHHbIe pE6pa.
B craThe paccMaTpuBaTCs ONpeneneHus MUHAMANBHLIX 3Havensit k = g(n)

TaKuX, 4TO BCE rpadsl Gvly CONEPIKAT OmpenenéHHble noarpadel ¢ npeAnacan~

HeIME cBoficTBamu. B weil npusenens! apa n0KasaTenbCTBa CIEAYIOWEH TEOPEMBI,
npepnonaraemoit Jlaitomem I1o m a:

Nycte f2m)=3m—1 n fQm+1y=3m+1(m=1,2,.). Kaxasii G,

(n=4) conepxuT TaKoit nogrpad, KOTOPHIE COCTOAT M3 OMHOTO Kpyra K, ®8 of~
HOil RepmIMHEI x He nexkauleli na X m u3 JByX pébep, CBASLIBAIOMUX BEPLIHHY
x C AByMs BepmmHamd kpyra K.

UBER GRAPHENTHEORETISCHE EXTREMALPROBLEME

B. BoLroBAs Unp P. ErnGs

Es bezeichne G{™ einen solchen Graphen, der aus n Knotenpunkten und % Kan-
ten besteht, und der keine Schlingen und mehrfache Kanten enthilt. Die Arbeit
beschaftigt sich mit der Bestimmung solcher minimalen g(n) Werte, fiir die der Graph
Git)y stets Teilgraphen mit gewissen vorgeschriebenen Eigenschaften enthalt. Die
Arbeit enthiilt zwei Beweise fiir den folgenden, von L. Pésa vermuteten Satz:

Essei f(2m)=3m—1, f2m+1)=3m-+1(m=1, 2,...). Der Graph G{{},(n=4)
enthilt stets einen solchen Teilgraphen, der aus einem Kreis K, aus einem mcht
auf X liegenden Knotenpunkt x und aus zwei solchen Kanten besteht, die x mit zwei
Knotenpunkten von X verbinden.




