
Grifelm6leti szklso” 6rtCkekre vonatkoz6 probl6m&r61 

BOLLQBAS BELA 6s Em& PAL 

E cikkben G?’ II sztigpontu (a tovabbiakban szijgpont helyett rovi- 
den pontot mondunk) s k 616 grafot fog jelenteni, ahol hurkokat ki- 
zhrunk, s ket pont Iegfeljebb egy ellel lehet iisszekiitve (azaz egy es 
k&t Clbijl all6 kiirijket kizarunk). n(G) jelenti G pontjainak s&mat Cs 
v(G) G r5leinek szhmat. G-x jelenti azt a grafot, amelyet nyeriink, 
ha G-b61 elhagyjuk az x pontot es a beliile kiindulb Gsszes Cleket. Ha- 
SO& Crtelemben hasznaljuk a G -{x1, . . ., Xj} jelijlest is. xy-&on egy 
olyan utat trtiink, melynek az x es az y pont a k&t vegpontja. 

TURAN~ mtg 1940-ben felvetette a kiivetkeza k&d&t: Mekkora 
az a minimalis k= k,(n) szLm, hogy minden G:“’ graf tartalmazzon E 
pontbol $116 teljes reszgr&fot, azaz oly I pontot, hogy barmelyik k&to” 
ijssze legyen kijtve egy Cllel. TURIN e kerdesre preciz valaszt adott, s 
tovabb& felvetette a kiivetkez6 k&d&: Mekkora k= k(n) minim&lis 
&eke, hogy Gp’ biztosan tartalmazzon egy eI8rt tipus reszgrafot? 
E k&d$sekrN az utobbi id6ben tiibb cikk jelent meg2, s e dolgozat 
is egy ebbe a ttmakiirbe va16 k&d&se1 fog foglalkozni. 

Eb6s Cs GALLAI a kWetkez6 kerdtst vizsg&ltak: Mekkora k, = k,(n) 
minim@is trt&ke, hogy Gg’ tartalmazzon k&t x1, x2 pontot, melyek 
r oly tittal vannak iisszekijtve, melyeknek az x1 es x2 pontokon kfvtil 
nincsen k&z& pontjuk? Konnyii belatni, hogy kZ =n, ugyanis minden 
G?‘, mint ismeretes (es trivi&.), tartalmaz k&t, egy kijr barmely ket 
pontja ktt oly nttal 6sszekBthet6, melynek vegpontjaikon kivi.il nines 
m8s kSz6s pontjuk. M&-Cszt viszont, ha n pont kijziil egyet a tiibbi- 
vel iisszekbtiink, nyilv&n oly G(*)-et nyeriink, melyben barmely ktt 
pont csak egy uttal kijthet6 bssze. 

Legyen marmost f(2n) = 3n - 1, f(2n + 1) = 3n + 1. Kijnnyii belatni, 
hogy k3 (n) =f(n>. Ugyanis BARTFAI~ nagyon egyszeriien bebizonyitotta, 
hogy minden Gy:& tartalmaz p&ros szam6 ClbBl 8116 kijrt es egyszerfi 
meggondolas mutatja, hogy bizonyitasa azt is adja, hogy minden Gf(nl 
tartalmaz ktt pontot, mely h&rom paronkent ftiggetlen tittal van iissze- 
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kiitve (azaz oly utakkal, melyeknek vCgpontjaikon kiviil nincsen koziis 
pontjuk). Tekintsiink masreszt n haromsziiget [x0, xZi- 1, xZi], 15 is n, 
igy nyeriink egy G(32nn’ ‘) -et (azaz egy G$$zJ::‘l,-l-et), mely nem tar- 
tahnaz ket pontot iisszekijtB h&rom fiiggetlen utat. Ha az [x0, x2”- 1, x2,,] 
haromszogbo”l csak az (x0, xZn- J Clt hagyjuk meg, nyeriink egy G$!2-et 
(azaz egy G@+i-et), mely nem tartalmaz ktt pontot 8sszekotB ha- 
rom ftiggetlen utat, ezzel k,(n) =f(n) b izonyitasat befejeztiik. k,(n) Cr- 
tCk6t I > 3-ra nem sikeriilt meghataroznunk, talan k4 (3n + 1) = 6n + 1. 
12 egyetlen kijziis ponttal biro tetratier ptldaja mindenesetre adja, hogy 
k4 (3~2 + 1) =- 6n. 

A G grafrol akkor mondjuk, hogy teljes topologikus r-szbget tar- 
talmaz, ha G-nek van Y olyan pontja: yi, y2, . . . . yF, hogy barmely 
kettii iisszekijthetii oly utakkal, melyeknek vtgpontjaikon kiviil nines 
m&s k&i% pontjuk. Ezek szerint egy teljes topologikus haromsziig 
egyszetien egy kor, tehdt minden d? tartalmaz teljes topologikus 
haromsziiget s van oly G$LI mely nem tartalmaz teljes topologikus 
haromsziiget: DIRAC~ bebizon;itotta, hogy minden G$!-2 tartalmaz tel- 
jes topologikus negyszijget, de van 01y,d$,!-~, mely nem tartalmaz 
teljes topologikus ntgysziiget. Analog t&e1 teljes topologikus otszogre 
nem ismeretes. Mindenesetre van oly dTi-6, mely nem tartalmaz tel- 
jes topologikus iitszbget. Hogy ezt belathassuk, tekintsiink egy y1 sziig- 
pontti maxim& tlszamu sikba rajzolhato grafot, ez csupa hhrom- 
szSgbii1 all, s eztrt Euler poliederttteltbol kijnnyen adodik, hogy e 
grafnak 3n- 6 Cle van, s mint sikba rajzolhato graf, mint ismeretes, 
nem tartalmazhat teljes topologikus ijtszoget. Lehetseges azonban, hogy 
minden G(3:- 5 tartalmaz teljes topologikus ijtszbget. 

Egy teljes topologikus nCgyszijget a kovetkezo” mcidon lesz ccl- 
szerii elktpzelniink: Egy K kor ts egy x0 pont, mely nines a kijrijn, 
s melybfl h&rom paronkent idegen M vezet a K kbr xl, x2, x3 pont- 
jaihoz. Az x0, x1, x2, xg pontok egy topologikus teljes negysziiget hat& 
roznak meg. TutiN, mint mar a bevezetes elejen elmondottuk, bebizo- 
nyitotta, bogy minden GI”‘, 

+“-r2)+ (;)+I (ng;:ffl)3 
tartalmaz teljes negyszoget - azaz oly specialis teljes topologikus n&y- 
sziiget, melyben a pontokat iisszekStS utak Clek. Kerdezhetjiik, mar- 
most, mekkora az a legkisebb h,(n) s&m, hogy minden G$,,) tartal- 
maz egy oly K kort Cs egy x0 pontot, mely nines a kiiran, s melybS1 
legalhbb harem oly Cl indul ki, mely K sztigpontjaihoz vezet (ez az 
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alakzat megint egy specialis teljes topologikus negyszog). h,(n) trteket 
egyelBre nem tudjuk meghatirozni, nincsen kizarva, hogy h3 (n) =2n - 2 
(azaz ha DIRAC tetele szerint van teljes topologikus negyszog, mindjart 
a mi specialis teljes topologikus negyszogiink is el6fordulna grafunkban). 

Jelentse illtalaban h,(n) azt a legkisebb szamot, hogy minden 
ii@’ *,(,,) tartalmaz egy K kiirt, s egy x0 pontot, mely legalabb r Gel van 
,iisszekotve a K kor xl, . .., x, pontjaival. r 23 eseti5n egyelo”re nem 
tudjuk h,(n)-et meghatiirozni, s igy csak h,(n)-nel foglalkozunk. Trivi- 
Qlis mindenesetre, hogy h2 (n) z,+(n), tudniillik az x1, x2 pontokat nyil- 
van harem ftiggetlen uttal lehet iisszekotni (ket Gt a K kiir eleib61 all, 
s a harmadik tit az (x1, x0) Cs (x0, x2) 6lekbo”l). P&A sejtette5, hogy 
h2(n) =f(n), s a tovabbiakban P&A e sejtesere ket bizonyitbt fogunk 
adni. 

Megjegyezziik meg, hogy P&A [6] a kiivetkeza Brdekes tetelt 
bizonyitotta be: Minden G$..- 3 tartalmaz egy olyan kiirt, melynek k& 
(nem szomsz6dos) pontja egy Cllel van iisszekiitve (azaz g&funk tar- 
talmaz egy poligont egy Btlojaval). Viszont lttezik oly G$i+, mely 
nem tartalmaz ily k&t. 

Bizonyitas nelktil emlitjtik meg a kovetkezo” tetelt : Legyen n s 6, 
al&or minden 

G;“), I= ; + 1 [I 
tartalmaz oly teljes topologikus negyszoget, melynek ot iisszekiit6 titja 
Cl s a hatodik k&t 6lbo”l all. Kiinnfi belatni, hogy ez nem igaz mind- 
egyik ~$!!~-re es igy e t&e1 nem javlthato. 

%TEL. 

h, (n> =m. 

Nyilvanvalo, h,(n) es f(n) definiciojabbl, hogy h,(n) &f(n), s fgy 
csak azt kell bebizonyitanunk, hogy minden G$‘& tartalmaz egy K kiirt, 
s egy x0 pontot, mely nines a K korbn, s melybiil legal5lbb ket Cl vezet 
a K korhiiz. 

Erre a tetelre fogunk ket bizonyltast adni. 
Az else bizonylt&s (epp ugy, mint a mhsodik) teljes indukciot 

hasznal. Ha a G graf tartalmaz egy kSrt s egy pontot, mely nines a 
kbriin, s mely legalabb ktt Cllel van a kiir pontjaival osszekiitve, riivi- 
den azt fogjuk mondani, hogy a G graf tartalmaz alakzatot. 

Indukcios feltev&ink marmost a kovetkezb: 
Legyen 45m rn. Minden GE& tartalmaz alakzatot. Ha m PA- 

ratlan, akkor minden G$$+l vagy tartalmaz alakzatot, vagy minden 
Cl elsfordul egy hhromszbgben. 

10 Matematikai Lapok 
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K&&i belhtni, bogy M =4-re indukci6s feltev&iink teljesiil (ti. 
f(4) 5). EzCrt, hogy Meliinket bebizonyitsuk, csak annyit kell kimu- 
tatn nk, hogy indukci6s feltedstinkb61 kavetkezik, hogy minden 
G$‘& tartalmaz alakzatot, s ha II pgratlan, akkor minden G?&-I tar- 
talmaz alakzatot vagy minden 61 eMfordu1 legal6bb egy h6romsztigben. 

ElsBsorban feltehetjiik, hogy a Gy&, Cs paratlan n eseten a GfoM1 
grhf nem tartalmaz elsiifokti pontot; ha ugyanis ily pont l&ezne, ennek 
elbagyfisa utAn nyilvgn egy @-I) 4 I Z~(II - 1) maradna, mety induk- 
ci& feltev&ink szerint tartalmaz ‘alakzatot, s igy az eredeti g&f is 
tartalmaz alakzatot. 

viszont feltehetjtik, hogy a G:“:j, ts paratlan it esetCn a G$)- 1 
g&f is tartalmaz m&sodfokti sziigpontot. Ha ugyanis G(“) grhfunk min- 
den sziigpontja legalabb harmadfokti volna, akkor Gcn) grafunknak 

legalhbb 2 6le volna, ami g zf(n) miatt lehetetlen. 

Tegyi.ik fel eltisz6r, hogy n = 2~ + 1. El&& bebizonyitjuk induk- 
ci6s feltev&inkbtil, hogy minden G$$?I” tartalmaz alakzatot. Legyen 
ugyanis x0 grafunknak m8sodfokC szijgpontja. Hagyjuk el x0-t, s a 
bel6le kifiit6 k6t tit, ekkor egy Gel-et nyeriink, mely indukci6s fel- 
tevCsiink miatt tartalmaz alakzatot (f(2~) = 3~ - 1). 

Nehezebb lesz indukcib feltev&nk masodik SillitSsAnak bebizo- 
nyitisa, amely szerint minden G%‘+l) vary tartalmaz alakzatot vagy 
minden 6le elo”fordu1 hhromsziigben. 

Elsasorban is feltehetjfik, hogy G\?+l’ nem tartalmaz alakzatot 
(kiiliinben nines mit bebizonyitammk). Legyen x0 grafunk m8sodfok6 

J-0 
pontja, s tegyi.ik fel, hogy x0 az x1 Cs xZ pontok- 

c443 

kal van Clekkel Ssszekiitve. Tegyiik fel el&ziir, 
hogy az (xi, x2) Cl eMfordu1 grhfunkban. Ekkor 

x f x2 
azotiban x,-b61 nem vezet x,-be oly, az (x1, x2) 
6ltOl kiilSnbijz6 tit, mely nem megy &t az x0 pon- 
ton (ki.Znben grhfunkban lenne alakzat). Teh&t 
grafunk igy 6brAzolhat6 : 

Gl G2 Gi-ben vannak GJu (2u+l) -x azon pontjai, 
I. Debra melyek nem kiithet6k &sze x,-$el oly rittal, mely 

nem megy &t x,-en. 
Tegyiik fel elo”sziir, hogy n(G1) =2t, x(G,) = 2~ - 2t. Ez azotibaa 

lehetetlen, mert indukci6s feltevCsiink szerint (kiilijnben G1 vagy G, 
tartalmazna alakzatut) 

v(G,)s:t-2, v(G,)s3u-3t-2, 
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tehPt 

v (G3u (2”+1))=3+~(G1)+v(G2)~3.+3t-2+3u-33t-2=3u-1, 

ami lehetetlen, 
Feltehetjtik tehat, hogy 

n(G*)=2t+l, n(GJ=2u-2t-1, O<f-=U. 

Indukcios feltevSuik miatt (kiilbnben van alakzat) 

(1) v(G,)r3t, v(G,)533u-33t-3. 

(l)-ben azonban mindket helyen egyenl6seg all (kiilBnben megint 
v(Gg=-+ l) ) -= 3u), ekkor azonban indukci6s feltevesiink szerint G, Cs G, 
minden ele valamelyik haromszijgben eliifordul. De ekkor az I, abra 
miatt G(32uufi) minden ee el6fordul valamelyik haromszdgben, s ezzel 
esettinkben StllltBsunk be van bizonyitva. 

Feltehetjti tehat, hogy gr~funkban az (xi, x2) Cl nem fordul el6. 
ElGsziir igazoljuk, hogy a G’ = G(3Ff1) -x0 graf bsszefiiggo”. Ha ugyanis 
nem lenne az Cs G; G’-nek tetszSleges komponense, G$, pedig G’-nek 
a Gr-hez nem tartoz6 pontjaibol es Bleibbl 8116 grif, akkor indukcios 
feltevtsiink szerint 

~(G~~+~$=3u~2+v(G;)+v(Gb)~3u-l. 

Ez pedig lehetetlen. Feltehetjiik, bogy a G’ grafban nines oly kiir, mely 
az x1 es x2 pontokat tartalmazza (kWnben G$vil’-ben volna alak- 
zat). Ekkor azonban egy ismert t&e1 szerint a G’ grbf- 
nak van artikul8cioja, azaz olyan x3 pontja, hogy x0 
minden, az xi-b61 x,-be vezetii tit atmegy x3-on. (azaz 
x3 G’-nek elvalaszto pontja, artikulSlci6ja). XI Xi? 

Letezik G’-ben kCt olyan osszefiiggo” Gr 6s G, 
r&q&f, melyeknek egyetlen kiizijs pontjuk x3, Gi cfsb 
(i= 1,2) tartalmazza az xi pontot Cs G, -x3 pontjait G? x3 Gz 
nem k6ti Gssze G’-beli tl Gz -x3 pontjaival. Nyilvan 2. dbra 

(2) n(G,)+n(G2)=2u-t1. 

(2) miatt feltehetjiik, hogy 

(3) n(G,)=2t, 7c(G2)=2u-2tfI. 

Indukcib feltevestink miatt (ktil6nben G\T+‘)-ban volna alakzat) 

(4) v(G,)~33t--2, V(G,)S:3u--3t. 

Feltehetjiik, bogy (4)-ben mindket helyen az egyenl6seg jele all (kiil&- 
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ben v(G$$‘~~-K~zJ). E z azonban nyiIv&~ csak tigy lehetdges, bogy 
G, minden tle GZ-nek valamelyik h&rom&g&en el6fordul. 

Tekintsiik m&rrnost az x0, x1, x3, x2 pontokat tartalmaz6 K k&t. 
A Gz-b6l K tartalmazza az e, 6lt. e, eliifordul egy G,-beli h&rom- 
szijgben. Ennek 6lei legyenek e, , q, e3. Ha ezen 6lekb61 K csak az 
q-et tartalmazza, akkor K, c2, e3 alakzatot alkotnak, ha el-et Cs e,-t 
tartalmazza, akkor K, e3 alkotnak alakzatot, s ez m8r az iisszes lehet- 
sCges eset, mert K az e 1, e2, e3 Cleket egyszerre nyilv&n nem tartal- 
mazhatja. Teh&t feltev&nkkel ellentmondasra jutottunk, s ezzel az 
II = 224 -t 1 esetre bizonyittisunkat befejeztiik. 

Tegyi.ik fel mkrmost, hogy n=2u. Indukci6s feltevCsiink segitd- 
g&e1 be fogjuk bizonyitani, hogy minden G\~I tartalmaz alakzatot. 

x,, , x1, x2 jelentCse ugyanaz, mint az y1=2u 4 1 esetben. Megint 
k& esetet kiilijnbiiztetiink meg. Tegyiik fel el&z&, hogy az (x1, x2) 
Cl eI6fordul grkfunkban. Mint az n = 2~4 + 1 esetben, &gy itt is (az L-es 
&bra esetkben vagyunk) feltehetjiik az &ltal&oss&g rovasa n&kiil, hogy 
‘II (G,) = 24 ‘II (GJ = 224 - 2t - 1, ezCrt indukci6s feltewSnkb61 nyejiik, 
how 

v(G~:~~)=3+v(Gl)+v(G,)=3u-lS333t-2+3~-3t-3=3~-2, 

ami ellentmondfis. 
Tehat feltehetjiik, bogy (x1, x2) nem fordul el6 grhfunkban. Ugyan- 

tigy, mint az M = 214 + 1 esetben, nyerjiik, hogy a GUI -x0 grgfnak 
van egy xj artikuKci6s pontja (l&d 2. &bra). Megint k&t esetet keII 
megkiil6nbSztetniink. AZ els6 esetben 

(5) 7~(G&=2f, n(G,)=2u-2t. 

(5) azonban azonnal ellentmond&sra vezet, mert indukci6s feltev&ink 
miatt 

v(G)=3u-l=2+v(G,)+v(G2)~2+36-2+33u--t-2=324--2, 

ami lehetetlen. 
Tegyiik fel teh& v&&l, hogy 

(6) n(G,)=2t+ 1, 7c(G,)=2u-2t-1. 

v(G)=3u-1=2-tv(G1)+v(G,) 

miatt ez csak akkor nem vezet ellentmondhsra (vagy alakzat lBtez& 
s&e), ha 

v(G,)=3t, v(G,)=3u-3t-3. 

Ez esetben azonban G, Cs Gz minden tie elefordul egy hilromszbgben 
Cs alakzat l&ez&tt az [x0, x1, x3, x2] k6r lCtezCsCbG1 ugyandgy nyer- 
jiik, mint n(G) =2u + 1 esetben. Ezzel t&eliink igazolva van. 
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Megjegyezziik, hogy modszeriinkkel kijnnyen nyerhetii, hogy ha 
G!2.“+ ‘) nem tartalmaz alakzatot, akkor csupa haromszBgbS1 all, melyek 
artikulacibkkal kapcsolbdnak egymashoz. 

A tetehinkre adott masodik bizonyitas a k8vetkezo”: 
Mint az else” bizonyitasban, nevezztik most is ,,alakzatnak” az 

olyan rCszgrafot, amely egy k6rbo”l es egy koriin kivtili pontbol a kSr 
ket kWnb6z8 pontjahoz futb Clb6l (roviden ktirb6l Cs ftilb6l) all. 

Be fogjuk bizonyitani, hogy ha Gf’-ban nines alakzat, akkor 

kg-(n) - 1 = [?I. 

AZ illit& n = 1,2-re fennall. 
Tegyiik fel, hogy igaz (n - l)-ig. Indirekt modon bizonyitjuk, bogy 

ekkor n-re is fennall 
Ha ui. ez nem igaz, akkor van olyan G graf, melyre n(G) =n, 

3(n-1) 
v(G)= -7j- F 1 f 1 es melyben nines alakzat. 

(7) G GsszefiiggB es nem lehet elvalaszto pontja. Ugyanis, ha volna 
G-ben kCt olyan G, es Gz rcszgraf, melyeknek legfeljebb egy kijziis 
pontjuk van 6s amelyek egyiitt G minden Cl& tartalmazzak, akkor a 
71 (G,) = kl , rr (GJ = k2 jelblessel az indukcios feltevds miatt G-nek leg- 
feljebb 

Ble lehetne. 
G-ben van mbsodfoku pont, hiszen az elobbiek szerint elsiifokii 

nem lehet benne, s nem lehet mindegyik legalabb harmadfokii sem, 

mert G Cleinek szama [3(~~1)]+l=~~]<[~]. 

G-ben nem lehet kCt masodfoku pont Cllel ijsszekotve. Ugyanis, 
ha x1 es x2 ilyen pontok lenntnek, akkor G’ = G - {x1, x2}-re n(G) = 

=n-2 es v(G’)=v(G) - 3= rq] $1 lenne, tehat indukcios 

feitevtsiink szerint G’, s igy G is tartalmazna alakzatot. 
Valasszuk ki G egyik masodfokti pontjat: jelijljiik x-szel, a rB 

illeszked6 kCt Cl masik vegpontjat pcdig y1 es yZ-vel . A G - x = G’ g&ban 
nem lehet ket egymast nem metszii (azaz kijziis beIs pontot nem tar- 
tahnazb) ylyz-tit, kiiliinben G-ben lenne alakzat. G’ tehat nem tartal- 
mazhatja az (yr , yJ &It, mert akkor yr Cs y, is elvalaszt6 pontja volna 
G-nek. Ezert Menger tctele szerint van G’-ben az y1 6s yZ pontokat 
elvalasztd x0 pont (artikulaci6). Csak egy ilyen pont 16tezhet. Meg- 
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mutatjuk ugyanis, hogy ICtezik G’-ben k&t egymast nem metszo” x,y& 
(i= 1,2). E &lb61 tegyiik fel, hogy pl. i= 1-re nem 1Ctezne k& ilyen 
tit. Ekkor k& eset lehetdges: 

a) Van G’-ben az y, 6s x,, pontokat elv5laszt6 pont. Ez az&-t 
vezet ellentmondhsra, mert akkor a G’ grhfot az (yl, yZ) tllel biivitve 
olyan pz - 1 pontti grrifot kapnhnk, melyben nem lenne alakzat. (Hi- 
szen, ha lenne, ebben az (yI, yZ) Cl csak a fIil egyik Cle lehetne, kiil8n- 
ben G-ben is volna alakzat. A fiil m&sik CM, Cs az alakzat kijrinek 
a fiil vtgpontjai gltal meghatarozott ivtt tekintve G’ k&t olyan yiyz-6tjBt 
kapncik, melyeknek csak egy kiiziis beIs pontjuk volna.) Ez azonban 
az indukcids feltevCs szerint lehetetlen, mert ezen tij grLf Cleinek sz&ma 
3(n-1) 

[ I 
~. 

2 
b) Lttezik G’-ben az (x0, yl) Cl Cs ezen kivti nines m&s x,y,-tit 

G’-ben. Ekkor y1 G-nek csak m&sodfokti pontja lehet (ki.iliinben yi 
G-nek elv8laszt6 pontja volna). Ez azCrt lehetetlen, mert x0 Cs y1 Bllel 
6sszek6t6tt mgsodfokti pontok IennCnek. 

Az elmondottak szerint 
(8) G barmelyik x m&sodfokii pontjhhoz egytrtelmiien hozzitar- 

tozik G -x-nek egy olyan x0 pontja, amely az x-hez illeszkedo” 6lek 
x-t61 kiilijnbijzii y, Cs y2 vigpontjait G-x-ben elvglasztja, Cs l&ezik 
G-x-ben kCt egymast nem metsz6 x&-tit (i = 1,2). Az x,, pontot 
x konjugciltjdnak nevezziik. 

G most meghat&rozott tulajdonshgai alapjin bizonyitjuk, hogy 

3n+1 
v(G)2 2 , [ 1 

s ez ellentmondhs, hiszen 

3n-1 
v(G)= 2 , [ 1 

Elegendli kimutatnunk, hogy ha x,-, az x1, xZ , . .&, x, m&sodfoku 
pontok konjughltja Cs ezen pontokon kiviil nines m&s olyan mAsod- 
fokfi pont G-ben, amelynek x0 konjugaltja volna, akkor az x0, x1, x2, l . ., 
x, pontok fok5lnak Maga legalabb 3, azaz a pontok fok5nak iisszege 
legalhbb 3 (k + 1). 

A GO = G- x0 gr&f iisszefiiggii, hiszen G-nek nines elv5laszt6 
pontja. JelGljiik az xi-hez (i= 1, 2, . . . . k) illeszkeds k6t Cl alkotta utat 
a,-vel, 6s nevezziik az q, c+, . . . , CI~ utakat a-utaknak. 

Legyen G’=G,,-{x1,x2, . . . . xk}, vagyis hagyjuk el GO-b61 az 
a-utakat, s jelijljiik G’ komponenseit G,, G2, . .., G,-lel. G’ szerkeze 
t&61 a kiivetkezbket Napithatjuk meg : 
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a) Egy CZ~ 6t k&t vegpontja nem lehet ugyanazon Gi komponens- 
ben, mert ha rgen, akkor e ket pontot x0 nem valasztanA el G - x$en. 

b) Nem letezhet a Gi komponenseknek olyan G,, G,, , . . ., G,. = G,, 
sorozata sem, melyben a GTi Cs G,,, 1 (j = 1,2, . . ., s - 1) komponense- 
ket G-ben egy-egy a-tit kiitr ossze. Ha ui. lenne ilyen sorozat, a kompo- 
nensek iisszefiigg6 volta miatt lenne Go-ban olyan kor, melyben a-utak 
is szerepelnek, s ez x0 definicioja miatt ugyancsak lehetetlen. 

C) Minden Gi (i=1,2, . . . . 2) komponensben legal&b egy a-fit 
vegz6dik, hiszen Go mar Gsszefiigg6, 

Ezen harem tulajdonsAgbd1 az adodik, hogy ha a Gi komponense 
ket pontokka, az a-utakat pedig 6lekke zsugoritjuk &sze, akkor GO-b61 
egy fa keletkezik. Ebbo”1 kbvetkezik, hogy I= k + 1. 

Ha G’ valamely G, komponenseben csak egy a-btnak, pl. a,-nek 
van vegpontja, akkor G-ben az x0 pontot legalabb ket Cl kijti 6ssze 
G&Ii pontokkal. Ha ui. a,-nek Gi-ben lev6 vegpontjat y-nal jelbl- 
jiik, (8) szerint legalabb kit, +-en at nem men6, egymast nem met& 
x,y-tit van, s mivel ezen utak pontjai x0 kivtteltvel G,-ben vamrak, 
x0-b61 valoban legalgbb kCt 61 fut Gi-hez, 

Ha G’ valamely Gi komponenseben pontosan kCt a-titnak, pl. 
al Cs c+nek van vCgpontja, akkor G-ben x,-t legalgbb egy Cl kijti Sssze 
Gi-beli ponttal. Hiszen ha nem lenne ilyen Cl, G - x1-ben a1 kCt vCg- 
pontjgt Gsszekiito” utak x,-on l&ii1 mCg x,-n is atmennenek, s ez (8) 
szerint nem Allhat fenn. 

Ezen ket utobbi allitas felhasznalasrival x0 fokszamara also becs- 
lest adunk: 

Ha Or-vel jelijljiik G’ olyan komponenseinek szimat, amelyekbe 
i szBm6 a-titnak esik vegpontja, akkor x0 fokszama legalabb 2v, +v,. 
Mbr&szt 

6S 

I=kfl=v,+v,+...+u, 

Ezekbal 

2k=v, f2v2 -t- . . . i-mu,, 

s &Y 
kf3=2v,+v,-v,--2v,-...-(m-3)v,, 

2v,+v2sk+3. 

AZ x0 pont fokszama ennelfogva legalabb k+ 3, s igy az 
x0, Xl, *.*, x, pontok fokanak Gsszege legalabb 3k +3. 

Ezzel bizonyit&sunkat befejeztiik. 
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0 3ARA%X, OTHOC5lLIB4XC?l K 3KCTPEMAnbHblM 
3HASEHBRM B TEOPHH TPAQOB 

6. ‘fionno6aur, II. Bp#m 

HyCTb Gin?' 03Ha'iaeT I-pa+, COCTOm&i 83 n BepUiH II k p%%$ TaUOti, 

9TO B I&M OTcyTCTByIOT nE!TJIN R nBOEHb!e pii6pa. 
B CTaTbe paCcMaTpHBamTC5i Onpe~eJIeHFiR MHHHMafIbHbIX 3HaVeHIlfi k=g(n) 

Tamx, 9~0 Bee rp@br G;$, coReptrcaTonpeuen&Hnble noarpa*br c npejqmcan- 

WIMW C3OiiCTBaMFf. B Heti OpaBeaeHbl ABa ROKa3aTenbCTBa CIIeJJylo~eti TeOpeMbl, 
npe~nonaraewol JIafiomenr Ho m a : 

nycTb f{2m) = 3m - 1 B f(2m + l)= 3m + 1 (m = 1,2,...). Kaxr& G&,, 
(nZr4) COjIepHtHTTaKo% nOfiI+pa@,~0~0pbI~COc~OFi~ nao~~oro Kpyra K, ~3 ofi- 

HO% BepIUBHbl X HeIieHtaqefi Ha K H A3 &ByX p&bep, CBFi3bIBaIO~HX BepuIAHy 
x c u~ymn Bepmnaame KpyCa K. 

UBER GwmmmommcHE EKTREMALPROBLEME 

B. BOLLOB.& UND P. ERD& 

Es bezeichne 4”) einen solchen Graphen, der aus n Knotenpunkten und k Kan- 
ten best&t, und der keine Schlingen und mehrfache Kanten enthiilt. Die Arbeit 
beschiiftigt sich mit der Bestimrnung solcher minimalen g(n) Werte, fur die der Graph 
GL$, stets Teilgraphen mit gewissen vorgeschriebenen Eigenschaften enthiilt. Die 
Arbeit enthat zwei Beweise fiir den folgenden, von L. P&A vermuteten Satz: 

Esseif(2m)=3m-l,f(2m+1)=3mfl(m=1,2,...).DerGraphG~~~(n~4) 
enth5lt stets einen solchen Teilgraphen, der aus einem Kreis K aus einem nicht 
auf K liegenden Knotenpunkt n rmd aus zwei solchen Kanten besteht, die x mit zwei 
Knotenpunkten von X verbinden. 


