
NChdny elemi geometriai problCmMd 
1. E kis cikkben egy elemi geometriai k&d&se1 kapcsolatos megoldott 6s 

rnegoldatlan problemfikr61 lesz szo. RemClem, sikeriilni fog az olvasot meggyiiz- 
nom, hogy meg az elemi geometria Cvezredek eta vizsgalt teriileten is sok az tij 
6s egyszerii segedeszkozokkel bizonyithato eredmCny. 

1933-ban olvastam Hilbert-Cohn-Vossen 1 ,,Anschauliche Geometric” (szem- 
leletes geometria) cimii szep k6nyvCt. E kiinyv geometriai konfiguraciokrol sz616 
fejezetenek olvasasa kijzben a kiivetkezo problCma jutott eszembe: Legyen adva 
a sikban n pont, melyek nincsenek mind egy egyenesen, akkor van oly egyenes, 
mely ezen n pont kijziil pontosan ketton megy at. Ogy gondoltam, ez magatol 
Crtetodii lesz, de nem tudtam bebizonyitani. Elmondtam e sejtkt Gallai Tibor- 
nak, aki hamarosan szep bizonyitast talalt e tetelre. 1936ban az osloi nemzetkozi 
matematikai kongresszuson Karamafa2 kerdezett e tetelrol, mondotta, hogy egy 
rCgi mechanika konyvben olvasta s 6 sem tudta bebizonyitani. Elmondtam neki 
Gallai bizonyitasht. 

1943-ban kitiiztem a probl6mat az American Mathematical Monthly c. 
folyoirat problema-rovataban. Tobb Crdekes megoldas krkezett, a legszebb Kelly& 
mely meg Gallaienal is szellemesebb, s melyet most kozlok. 

2. Legyenek az adott pontok PI, Pz, . . ., P,. Kiissiik iissze barmely ket 
Pi-t. fgy nyerjiik az e,, . . ., e, egyeneseket. Minthogy a pontok nincsenek mind 
egy egyenesen, m > 1. Tekintsiik mindegyik Pi tavolsagat 
mindegyik fj-tal, mely nem megy At Pi-n. Legyen ezen tavol- 
sagok legkrsebbike pCldau1 PI tavolsaga e,-to1 (a pontok s 
egvenesek szamozasa termeszetesen tetszoleeesl. Azt allitom. 
hygy az e, egyenesen pontosan ket Pi v&.’ Jelentse P d 
PI-b61 e,-re bocsatott meroleges talppontjht (1. abra). Ha 
e,-en harem P, lenne, akkor P valamelyik oldalan legalabb 
kCt ily pont lenne, e pontok legyenek Pz 6s PS tigy, hogy Pz 
P 6s P3 kozott van (esetleg Pz P-vel egybeesik). Ekkor azon- 
ban vilbgos, hogy Pz tavolsaga a PIP, egyenestiil kisebb mint 
PIP, a PI pont tavolsaga az e, egyenestol (tudniillik P, thvol- 
saga kisebb vagy egyenlii, mint a PlPP3 der6ksziigii haromszog- 
nek az gtfogora bocsatott magassaga, Cs PIP nagyobb ennel), 
s ezzel GaZZai tCtelCt be is bizonyitottuk. 

f. dbrra 

1 David Hilberf (1862-1943) a jelenkor egyik legkivilobb matematikusa, fdleg Gbttinga- 
ban mfikBdiitt. S. Cohn-Vossen &met geometer, a hitlerizmus miatt emigralt s Leningradban lett 
professzor, ho1 m&g a harmincas evekben elhunyt. 

2 J. Karamafa jugoszlav matematikus, jelenleg a genfi egyetemen professzor. Flileg v&g- 
telen sorokra vonatkozo vizsgalatai tettek ismertte. 

a L. M. Keiiy a Missouri-i egyetemen miikijdott, jelenleg East Lansingban, Michigan allam 
egyetemen professzor. 

4 J. J. Sylvester (1814-1897) kival6 angol matematikus, ftileg szamelmelettel s geometria- 
val foglalkozott, az .angliai oxfordi egyetemen, majd a John’s Hopkins University-n (Baltimore, 
USA) mtikbdijtt. (3 alapitotta az else amerikai matematikai folyoiratot, a most is megjelentl 
American Journal of Mathematics-et. 
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3. Kelly a problema eredetet is megtalalta. 1893-ban Sylvester4 kozijlte e 
problemat az Educafional Times c., azota megsziint folyoiratban.5 Megoldas e 
feladatra akkor nem Crkezett, s nines adat arra, vajon Sylvesfernek volt-e meg- 
old&a problCm6jfira, s igy a tetelt Gallai tetelenek nevezik. Kelly bizonyitasat 
Coxeter6 kijziilte.’ 

1949-ben megismerkedtem Illof.&innal. 8 Elmondta, hogy 1933-ban (Sylves- 
ferrol s rolunk nem tudva) ii is felvetette e kerdest, s 1939-ben A. Robinson9 bebizo- 
nyitotta a Welt. 

4. GaZEai tetelevel kapcsolatban szamos tovhbbi problema mertil fel. Hogy 
roviden tudjuk kifejezni magunkat, nevezziink - ha adva van a sikban n pont, 
melyek nincsenek mind egy egyenesen -, kozonseges egyenesnek egy olyan 
egyenest, mely e pontok kijztil pontosan kettiin megy at. Gallai tetele szerint 
mindig legalabb egy kijzijnseges egyenes van. Ha a pontok altalanos helyzetben 

vannak (nines semelyik 3 egy egyenesen), a kiiz6nsPges egyenesek siGmalo 

Tl- 1 pont van egy egyenesen, es az n-edik az egyenesen kiviil, akkor a kiiziin- 
seges egyenesek szama n - 1. Jelentse marmost f(n) a kozonseges egyenesek 
minimalis szamat, De BruijnneP sejtettiik, hogy f(n) n-nel egyiitt minden hatA- 
ron t61 no, vagyis akarhogy is adunk meg egy A egesz szhmot, letezik egy csak 
A-to1 ftiggd no = n,(A) szam ugy, hogy brirhogyan is adunk meg a sikban If,-nal 
tijbb pontot, amelyek nincsenek mind egy egyenesen, ezek legalabb A kozon- 
sCges egyenest hataroznak meg. 

G. DiraP2 bebizonyitotta, hogy f(n) 2 3. E becsles n = 3-ra, 4-re, 6-ra es 
7-re pontos, amint azt a 2. ibra peldai mutatjak. Mot&in bebizonyitotta,13 hogy 
f(n) > G 6s ezzel sejtesiinket igazolta. Legujabb idoben Kelly 6s Moser14 bebizo- 

nyitottak, l5 bogy f(n) 2 -$ n; ez megint pontos n = 7-re, nines azonban kizbrva, 

hogy n nagy Crtekeire a tetel meg javithato, peldaul igaz lehetne a kijvetkezii 

5 11851. k&d&s, 59. kijtet 90. old. 
6 H. S. M. Coxeter kivalo kanadai geomcter, a torontoi egyetem professzora. 
’ American Mathematical Monthly 55 (1948) 26-28. olclal. 
8 T. S. Mot&in az USA-ban elij izraeli matematikus. Jelenleg Los Angelesben a cali- 

forniai egyetemen professzor. 
9 A. Robinson jelenleg a jeruzsalemi heber egyetemen professzor. 
10 

0 
i -vel (olv. n a 2 f618tt) jeliilik az n(n - 1)/2 szamot. Ennyi par alkothato n elembbl; 

parba, de az igy megszamlalt n(n - 1) par 
(mindegyik elemenel). A kesebbiekben sziiksegtink 

Minden elem a tdle ktilijnbijzd n - 1 elem- 
parral bsszekapcsolva alkothat egy-egy h&mast. Ilyen modon n 

harmast szamoltunk meg, de minden harmasf 3-szor vetttink tekintetbe, tehat a kivalaszthato 
= Nn- 1) (n-22) 

6 ’ 
Ezt igy szokas jeliilni: “3 (olv. n a 3 fijltitt)* 

0 
11 N. G. de Bruijn holland matematikus, munkatarsam, kivel tiibb kijzijs cikkem van. 
13 Th. Motzkin, The lines and planes connecting the points of a finite set. Transactions 

of the American Mathematical Society 70 (1951) 451464. Motzkin Callai tetelenek erdekes 
tobbdimenzios altalanositasait is targyalja. 

12 G. Dirac magyar szarmazasu angol matematikus, a vilighirti angol fizikus, P. Dirac 
fogadott fia. 

14 W. 0. J. Moser kanadai matematikus, a manitobai egyetemen, Winnipegben pro- 
fesszor. 

15 L. M. Kelly and W. 0. J. Moser, On the number of ordinary lines determined by n 
points, Canadian Journal of Mathematics, 10 (1958) 210-219. 
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2. dbra 

sejt&s: LCtezik egy olyan !0 egisz szhm, hogy ha n > n, 6s PI, P, tetszdleges 
n pont a sikban, melyek nmcsenek mind egy egyenesen, akkor ez’;i’legaldbb n - 1 
kdzijn&ges egyenest hatdroznak meg. Ez azt jelentene: hogyha n > n,, akkor 
f(n) = n - 1 (t’ 1. m8r emlitettiik, hogy ha n - 1 pont egy egyenesen van, akkor 
n - 1 kb;zijns&ges egyenest nyeriink, s ezCrt minden n-re f(n) 2 n - 1). G. Dirac 

sejtette, hogy n > 7 esetkn f(n) 2 5. 

5. M&g 1933-ban eszrevettem, hogy Gallai Mel&b61 kcvetkezik, hogy ha a 
sikban n pant van adva, melyek nincsenek mind egy egyenesen, akkor ezek leg 
alhbb n egyenest hataroznak meg, azaz azon egyenesek szgma, melyek e pontok 
k6ziil legalabb kettijn titmennek, nem lehet n-n61 kisebb. A bizonyittis Gall& 
tCtele’nek segits&g&el konnyii (l&d az 1183. feladatot). 

NyilvBnval6, hogy e Mel pontos, ha ugyanis n - 1 pont van egy egyenesen, 
s az n-edik pont nines ezen az egyenesen, akkor e pontok nyilvtin n egyenest hat& 
roznak meg. Sejtettem, hogy ha az n pont olyan, hogy nines kijziiliik n - 1 sem 
egy egyenesen, 6s rz elPg nagy szam, akkor ezek legalabb 2n - 4 egyenest hat& 
roznak meg. Ez kis n-ekre, pl. n = 6, 7, S-ra nem igaz. A 2. c), d) tibrhn 6s a 3. 
AbrAn n = 6, 7, 8 pont esetin rendre 7, 9, ill. 11 egyenest lhtunk, 2n - 4 pedig 
ezekre az n-ekre 8, 10, ill. 12. Kelly 6s Moser a mrir id6zett cikkiikben15 a kijvet- 
keza &ltalCmos Melt bizonyitjsk be: 

Tegyiik fel, hogy az n pont olyan, hogy legfeljebb n - k van kb;ziiliik egy 
egyenesen, tegyiik fel tovhbbh, hogy 

(1) n+3(3k-2)‘+3k-11, 

akkor az n pont legalabb 

(2) 

egyenest 
egyenest, 
a sikban 

kn - + (3k + 2) (k - 1) 

hathroz meg. Nem feli%tleniil hat&-oznak meg a pontok (2)&l tabb 
mint ezt a szerziik kijvetkez6 peldaja mutatja: PI, . , ., P, legyen k pont 
logy, hogy nines kb;ziiliik hirom egy egyenesen, e a sik egy tetszeleges 

egyenese, mely a Pi, 1 ( i 5 pontok egyiken sem megy it. A (Pi, Pi) 

1 i i, i ( k egyenesek - sz6muk - az e egyenest a Pkfl, . . ., P,+(il pontokban 
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metszik. A tijbbi n - k - 
k II 2 

pontot az c egyenesen tetszolegesen vessziik fel. 

Konnyfi belhtni, hogy ez az n pont 

1 + k(n - k) - 2” 
0 

= kn - + (3k + 2) (k - 1) 

egyenest hataroz meg. 
Legyen marmost k = 2. - (1) es (2) igazolja sejte’semet, ha n => 27. Kelly 

Cs Moser kimutattak, hogy sejtesem n = IO-re is igaz (azaz 10 pont, melyek k&l 
nines 9 egy egyenesen, legalhbb 16 egyenest hat&-oz meg), s sejtik, hogy a 11 < n s 

=( 26 Crtekekre is igaz. BebizonyitottTk to- 
v8bb& hocrv ha n = 7, 8, 9, akkor lepalbbb 
2n - 5 eg@nest nyer&k, s lattuk (2.“c), d) 
abra es 3. abra), hogy 2n - 5 nem is javit- 
hat& 

3. dbra 

6. Kelly Cs Moser eredmenyei azonban 
mCg nem intdzik el teljesen az itt felmeriilB 
probl6m8kat. Nyilvanval6 pl., hogy l&tezik 
egy oly ck szsm, hogy ha adva van n pont, 
melyek kijziil legfeljebb n - k van egy egye- 
nesen, akkor e pontok legalabb c,kn egyenest 
hathroznak meg, pilddul vehetjiik c,-t 
l/k-nak. (2)-b61 c,-ra enn61 Knyegesen jobb 
becsl&t kaphatunk, de kiiliinbijzij k-ra kiiliin- 

b&ii ck e’rtekeket. A kerdes azonban az, hogy van-e oly c szam, mely minden k-ra j6. 
Azaz valosziniileg igaz a kijvetkezii sejtCs: L6tezik oly c filland& (mely nem fiigg 
sem k-t61, sem n-tCil), hogy ha az n pont kijziil legfeljebb n - k van egy egyenesen, 
akkor a fellepo egyenesek szama nagyobb, mint ckn (feltehetd, hogy a sejtCs igaz, 
ha c = l/10). 

Emlitsiik meg mCg Dirac kijvetkezii sejt&Ct: Legyen P;, . . ., P, n pont a 
sikban, melyek nincsenek mind egy egyenesen, akkor mindlg van egy pont Pi 

irgy, hogy a (Pi, PJ, 1 s j < n, i f j egyenesek koziil legalabb E kfiltinbozii van. 
I 1 2 

Megemlitjiik m&g, hogy Sylvester a kijvetkezii k&d&t vizig56.a: Legyen adva 
n pont, PI, Pz, . . ., P, a sikban. Maximalisan harry olyan egyenes lehetseges, 
mely e pontok kijziil pontosan harmon megy at? Kimutatta, hogy n = 9-re e 
maximum 10. Kijnnyt’i belatni, hogy altalaban n-re e maximum nem nagyobb, _ 
mint+[l) ( enn i vo na, y 1 ha minden PiPj egyenesen 3 pont volna) es Gallai tetele 

1 n 
miatt e maximum semmilyen n-re nem &-h&i el az - 

0 
Crteket. Pares n-re e 

3 2 
1 n 

maximum legfeljebb - 
II 3 2 

- f . (Ez abbdl What6 be, hogy minden ponton kell 
- I  

olyan egyenesnek atmennie ez esetben, amin pdros szamti Pi pont van.) E tetelek 
reszletes bizonyitas&t az olvasora bizom. Nagyon meglepB azonban, hogy Sylvester 

1 n 
kimutatta, hogy e maximum nagyobb, mint - 

0 3 2 
- cn, ahol c alkalmas, n-tiil 

nem fiigg6 alland& Kerdezhetjiik meg azt is, hogy mekkora azon egyenesek maxi- 
malis szama, amelyek az n pont kijztil pontosan negyen mennek at. Ezt csak n 

4 



specialis Crtekeire vizsgalthk, Cs Cn azt hiszem, hogy nagy n-r-e e maximum sol&al 
kisebb nagysagrendfi lesz, mint n2, talan kisebb, mint cn, egy alkalmas c allanddval. 

7. Most raterek e kerdesek kombinatorikus 5ltal~nositasaira. Legyenek a,, 
. . ., a, elemek, A,, . . ., A, az elemekbol alkotott, legalabb ketelemii csoportok 
(szokasos szakkifejezessel halmazok). Feltessziik, hogy minden (ai, aj) par egy 
6s csakis egy A,-ben fordul elii. Ha az q-k pontok, 6s az Ai-k azon egyenesek, 
melyek e pontok kBzii1 legaltibb kettBn atmennek, akkor nyilvan e feltetelt kielC- 
git6 rendszert kapunk. Azonban*kGnnyiI belMni, hogy lehet olyan ai, 1 -< i 5 n, 
A, 1 i j 5 m rendszert csinahn, mely nem val6sithat6 meg, mint a sik pontjai 
Cs egyenesei. Legyen ugyanis n = m = 7, 6s az A-k : (a,, a,, a,), (aI, as, LZ,),,(~~, 
a4, a,), (a2, a,, a,), (a,,~,, a,), (a3, %I, a& (%, a,, a,). E rendszer nyilvan nem valoat- 
hato meg a sikban, ti. e rendszernek nincsen kijziinsPges egyenese, azaz nines oly 
A, mely pontosan k&t ai-t tartalmaz. 

Ennek ellenere fennall a kiivetkezo t6tel: Ha m > I, akkor m 2 n - azaz 
ha az A-k szama nagyobb, mint egy, akkor legalabb n A van. Ez lenyeges 61tala- 
nositasa annak a tetelnek, hogy n pont a sikban, ha nines mind egy egyenesen, 
legalabb n egyenest hataroz meg. 

E tetelt HananP bizonyitotta be elosziir 1938-ban. l?n Hanani eredmenye- 
rol nem tudva, 1941-ben 6jra felfedeztem e tetelt, melyet Sxekeresl7 is bebizonyi- 
tott. A legegyszerubb bizonyitas de Bruijn-to1 vale, melyet most kijzlok. 

8. K6t elem a, es q, nyilvan egyertelmiien meghat&-oz egy A halmazt, 
espedig azt, amely az (a,,, ai,) pirt tartalmazza. Feltevesiink szerint egy es csakis 
egy ily A van. Hogy riividen tudjam magam kifejezni, az ai elemeket pontoknak 
fogom nevezni s az Ai halmazokat utaknak. 

Jelijljiik az ai ponton itmen utak szamAt k,-vel, az Aj titon lev6. pontok 
sz5mat sj-vel. Nyilvan 1 < ki < n Cs 1 < SIC n, minthogy a pontok nmcsenek 
mind egy tit menten, 6s minden uton legalabb ket pont van. 

A ki-k es Sj-k k&t kiinnyen talalhatunk egy 6sszefiiggCst pl. a kijvetkezo 
szemleletes meggondolassal: kepzeljiik az utakat villamosvonalaknak, amelyek- 
nek minden pontban (keresztez8dCsnCl) megallojuk van.18 Egy alkalommal min- 
den vonalon vegighaladt egy villamos, es mindegyikre minden meg~llonal egy utas 
szallt fel. Ekkor az ai keresztezGdCsn61 ki felsza116 volt, az Aj vonalon sj utas uta- 
zott, tehat az iisszes utasokat egyreszt litvonalak, masrbzt 6llomasok szerint 
iisszeszamolva a kovetkezij azonosdgot kapjuk: 

(3) s1+ s2+ -** + s, = kl + k, + . . . $ k,. 

Feltehetjtik, hogy a pontok a rajtuk atmen utak cs6kkenB szama szerint vannak 
rendezve, tehat 

(4) kn I ki, ha i = 1, 2, . . ., n, 

tovibba, hogy az a,-en az A,, A,, . . ., Aka utak mennek Bt. Jeloljiik k,-et, miutan 
sok szo lesz mCg rola, rijvidebben v-vel. 

I<eressfink Gsszefiigg6seket a k-k Cs s-ek k&t. Ha az A, tit nem megy it 
az ai ponton, akkor a,-t AI minden egyes pontjaval mas-mas tit kijti ossze, mert 

16 H. Hanani izraeli matematikus, kollCghm a haifai mffegyetemen. 
1’ Szekeres Gyiirgy Ausztraliaban mtikiid6 magyar matematikus. 

lakkal, 
n AZ q-k Cs Ark mindig szeml6ltethetBk ilyen (8ltaUban nem egyenes) villamosvona- 
Ezeknek esetleg a. kijelolt pontokon kivUl is lesz keresztezdd&.fik, de mi csak a kijelBl- 

tekkel foglalkozunk. 
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kiilirnben volna kCt olyan tit, amelyek kCt kiiliinboz8 pontban talalkoznak, pedig 
feltettiik, hogy ilyen nines. fgy, ha Ai nem megy at q-n, akkor 

(5) ki 2 Sj* 

Ezt alkalmazhatjuk k, es s,+~, s,+~, . . . , s,-re: 

Ezeket iisszeadva 
kn 2 sj (j= vf 1, IJ+2, . . . . m). 

(6) (m - Q, 2 s,+x + sv+.z + . . . + sm. 
AZ s,, s,, . . ., s,-t is tudjuk becsiilni k-kkal (5) alanjAn, ugyanis A, Smegy 

egy a,-to1 kiilijnbijzB ponton - feltehetjiik, hogy ezt jeliiltiik a,-gyel -, mert 
minden tit legalabb kCt ponton halad lit. Ekkor A,, . . ., A, nem mehet At q-en, 
mert ket tit legfeljebb egy pontban talalkozik, igy (5) szerint fennall pl. 

De A, is atmegy egy a,-to1 (es a,-till) kiiliinbijzo ponton, mondjuk a,-n. Ezen 
A 3, - - *, A, nem megy at, tehat pl. 

k, 2 s,. 

Hasonl6an haladva tovhbb, vegiil az &-,-en talalunk egy a,-to1 ktilonbozi, a,-, 
pontot, amelyen A, nem megy it, A,-n pedig egy av pontot, amin az elijzii A,-k, 
pl. A,, nem megy At. fgy (5) alapjan a kovetkezo egyenlotlensegeket kapjuk: 

k, 2 ~2, k, 2 ~3, . . ., k,-, 2 s,, k, 2 s,. 

Ezeket osszeadva es hozzajuk adva (6)-ot, azt kapjuk, hogy 

k, + k,+ . . . + k, + (m - v)kn 2 s, + s2 + . . . + s,. 

frjuk itt be a jobb oldal helyebe (3) jobb oldaltit, majd alkalmazzuk ky+l, k,+a 
. . #, k,-re (4)-et, kapjuk, hogy 

4 + ka -I- . . . + k, f (m - 4 k, 2 4 f k, + . . . + k, 2 

2 k, + k, + . . . + k, + (n - y)kn’ 
Innen 

(m - +,, 2 (n - @,, 
es mivel k, > 1, 

m>n. 

Ezzel bebizonyftottuk Hanani Mel&t. 

9. AZ egyenesekre targyalt problCmAhoz hasonloak kijrijkkel kapcsolatban 
is felmeriilnek. &-v&yes Gallai tetelenek kavetkezo altalanosit&a: Legyenek adva 
a sikban a PI, P2,. . ., P, pontok (n z=- 3), amelyek nincsenek mind egy koron, 
akkor van olyan kor, amelyik pontosan hgrom Pi-n megy Cit. A Mel (mely emlitve 
van a 13 lhbjegyzetben idezett cikkben), Gallar tetelebol kijnnyen kijvetkezik az 
inverzio, m& n&en kiirre vonatkozo tiikrozb nevii transzformacio segitsCgCvel.19 
Tegyiik fel ugyanis, hogy a Mel nem volna igaz. Ekkor volna egy olyan pont- 

19 Ez a sik egy olyan BtalakitLa, ameIyn61 egy adott kijr pontjai helyben maradnak, 
a kiir kGz6ppontjAnak nines megfele%je, Cs ‘minden ezen a kOz6pponton &men6 k6r egy egye- 
nesbe megy At. 
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rendszer, amelynek barmely hdrom pontjin atmenij kiir egy negyedik P,-n is 
itmenne, fgy tiibbek kiizt minden (PI, Pi, P,) pontharmason atmenii kor atmenne 
egy negyedik P, ponton is. Alkalmazzunk ekkor inverziot egy PI kiizeppontti 
kijrre, a Pi pont kepet jelijljiik Q,-vel (i = 2, 3, . . ., n). Ebben a pontrendszerben 
a QiQi egyenes a PI, Pi, Pi pontokon atmeno kor kepe, s igy feltetel szerint Qtmegy 
legalabb meg egy QK ponton. Ez azonban Gal&r tetele szerint csak tigy lehet, ha 
Qz, Qz, . . ‘9 Q, mind egy egyenesen van, de ez az egyenes akkor egy PI-en is atmenii 
kor kepe volna, holott feltetel szerint nines az osszes Pi egy k&on. Lehetetlensegre 
jutottunk, kell tehat, hogy a kiirijkre vonatkozo tCte1 is igaz legyen. 

Nem latszik azonban kijnnyiinek a kijvetkezo k&d&, melyet kvekkel ezelott 
felvetettem: Legyen adva n pont a sikban, melyek nincsenek mind egy koron. 
Tekintsfik az Gsszes kotketi melyek a pontok koziil harmon atmennek. Igaz-e, 

hogy Jgy legalabb 1 + 
I I 2 

kiirt kapunk? Ha n - 1 pont egy kijron van, akkor 

pontosan 1 + 

A megfelklG kombinatorikus altalanositas igy hangzik: Legyen a,, a,, . . ., a, 
n elem, A,, . . ., A,, m > 1 az a-kb61 alkotott legalabb harem elemii halmazok 
ugy, hogy mindegyik az aj-kbol a116 hArmas egy es csakis egy A-ban fordul elo. 
Mekkora m minimalis erteke? -A parok eseten a geometriai es a kombinatorikus 
problema megoldasa, amint lattuk, ugyanaz volt, minimAlis erteke mindket eset- 
ben n. Valoszinii azonban, hogy ternok (harem elemfi halmazok) esetkn m mini- 
rnuma a kombinatorikus esetben kisebb, mint a geometriai problemanal. Hanani 
bebizonyitotta a kGvetkezdt: Adjunk meg tetszdlegesen egy kis E pozitiv szimot; 
ehhez mindig talhlhato egy n, ugy, hogy ha n > n,, es adva van n elem, a,, a,, 
* ’ *, a nt akkor m erteke a kombinatorikus problem&n81 kielegfti a kovetkezo 

egyenlotlendget: 

Hanani bizonyitisa, mely eddig m&g nem jelent meg nyomtattisban, a kovet- 
kezo”: Legyen az Ai halmaz elemeinek a &ma si. Feltehetjiik, hogy a halmazo- 
kat pl. a benniik levii elemek szama szerint csijkkeno sorrendbe rendeztiik, tehat 

AZ iisszes harmasok szama, amiket az n elembB1 kepezhetiink, 

n 
(I 

= n (n - 1) (n - 2) 
3 6 - 

Ezek mindegyike eliifordul egy halmazban es csak egyben, viszont az i-edik hal- 
mazban 

= Sih - 1) (Sj - 2) 
6 

harmas fordul e18, igy 
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anrib 

n (n - 1) (n - 2), n3 
s& - 1) (Sl - 2) 7 ’ 

n-l 
minthogy s, < n miatt E -=I - 

n-2 
Sl Sl - l< s,-2’ 

Ebb61 kiivetkezik (7) abban az 

esetben. ha 

Arra az esetre, ha s, ennil nagyobb &tCk, gondoljuk meg mindenek elBtt, 
hogy A, elemei kijzi.il egyrCszt a ttibbi Ai mindegyike legfeljebb 2-t tartalmazhat, 
mert minden hArmas csak egy Ai-ben fordul e16, m6srQzt minden A,-ben szereplii 
elempar legalabb meg egy A,-ben elofordul, mert ki.ilb;nben a kerdeses elempSrbb1 
Cs egy A,-ben nem szereplij elembol tilld harmasok egy halmazban sem szerepel- 

nenek. Mivel A, elemeibdl ” 
0 2 

par kepezhetii, igy AI-en kivfil legalabb mCg ennyi 

halmazunk van: 

Ez abban az esetben adja (7)-et, ha s, ele’g nagy, Cs n elig nagy; pl. ha s, 2 fp, 
akkor 

3 
1 V 

- 
s igy teljesfil (7), ha n eleg nagy (pl. ha7 -C E, tehat n > 

Km 
k4. 

Ha vegiil 

(8) f%<S,&iF, 

akkor vizsgaljuk meg azt is, harry halmazban kell egy A,-beli elemparnak elo- 
fordulnia ahhoz, hogy minden harmas szerepelhessen, amely ebbiil a parbol es 
mCg egy, A,-ben nem szereplo elembol 911. 

Egy-egy A,-beli parbdl n - s, szBm6 ilyen hirmas alkothato, mert ennyi 
elem nem szerepel A,-ben. M6srCszt egy A,-nek, amely ket A,-beli elemet tar- 
talmaz, emellett legfeljebb S, - 2 tovabbi eleme lehet, mert nem lehet s,-nC1 tijbb 
eleme. fgy ahhoz, hogy egy A,-beli p&-t tartalmazo ijsszes harmas elofordulhas- 

son, ennek a p&-nak AI-en kiviil mCg legal6bb n - ‘l halmazban kell elofor- 
81 - 2 

dulnia. Mivel A, elemeibol par alkothat6, igy 

s, n - s1 
m2l-k ~ 

I) 2 s,--2 
> sl(sl - l)(n - sb > sdn - ~3 = 

2(s, - 2) 2 
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n2 R * 
---e-s 

4 2 l i I = 
2 * 

A (8) feltetelnek eleget tevo s, ertkkek kisebbek n/2-n& ha n 2 32, az ilyen n-ekre 
tehht csiikkentjiik a nyert kifejezes erteket, ha s,-et nala kisebb szammal helyet- 
tesitjiik. Eszerint a (8) alatti s, ertekekre (a nyert korlat jobban kezelhetd utolsd 
elotti alakjat hasznalva) 

Ezek szerint a (8) feltetelnek eleget tevij S, ertekekre is teljesiil (7), amint n eleg 1 
E I@ egyriszt n 2 32, masrCszt- < E, azaz n > 62 
vii I 

. AZ n-re adodott korlatok 

kiiziil a legnagyobbat v6lasztva’ n,-nak, barmekkora is s,, mindig teljesiil (7), 
amint > no. Ezzel Hanani tCtelCt bebizonyitottuk. 

Lnani azt is bebizonyitotta, hogy ha n = u2 + I, ahol u primszamhatvany, 
akkor 

m 5 tl(u2 + 1) [= nvn - I]. 

Hanani sejti, hogy itt m = u(u2 + 1). (7) es (9)-bB1 az analitikus szamelmelet 
eszkozeivel kijnnyen belathato, hogy a kombinatorikus problem&u41 m minimuma- 
nak nagysagrendje TZ~!~, pontosabban minden pozitiv &-hoz van oly n,, hogy ha 
n > n,, akkor 

(10) (1 - C) 2-3l4 n3/2 < m -=l (1 + E) rz3/2. 

(10) bal oldalat mar bebizonyitottuk, a jobb oldallal itt nem foglalkozhatunk. 
E problemakat harmasokrol I-esekre is altalinosithatjuk minden 1 > 3 eseten, de 

ezzel most nem foglalkozunk. 

Erdk Pi1 


