
Szaimelm6leti meg jegyzbek, III. 
N&hiny sdditiv sz8melm6leti probEm6rbl 

ERD~S P.&L 

E cikkben nChhny lijszerii additiv sz&nel.mtleti probUm6val fogunk 
foglalkozni, melyek talgn nem Crdektelenek, tov&bb6 szokatlan, s nem 
teljesen megoldott kCrdCsekre vezetnek, 

E cikkben 1 dq <u2.< . . . eg&z szimok sorozat6t fogja jelenteni, 
A(x) = 2 1 az a-k s&mat jerenti x-ig. Az aI -=a2 -C . . . sorozatot 

aizsx 
A-val fogjuk jelSlni. Az A sorozat sfir%Cge akkor 0, ha lim A (x)/x = 0, 

x=- 
ha lim sup A (x)/x 5 a, akkor a az A felso” siiriis&ge. 

X4-1 
Kiinnyii belgtni, hogy ha A(x) g2, akkor az 

ai+aj=a,, i-cj-=r 

egyenlet megoldhat6, s a paratlan szamok vagy a3 ( [+I BS x k&&i 

szamok 
1 

pkld&ja mutatja, hogy ez az egyenl&lensCg Bltalhban nem 

javithat6. M&most bebizonyitjuk a kbvetkezo” tCtelt: 

I. ‘I%TEL. Ha A olyan, hogy egyik a sem bonthatd fel csupa k&n- 
biizo” a iisszegt%e, akkor A sfiriis&ge 0. 

Felt&eli.ink nyilvgn azt jelenti, hogy 

(1) U~=aj,+tZi,+ . . . +aj,, iI-=&< . . . -i, 

egyenletnek semmilyen k ks r-re sincsen megoldLsa. Ebb6l viszont 
nyilvgn kiivetkezik, bogy ha az 

a,+ . . . +a,+a,, rcrk-=- (r ti) 

sorozatot A,-el jeleljiik, akkor az A,, OS r 5 m (A,,-al a? A sorozatot 
jeliiljiik) sorozatok paronktnt idegenek. Nyilvan tehBt fen&& bogy 
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minden k-ra es x-re 

m 

Tovabba 

xz 2 A&Z (kf l)&(x). 
i=O 

(31 A,(x)=A - k~A(X)- ~ ai-k. 
i=l 

(2) Bs (3)-b61 

x 
A(x)-k+l i=l ’ 

==-----+ &+k. 

Minthogy (4) minden k-ra fennall, azonnal nyerjtik, hogy lim A&)/x = 
=O, s ezzel t&ebink be van bizonyitva. x=00 

Ugyantigy helathatri, hogy A siiriisege akkor is 0, ha az (1) egyen- 
letnek csak veges sok megoldbsa van. Ha feltessztik, hogy A(x) =-cx 
minden x>-x,-ra, valbsziniinek latszik, hogy az (1) egyenlet x-n61 
l&ebb megoldasainak szama x-szel egyiitt nagyon gyorsan (talhn expo- 
nencialisan tart a. vegtelenhez. 

Bizonylt&sunkbol nyilvan kirvetkezik, hogy ha az (1) csak 2 S~S r 
1 

eset&r nem megoldhatci, akkor A felsii siirffsdge ST.& = 1 + kr, 

0 ok -Z m peldaja mutatja, hogy ez az all.&& nem Blesithetb.’ 
Most bebizonyitjuk, bogy az I. t&e1 bizonyos BrteIemben nem javit 

hat& Ki fogjuk ugyanis mutatni, bogy haf(x) + 03 tetszalegesen lassan, 
akkor van olyan A sorozat, melyre az (1) nem oldhat meg 6s v6gtelen 
sok x-re 

Legyenn,<nz-c . . . elegend6 gyorsan niivekedb sorozat (a nbve- 
kedb rendjenek meghatirozasa k&&b fog megt&t&mi, csak legyen 
&,I =+?$). Legyen tovabba al = 1 ts tegytik fel, hogy az ~-n&l nem 
nagyobb a,-kat mar meghat$iroztuk. Az (& nk+l) intervallumba es6 

n-k legyenek nz azon tiibbsztirijsei, melyek a (2/3 nk+ 1, &+.J intervallum- 
ba esnek. Nyilvan 

1 Usd az Amer. Math. Monthly 4268. szhmti feladatit. 
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ha az n, sorozat elegge gyorsan tart a vegtelenhez. 2’ n, -~ni -=nkfi 
IliSllk 

miatt k&q4 belatni, hogy az (1) egyenletnek nincsen megoldasa, ezzel 
Gllitisunk igazolva van. 

M&s szempontb61 viszont az I, t&e1 Clesithetti. Fennall ugyanis a 

II. T~TEL. Legyen A oly sorozat, melyre az (1) egyenletnek nincsen 
- 1 

megoldcisa. Akkor *?I ai konvergens, s6t n&dig 

& 103. 
i=l Ui 

Az I. t&e1 a II. tCtelb61 nyilvan kijvetkezik, ti. mint ismeretes, ha 

+2&m 
cl a, 

, a,-=~,< . . ., akkor n/a, -0, azaz A(x)/x ~0. KGnnyii 

belatni tovabba, hogy ha f(n) --tm tetszolegesen lassan, akkor van oly 

A sorozat, melyrenzl f(a,J/a, = 00 es (I)-nek nincsen megold&.a (l&d az 

I. We1 nem javithatosagat mutatci ptldat). 
A II. t&e1 bizonyidsahoz az 1 ~j< 00 szamokat ket osztalyba 

soroljuk. Az else” osztalyban vannak azon j-k, melyekre A(2j+l) - 

- A(ii> s $ Nyifvhn 

75) 

ahol Z’-ben az iisszegezes azon a-kra van kiterjesztve, melyekre Y-C 
-=ai S 2-f+ l ts j vtgigfut a2 els8 osztaly szamain. 

Legyenek j, <j, -C . . . a masodik osztalyba eso” j-k, meIyekre tehat 

6) A(2jr+1)-A(2jr)b$ 
I 

Egyszeriiseg kedvtert legyen j[+] = t. (6) miatt, minthogy j, &k 

(7) 

ha r>lOO. 
Legyenek a, -=a2 -= . . . -=a+ az elsii r2 drb ai. (7) miatt a,, -=2’+‘, 
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Alkalmazzuk marmost (4)-et, s legyen x = 2j+ r, k = 9. fgy kapjuk, bogy 

(8) A(2j~+i)B~fi~a,+r2C~.t(r2,~ 1)2’+‘. 

j, -jLS1 azonban nyilvan nem kisebb, mint 
. [ 1 

f , tehat ha r =- 100, akkor- 

Tehat (8)-b61, ha Y z 100 

(9)-b61 nyilvan, ha Y=- 100 

(10) 

ahol z’,-ben 2jr-I a, 5 2jr + 1. (lo)-bhl nyilvan 

103-at kijnnfl len.ne ltnyegesen javitani, de a pontos konstanst nem 
tudom meghamrozni. 

III. TBTEL, Ha az A sorozat o&an, bogy (I)-nek nincsen megolddsa 
akkor 

(13) lim inf A (x)/x(“;- l)i2 -= a, 
xxDD 

T&teliink mutatja, hogy ha az I. t&e1 minden x-re nem is javithatci, 
de vtgtelen sok x-re sokkal tlesebb egyenl&lendg is fennall. 

Ha (13) - nem lenne igaz, akkor nyilvan 

a, E 0 (kc 1+ VJ)/2$ maz i+z~=o(k(3+~2)~2), 
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Tehat, ha k= ~O[X(~-~~-%~], akkor 

04) 

minden elegendo” nagy x-re. Tovabba, ha (13) nem igaz, akkor nyilvan 
van tetszSlegesen nagy X, melyre 

A(x)-A f >&-5-w. 0 
Legyen mArmost x oly elCgg6 nagy szam, mely (14)-et es (15)~6t 

kielegiti. NyilvAn (2), (14) es (15) miatt 

arui lehetetlen, s ezzel ttteliink be van bizonyitva. 
Most konstrualok oly A sorozatot, melyre A(x)> ~~‘17 minden 

x-re es az (1) egyenletnek nincsen megoldba. 
Sorozatunkat rekurzicival konstr&ljuk, legyen ai = 1 es tegyiik fel, 

hogy al, a2,. . , a,,-ig mar megkonstrtiltuk az A sorozatot tigy, hogy 

az (1) egyenletnek ne legyen megoldasa. Legyen Bi+ r = 2 5 a, 6s 
r=l 

(16) aki+J=lflBi+I, 1515 
J&l [ 1 & 1 
-iii-’ 

azaz ak,+ls~+ l. 

Kiinnyfi belatni, hogy az (1) egyenletnek most sincsen megoldasa. Legyen 
ugyanis (X2-ben j, I ki) 

(17) 

Bi+l E16sz6r kimutatjuk, hogy t, 5 2 . [ 1 Ha ugyanis ez nem lenne igaz, 

akkor (16) miatt 
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ami (17)~nek ellentmond. t, 5 
B. [ 1 7 es (16) miatt Z1 = t,(mod Bi+i), 

azaz Z, legkisebb pozitiv maradeka mod (Bi+,) nem nagyobb, mint 
[$B,+,]. (16) miatt uki+r= 1 (mod Bi+ 1,) (17) miatt tehat X2 Z- [+ B,, J. 

Ezazonban Z&S $cz~=$ Bi+1 miatt lehetetlen. EzzeI ellentmondasra 
i=k 

jutottunk, s bebizonyitottuk, hogy (1)~nek nines megoldisa. Legyen 
m&most 

h-F1 
a k,+[&a]=akr+t, B &+I 

i+l’=2zar, ak,+f+l=l+IBi+l, 1sZ~ 10 r=l 
(18) 

[ 1 
es konstrukcionkat tetsz6legesen folytathatjuk, s az igy nyert sorozatban 
(1)~nek nincsen megoldasa. 

Hatra van mCg A(x)-re also becslest talati, ezt csak v&zolm fogjuk. 
(16)-b61 6s (18)-b61 Bi+2 cB!++,. Tehat (16) 6s (18)-b61 

B2 

Tovabba) ha 1 s TS [&Bi+i], akkor ((16) es (18)-661) 

(19) A(TBi+JS[&B,?+I]+T> 

{19)-bo”l egyszerti meggondolissal belathatjuk, hogy ha T-t Bf+l nagy- 
sagrendtinek vhlasztjuk, akkor lesz A(x) nagysagrendje x-hez k&pest a 

legkisebb. (16) & (18)-b61 Bi+,=(l +0(l))% ezCrt egyszerii sz&ui- 

tissal nyerjtik (19)-b61, hogy minden x-re A(x) B cx2f7 s ezzel Xlitasunk 
igazolva van. 

Nem lenne Brdektelen eldijnteni, vajon a III. tetelben szereplii 
(1/S- 1)/2, s a p&d&r&ban szereplo” 2/7 javithato-e? Pontosabban meg- 
hatarozando azon tl trttkek felsg hat&-a #3, melyekre van oly A sorozat, 
hogy (1)~nek nines megoldasa es minden x-re A(x) B cx”. Tudjuk, hogy 

2,7~&9. Felvethetjiik tovabb6 a kijvetkezo” problem&t: Legyen 

b,-=b,-= . . . egesz szamok vegtelen sorozata, tegyiik fel, hogy minden 
k-ra melyre bl + b2 + . . . + bkSx, fennall kB(x) -=qx (B(x) = bTx 1). 

Letezik-e akkor egy oly A sorozat, melyre a, -K c,b, minden r-re Cs r&lyre 
(1)-nek nines megoldasa? Ha kerdbtinkre a vhlasz igenM, slgy ez azt 
jelentent, hogy (2) lenyegileg az egyetlen feltetel, melyet egy A sorozat- 

3 Matematikai Lapok 
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nak ki kell elegiteni, ha (I)-nek nines megoldasa. KtilSnben az igenlti 
p5-1 

valaszb61 kiivetkezne, hogy /? = 2, ugy gondolnam azonban, hogy 

a valasz nem lesz igenlb. 
Modositsuk most az el6bb deflnialt A sorozatot a kiivetkez6 modon: 

t 
B. L+l y: 

a, most is igaz 
1 

W’) a,,+l~l+ZB,+,+B~+.~, lSl<BBi’$,,a,,+,=a ki+p:/:,]’ 

Kijnnyii belatni, hogy A(x) =- cx” (0~ &t&k& konnyfi lenne meghatirozni) 
s az 

egyenletnek s1 es s2 semmilyen valasztasa mellett sincsen megoldrisa. 
Ezen al&as bizonyitasat csak vazolni fogjuk. Tegyi.ik fel, hogy (1’)~nek 
megis lenne megoldasa, s tekintstik azt a megoldast, melyre s1 +sZ 
&eke minimalis. Tegyiik fel, hogy ezen egyenletben az elGfordul6 a-k 
indexei mind nem nagyobbak, mint ki, r, de k&l nagyobb indexfi a-k 
meg eltifordulnak (1’) ezen megoldasaban. Legyen u ily a (1’) bal oldalan 

SI 
Z1 Ssszeggel, s u ily a (1’) jobb oldalan & iisszeggel, azaz ha zarj = zalj = 

i=l i=2 

=L, akkor L=X, +tl =&f& ahol 

Ha zr#v, akkor (16’)-b61 egyszerii szamitissal adodik IC, - Z,I 2Bifl, 
ami (20) miatt lehetetlen. Ha u =u, al&or X, = Z, z u (mod Bit. 1) miatt 
nyerjtik, hogy ha Z, f &, akkor I& -&I zB~+~, ami megint ellent- 
mond (20)-nak. Ha vegiil C1 = Z,, akkor ha (l’)-b61 elhagyjuk mindket 
oldalon az U=V ki-ntl nagyobb indexfi a-kat, (1’) egy iij megoldhahoz 
jutunk, mely s1 + s2 minimum tulajdonsaganak ellentmond. 

Ezzel szemben viszont fennall a 

IV. T~TEL. Legyen A oly sorozat, hogy az (1’) egyenletnek nines 
megoldcisa, akkor minden x-re 

A(x) -= C2’6, 

ha C elegend6 nagy abszolzit konstans. 

A IV. t&e1 mutatja, hogy az (1’) egyenletek j&al elesebb becslest 
adnak, mint az (1) egyenletek. 
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A IV. t&e1 bizonyitLsrihoz sziikdgiink lesz a Linnik-fele nagy szita 
Renyitiil va16 BlesitCs6re. 

Lemma. Legyen al i a2 -= . . . -razz N egCsz szamok sorozata, 
O-=fCpl-=L Q(P,-=l. 

min f(pNp= z, max Q(P) = Q, 
p<$NlfS 

z(p,h)(p<+.Nv3) pi3N”3 jelentse azon a-k szam&t, melyekre 

a, =h (modp). 
FenmU 

lW)-#& 

minden p Cs h-ra, ha 9NQ2/zr p prfmszamtcil eltekintiink 6s ha a tijbbi 
p primszamnal esetleg f(p> h CrtCktiil eltekintiink. 

Ez a Linnik-fele nagy szita RCnyi-fele Clesitese.2) Alkalmazzuk e 
lemmat &) =p/3, Q(p) = 2, Z = CN5/6 esetdn. Ez esetben z = 3, Q = 2 
6s lemm~nkbol nyerjtik, hogy van legalabb egy olyan $ W3 >p > t N1/3 
prim&m, melyre 

(21) Z(p,h)~;p 

legalabb +p maradekosztalyra. Jeliiljiik hl, hz, . . . h,, r B +p azon 
maradCkosztalyokat, melyekre (21) fennall. Egyszerii meggondolas mu- 

tatja, hogy a h, -t h2 ~0 (mod p) kongruenciinak legalgbb meg- 

old&a van, s eztrt (21) miatt az 

a,$aj=O(modp), 15i,j~Z 

kongruencianak legaliibb 

W) 0 ’ 2p -22,??N413 
2p r24p 12 

megoldasa van. AZ al faj Gsszegek mind kisebbek, mint ZIV, e&t 
legfeljebb 

(23) 

2 A. Renyi, On the large sieve of U. V. Lirmik, Compositio Math. 8 (1950) 
68-Z. 

3* 
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a,+aj= M s 0 (modp) alakti &m Uezhet. (22) Cs (23) miatt van k&t 
olyan kiilanbiizo” m, E 0 (modp) ts m2 = 0 (modp) stim, melyekre az 

(24) fli+lij=??Z~=p?l~, a,+a,=m,=pn, 

egyenletek mindkett.&j&rek legalabb & W/3 megold&sa van. Ha C 

elegendii nagy, akkor 

miatt a (24) egyenletek megoldAsaib61 az n,pn, =nzgn, szAmot el6 
tudjuk Wham, mint a (24) egyenletek megoldAsaib61 alkotott n,, illetve 
n2 tagit bsszegeket. Azaz az (1’) egyenleteknek van megoldasuk, s ezzel 
titeliinket igazoltuk. 

Valdszinlinek Iatszik, hogy az 5/6 kitev0 javithatb, s bogy a nagy 
s&&a a bizonyitasban nem lesz sziikst!g, de eddig ezeknek bizonyi- 
t&i nem sikertiltek. 

Teljesen m&s probl6m&ra jutunk, ha (I’)-hen nem tessziik fel, 
hw pi *rz, azaz ha azt k&dezztik: maximalisan hany szam adhatb 

meg x-ig al - a, -= . ..daksx. Ijgy, bogy a 2Eiai, et=0 vagy I, er- 
I=1 

tikek mind kiil&bWjk. Ha k maxim& &t&k& C(x)-el jeliiljti, 
Moser Cs Bn3) bebizony&ottuk, bogy minden a-hoz van olyan xg, hogy 
x =-xo-ra 

log x 
C(x)-=--- log2 +u+4 

log log x 
log2 . 

R6gi probl6mam: igaz-e, hogy C(29 = k + I? Nemrdg Guy 6s Conway4) 
ta&ltak olyan k-t, melyre C(29 r k + 1. Lehetsdges, bogy minden x-re 

logx 
C(x) = - 

log2 + C(l) 

Term&&es tov&bbi k&d&ek a fenti probl6mak multiphkativ analo- 
gonjai: Vizsgaland6k azon A sorozatok, melyekre az 

3 P. Erdijs, Problems and results in additive number theory, Chlloque sur 
la thhie des nombres Bruxelh 1955, 127-137 (k&d 136-137 otdalakat). 

4 Conway 6s Guy aedmhnye, melyet egym&t&l fiiggetleniil talitltak. n&g nin- 
csen publikhlva. 
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egyenleteknek semmilyen si # s, esetCn sincsen megoldSrsa. Kiinnyii 
azonban bel&tni, hogy ha az A sorozat elemei a 2(21c + 1) alaM sAmok, 
oly 4 siiriistgii sorozatot nyeriink, melyre (25)-nek nincsen megold8sa. 
KGnnyii be&xi azonban, hogy ha (25) nem oldhat meg, akkor az 
A sorozat sfiriisCge egynCl kisebb (s6t ez m&r abb61 is kiivetkezik, hogy 
az aI.+ =q egyenletnek nines megold&a). Nem tudom azonban el- 
diinteni, van-e minden ES-0-hoz olyan A sorozat, melynek siirfis6ge 
nagyobb, mint 1 -e Cs melyn61 a (25) egyenletnek nincsen megold&? 

3AMEYAHHFI n0 TEOPHW WCEJI. III 

I-I. 3p&u 

nyCTb al<&-=..., A(X)= 2 1 6eCKOHeqHWl IXOCJleROBaTeJIbHOCTb, J&JIR 
LIjz?ix 

KOTOpOii paBeHCTB0 

(1) uk=ai,+...+uir, il-=...<L.<k2 

He aMeeT peUIeHE% ABTOP nOKa3bIBaeT, 'ITO 

A@) 1 
-d 0 A, 'ST0 

X 
Jf- -c= 103. 

ai 

AZUIee, OH IIOK33bIBXT, YTO COOTHOmeHBe A(X)=o(X) He MOXeT 6blTb yJIy+ 
IlleHO, O#IaKO BCer&a CyLIJeCTByeT TaKa5I lTOCnefiOBaTenbHOCTb &-*a, JllIR 
KOTODOfi 

c &pyl.Osi CTOpOHbl, CyIQeClByeT TaKaR lIOCnenOBaTenbHOCTb A, WIR KOTOPOL 

(1) Hepa3peIIIUM0, BCE me A(X)=-d7 ~JIR nto6oro X. BO~MOXHO, ~TO COOT- 
HOIueHEe (2) MOJKeT 6bl’rb ynyrmeao, o#laKo noKaaaTenb, HaBepHRKa, He MO- 
)f(eT 6bITb MeHbUle %?M 217. 

PaccMoTpklm Tenepb Te rrocneuowrenbHocm A, ~JIH KOTOP~IX ypaBHenAe 

ri-= . ..-=r..; 
(1’) ur,+a,+...+QT*l=a,,+ar,+...+ar,2, llc..*-=l.,; 

Sl #a 
He paapeurnnro jqm n1o6oro BbI6Opa s1fs2. Torna CyrqecmyeT TaKaA nocne- 
fiOBaTeJlbHOCTb AnR KOTOpOii A(X)>CX" @$I n1o6oro x eCJlH TOJ-lbKO U aOC- 
TaTOgHO MaJIOt: YUCJIO. c RpyrOti CTOpOHbI aBTOp IIOg33bIBaeT, HCt'Ionb3yfl yCH- 
neme PeHbB 6onbmoro perueTa JInmmKa, 9~0 ecm A Tawoe, ST0 (1’) He 
uMeeT pemetm, TorRa A(X)-=CXS~s ,QJIR nm6oro X, ecm TOJSKO C AocTa- 
~09~0 6onbmas 36COnWcHa5l KOHCTaHTa. MoHteT 6blTb, liT0 nOK33aTenb 516 
MOXHO ynyYUlFiTb, OAHaKO 3BTOpy CReIIaTb 3TOro He yflanOCb. 
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REMARKS ON NUMBER THEORY III. 

P. Ear& 

Let aleal-=..., A(x)= 2 1 be an infinite sequence for which 
CXSX 

(1) a,=atl+...+a+ ii-=...ei,-=k 

is not solvable. I prove that A(x)/x-+ 0 and that 

&-= 1.03. 
ai 

Further I show that A(x) = o(x) is best possible, but there always exists a sequence 
x~-+c= for which 

(2) 

On the other hand, there exists a sequence A for which (1) has no solutions, but 
A(n) > cx% for every x. Perhaps (2) can be improved, but the exponent can certainly 
not be made smaller than 2/7. 

Consider now the sequences A for Which the equation 

(1’1 thl+...+a, 
$1 

==fzl,+...+al,2, r~-=...-=r~~; Zl-=...Z,2; s%#s~ 

is not solvable for every choice of $1 f sz I There exists such a sequence with A(x) 5 
z- cx” for every x if a is sufficiently small. On the other hand, I show by using R& 
nyi’s strengthening of the large sieve of Limiik that if A is such that (1’) has no solu- 
tions, then A (X)-CCC% for every x if c is a sufficiently large absolute constant. 
Perhaps the exponent 516 can be improved, but I have not succeeded in doing this. 


