Szamelméleti megjegyzések, III.
Néhdany additiv szimelméleti problémarol

ErDGs PAL

E cikkben néhany ujszerii additiv szimelméleti probléméval fogunk
foglalkozni, melyek talin nem érdektelenek, tovabba szokatlan, s nem
teljesen megoldott kérdésekre vezetnek.

E cikkben 1=a; <a,~< ... egész szimok sorozatit fogja jelenteni,
A(x)= 2> 1 az a-k szimit Jefenu x-ig. Az a;<a, < ... sorozatot
A-val foéguk jelolni. Az A sorozat siiriisége akkor 0, ha lim 4 (x)/x=0,
ha lim sup A (x)/x =a, akkor a az A4 felsd siirlisége. )

Konnyfi beldtni, hogy ha A(x)g%l, akkor az
at+a;=a, i<j<r

egyenlet megoldhatd, s a paratlan szamok [vagy az [—i}] és x kozott
szémok) példaja mutatja, hogy ez az egyenlGtlenség altaldban nem
javithaté. Marmost bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

1. Térer. Ha A olyan, hogy egyik a sem bonthatd fel esupa kiilon-
bozé a dsszegére, akkor A siiriisége 0.

Feltételiink nyilvan azt jelenti, hogy
(l) ak=a;l+a;2+...+a;‘_, ii'ﬁiz“:---{i,

egyenletnek semmilyen k és r-re sincsen megoldisa. EbbSl viszont
nyilvin kovetkezik, hogy ha az

a+ ... +a+a, r<k<e (rfix)

sorozatot A,-el jeldljitk, akkor az 4,, 0=r<e (44-al az 4 sorozatot
jeloljik) sorozatok paronként idegenek. Nyilvan tehat fennéll, hogy



minden k-ra és x-re

k
) x= 3 A=K+ D4R
Tovabba
€) A,(x)=A(x—iZ,:'a;)—kéA(x)—{_Zi’ai—k.

Q) és (3)-bél
@ A(x)dk+1+ Za,-i-k

Minthogy (4) minden k-ra fennall, azonnal nyerjiik, hogy lim A(x)/x=
=0, s ezzel tételiink be van bizonyitva. Ewee

Ugyantgy belathaté, hogy A siirlisége akkor is 0, ha az (1) egyen-
letnek csak véges sok megoldasa van. Ha feltesszilk, hogy A(x)=>cx
minden x>Xx,-ra, valészinfinek litszik, hogy az (1) egyenlet x-nél
kisebb megoldésainak szadma x-szel egyiitt nagyon gyorsan (talin expo-
nencidlisan tart a végtelenhez.

Bizonyitasunkbdl nyilvan kovetkezik, hogy ha az (1) csak 2=j=r
esetén nem megoldhatd, akkor A fels§ siiriisége é%.at = 14kr,

0=k < példija mutatja, hogy ez az allitis nem élesithetS.’
Most bebizonyitjuk, hogy az I. tétel bizonyos értelemben nem javit
haté. Ki fogjuk ugyanis mutatni, hogy ha f(x) -~ = tetszélegesen lassan,

akkor van olyan 4 sorozat, melyre az (1) nem oldhaté meg és végtelen
sok x-re

AW= 75

Legyen n; <n, < ... elegendG gyorsan névekedd sorozat (a nive-
kedés rendjének meghatérozésa kés6bb fog megtorténni, csak legyen
ny.q>n?). Legyen tovabbi a, =1 és tegyiik fel, hogy az nm-nil nem
nagyobb ak-kat méar meghataroztuk. Az (m, n,.,) intervallumba esé
a-k legyenek nf azon tobbszorsei, melyek a (2/3 np 4.y, 1. ) intervallum-
ba esnek. Nyilvian

Tevy

f(ﬂgﬂ)

1 Lasd az Amer. Math. Monthly 4268. szamu feladatat.
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ha az n, sorozat eléggé gyorsan tart a végtelenhez, > a <nE<m,,
aj=ng

miatt konnyfi belétni, hogy az (1) egyenletnek nincsen megoldésa, ezzel
allitisunk igazolva van.

Mas szempontbdl viszont az I. tétel élesithet. Fennall ugyanis a
II. TEreL. Legyen A oly sorozat, melyre az (1) egyenletnek nincsen

megolddsa. Akkor 2 ai konvergens, sét mindig
=14

21
2 =103,

Az I. tétel a II. tételbSl nyilvin kdvetkezik, ti. mint ismeretes, ha

Z’;&L‘{m, a,<a,< ..., akkor nfa,~0, azaz A(x)/x-0. Kénnyii
i=1 4

belitni tovabbd, hogy ha f(n) -« tetszSlegesen lassan, akkor van oly
A sorozat, melyre > f(a,)/a, =< és (1)-nek nincsen megoldasa (lasd az
=1

1. tétel nem javithatosdgat mutatd példat).

A II. tétel bizonyitdsdhoz az 1=j<o szidmokat két osztilyba
soroljuk. Az els§ osztilyban vannak azon j-k, melyekre A(2/*1)—

— A(2) g% Nyitréa
, 1 2 ]
(5) F i Bl

a4  j=1]

ahol X’-ben az Osszegezés azon a-kra van kiterjesztve, melyekre 2/ <
=a;=2/%1 & j végigfut az els6 osztaly szdmain.
Legyenek j; <j, < ... a mésodik osztalyba esG j-k, melyekre tehat

. 2f.-
6) A(21'+‘)~A(2"):-j—z

r

Egyszeriiség kedvéért legyen f[g] =t. (6) miatt, minthogy j, =k

Tl
@ 4@y - 4@)> 5=

Jrr
[z]
ha r=100.
Legyenek a, <a, < ... =<4, az ¢ls6 r? drb a;. (7) miatt g, <2'*1,

=r2
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Alkalmazzuk marmost (4)-et, s legyen x=27+1, k =r2, gy kapjuk, hogy

1

®) A2+ 1)5.2JY_P+_+ S’a +r2<21'+1 (P2 12+
41 i=1 i r? )

—F (4] azonban nyilvan nem kisebb, mint [%], tehat ha r = 100, akkor

+1 . . . r ’
[u. it. =Jpzq é},—[—Z—D. Tehat (8)-bdl, ha =100

©) A(2Ir+l){2j'+2
(9)-b8l nyilvan, Ha r =100

1 4
(10) = 7 ar

ahol > .-ben 2/r<g;=2/+1, (10)-b8l nyilvan

£ 1 = 4
1y 2 D= 2 = i
r=101 a; 101
Végiil nyilvan
(12) i<l.

2leg=2tr1d;

(5), (11) és (12)-bdl végiil nyerjiik, hogy
1

103-at kénny( lenne lényegesen javitani, de a pontos konstanst nem
tudom meghatirozni,

ITI. TETEL. Ha az A sorozat olyan, hogy (1)-nek nincsen megolddsa
akkor

(13) Jim inf 4 (x)/x V3 -1/2 < o,
X=oo

Tételiink mutatja, hogy ha az I. tétel minden x-re nem is javithato,
de végtelen sok x-re sokkal élesebb egyenlGtlenség is fennall.

Ha (13) — nem lenne igaz, akkor nyilvin

e k 535
a,=o(k1+V5)/2) azaz > a,:o(k(a-rlfs;;z).
i=1
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Tehat, ha k= 10[x(3-V$42], akkor

k x
(14) 2 <~
i=1 2
minden elegendd nagy x-re. Tovabb4, ha (13) nem igaz, akkor nyilvan
van tetsz8legesen nagy x, melyre

(15) A(x)—“‘('z{) > x(3-1r2,

Legyen marmost x oly eléggé nagy szdm, mely (14)-et és (15)-6t
kielégiti. Nyilvan (2), (14) és (15) miatt

x;_é’o A;(x)= 5;[ (x— !Z'la ) ]Ek[A (x—i_zk,'ai) —k]é
=k [A(x) —A (i)] — k2> 10 [x G-V 912]x(V3-172 _ 100 x3-V5 > x,

ami lehetetlen, s ezzel tételiink be van bizonyitva.

Most konstrudlok oly 4 sorozatot, melyre A(x)>cx*" minden
x-re és az (1) egyenletnek nincsen megoldasa.

Sorozatunkat rekurziéval konstrualjuk, legyen a; =1 és tegyiik fel,
hogy a4, a,, . .. @ -ig mar megkonstruéltuk az A sorozat(:t ugy, hogy

az (1) egyenletnek ne legyen megoldésa. Legyen B, =2 > a, és
r=1

Biz+1 Bis-i-l
(16) G, 4)=1+IBy,, 1=l= 0 |’ azaz a,q...,éw-l-l.

Konny( belatni, hogy az (1) egyenletnek most sincsen megoldésa. Legyen
ugyanis (Z,-ben j,=k))

Iy ta
amn Ay t1= Z;ﬂtm-,'i‘ 21'41,=21+21-
$= 5=

El6szor kimutatjuk, hogy rié[ﬁ;’—l]. Ha ugyanis ez nem lenne igaz,

akkor (16) miatt
3

B,
ZhE Z(1+IB-+1) ()Bsﬂ ZH:"“hH,
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ami (17)-nek ellentmond. ¢, = [‘E‘;—‘] és (16) miatt X, =¢,(mod B;,,),

azaz I, legkisebb pozitiv maradéka mod (B;,,) nem nagyobb, mint
[3B;. 1] (16) nuatt a,+;=1(mod B;,,,) (17) miatt tehat £, > [1 B, ,].

Ezazopban X, = 2’ a;=% B;,, miatt lehetetlen. Ezzel ellentmondésra

jutottunk, s bcbizonyitottuk hogy (1)-nek nincs megoldisa. Legyen
mAarmost

kisy B
k
1s)

és konstrukcibénkat tetszSlegesen folytathatjuk, s az igy nyert sorozatban
(})-nek nincsen megoldésa.
Hitra van még A(x)-re alsé becslést taldlni, ezt csak vazolni fogjuk.
(16)-bdl és (18)-bol B;, , <Bj,.. Tehat (16) és (18)-bdl

A(BH;)}B‘“

}(1:} '+2);

Tovabb4; ha 1=T'=[15B,,,], akkor ((16) és (18)-bdl)

B‘ s
(19) A(TBH?.)E[m B 1]+T='-( 132) +T
(19)-bél egyszerii meggondolassal belathatjuk, hogy ha 7-t B, ; nagy-
sagrendiinek valasztjuk, akkor lesz A(x) nagységrendje x-hez képest a

legkisebb. (16) és (18)-b6l B,,,=(1 -I-o(l)) Bl ezért egyszer(i szami-

tassal nyerjiik (19)-bdl, hogy minden x-re A(x) :-cxzf"' s ezzel allitasunk
igazolva van.

Nem lenne érdektelen eldonteni, vajon a III. tételben szerepld
(¥5—1)/2, s a példankban szerepld 2/7 javithaté-e? Pontosabban meg-
hatarozandé azon a értékek felsS hatira #, melyekre van oly 4 sorozat,
hogy (1)-nek nincs megolddsa és minden x-re A(x)=ecx® Tudjuk, hogy
2/7=§ gﬁz_ : . Felvethetjiik tovabba a kdvetkezs problémét: Legyen
by <b,< ... egész szamok végtelen sorozata, tegyiik fel, hogy minden
k-ra melyre by +b,+ ... +b,=x, fennill kB(x) <eX (B(x)— Z 1).

Létezik-e akkor egy oly A sorozat, melyre a, < c,b, minden r-re és ﬁ'lclyre
{1)-nek nincs megoldasa? Ha kérdésiinkre a valasz igenld, ugy ez azt
jelentené, hogy (2) 1ényegileg az egyetlen feltétel, melyet egy A sorozat-

3 Matematikai Lapok
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nak ki kell elégiteni, ha (1)-nek nincs megoldasa. Kiilénben az igenl8

vélaszbdl kovetkezne, hogy f="—5—

5 lgy gondolnam azonban, hogy

a valasz nem lesz igenld.
M dbdositsuk most az el8bb definilt 4 sorozatot a kdvetkez8 méodon:

ki
(BH 1= 2 a, most is igaz]
r=1
(16) ah+1=‘1+131+1+33+1,1g;{&”:l,a,cm=ak‘+[gt,,h].

Konnyit belatni, hogy A(x) = cx® (x értékét konnyli lenne meghatarozni)
S az

51 ]
(1) 'Zl’a,‘:-*izl' @, ri<ry<..<rh<b<..l,; s1#3
i= -

egyenletnek s; és s, semmilyen vélasztdsa mellett sincsen megoldésa.
Ezen allitds bizonyitisat csak vazolni fogjuk. Tegyiik fel, hogy (1')-nek
mégis lenne megoldasa, s tekintsilk azt a megoldist, melyre s; +s5,
értéke minimalis. Tegyiik fel, hogy ezen egyenletben az eléforduld a-k
indexei mind nem nagyobbak, mint k., de k-nal nagyobb indexii a-k
még el6fordulnak (1’) ezen megoldasiban. Legyen uily a (1°) bal oldalan

L, bsszeggel, sv ily a (1’) jobb oldalan %, 6sszeggel, azazha Zs’;a,i = Zh;a, ;=
i= i=
=L, akkor L=%, +¢&, =%, +¢,, ahol

N
(20) max (él) ’:Z)érg; a,= 2 =

Ha u #v, akkor (16")-b6l egyszer(i szamitissal adédik |Z; —Z,| =B, 4,
ami (20) miatt lehetetlen. Ha u=v, akkor £, =X, =u (mod B;;,) miatt
nyerjiikk, hogy ha £, #X,, akkor |X, —Z,|=B;;, ami megint ellent-
mond (20)-nak. Ha végiil £, =Z,, akkor ha (1")-bél elhagyjuk mindkét
oldalon az u=v k;-nél nagyobb indexii a-kat, (1) egy 4j megoldisihoz
jutunk, mely s; +s, minimum tulajdonsdginak ellentmond.

Ezzel szemben viszont fennall a

IV, TETEL. Legyen A oly sorozat, hogy az (1') egyenletnek nincs
megolddsa, akkor minden x-re

A(x)y<=Cxs,
ha C elegendé nagy abszoliut konstans.

A 1V, tétel mutatja, hogy az (1°) egyenletek joval élesebb becslést
adnak, mint az (1) egyenletek.
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A TV. tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz a Linnik-féle nagy szita
Rényitdl valoé élesitésére.
Lemma. Legyen a,<a;<..<az;=N egész szdmok sorozata,

0<f(p)<1, O(p)=<1.
min f(p)lp=1, max Q(p)=0,

,,«k,\r‘h p<%n‘1h

Z(p, h)( p=< %N ! "3) jelentse azon a—k szamat, melyekre

a;=h (mod p).
Fennall
Z VA
IZ“”’""F =200

minden p és A-ra, ha 9NQ?/zr p primszamtol eltekintiink és ha a tobbi
p primszamnal esetleg f{p) s értéktél eltekintiink.

Ez a Linnik-féle nagy szita Rényi-féle élesitése,?) Alkalmazzuk e
lemmét f(p) =p/3, Q(p)=2, Z=CN>/6 esetén. Ez esetben 1= 4, 0 =2
és lemmankbdl nyerjiik, hogy van legalabb egy olyan 4 N'/3>p> } N1/3
primszém, melyre

VA
(21) Z(p, h)}z—p
legalabb 2 p maradékosztalyra. Jeloljik Ay, h,,...h,, r= %p azon
maradékosztilyokat, melyekre (21) fennall. Egyszerii meggondolds mu-
tatja, hogy a k; +h, =0 (mod p) kongruencidnak legalabb [%] meg-
old4sa van, s ezért (21) miatt az
a;+a;=0(mod p), 1=i,j=Z
kongruencianak legalabb
Z\*'p 722 C*_,
i 9 RO B N
(22) (2p) 6 24p>12 N
megolddsa van. Az a@;+a; Osszegek mind kisebbek, mint 2N, ezért
legfeljebb
2N

23 o =8N
(23) 3

2 A, Rényi, On the large sieve of U. V. Linnik, Compositio Math. 8 (1950)
68—175.

3*
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a;+a;=m=0(mod p) alakd szdm Iétezhet. (22) és (23) miatt van két
olyan kiilsnbdz6 m; =0 (mod p) és m, =0 (mod p) szdm, melyekre az

24) G+a;=my=pny, a.+a,=m,=pn,

2

egyenletek mindkettSjének legalabb 1%6 N2is megolddsa van. Ha C
clegendd nagy, akkor

foc

100
miatt a (24) egyenletek megoldédsaibdl az n,pn, =n,pn, szamot el
tudjuk 4llitani, mint a (24) egyenletek megoldasaibél alkotott n,, illetve
n, tagl Osszegeket. Azaz az (1°) egyenleteknek van megoldasuk, s ezzel
tételiinket igazoltuk.,

Valdszinlinek létszik, hogy az 5/ kitevé javithatd, s hogy a nagy
szitira a bizonyitisban nem lesz sziikség, de eddig ezeknek bizonyi-
tésai nem sikeriiltek,

Teljesen més probléméra jutunk, ha (1’)-ben nem tesszitk fel,
hogy r, #r,, azaz ha azt kérdezziik: ma.xmé{lsan hany szdm adhaté

meg x-ig a; <a;<..<@m=Xx, 0gy, hogy atzl’aga,-, &=0 vagy 1, ér-

tékek mind kiilonboz6k. Ha k maximalis értékét C(x)-el jeloljiik,
Moser és én®) bebizonyitottuk, hogy minden &-hoz van olyan x,, hogy
X>Xg-Ta

N*s>8N*/s>max (ny, n,)

log x loglog x
log2 log2 -~

Régi problémém: igaz-e, hogy C(2¥) =k + 17 Nemrég Guy és Conway*)
taldltak olyan k-t, melyre C(2%)>k + 1. Lehetséges, hogy minden x-re

C(x)=<

+(1+¢)

_logx
C(x)—m+0(l)
Természetes tovabbi kérdések a fenti probléméak multiplikativ analo-
gonjai: Vizsgilandék azon A4 sorozatok, melyekre az

8y 2
(25) jﬂl a;,r-jq Ay by< o<y ly<.dyy, 517955

3 P. Erdbs, Problems and results in additive number theory, Colloque sur
la théorie des nombres Bruxelles 1955, 127—137 (ldsd 136—137 oldalakat).

4 Conway és Guy eredménye, melyet egymast6l fiiggetleniil taldltak. még nin-
csen publikdlva.
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egyenleteknek semmilyen s; #s, esetén sincsen megoldasa. Konnyii
azonban belatni, hogy ha az A4 sorozat elemei a 2(2k + 1) alakt szimok,
oly } siirfiségli sorozatot nyeriink, melyre (25)-nek nincsen megoldasa.
Konnyii belatni azonban, hogy ha (25) nem oldhaté meg, akkor az
A sorozat siirlisége egynél kisebb (s6t ez mar abbdl is kovetkezik, hogy
az a,-a,=a, egyenletnek nincs megolddsa). Nem tudom azomban el-
donteni, van-e minden £>0-hoz olyan A4 sorozat, melynek sfir(isége
nagyobb, mint 1 —e és melynél a (25) egyenletnek nincsen megoldasa?

3AMEYAHMA 110 TEOPHK YHUCEL III

I. 9ppém
Tycth @y <aa<..., A(X)= 2, 1 Geckoneunass NOCAEAOBATENLHOCTb, JISK
aihmx
KOTOpOil PaBeHCTBO
(1) ao=a,+..+a, i<..<i-<k:

HE MMeeT peumeHusl. ABTOD [IOKA3bIBAET, 4TO

ﬂﬂ-o H, 4TO Zl-:lo&
X @

Hanee, OH mokaabiBaeT, 4TO CooTHOWEHRE A(X)=0(X) He MOWeTr OwlTh yayd-
DIGHO, OAHAKO BCErna CYUIECTBYET Takas TOCHEJOBAaTENBbHOCTh X:—co, IR
KOTOPOii

o Aty =5

C mpyro#i CTOpOHBI, CyWIECTBYeT TaKas NOCIENOBATENLHOCTE A, A1 KOTOPOH
(1) nepaspeummo, Bcé se A(X)=>cX”? nna moGoro X. BoamoHO, 4TO COOT-
HOowmeHre (2) moeT OBITh YAYWIIEHO, OAHAaKO MOKAasaTe/lh, HABEPHSKA, HE MO-
ser ObITb MEHbIE 4eMm 2/7.

PaccMoTpuM Teneps TE MOCNENOBATENLHOCTH A, IS KOTOPHIX YDasHEHHE

IR S
1) @, ta,t ot =a ta,toota, h<..<b;
5175

He paspemmmo A5 moGoro BriGopa si7s:. Torga cywecTsyer Taxkas nocae-
AOBATENLHOCTh A KOTOPOH A(X)=cX* pns moBoro X ecns TOALKO @ [OC-
TaTouHo mamoe uucno. C gpyroil CTOPOHEI aBTOD NOKA3KIBAET, HCIOAL3YA YCH-
neune Pempm Gonpmoro pemweta JIuunuka, uto ecid A taxoe, uro (1) He
umeer pewmenus, Toraa A(X)=< cx®s pag moGoro X, ecam Tomko C pocta-
TouHo Gosbwas abcomoTHAasd KoHcrawTa., Mower OwiTh, ¥TO nokasarens Sfg
MOHHO YAY4LIATE, ORHAKO ABTOPY CAEIaTH ITOTO HE yAaaoCh.
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REMARKS ON NUMBER THEORY IIL
P. Ernds

Let ay<az<..,A(x)= 2, 1 be an infinite sequence for which

ai=x
¢} au=a;t+...+a,', fi=<..=<f=<Kk

is not solvable. I prove that A(x)/x—0 and that
1
Z—{ 103.
i

Further I show that A(x) = o(x) is best possible, but there always exists a sequence
x1—+cc for which

@ AGy<Cx{V 5172,

On the other hand, there exists a sequence 4 for which (1) has no solutions, but
A(x) = cx*7 for every x. Perhaps (2) can be improved, but the exponent can certainly
not be made smaller than 2/7.

Consider now the sequences A4 for which the equation

a ar1+---+a-’l=a:i+-..+a;,2, n<.o.<ra; h<.l; si#s

is not solvable for every choice of s; s2. There exists such a sequence with 4 (x) >
= ¢x* for every x if a is sufficiently small. On the other hand, I show by using Ré-
nyi’s strengthening of the large sieve of Linnik that if A4 is such that (1°) has no solu-
tions, then A(x)<ecx%s for every x if ¢ is a sufficiently large absolute constant.
Perhaps the exponent 5/6 can be improved, but I have not succeeded in doing this.



