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Bemerkungen zu einer Aufgabe in den Elementen 

Professor H.-J, KANOLD zum sechzigsten Geburtstag gemidmet 

P. ERD& 

G. Jaeschke stellte folgende Aufgabe in den Elementen der Mathematik (26, 43, 
Aufgabe 618 (1971); gel&t durch P. Bundschuh): Es sei 22(p) die kleinste Zahl mit 
2za(p) = 1 (mod p). E(r) sei die anzahl der Primzahlen mit 1s (p) = r. Es gilt 

A (2, 6) sei die Anzahl der Primzahlen 2 x mit 12(p) > pa. Dann gilt 

A(x,B)=(l+o(l))+& fur S<+ 

A x,-f- I(I-log2+0(1))~ 
i ) log x - 

und 

Ich werde die Resultate ein wenig verscharfen, indem ich 

(1) 

und 

(2) A x,; = (1 +o(l))L 
i 1 log x 

zeigen werde. Ich bin iiberzeugt, da13 E(r) = o (~8) fiir jedes E > 0 gilt; es ist nicht 
bekannt, ob E(r) unbeschriinkt ist; such ist nicht bekannt, ob E(T) fiir unendlich 
viele r gleich 1 ist. Das beriihmte Problem der Mersenneschen Primzahlen besagt, 
da6 E(p) = 1 fiir unendlich viele p, also da13 2~ - 1 fiir unendlich viele p Primzahl 
ist. Dies ist bekanntlich eines der schwersten ungelijsten Probleme. 

Es scheint such ganz sicher zu sein, da9 fiir jedes c < i gilt 

A (4 c) = 0 &- . ( ) 
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Eine beriihmte Vermutung von Artin besagt, da13 die Anzahl der Primzahlen p< x, 

fiir welche 2 primitive Wurzel ist, (c + o(l)) & ist fiir eine absolute Konst,ante c. 

Es sei f(x) -t 00 beliebig; sicherlich gilt wohl 

Ein bekannter Satz von Romanoff besagt, da13 

ist, wo 1s (n) ftir ungerades n der Exponent von 2 mod n ist und sonst 1s (n) = co 
ist. ‘D.&n und ich gaben einen vie1 einfacheren Beweis. Vielleicht der einfachste 
Beweis erscheint bei P. Erdos, On some problems of Bellman and Romanoff, J. 
Chinese Math. Sot. (N.S.) 1, 409-421 (1951). Ich zeigte such (Israel J. Math. 9, 
43-48 (1971)) 

Es sei 

/(x)=maxC f, 
nsz dla 

F(x)=max 2 f; 
nz3 42”-1 

vielleicht gilt sogar .F(x) - f(z) < c. Es ist nicht schwer zu zeigen, da8 

gilt, aber (v(a) ist die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von n) 

max 2, (n)/max 21 (n(n + 1)) + 1 
nsz R$Z 

und 
maxo,(n(n+ l))-maxv(n)+co 
n$z rasz 

kann ich nicht beweisen. 

Der Beweis von (1) ist leicht. 
Wenn 12(p) = r ist, SO ist p E 1 (mod T), und wenn pl, . . . , pk die Primzahlen 

mit~~(~~)=rsind,sogiltpl~~~~k<2r(p~<~~~<l)~)undp~>ir.~soist 

k!rk<Zr, 

und daraus folgt mit der Stirlingschen Formel 

(3) kkrke-k< 2~. 

Aus (3) folgt nnn (1) leicht. Ware 
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so kann (3) nicht wahr sein. Aus (3) wiirde namlich 

r2 log 2 
- < p4/(1/2+s) 
2elogr 

folgen, was fiir r > Q(E) falsch ist. Damit ist (1) bewiesen. Es w&e interessant (1) 
zu verscharfen, aber ich konnte nicht einmal 4 durch eiue kleinere Konstante er- 
setzen. 

Der Beweis von (2) ist vie1 sohwerer. Wir zeigen, da3 die Anzahl der Primzahlen 
pdxmit 

(4) 12(p) 5 2112 

2 
o ~ ist. Es geniigt natiirlich zu zeigen, da13 die Anzahl dieser Primzahlen fiir 

( 1 log x 

rx jedes 7 und x > x0 (r) kleiner als - 
log x 

ist. Urn dies einzusehen, teilen wir die Prim- 

zahlen, die (4) befriedigen, in zwei Klassen. 
In der ersten Klasse sind die Primzahlen p I: x mit 12 (11) < E x132, E = E(V). 

Aus (1) folgt, da13 die Anzahl der Primzahlen der ersten Klasse kleiner als 

In der ewe&n Klasse sind die Primzahlen p 5 x mit 

(6) & xlJ2 < 12 (j-3) 5 2112 . 

I% die PrimzahIen p, die (6) befriedigen, gilt 

(7) P - 1 = uv, u = Zz(p), &Xl/2 5 21 I x1/2. 

Wir werden nun zeigen, daD die Anzahl der Primzahlen p d x, die (7) befriedigen, 
X 

o - 
( ) log 2 

ist, und daraus folgt natiirlich (2). Der Beweis benutzt die Brunsche Sieb- 

methode und Methoden meiner Arbeiten [I] und [2]. Der Beweis wird etwas skizzen- 
haft dargestellt ; ich verweise den interessierten Leser auf [l] und [2]. 

Wir teilen die Primzahlen, die (7) befriedigen, in zwei Klassen. In der e&en Klasse 
sind die Zahlen mit v < E xi/z. In diesem Falle ist uv < EX, also p 5 EX; daher 

2&X 
ist die Anzahl dieser Primzahlen < ~ 

logx ’ 
Fiir die Zahlen der zweiten Klasse gilt 

E X1f2 5 21 < X1j2/& . 

Die obere Grenze gilt wegen uv < x. 

A&iv der Mathematik XXVII 



162 P. ERD6S ARCH. MATH. 

Die Zahlen der zweiten Klasse teilen wir wieder in zwei Klassen. In der ersten 
Unterklasse haben sowohl u als such v mehr als $ log log x Primfaktoren (mehr- 
fache mehrfach gezahlt). Fiir diese Zahlen hat aber p - 1 mindestens 4 log log x 
Primfaktoren. Bekanntlich ist aber fiir fast alle Primzahlen die Anzahl der Prim- 
faktoren f (p - 1) = (1 + o(l)) log log p ([2]); daher ist die Anzahl der Zahlen der 

X 
ersten Unterklasse 0 - i 1 logx * 

Ohne Besohrankung der Allgemeinheit k8nnen wir nun voraussetzen, da13 fiir die 
Zahlen der zweiten Unterklasse f(v) 4 $ log log x gilt. Nach einem bekannten Satz 

von Hardy und Ramanujan ist die Anzahl dieser Zahlen v o (2112) es 1st o 
(. (&) 

fiir ein geniigend kleines c 
) 

. Die Anzahl der Zahlen u < x/v, fiir welche uv + 1 eine 

Primzahl ist, ist aus der Brunschen Siebmethode kleiner als 

( 1 1-i < 
c2 q (1 + l/(13 - 1)) 

--< 
c3 x log log x 

vlogx 
-< 

vlogx 

wegen 
< 

c3 2112 log log 2 

&log% ’ 

4 

1 
I$------ 

) 
< cloglogV< cloglogx. 

24~ P--l 

Daher ist die Anzahl der Zahlen der zweiten Unterklasse kleiner als 

c3 xl/2 log log x 

& log x 0(-&)=0(x&$ 

womit alles bewiesen ist. 
Wie es oft in der Zahlentheorie vorkommt, haben wir mit ziemlich vie1 Miihe ein 

recht schwaches Resultat erhalten; vielleicht liegt die Schuld nicht an mir, sondern 
das Problem ist eben recht schwer. 

Mit mehr Miihe und den Methoden von [3] kann ich zeigen, da& wenn .Q, + 0 
beliebig langsam, die Anzahl der Primzahlen p < x mit 

12 (13) < p1’2+e, 

dann o -?- ist. Ich kann dies nicht zu pr/s+c verschbrfen. Ich kanu mit den 
( 1 log x 

Methoden von [l] und [2] such zeigen, daB, wenn y/x --f 00, die Anzahl der Prim- 
Y 

zahlen p < y, fiir die p - 1 einen Teiler in (x,22) hat, dann o ____ 
i ) 1% Y 

ist. 

Es sei A, (x, (r) die Anzahl der ganzen Zahlen 72 2 z mit iz (m) < x8. Ich kann nur 
zeigen, da2 ftir jedes E > 0 ein 8, mit A,(x, de) < EX existiert und fiir ein weiteres 
8: gilt L&(X, 1 - d:) < (1 - E) CC. Weiter sei E,(z, T) die Anzahl der Teiler d 2 x 
von 2r - 1, und Ei (z, r) sei die Anzahl der Zahlen n < x mit 1s (12) = r. 
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E,(z, r) = o(x) fiir r = o (CC”) ist unschwer, wahrscheinlich gilt dies aber such 
fiir r < xc fiir jedes feste c. Es wke recht interessant, 

max Ei (2, T) = f (2) 
r 

von oben und unten maglichst gut abzuschgtzen. 1st f(z) = o(z&) Z Fiir welche 
Werte von T ist Ei (2, r) = f (2) ? Offenbar kann man hier noch viele weitere Fragen 
stellen, aber dies wollen wir dem Leser iiberlassen. 
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