
Szimelm&eti megjegyzhsek II. 
Az Euler-f6Ie +fiiggvt%y n6hsiny tulajdonssig&rtY 

I#+) jelentse az Euler-file # fiiggv&nyt, azaz az PI-~% kisebb A-hez 
relativ primszBmok sz8m8t. Amint ismeretes, a 4(n) n&eked&e rend- 
kiviil szabhlytalan. Vtgtelen sok n-re 4(n) = n - 1 (akkor ts csakis 
akkor, ha n prims&m). Landau1 viszont bebizonyitotta, hogy 

(1) ,im inf ~ (‘I) loglog ’ = e-c, 
II-+- n 

ahol c az Euler konstans. 
Schoenberg2 bebizonyitotta, hogy minden 0 -Z c -Z 1 &t&-e azon 

szimok siiriistge, melyekre $(n)/n =- c lttezik Cs c-nek szigotin 
monoton folytonos fiiggvinye. Az 1 s ai -= a2 -= , . . egCsz sztimok 
sorozat&nak akkor mondjuk, hogy siir&Cge lCtezik, ha 

lim A (n)/n, A(n)= 2 1 
“‘00 a,sn 

Ittezik. Ha a (2) alatti limesz 0, akkor a sorozat siir%Cge 0. 
Legyen m&most 4(n) = +1(n), &(n) = (p(q&-, (n)). L(e) jeIentse 

azt a legkisebb k szgmot, melyre #+.(n) = 1. Siuasankaranamyana 
PiIlai3, aki tudtommal e&z& vizsg&t a r$ fiiggvtny iterhcibji8t, bebi- 
zonyitotta, hogy 

(3) 
log n L-1 i I 

log; 

log 2 
SL(n)-1S - 

log3 

1 E. LANDAU, Verteilung der Primzahlen, Vol. 1. X6-219. 
2 I. SCHOENBERG, i.)ber die asmptotische Verteilung reeller Zahlen mod 1. Math. 

Zeitschrift 28 (1928) i71- 199. Tovibbi idevonatkozb %teleket 6s probl6m6,kat l&d 
P. ERDBS, On additive arithmetical functions and apulications of probability to 
number theory, Proc. Int. Congress of Math., Amst&ham, Vol. 3 (1954) 13119. 

3 S. SIVASANKARANARAYANA PILLAX, On a function connected with #~(a) Bull. 
Amer. Math. Sot. 35 (1929) 871-841. 
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Shapiro4 bebizonyitotta, hogy az L(n) fiiggveny lenyegileg muhipli- 
kativ. firdekes lenne a kovetkez6 sejtes bebizonyitasa: 

LCtezik oly c konstans, hogy majdnem minden n-re 

(4) L(n) = (c+,(l)) log n. 

Azaz, m&s szavakkal: Minden E gr 0-ra azon szimok siiriistge, melyekre 

(c-e)logn -= L(n) -= (c+E)logn 
1 

l-e1 egyenlo”. Ha (4) igaz, tigy (3) szerint mindenesetre ~ 
1 

- 
log 3 sC%2 

(4) bebizonyitasa (vagy megc8folasa) azonban igen neheznek lcitszik. 
Landau modszerevel kijnnyii bebizonyitani, hogy minden fix k-ra 

lim inf 4k (4 mb2 4” zz e-kc. 
II-+- n 

Ezzel szemben val6sziniileg igaz a k6vetkezB allit&: Minden c,-hez 
1Ctezik oly c2 = c2(c1), hogy az a legkisebb k szam, melyre 

nagyobb, mint c2 log pt. Ennek az 6llitIsnak a bebizonyit$sa azonban 
nem latszik kbnnyiinek. 

Schinze15 bebizonyitotta, hogy 

lim sup q$ (n)/n = i, 
n-t- 

Cs valbsziniileg igaz, hogy minden k-ra 

(5) lim sup #k (n)/n = & . 
n-m 

(5) bebizonyitasa azonban m8r k = 3-ra se sikeriilt nekem (trivii- 
Iis csak az, hogy (5) s jellel igaz). 

E dolgozat f6dlja a kijvetkezii tttel bebizonyitasa lesz. 

T~EL, Majdnem minden n-re, ha k s 2, 

]im rbk’n)logloglog n 

+k- lb> 

I? e-c. 

“-co 

4 H. SHAPIRO, Au arithmetic function arising from the 4 function, Amer. Math. 
Monthly 50 (1943) 18-30. L&d rneg Murrinyi Alad&, Az Euler-f&le #-fiiggvkny 
jterzUUva1 nyert sz&melm~leti fiiggv&yrijl, Mat. Lapok 11 (1960) 47-67 6s H. 
Lindren Australian Math. Teacher, 10 (1954), 52-53, tovhbb& E. S. Barnes, ibid. 
11 (1955), 20-21. 

5 Ledlbeli k&+&s. 
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M&s w&al teteltink azt jelenti, hogy minden E =- O-ra azon szamok 
siiriidge, melyekre 

(1 - &)+b&z) logloglog n -=Z #k-r(n) -=Z (1-F &)eC&(n) logloglog n 

teljesti, 1-gyel egyenlo”. 
EgyszerWg kedvCCrt teteliinket rtszletesen csak k = 2-r-e fogjuk 

bebizonyitani, k B 2-re csak vazolni fogjuk a bizonyitast. 
RCgebben bebizonyitottam 6, hogy azon id -= x szamok szhma. 

melyekre (q &z)) = 1, 

(7) (1 + o(l))e-CX/logloglog x. 

Teteliink bizonyitlsa hasonlit (7) bizonyit&hoz. 

LEMMA 1. Legyen p < (loglogn)l-e (& Z- 0 fix szam). FenndZ 

x: -L > Cl loglog n > (Ioglog yt)@, 
4 P 

ahol Z’-ben q dgigfut azokon a primsz$mokon, melyekre q F 1 (mod p}, 
q -d exp (log n/(loglog n)2). 

Cl,C2,.** pozitiv abszolut konstansok, exp z = eZ, p Cs q mindig 
primszarnokat fognak jelenteni. 6) alatt idezett cikkemben e lemmat 
bebizonyitottam, itt csak a teljesstg kedvCCrt kijzoljtik a bizonyitast. 
Jelijlje n (x, k, I), (I, k) = 1 azon’ q 5 x primszamok szamlit, melyekre 
q-I (mod k). Page’ egy tttele szerint, ha k < log x, akkor I-ben 6s 
k-ban egyenletesen fennall, hogy 

Qdx, k 0 = (1 f4)) #(k);ogx . 

EzCrt, ha x B log n =- eP 

7c(x,p, l,>~~. 
3 plogx 

(8)-bol egyszerti szamolassal nyerjiik, hogy 

1 +lc-- loglog n 
4P t1ogt ‘Cl 

P ’ 

6 P. ERD~S, Some asymptotic formulas in number theory, Journal Indian 
Math. Sot. 12 (1948) Z-78. 

. 

7 A. PAGE, On primes in an arithmetic progression, Proc. London Math. 
Sot. second series 39 (1935) 136. old. (36) formula. 
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ahol t 
v&k, 

a (log ~1, exp [log n/(loglog n)3]) intervahum egesz szitmain fut 
ezzel lemm&nk be van bizonyitva. 

Jelentse A,(n) azon m 5 n szkmok sz6mBt, melyekre #(m) $0 
(modp). Ezen m szilmok Cppen azok, melyekre 

p21m 6s m $0 (modq) ahol q = 1 (mod& 

Bun modszereb61* s lemmlnkbol, valamint Mertens9 tetelCb6l azonnal 
nyerjiik, hogy ha p. -K (loglog n)l-“, akkor 

(9) dp(n)-=c,nrl’ 1-L 
( > 

-= c3n exp( - loglog @I2 = 0 ’ 
4 ( > 1og1ogn ’ 

ahol II’-ben q z 1 (mod p) es q -= exp(log n/(loglog ~2)“). Itt ktil6nben 
sines sziikstgtink a Brun-fele modszer teljes erejere, konnyii beGtni, 
s az az egyszeriibb okoskod&s, mellyel Brun bebizonyitotta, hogy az 
ikerprfmszamok reciprok ertekeinek Gsszege konverghl, is dlhoz vezetiO. 

(9)-b61 azonnal nyerjtik, hogy 

ClO) 2 A,(n) -= (loglog n)’ -53 n 
( > loglog n 

=o(n). 
g<(loglogn)l-” 

(lo)-b61 azonnal nyerjiik, hogy minden E =- 0-ra azon m -C n 
szhmok szgma, melyekhez van oly p -C (loglog n)‘-“, hogy 

#dm> f 0 (modp) 

o (IZ). Azaz o(n), m szam kidtelevel minden m s n-re 

(11) # (m) = 0 (mod 

(1 l)-b61 Martens tCtelCb61 nyerjiik, hogy majdnem minden m s n-re 

w-9 

-= (1 + o(l))(l - .s)e-c~(m)/logloglog m. 

8 L&d pl. P. ERD~S, On the easier Waring problem for powers of primes, I. 
Proc. Cambridge Phil. Sot. 33 (1937), Lemma 2., 8. old. 

9 L&d pl. HARDY-WRIGHT, The theory of numbers, III. Gad. 351. old. 
10 LANDAU, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, Vol. 1. 75. old. vagy P. EIWBS, 

Note on the number of prime divisors of integers, Journal London Math. Sot. 12 
(1937) 310. old. Lemma 3. 
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Minthogy (12) minden &-re igaz, nyerjtik, hogy majdnem minden m-re 
(azaz egy 0 stirtistgfi sorozat elhanyagolasaval) 

(13) 
lim Sup r62(m) - logloglog m ~ e - C 

n+- 41(m) - ’ 

MBsr&zt azonban ismtt M&ens tttelCb61 nyerjiik, hogy 

ahol II,-hen p vegigfut az bsszes primszamokon, melyekre p s 
i(loglogn)l+e 6s II,-ben p/$(nl), p I (loglog II)~+*. 

Most bebizonyitjuk, hogy minden n =- 0-ra azon m I IZ szamok 
s&ma, melyekre 

(15) lJ20 -=z 1 --rl 

o(n). Hogy ezt belathassuk, els6sorban bebizonyitjuk a kovetkezii 
lenmat. 

LEMMA 2. 

cI1<c lwP+~~&%~ 
4 4 P ’ 

ahol Z’-hen q-s n, q z 1 (modp). 
6) alatt id&z&t cikkben e lemma is be van bizonyitva, teljessdg 

kedvtert azonban kijzoljtik a (nagyon riivid) bizonyltast. 
Nyilvanvalo, hogy 

ahol Z”-hen q z 1 {modp), p2 -Z q -K n. Titchmarshll egy ismert tttele 
miatt, ha x P p* 

WI 

If E. C. TITCHMARSH, A divisor problem, Rend. 
(1930) 416. old. 

de1 Circ. Mat. Palermo 64 
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(16)-b& egyszerii sz&molAs alapj&n nyerjiik, hogy 

s ezzel lemmank be van bizonyitva. 
LemmBnkb61 azonnal nyerjiik, hogy azon m s n szkmok s&ma, 

melyekre c$(m) z 0 (modp) 

(17) n - A,(n) 5 Z” [I f 5 Z’z < c4n 
logp + loglog n 

P ' 

(17)-bGl nyerjiik, hogy @“‘-ban I% Z”‘-ban (loglog n)l+& c p s n) 

n--%(n) 
= exp Y’(n - A,(n))log 

=I exp 

(18)-b& II,(m) s 1 miatt azonnal adddik, hogy azon m I n szimok 
szhma, melyekre II, -K 1 -q kisebb, mint 

(loglogn;~~og(l -q) =ow3 

s ezzel (15) igazolva van. 
(14)-bGl Cs (15)-bS1 nyerjiik, hogy minden E 5 0 ts q Z- 0 mellett 

o(n) szhmh m S n kivCtelCve1 

(19) 

#(~(m>)~(l+o(l))(l+E)-l(l+?)-~ lfE&cn 2 

~(l$o(l))(l+E)-~(l+?)-le-c log*~~~gm, 

minthogy m s fG-re logloglog m = logloglog n -I- o(l), j19)-b81 nyer- 
jiik, hogy egy 0 siiriis6gii sorozat elhanyagolMva1 

WV 
lim inf 420 l”glodog m 

ch(m) 
;re-c. 

(13) ts (20)-b61 Weltink azonnal kavetkezik. 
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k S- 2-re bizonyitasunk hasonlit a k = 2-re va16 bizonyidshoz. 
El&z% bebizonyitjuk, bogy majdnem minden a-re minden E =- 0 mellett 

(21) r$k(n) G 0 (mod 
PC(rog&pp~~ 

(21) bizonyitasrihoz azonban Page tetele nem eltgge Cles, itt a Rodosskij- 
Tatuzawal2-f&Ie tetelek kellenek a riivid szamtani sorokban lev6 prim- 
szGmokr61. 

Tovabba bebizonyitjuk, hogy majdnem minden n-re, minden v z 0 
Cs E =- 0 mellett 

cw 

A bizonyitas nagyon hasonht (15) bizonyitasahoz. 
(21) ts (22)-biil teteliink Mertens tttelCb61 azonnal kiivetkezik. 

T&eliinkb61 kiimryen bebizonyithato, hogy 

(23) nil c$k(n)= (1 +0(l))-?& e-“k-‘h2/(logloglog~)k-‘. 

(23) bizonyita& azonban nem rtszletezziik. 
Meg nthany eredmenyt szeretntk bizonyitas nelkiil kimondani. 

Jelentse fk(c, n) azon m -C y1 szamok szhmat, melyekre (bk(n)/n s c. 
Brun modszerenek segitstgevel nem nehtz bebizonyitani, hogy k 2 3-r-a, 
ha n elegendo” nagy, 

ahol 6 Z- 0 abszolut konstans. Ezzel szemben minden c < f-re es 
minden r-re 

“f-2 (G 4 I=- @%10g V/log n, 

ha n > n,,(r). Tovabba minden E =- 0-ra, ha pl > no (E) 

f2(c, n)-re nem sikeriilt aszimptotikus formulat talalnom, s ez nem is 
latszik kiinnytiek. k S3-ra nem tudokf,(c, n)-re j6 also becslest adni. 

12 I&d pl. PRACHAR, Primzahlverteilung, Springer, 1957, 314-320. 



Legyen p Z- 2. A q primszamrol akkor mondjuk, hogy p-re vonat- 
kozolag az r-edik osztalyban van, ha 

&(q) z 0 (mod p) de $k(q) S 0 (modp) ha k -K r. 

Ha #k(q) 9 0 (modp) minden k-ra, akkor q az a-adik osztalyban 
van. fcP, r, 4 (iu. f(P, w, x)) jelentse az x-nC1 kisebb es r-edik osztaly- 
ban lev6 primszamok szamat. A szamtani sorra vonatkozo prlmszam- 
tttelb61 kiivetkezik, hogy 

A szamtani sorra vonatkozo primszamtetelbB1 az eratosthenesi 
szita segltsegevel levezetheta, hogy 

f(P, 2,x> = (1+ o(l)) (j! I);;gxx 6 

Brun modszerevel es a rovid szamtani sorok primszamaira vonat- 
kozb Rodosskij-Tatuzuwa-f6le tetelekbol levezethetii, hogy 

n: P> -f(P, Lx) -fcp, 294 = 

Minden val6sziniisCg szerint minden r-re es p-re 

lim f(p, r, x) = 00, lim f($, 0, x) = DL), 
X’ce X’- 

de ezt mar r = 3-ra se tudom bebizonyitani. 
Meg ket, a 4(n) ftiggvenyre vonatkozo k&d&t szeretnek emliteni. 
1. Igaz-e, hogy azon n szamok siiriisege, melyekhez nines oly m, 

melyre 4(n) = 4(m), (n, m) = 1 O? 
2. Igaz-e, hogy az n--4(n) 1 z n < x alakri kiiliinbijzii szamok 

siirfisege 0 ? 
Az e cikkben bebizonyitott es emhtett tetelek 6s probltmak majdnem 

valamennyien atvihetok a (T(U) fiiggvtnyre is, ahol a(n) n osztoinak 
6sszeget jelenti. 
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3AMEYAHMSI lI0 TEOPMM YMCEJI II. 

n. E~&%II 

REMARKS ON NUMBER THEORY 11. 

P. ERDBS 

Let &I) = 41(n) be Euler’s & function and put &(~I) = f#$& - l(u)). The author 
prokes that if we neglect a sequence of density 0 then for kS2 

Ii*1 -am l”gloglog ‘I 
n-t- ~ Tjc-lG~- = e =j 

uhere C is Euler’s constant. 
Several other problems and results are stated about the r$ function. 


