
Ramsey 6s Van der Waerden t&eEvel kapcsolatos 
kombinatorikai k&dCsekr61 

ERDBS PAL 

RAMSEY 1 egy ismert tetele szerint minden i s k Cs i5 1 egbsz szimok- 
hoz 1Ctezik egy legkisebb f(i, k, Z) szam, melyre ha egy n ~f(i, k, I) 
elemii halmaz i-ed osztblyt? kombinAci6it k&t osztalyba osztjuk, akkor 
vagy van k elem, melynek iisszes i-ed osztalyu kombi&cii?ja az else 
osztalyban van, vagy van I elem, melynek Csszes i-ed osztAly6 kombinh- 
cioja a mBsodik osztAlyban van. E cikkben csak az i=2 esettel fogunk 
foglalkozni, s f(2, k, r) helyett f(k, Q-et fogunk irni. i = 2 esetre RAMSEY 

tctele igy is fogalmazhatb: f(k, 1) az a legkisebb szam, melyre ha egy 
f(k, I) szogpontti teljes graf Cleit kCt osztalyba soroljuk vagy az eld 
oszt5ly tartalmaz egy k szijgpontu teljes rCszgr&fot vagy a masodik 
osztay egy I sziigpontti teljes r6sigr8fot. TriviAlis, hogy f(2, ,) =I, 
f(k, 2) = k. Fennall tov&bb& l, 2 (cl, c2, . . . pozitiv konstansok) 

A legkrdekesebb esetek k =I 6s I = 3. Ha k =I, akkor3 

(1) 2k/2 ccf(k, k) 5 l”k”--1”) 

f(k, k) pontos CrtCkCt nagyon nehez lesz meghatarozni, mtg azt se 
sikertilt bebizonyitani, hogy limf(k, k)ljk letezik. 

k-r- 

Ha 1=3, akkor4 

Nem sikeriilt eldontenem vajon f(k, 3) P c3kz igaz-e? 
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CClszerii lesz RAMSEY t&e& a kijvetkeztik6ppen btfogalmazni : 
Jelentse g(p1) azt a legnagyobb egCsz s&mot, melyre ha egy II sztigpontfi 
graf tleit k& osztrilyba osztjuk mindig van egy W”) (G@) egy r sztig- 
pontt teljes rtszgr6fot fog jelalni), melynek Clei ugyanabban az osztily- 
ban vannak. (1)-b6l azonnai nyerjiik, hogy 

Nem tudom bebizonyitani, hogy 

fh dn)ib3 n ll=oo 

Etezik (kbnnyti belatni, hogy ez equivalens limf(k, k)llk 1CtezCsrSvel). 
k-+- 

VizsgLljuk mat-most a kiivetkezo” k&rdCst: Egy n sziigpontti teljes 
graf Cleit ket osztalyba osztjuk, Lttezik-e egy k= k(n) sz6gpont6 rtsz- 
graf (k= k(n) csak yr-to1 fiigg, s nem ftigg a beoszt&stol), melyre vagy 
az els6 osztaly Clei, vagy a masodik osztaly Clei ttilstilyban vannak? 
(hogy mit jelent ,,tulsulyban vannak” azt persze mCg precizirozni kell). 
Ily t&e1 persze csak akkor Brdekes, ha k(n)-re jobb aIs6 becslest kapunk, 
mint amit (2) ad. 

Jelijljon G(H) egy n szogpontti teljes grhfot, xl, . . . . x, legyenek 
szijgpontjai s e(i,j) jelalje az xi Cs x, pontokat 6sszekiit6 Clet. Legyen 
h&j) = + 1, ha az e(i,j) Cl az els6 osztalyban van, s h&j) = - 1 ha 
a masodikban van. G(xil, . . . . xb) jeliilje az x~,~ . . . . Xi, pontok altal 
feszitett teljes reszgrafot s 

ahol az ijsszegezes G(xi, , . . ., xi-j iisszes Cl&e ki van terjesztve. 
Legyen 0 -=e -= 1, jelijlje g(c, IZ) azt a legnagyobb szamot, melyre 

ha egy n sziigpontti graf Cleit kCt oszt&lyba osztom, akkor mindig van 
egy G@), r ~g(s, n), melyre 

(3) W(G(r))l~&). 

I. T&d. 

Latjuk, hogy (4) g(8, n)-re a helyes nagysagrendet adja. (4)-et 
kiinnfl lenne Clesiteni. Valosziniileg igaz, hogy 

(5) Jim g(a, n)/fog n = F(e) 
n=P, 
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ahol F(E) a (0, 1) intervallumban monoton cslikkeno” fiiggveny. (5) 
bizonyitasa nem latszik k8nnytinek. A t&e1 csak E kis Crtekeire Crdekes 
s Crdemes lenne (4) also es felsa becsleset s-t61 fiiggo”en javitani. Ez eddig 
nem sikeriilt nekem. 

Jaw 
H(n) =min max [H(G@))I 

1srjn 

ahol a maximumot G@) iisszes Y szijgpontd teljes reszgrdfjaira kell 
venni, s a minimumot az Clek iisszes kCt rtszre va16 osztalyozasara kell 
venni. Ekkor fennall a 

II. TPtel. 

n 22 H(n) -= c4 n% 
4- 

VaMsziniinek latszik, hogy a felsa becsles igen rossz, taliin az als6 
becslts sines tlilsrigosan messze H(n) val6di nagys@rendjCto”l, de 4 
biztosan helyettesitheto lesz nagyobb Crtekkel. 

AZ I. es II. tetelekntl a felsa becsles bizonyitCs6hoz egyszerii vale- 
sziniidgsz&mitasi modszereket fogunk hasznslni. 

Altalanosabban jelentse g(i, E, n) azt a legnagyobb sz&mot, melyre 
ha egy n elemii halmaz iisstes i elemii reszhalmazait kCt osztalyba oszt- 
juk, akkor mindig van egy r%-g(i, E, FZ) elemii halmaz x~,, . . . . x,~, 
melyre 

IHit%, , *m’s xi,)leE(i) 

(HilXt, * a*-, 
ha 

x1 ) a kiivetkezo”keppen van definialva: h .(x 
x,,, . . . . xui az elsii osztalyban van, k..l.(.nben ‘h “‘;;;~k~y I 

* . 
Hi(xi,e ***y XJ = Zhi ahol az osszegezes az iisres i elemii reszhalmazokra 
van kiterjesztve.) Egyszerii val6szMsCgszamitasi modszerekkel be tudom 
bizonyitani, hogy 

(6) g (i, E, n) < C:“(E) (log 7z)i’i- 1 

(6) bizonyitIsfit nem reszletezem, mert hason az I. es II. tCtelek bizo- 
nyitMhoz, (18sd m&g a [3] alatt idezett cikk modszeret). KZinnyti lenne 
Ct?(s)-ra i Cs s-t61 fiiggii explicit becslest adni. 

Lehetscges, hogy 

(7) g{i, e, n)=-@(s)(logn)“-’ 

(7) ha igaz, fdleg azert lenne Crdekes, mert mint ismeretes’ f(i, k, /) 
i =- 3-i-a sokkal gyorsabban tart a vegtelenhez, mint f(2, k, 6) =f(k, 1) 
(ez valbszinfileg i = 3-ra is igaz) s trdekes lenne, ha g(i, a, II) minden i-re 
nagyjabol egyforman viselkedne. (7)-et azonban nem tudom bebizonyi- 
tani. 
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Van der 
A (k), melyre 

Waerden egy ismert tdtele szerint letezik egy legkisebb 
,- ha az 15 t s A(k) intervallumban az egesz szamokat ktt 

osztalyba bsztjuk, akkor legalabb az egyik r&z tartalmaz k tagt5 szamtani 
sort. A(k)-ra csak nagyon gyenge fels.6 becsles ismeretes. RAD~ s a 
szerzo” bebizonyitottak, hogy 

(8) A (k) > 2k/2 (k - 1)lj2. 

SCHMIDT e becslest javitotta, kimutatta, bogy 

A(k) > 2k-CsV log W2, 

Jelentse B(n) azt a legnagyobb egtsz szamot, melyre ha az 1 s t 5 n 
intervallum szamait ktt osztalyba osztom, legalabb az egyik osztaly 
tartalmaz B(n) tag6 szamtani sort. Van der Waerden tetele miatt 
lim B(n) = 00 es Schmidt eredmenye miatt 
n-H- 

log n 
w+=(l-ll)~ 

minden y =-O-t-a ha n ~n,(q)~ 
Legyen /z(m) = + 1 ha m az else” osztilyban van, s h (KZ) = - 1 ha 

m a mBsodik osztalyban van. Legyen 0~~s 1. B(E, n) jelentse azt a 
legnagyobb &mot, melyre ha az 1 I t sn intervalIum szhmait ket 
reszre osztom, akkor mindig van egy 1 z.B(E, n) tagG szamtani sor 
O<a-=u+dr... -C a + (Z - 1) d s ~1, melyre 

l-1 

uz; h(22Zld) zd. 

NyilvLn B(l, n) =23(n). 

III. Te’tel. 

(9) 
100 000 log n 

B(&, n)-c----- 
E2 - 

A III. T&e1 bizonyitasat csak vazolni fogjuk, mert nagyon hasonlit 
az I. 6s II. tttelek, valamint (8) bizonyitasahoz. Lehetseges, hogy (9) 
B(E, n)-re m8r helyes nagysagrendet adja, s6t talan B(E, n)/log n minden 
e-ra lttezik. Talan E = 1-re e limes 0. 

Az E = 0 esetre vonatkozik a kiivetkezo” k&d&: Legyen D(k) az a 
legkisebb szam, melyre, ha az 1 i= t SD(~) intervallum szamait kit 
rtszre osztjuk, akkor mindig van egy 2k tagti szamtani sor a, a f d, . . . 
,..) a+(2k-l)d, O-=a, a-l-(2k-l)dl;D(k), melyre 

Zk-l 

,r h&z-t-ud)$O. 
u=o 
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K&&i belatni, bogy D(k)-= C,k2, de talan D(k)< C,k. AZ analog 
k&d& grkfokra nem Crdekes. Konnyii ugyanis belktni, hogy minden 
G@) tartahnaz egy G@- ‘)-et, melyre H(G(“- ‘)) #O. 

I. Tetel bizonyitasa. Eloszijr (9)-ben also becslest igazoljuk. (2) 
miatt nyilv&n az &ltalanoss&g rovasa nelktil feltehetjiik, hogy G@)-nek 

van oly 2k szogpontfi reszgriifja Gczk), melyre k = 
log n [ 1 -- 
4log2 

6s melynek 

minden Cle az els6 osztalyban van. Legyenek G(2k) szbgpontjai x1, . . ., xZlc 
6s legyen y,, . . . . yt 

(10) 
k t= - [ 1 20&* 

G(@ t tetszaleges az x-ekt6l kiilonbiizo” pontja. Ha tCteltink nem lenne 
igaz, akkor nyilviin 

uo IWYl, --,Yt)l~E (;). 

Tovabba 
IH(x 19 “.Y Xk,Yl, . . ..yJl= 

(121 k = 
I( ) 

2 + 2 h(xi9Yj)+H(Yl, ***9 
ISirk 

Yt) S& rkzf’) 

lsjst 

Cs hasonlokeppen 

lH(x,+,, ---, XZk, Yl> a.*, J’t)l= 

(13 k = 
I( ) 

2 + lsTgk h(xi, Yj)H(Yi, 

1SjZt 

.*.,yt)i4E(k:‘i 

IH(x,, --a, XZk, Yip se., Ut)i = 

(II), (12), (13) 6s (14)-b61 nyerjiik, hogy 

( Hh, ***,XZk,Yl, . . ..yt)--H(xi. **m,xk,yl, ..vJ’t)- 

(15) 
-H(Xktl , ***,XZk,Yl, --,YJ+H(Y,., ..vYt= 

=(22k)-2(~)=k2LC(k:2f)<2E(k+21)“. 

3 Matematikai Lapok 
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Ha 0 <ES* , akkor azonban (15) (lo)-nek ellentmond, s ezzeL ha 
E <$ (4)-ben az also becsles igazolva van. 

2k 
H(x,, .‘.I Xtk)= 2 ! 1 

Ha ES$, al&or 

igazolja illit&mkat. A 100 constanst kiinnyii 

lenne egy kisebb koastanssal helyettesiteni. 

Klein 
Most r~ttrtink (4) felsii becslbCnek bebizonyitfisira. A G@) graf 
defini&It ktiliinbiizo” h (i,j), 1 s i~j5 n ftiggvenyek szama nytiv&n 

2cj, ugyanis minden (i,j) Clparra h(i, j) Brtektt + l-nek vary - 1-nek 
valaszthatjuk. Legyen Gcq egy fix r szijgpontti teljes rbzgrafja. Meg- 
hatarozzuk, hogy hany olyan h(i, j), 15 i S~S n ftiggveny van, melyre 

(16) IH(G(r))l i E ; 
0 

G@) azon i - i Clei, 0 0 
melyek nincsenek G(‘j-ben nyilvan 2 (2>-(;> ily 

ftiggvenyt adnak. G(‘) Clein viszont (16) miatt mint kijnnfi belatni 

ily fiiggveny van, abol Z,-ben OSUZZ - ts ZC,-ben 

Azon G(‘) Clein definialt h(i, j) fiiggvenyek 

szama ugyanis, melyekre pontosan u tl van, melyre h (i, j) = 1 nyilvan 

miatt viszont vagy 0 ~5 u 5 - 
l+e r 

vagy 2 2 zu& 
0 

z ; . 
0 

Keresett fiiggvknyeink szCma tehat 

(17) 

Egyszeru” szamolassal nyerjtik, hogy {a reszleteket itt az olvasora bizzuk) 

G(“) G(‘) tipusli reszgrafjainak szama nyilvan : S (17) Cs (18)-bdl 0 
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tehit nyerjiik, bogy G@) Klein definialt azon h (i,i) fiiggvenyek szdma, 
melyekhez van egy G(l), melyre (16) teljesiil kisebb mint 

ha 

(19) 
r~ 1000Ologn --- 

E2 l 

Teh&t ha (19) fen&l1 van oly h(Q) ftiggvCny, melyre (16) G@) 
egyetlen r szijgpontti rtszgrCfra se all fenn. Ekkor azonban minden 
I SE r eseten is fennall, hogy 

(20) IH(G(‘))] s E ; 
0 

Fennall ugyanis (az WzegezCst G(o &sszes r szi)gpontti reszgraf- 
jara kell kiterjeszteni) 

cw H(G(‘)) = 2 H(G(‘)) 

G(‘)-ben fordul e16. (21)-bo”l 

I~cJ(G(~))) 5s (i) miatt 

azaz (21) be van bizonyitva. 
(4) G(E, n) valbdi nagysbgrendjet megadva, de G(E, n)-nek &-to1 

va16 pontos fiiggeset nem adja meg, A t&e1 ezen hi6nyoss8gar-r egyelare 
nem tudok segiteni. 10000 helyett persze kSnny5 lenne kisebb constanst 

talBlni, de -& es -$ t&ryezdket nem tudom gyorsabban, illetve lassab- 

ban a vegtelenhez tart6 fiiggvenyekkel helyettesiteni. 
II. T&e1 bizonyit&sa. EloszGr az also becsltst bizonyitjuk, AZ ilta- 

lanossig rovasa nelktil feltehetjtik, hogy h(1, i) = 1 i-nek legalabb n- I [ 1 - 
2 

M&k&e s hogy ezek i = 2, . . . , ~$].HaH(x,, ...,xL+I)5 

d - $, akkor k&Zen vagyunk. Ha H x ( 2t . . . . --ye,)> -f, akkor 

viszont H(xI , . . . , x~,,+) z:, s ezzel alht8sunk igazolva van. 

39 
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H(n-re vonatkoz6 felsli becsl& bizonyitisat nem Aszletezzti, mert 
hasonlit az I. T&e1 bizonyit&hoz. Ugyantigy, mint (17) 6s (l@ban 
egyszerii szAmol&sal ad6dik hogy ha G@) G(“) egy tetszbleges r sziig- 
pont6 teljes rCszgdfja, akkor azon h&j) fiiggvinyek sz&ma, melyekre 

fH(G@))] ~C,n3/~ kisebb, mint 2(‘)-’ (ha C, egy elCg nagy abszoltit 
constanst). Minthogy G@)-nek 2” teljes rCszgr&fja van, van oly h fiigg- 
viny, melyre minden G@)-re IH(Gcr))l s C4rr3/2 s ezzel a II. Tttel igazdva 
van. 

III. T&e1 bizonyitha. Legyen a, CT +d, +,.* a +(I- l)d, 0 ‘a, 
a -!- (I - 1)dsn egy fix 2 ta& szamtani sor. Azon h f?iggvbzjrek seiuna 
melyekre 

(22) 

nem nagyobb mint 

r- 1 

2 h(a+ud) ts,Z 
id=0 

2”‘(2., ( f)+z2 (f)),2w.1,10000 

2(1-E) 
aholXCt-ben OS;~S- 

2 
Cs Z’,-hen y s r s [, (23) bizonyitisa 

ugyantigy tiirtknik, mint (17) Cs (18) bizonyitAsa. Az 1 s t~‘n inter- 
vallum I tag6 szhmtani sorainak sz5ma nyilv6n <nz. Tehit (23) miat$ 

azon h fiiggvenyek %&ma, melyekhet van legalabb egy IS 
loo 000 log n 

82 

tagt? szhmtani sor, melyre (22) teljesiil, kisebb mint 

(24) 2nn2 p+I/lO 000,2n 

E’-ben I=- miatt van legal6bb egy k fiiggviny 

100 000 log n 
melyre (23) egyetlen ZZ-~~ tag6 szimtani sorra se teljesiil, 

s ezzel (9) azaz a III. T&e1 igazolva van. 
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0 KOM6MHATOPHbIX 3AaAYAX CBR3AHHbIX 
C TEOPEMOl;i PAMCERR - BAH AEP BAPflEHA 

ON COMBINATORIAL PROBLEMS CONCERNlNG 
A THEORBM OF RAMSEY AND VAN DER WAERDEN 

P. Erz~iis 

Denote by G’“) the complete graph of n vertices xl,..., x,. The edge connec- 
ting xr and xj is denoted by (i, j). Let h(i, j), 1 z is js n be an arbitrary function which 
takes on the values i 1. H(G”“)=ZCh(i,j) where the summation is extended over 
all the edges of the subgraph G”’ of G’“’ and 

H(n) = min max IH(G”‘)I 
15rsn 

where the maximum is to be taken over all subgraphs of G(“) and the minimum over 
all functions h(i,j). 

Let O<e<l. Denote by g(E, IZ) the largest integer for which there exists for 

every function h a subgraphs G(‘) or G(“) 
The author proves that 

satisfying r&g(z: n) and H(G(‘)) z ~(2’). 

(1) 

and 

log n 
-46 n)< 

100oologn 

1008* log 2 
&= 

(2) $ -=c H(n) c cn312. 

It would be interesting to improve the inequalities (1) and (2). 
Let h, (m) be an arbitrary function defined on the integers which takes on the 

values + 1. Let B(F, II) be the largest integer for which for every function h there 
always exists an arithmetic progression O~a<a+d<...-=a+ (I- 1)&n of IzB(&, n) 

No satisfactory lower estimation is known for B(E, 12). The proof of the upper 
bounds in the inequalities (l), (2) and (3) use simple probabilistic arguments. 


