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5.1. Feladat. Szdmoljuk ki a definicio alapjdn a limg_,o o e

lim, 0 sin(%) nem létezik.

€s alimy,_oy hatarértékeket. Lassuk be, hogy

5.2. Feladat. x megfeleld hatvanydval egyszerisitve szamoljuk ki a kévetkezd hatdrértékeket:

: 2+1 . (22—3)%°(32+2)%°
1. hmI*}OO ) 4 hmg:_N)o W
: 3m27m+1 3 a:3+3$2
2. My o Grrmars 5. limg o A
i —da® 42?1 Vat+ Vit Yz
8. lim, o i 6. V2t T

5.3. Feladat. Szorzattd alakitds €s egyszerisités utdn szamitsuk ki az % fiigguény hatdrértékét az
1. xg =2, 2. xg=1, 3. xg = oo helyeken.

5.4. Feladat.
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5.5. Feladat. Hol folytonosak az aldbbi figgvények? Ha van szakaddsi pont, dllapitsuk meg a tipusdt (hézag/meg-
sziintethetd, vagy lényeges (polus-e?)).
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5.6. Feladat. Legyen f(x) = xsin(%) ha x # 0, hatdrozzuk meg az a értékét, hogy az f(0) = a definicidval az f
figguény folytonos legyen 0-ban.

5.7. Feladat. Szamitsuk ki definicid szerint a 4x + 2 fiigguény differencidlhdnyadosdt xo = 2-ben.
5.8. Feladat. Szdmoljuk ki definicio szerint sin(x) differencidlhdnyadosdt mint figgvényt xo — (sin(z))’(zo).

5.9. Feladat. A derivdldsi szabdalyok felhaszndldsdval derivdljuk az alabbi fliggvényeket, és adjuk meg a grafikonjuk
érintéegyenesének egyenletét az (1, f(1)) pontban.
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192. Hatdrérték csak olyan 2 szam lehet, amelyre teljesiil az
r= lim ay4 = nlLr&[fZai +ap) =224z

egyenlet, azaz x = 0. A sorozat monoton novekvs, ezért akkor és csak akkor
konvergens, ha feliilrsl korlatos, s ebben az esetben a hatarérték a sorozat
legkisebb fels8 korlitja. Ha tehat a sorozat konvergens, akkor minden n-re
ay < 0. Mivel apyy = an(2a, +1) és ay,, an4+1 < 0, ezért a 2a, +1 > 0 feltétel-
nek teljesiilni kell, s igy a, > —3. Kaptuk, hogy konvergencia esetén minden
n-re —1 < ap <0, ezért sziikségképpen —% < a £0. Most megmutatjuk, ha

—% < a < 0, akkor a sorozat kaquvergens (és természetesen a hatarérték 0).
Teljes indukciéval megmutatjuk, hogy akkor minden n-re: —% <a, <0. Az
n = l-re a feltétel miatt teljesiil az allitdas. Tegyiik fel, hogy valamely n-re
——lg < a, < 0. Akkor —a, > Eaﬁ >0, azaz 0 > 2(1,2, +an >a, (= —%), tehat
0> apyr = —%. Mivel a sorozat monoton névekvs, ezért valéban konvergens.
Tehat az [a,] sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha — < a < 0, s ebben
az esetben lim, .o a, = 0. Ha a < —% vagy a > 0, akkor lim, . a, = oo,
mivel a sorozat monoton névekvd, de feliilrél nem korlatos.
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193. A sorozat divergens, mert az @ = = +

egyenletnek nincs megolddsa.
z +
. Mivel a sorozat szigoriian monoton névekvé, ezért im, .o, @, = oo.

194. Teljes indukciéval megmutatjuk, hogy a sorozat szigorian monoton névekvé.
a1 = +a < yJa + /a = ay nyilvan igaz és konnyen belathats, hogy az a, <
ap4y feltevéshal kovetkezik a a,4) < apy2 egyenlétlenség. A sorozat feliilrél
korlitos. Igazoljuk ezt is teljes indukciéval. Ekkor olyan & szdmot kell keresni,
amelyre a, < k-bél ay41 < k kévetkezik. Ehhez az apqy = Va +ap < Va+k
egyenl6tlenség miatt elegends, ha v/a +k < k vagyis ¢ < k% — k igaz. Ha
k= a+ 1, akkor az el6z8 egyenlStlenség biztosan teljesiil, tovabbd a; < k is
igaz lesz. A sorozat tehdt barmely pozitiv a-val konvergens. Az « hatarérték
a kovetkezd egyenletnek tesz eleget: z = /a+ z, ahonnan = > 0 miaté:
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