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Bevezetés

A topologia mint tudoményéag 19. szazadi megjelenése utan a 20. szazadban jelentss
fejlédésen ment keresztiil. Az altalanos topoldgia egyik fontos vizsgalati targya a soka-
sdgok elmélete, szamos fizikai és matematikai alkalmazéassal, ennek egy részét dolgozza
fel jelen dolgozat is, specifikusan a Marston Morse amerikai matematikus nevét visels
elméletet, ami differencidlhato sokasagokra altalanositja a variacioszamitas modszere-
it. Az egyik 6 6tlet, hogy a sokasagrol topologiai informéciét tudunk nyerni egy rajta
értelmezett megfelel§ sima fiiggvénybdl. Messzemend implikacioi vannak az alabb tag-
laland6 eredményeknek, tébbek kozott Stephen Smale is Morse-elméleti eszkozokkel
latta be az altaldnositott Poincaré-sejtést legalabb 5 dimenziéban, amiért Fields me-
dallal is jutalmaztak. Tovabbi fontos eredmények, melyeket Morse-elméleti eszkozokkel
lattak be, példaul a h-kobordizmus tétel, ami feltételeket ad arra, hogy egy kobordiz-
mus trivialis legyen, és a mi {6 célunk, a Bott-féle peridiocitastétel, mely az unitér és
a végtelen ortogonélis csoport homotoépiacsoportjait adja meg.

A dolgozat gerincét [1| adja, kiegészitésekkel és egyéb sziikséges definiciokkal. Az
1.2 szekeid Milnor §2. elsé felére épiil, 1.3 a §8-10. legsziikségesebb allitasait tartalmaz-
za, kiegészitve az alapszakos tananyagban nem taglalat elGismeretekkel, az egypara-
méteres diffeomorfizmuscsoportok [6] targyalasan alapszik, definiciokban, jelolésekben
és terminologiaban [7]-t kovettiik (t6bbek kozott a gorbiileti tenzor definicioja elGjel-
ben kiilonbozik a Milnornél taldlhatotol). Az 1.4-ben az algebrai topologiabol hidnyzo
allitasokat gyjtottiink Ossze, ezekhez f6ként [13] szogalt alapul, tovabba [1,3.6 — 7]
homotoépiakiterjesztési allitasai. 1.5 Milnor §3-4t adaptalja, 2.1-ben pedig a §12-13-t
tobb jelolésbeli eltéréssel a jobb érthetGség reményében. A 2.2-es szekcio a §14-15. és
§18-t foglalja magaban, 2.3 pedig a §16-17. és §22-t kombinélja, tobb kiegészitéssel.
Végiil 3.1-ben a szimmetrikus terek és Lie-csoportokrol Milnor §20, és 21.1-3 allitdsok
szerepelnek, 3.2 pedig a §23-as, a periodicitas tételt targyalo fejezetét dolgozza fel.



1 Differencidlhat6é sokasagok CW-felbontasa

1.1. Jelolések és értelmezések

o T,M az M sokasag p-pontbeli érintdtere
o I'f:TM — TN az f: M — N leképezés érintdleképezése
e 0;f az f: R" — R fliggvény i. koordinatafiiggvény szerinti parciélis derivaltja.

e Erintévektoron altalaban a valos értéki fiiggvényeken értelmezett derivalasok ek-
vivalenciaosztalyat értiink (néhany szdmolasnal azonban kényelmesebb a gorbék

derivaltjainak ekvivalenciaosztéalyaiként gondolni rajuk).
e Ha X Y topologikus terek, X ~ Y jeloli, hogy homotopikusan ekvivalensek.

e G,,(CF) jeldli a k dimenzios komplex vektortér m dimenzios alterei altal alkotott
sokasagot, vagyis az ortonormalt vektor m-esek halmazét, ahol két ilyen m-es

ekvivalens, ha ugyanazon alteret feszitik.

1.2. Bevezetd definicidk és allitdsok

Legyen M egy differencialhaté sokasag, f: M — R egy sima fiiggvény

1.2.1. Definicié. Egy p € M pontot az f fiiggvény kritikus pontjdnak neveziink, ha
valamely (U, ¢) p-t tartalmazo térképen 9;(f o ¢™1)|, = 0 minden i-re.

A lancszabaly kdvetkezménye, hogy ha p kritikus pont egy térképen, akkor barmely
maés, p-t tartalmazo térképen is az, ha (V, 1) egy méasik p-t tartalmazo térkép, felhasz-
nalva a d(f oy = d((f o p™t) o (¢ ot™1)) azonossagot megszoritva a megfelels
koordinatakornyezetek metszetére. Kritikus pontokban értelmezhets tovabba f Hesse
méatrixanak rangja, illetve ezen matrixnak, mint bilinearis formanak pozitiv/negativ

definit és nullalterének dimenzidja is koordinatainvarians.

1.2.2. Definici6. Legyen p kritikus pontja az f sima fiiggvénynek, vi,ve € T,M, v;
sima vektormezdk, melyekre v;(p) = v;, ekkor az f..(v1,v2) := 01(p)(v2(f)) figgvényt
f p-beli masodik derivaltjanak hivjuk.

Erre érvényes a kovetkezs allitas.



1.2.3. Allitas. f.. egy joldefinidlt, szimmetrikus bilinedris forma T,M-en.

Bizonyitds. A bilinearitas nyilvanvalo az érintévektorok derivalasként valo értelmezé-
séb6l. A szimmetrikussag abbdél koévetkezik, hogy p kritikus pont, képezzik v és w
kommutétorat, ami lathatéan szintén érinté vektormezs lesz (|6, II1. 2.2 allitas|). Mi-
vel p kritikus [0, w],(f) = 0, hiszen 7T,M minden bézisiranyaban 0 f derivaltja. Tehat
Up(w(f)) = wy(v(f)), és mivel v, w kiterjesztések, a megszoritasuk p-ben v, illetve w.
Az f.. = v(w(f)) kifejezés a masodik derivéaltra fiiggetlen attol, hogy v-t hogyan ter-
jesztettiik ki, és hasonloan a mésik, el6bb nyert kifejezést alkalmazva w vélasztasatol

is fiiggetlen. m

[rjuk fel most lokalis koordindtékkal a két vektort v = Y2 v’ 52|, w = Yo w'52-],.

Valaszthatunk egy kiterjesztést w-nek, ami p egy kornyezetében allando, ekkor a fenti

szamolés szerint fi.(v,w) = v(>. wj%) = > v’ aizg;j (p). Ebbdl latjuk, hogy ebben

a koordinatarendszerben f maéasodik parcialis derivaltjai alkotjak f,, matrixat. Most

mar készen allunk az egyik alapvets definicié kimondéasara.

1.2.4. Definicié. Egy f : M — R sima fliggvényt Morse fiiggvénynek neveziink, ha
minden kritikus pontjaban az f,, bilinearis forma nemelfajulé (vagyis nincsen olyan
érintGvektor, aki mindenkire meréleges, ekvivalensen a fent kiszamitott matrix deter-

minansa nem 0).

Ez egy j6 definicid, hiszen f,.-ot lokélis koordinatarendszertdl fiiggetlen moédon defi-
nialtuk, teljesiilését leellendrizni barmelyik koordindtarendszerben lehet. Most belatunk

egy fontos lemmat, amire a késGbbiekben tobbszor sziikségiink lesz.

1.2.5. Lemma (Morse-lemma). Legyen f egy Morse figguény, p € M egqy kritikus pont.
Ekkor létezik eqgy N € N és (U, @) térkép (y;) p-ben eltind koordindtafigguvényekkel, ahol

f=fp)—vi— =B+t +y
alakban dll eld.

Bizonyitds. Mivel az eltolasok diffeomorfizmusai R"-nek, foltehetjiik, hogy p mindegyik
koordinataja 0, és f(p) = 0. Most, ha ¢(U) konvex,

Vdf (tay, .., ty,) ! of
f(xl,..,xn)—/o Tdt—/o ;8 i(t:z:l,..,txn):z:idt

T

1 9f

ismét a lancszabaly miatt. A g; := [ 52 (twy, .., t2,)dt jeldléssel az f fiiggvény

f= Z%’gz‘(%, )



alakban irhato, vegyiik észre tovabba, hogy ¢;(0) = g—ai(O) = 0, hiszen p kritikus.
Tehat minden g; is helyben hagyja az origot és az el6bbi szamolds megismételhetd,
ezzel nyerjiik a hj; fliggvényeket, melyekre g; = > x;hj;. Beszorozva, és dsszeadva i-
re, f = ) xjx;hi;. Most szimmetrizalhatjuk a hj;-ket, legyen h;; = (hi; + h};)/2, igy

hij = hj;, és ezen fiiggvények konstrukcidja miatt (h;;(0))1<; j<n = (%a;?ng ), tehat a 0-
beli értékeikbdl alkotott matrix nem szingularis. Most elismételjiik a linearis algebrabol
ismert bizonyitast a szimmetrikus bilinearis formak diagonalizélasara. Foltehets, hogy
a méatrix bal felsg sarkdban nem 0 elem all, hiszen ha valamely h;(0) # 0, egy megfelels
linearis transzformacioval felcserélhetjiik az i. és az 1. koordinatat, ha pedig mindegyik
hi;(0) = 0, akkor is kell, hogy létezzen olyan i index, hogy h1;(0) # 0 teljesiil, hiszen
kiilonben 0 lenne a determinénsa, ezt a sort hozzaadva az els6hoz, és szimmetrikusan az
oszlopokkal is elvégezve az analdg miiveletet a megfelel6 matrixot kapjuk. Tehat mindig

elérhetd, hogy hq1(0) # 0, kovetkezésképp a 0 egy kornyezetében sem 0. Modositjuk a

térkép koordinatafiiggvényeit

és y; = x;, ha 2 < i < n. Az inverzfliggvény tétel miatt ez valoban térkép lesz (egy

B
th11

esetleg sziikebb kornyezetben nem szingularis). Behelyettesitve 21 = \/Z‘J}lb—l —> o
11
et az f-et kifejez6 képletbe

f=wyisgn(hi1) + Z z;x; Hj
1<i,5
adodik megfelelé H;; fliggvényekre, ezt induktivan folytatva, kell6en sztkitve az értel-
mezési tartomanyt adodik a keresett alak.
Ha most tekintiink egy adott térképen ¢ — y? — .. — 43 + y,2\+1 + .. + 42 alakban elsal-
16 fiiggvényt, kétszer derivalva a matrixa nyilvanvaléan egy diagonalmatrix, az elsG A
atloelem -2, a maradék 2. Tudjuk, hogy a negativ definit altér dimenziéja koordinata-
invarians, adodik, hogy barmely p koriili térképen, ha elgall ilyen alakban a fiiggvény,

akkor ugyanannyi negativ elGjeld tag lesz. O]

1.2.6. Definici6. A fenti A € N-t a p kritikus pont indexének nevezziik, és esetenként

Ap-vel jeloljik.



1.3. Riemann geometria

A tovabbiakban sziikség lesz tobbek kozott a Riemann-sokasig fogalmara, amit megad

az alabbi

1.3.1. Definici6é. Ha egy M sima sokasagon adott egy g, : T, M XT,M — R pozitiv de-
finit szimmetrikus bilineéris forma minden z pontban, amelyre igaz, hogy barmely X, Y
sima vektormezdkre a ¢.(X(z), Y (2)) : M — R fiiggvény sima, akkor g,-t a sokasag egy
Riemann-metrikdjinak (vagy metrikus tenzordnak) nevezziik, egy ilyen fiiggvénnyel el-
2| 2| ) clemekbor

. ) .
ox; ~ Ox;

latott sokasagot Riemann sokasdgnak neveziink. A g;; 1= g. (

allo matrix lokalisan megadja a metrikat.

A sokasagok lokalis euklideszi tulajdonsagat, és egységosztas létezését folhasznalva
egyszertien lathato, hogy minden sokaségon létezik Riemann-metrika ([6, IX. 3.2 tétel]
[10, 2.4.4. tétel]). A Riemann-metrikara gy gondolunk, mint egy a sokasédgon adott
belss szorzasra, a késébbiekben a g,(v,w) jelolés helyett sokszor egyszerten (v, w)-t
frunk. A metrika segitségével a szokasos modon értelmezhetjiik érintévektorok hosszét
a [|v|]| = v/(v,v) formulaval, és gorbék ivhosszat az fab H%Hdt képlettel. Definialjuk
tovabba valos értékd fliggvény gradiensét:

n

1.3.2. Definicié. Jelolje a << ii=1, ekkor a

n
p) B e T
89:1-‘ ' Ba; >>  matrix inverzét (g¥)
z z i,j=1

CTARY

) —J

- (2
i=1

sima vektormez6t f gradiens vektormezdjének nevezzik, és grad(f)-el jeldljiik.

A gradiens fontos tulajdonsaga, hogy kifejezhets vele a fiiggvény adott irdnyban

vett derivaltja.
1.3.3. Allitas. Legyen X sima vektormezd, ekkor (X, grad(f)) = X(f).

Bizonyitds. Legyen X =" &% A bels§ szorzas definiciojabol egy térképen

o, 0
(X, grad(f)) = szjgm@ (213 gﬂa—i) = Zgia—i = X(f)
O

1.3.4. Definicié. Egy ¢ : R x M — M sima leképezést 1-paraméteres diffeomorfiz-

muscsoportnak neveziink, ha
1. minden t-re p(t, z) diffeomorfizmusa M-nek
2. minden ¢, s-re p(t + s, 2) = @(t, ¢(s, 2))

teljesiil.



Egy X vektormezs integralgorbéibdl szarmaztathatunk lokalis diffeomorfizmuscso-
portot (a t id6pontban a 0-id6pontbeli kezdeti feltétellel véve az integralgorbét), azt
mondjuk, hogy a vektormezd generélja a diffeomorfizmuscsoportot. [6, III. 3.5. tétel]
szerint egyértelmten létezik egy maximalis kornyezet R x M-ben, melyen ez értelmes,

tovabba, a szdmunkra lényeges eredmény:

1.3.5. Tétel (|6, III. 3.6 1.K6vetkezmény|). Ha a vektormezd kompakt tartdju, ez a
mazximdlis kornyezet a teljes R x M (ezt gy is mondjuk, hogy globdlis diffeomorfizmus-

csoportot generdl a vektormezd).

A Riemann geometria eszkoztéara nélkiilozhetetlen lesz a késébbiekben, a legsziiksé-
gesebb allitasokat taglaljuk. A tobbvaltozos analizisbdl ismert vektormezék iranymenti
derivéalasat altalanositjuk koordinatainvarians modon, ez fog elvezetni a kovarians de-
rivalés, a parallel transzport fogalmahoz, és a geodetikus gorbékhez, melyek kdzponti
szerepet jatszanak az iteralt utterek vizsgélatdban. ElGszor a lokalis affin konnexio

fogalmét adja meg a kovetkezs

1.3.6. Definici6. Legyen p € M, és X,Y sima vektormezSk. Affin konnexionak egy
V :T,MxI(TM) — T,M figgvényt neveziink (I'(T'M) az M-en értelmezett sima vek-
tormezdk halmazat jeloli), mely bilinearis R felett, és derivalas a kovetkezd értelemben:

ha f egy valds értéki sima fiiggvény, tekintsiik az fY sima vektormezst,
Vi Y = (X, 0)Y, + Vi Y
legyen igaz minden X, f, Y -ra.
Ezt a definiciot globalissa tehetjiik a kévetkezd modon

1.3.7. Definicié. Ismét legyen X, Y sima vektormezdk, f sima fiiggvény.

AV : TM x TM — TM figgvény (globdlis affin) konnexid, ha minden pontban
Vx, egy lokalis konnexi6, tovibba a p +— (VxY')(p) vektormez6 sima minden sima
X,Y esetén.

A lokélis konnexi6 definiciojabol vilagos, hogy minden konnexié bilinearis, és a
o VixY = fVxY

o VxfY = (Xf)Y + fVxY

azonossagok teljesiilnek. Ezek szerint elegendd egy térképen a V o vektorokat is-

d
a7 07j
merni, két tetszéleges vektormezore felhasznalhatjuk a bilinearitast és a kiemelési tulaj-
donsagokat, hogy redukaljuk a szamolést a bazisvektorokra a kévetkezé modon: legyen

egy térképen




ezen I’ fj fiiggvények a fentiek szerint meghatarozzédk a koordinatakornyezetben a V
konnexiot. Ha X = Y a'52-, és Y = Y y';2 akkor VyY-ra az azonossagokat alkal-

mazva
9 . y' 9
VZW@% Zyja_szzzx < i 8x> ZZ <3xz6% +ij3”137)
J L

adodik. Ezen legutolso kifjezésben mar csak a bazisvektorok konnexioi szerepelnek, be-

helyettesitve a T'¥, ", egytitthatokkal vett kifejezést kapunk egy "explicit" formulat. A fenti
szémolas Vlsszafele is elvégezhetd, ezzel mutatvan, hogy tetszéleges, a térképkornyeze-
ten értelmezett sima fliggvényekbdl nyerhetd egy konnexié. Ez mutatja tobbek kozott,
hogy minden esetben létezik konnexié sokasidgokon, az egységosztas tételét félhasznélva

kiterjeszthetjiik a térképeken lév§ konnexiokat.

1.3.8. Definici6é. Egy M-beli sima paraméteres gorbe alatt egy ¢ : R — M sima
leképezést értiink. Gorbementi vektormezdn pedig egy sima X : R — T'M leképezést,
ha Vt : X(t) € Tc(t)M.

Egy természetes ilyen vektormezs a sebességvektormezs, % = Tc(%), ahol % a
standard vektormez6 R-en. Mindezek utan definidlhatjuk a gérbementi kovarians deri-

valas fogalmat.

1.3.9. Definicié. Egy gérbementi kovarians derivalas minden X gorbementi vektor-
mez6hoz egy % maésikat rendel, és teljesiti a kovetkezd axiomékat:

1. (linearités) D();;LY) = DX 4 DY

2. (derivalas) 2UX) — 4l | pDX

3. Ha X-et egy M-en értelmezett vektormez6 megszoritasaként kaptuk, akkor

DX
— = VaX
dt dt

teljesiil.

Ezen tulajdonsigokat félhasznélva a konnexiokhoz hasonlo szamolassal kévetkezik,
hogy létezik ilyen fiiggvény, s6t, pontosan egy létezik, mert a vektormezs, melynek
iranyaban a konnexiot kell elvégezniink, fix, igy ha egy konnexié adott, beszélhetiink
a gorbementi kovaridns derivalasrol. Ha egy (U, (u;)}) térképen wu;(t) jeloli a gorbe
koordinatait, és a géorbén X = > Iia%ﬂ akkor

DX dz' du’ -\ 0
W:Zk:<dt jpa %Ffﬂ])%

,L?]

teljesiil, ismét hasonléan a szamolés visszafelé is elvégezhets, és teljesiilnek az 1.3.9.
definici6 1-3 feltételei.



1.3.10. Definicié. Ha a ¢ gérbe mentén £ azonosan nulla, a V' (gorbementi) vek-

tormez6t parallel vektormezdnek nevezziik.

1.3.11. Lemma. Tetszdleges Xo € Ty €rintévektorhoz egyértelmiien létezik eqy X

gorbementi parallel vektormezd, mely ezt a vektort terjeszti ki.

Bizonyitds. Az el6z6 szamolas szerint felirhatjuk a

dx’ du’ ,
—Tkgi =0
a ZJ TR
linearis differencialegyenletrendszert valamely ¢(0) koriili térképen. Ennek [5, 4.1. té-
tel| szerint egyértelmien létezik megoldasa a v’(t) koordinatafiiggvények értelmezési

tartomanyan. O

1.3.12. Definicié. A fent kapott vektormezét az X (0) érintévektor ¢ gérbe menti

parallel transzportjinak nevezziik.

A kovetkezd definicié koti 6ssze a Riemann-sokasag strukturat és a kovarians deri-

valas fogalmat.

1.3.13. Definicié. A V konnexié metrikus, ha a parhuzamos eltolas megérzi a belsé
szorzatot, vagyis minden ¢ sima gorbére és X, Y c-menti parallel vektormezére (X,Y)
konstans. Szokasos azt is mondani, hogy a konnexié kompatibilis a Riemann-metrikéaval,
hiszen az altala indukalt parhuzamos eltolas ekkor izometriat létesit az érintéterek

kozott (|7, L7.]).

1.3.14. Allitas. Tegyiik fel, hogy a ¥V konnexid metrikus. Ekkor minden X1, X, vek-

tormezdre és v € T,M érintdvektorra teljesiil a
v(X1, Xo) = (Vo X1, Xo(p)) + (Xa(p), Vo X)
a20no0ssag.

Bizonyitds. Minden bedgyazott gorbe mentén taldlhatunk olyan sima vektormezdéket,
amelyek minden pontjdban ortonormaélt bézisat alkotjak a T M érintétérnek, ehhez
nem kell mast tenniink, mint venni egy bézist T, M-ben, majd ezt parallel transzpor-
talni, a konnexi6 metrikussaga miatt ezek a vektormezsk megfelelGek lesznek. A valos
fiiggvényekre vonatkozo szorzat derivalasi szabalyabol vilagosan kovetkezik, hogy két

gorbementi vektormezd skalaris szorzatanak derivaltjara

d DX1 DX2
—(X1,X9) =(—, X Xy, ——
dt< 1, X2) < T 2>+< LT >



teljestil, ehhez csupan fel kell irni a vektormezdket egy ortonormalt bézisban. Legyenek
ugyanis F; sima vektormezdk ¢ mentén, melyek minden pontjaban ortonormalt bazist
alkotnak. x} := (X}, E;) jeléléssel a vektormezdk X; = 3~ x4 E; alakban frhatok, a ska-
laris szorzatokra mint sima R — R fliggvényekre tekintiink a gérbe paraméterezésével.

Mivel az E;-k parallelek, Dd)t(j =5 %Ei a kovarians derivalas definiciéja miatt. Eb-

2 .. L ) da® 4 A i PR
b6l kovetkezben (25, X;) = S “ak 6s a szokasos (X1, Xp) = Y #ix) azonossag is

teljesiil az E; vektorrendszer ortonormaltsaga miatt. Mindezeket Gsszevetve adodik

d o dxy ; drh o /DX, DX,
000 = 30 Gt G = (P ) + (0. 52

Ebbé6l most mar kénnyedén adodik a fenti allitasunk, ismét a differencidlegyenletek
egzisztenciatétele miatt 1étezik olyan ¢ gérbe, mely dthalad p-n, és ott a sebességvektora
pont v. Alkalmazzuk most a kovarians derivalas megszoritott vektormezdékre vonatkozo
tulajdonsagat, az el6z6 szdmolas eredményét, és hogy Tc(%) = v, igy pont a keresett

formula adodik. O
1.3.15. Definici6é. A V konnexiot torziomentesnek, vagy szimmetrikusnak hivjuk, ha
VxY - VyX - [X,Y]=0

teljestil minden X, Y vektormezd péarosra (a fenti egyenléség bal oldalat szokas a kon-

k
3

szimbolumok szimmetrikusak az alsé indexeikben minden térképen (|6, IX. 2.2. Alli-
tas|).

nexi6 torzidtenzoranak nevezni). Ekvivalensen, ha Ffj = I'., vagyis ha a Christoffel

1.3.16. Allitas ([10, 2.1.20. lemmal). Legyen U C R? nyilt, s(x,y) : U — M egy sima

Dds _ Dos

leképezés ("paraméteres feliiletdarab”). Ha a D konnexio metrikus, akkor 5 9 = By on

teljestil.
Bizonyitds. Atirva a konnexiora, lokalisan koordinatazva s-et:

Ds 0%sk X ds" Os
Va.gy = 2 (axay t2 ((F"j °%) b a_y>> O

k i,]

adodik, ez pedig a Christoffel-szimbolumok szimmetrikussaga miatt latvanyosan szim-

metrikus x, y-ban. O

1.3.17. Tétel (A Riemann geometria alaptétele). Minden Riemann-sokasdgon létezik

pontosan eqy torziomentes metrikus konnexio.

Bizonyitds. Tekintstink egy (U, (uy, .., u,)) térképet, a koordinatafiiggvények altal in-
dukalt 0; := % természetes bazissal az érintStereken. Irjuk fel ezekre a vektormezdkre

az el6z6 1.3.14 allitast, adédnak a
Oigjr = (Vo,0;, Oklp) + (Ojlp, Vo,0h)

9



c st

san permutalva az indexeket nyeriink harom linearis egyenletet a szamunkra ismeretlen
(V5,0;, Ok|p) mennyiségekre, ezt az egyenletrendszert megoldva adédnak az elsd Christ-

offel azonossdagok
0i9jk — Okgij + 09k
2
A bal oldal a fenti kifejezésben persze kifejezhets a Ffj—k segitségével, a metrikus tenzor

(V0,9 Oklp) =

feltevés szerint invertalhato, igy kifejezhetjiik a bal oldal 6sszeg alakjanak [. egyiittha-

tojat:

Di9jx — OkGij + 0;9ir
Féj — Z J J J gkl

2
k

az u.n. mdsodik Christoffel azonossdg adodik az inverzzel vald végigszorzas utdn, mu-
tatva, hogy a konnexiét meghatarozo fiiggvények csak a metrikus tenzortol, tehét a
sokasag metrikdajatol fliggenek. Az eddigiekhez hasonloan a szdmolés visszafelé is elvé-

gezhetd, ami bizonyitja az egzisztenciat, és igy a tételt. O

A Riemann sokasaghoz a fenti moédon egyértelmtien asszocialt konnexiot szokés a

sokasag Levi-Civita konnexiojdnak nevezni.

1.3.18. Megjegyzés. Felmeriilhet a kérdés, hogy mit is "kapcsol" Ossze a konnexi6? Ez
a fogalom bizonyos értelemben kozvetlen altalanositasa az iranymenti derivalas R™-
ben ismert fogalmanak. Tétel ugyan is, hogy minden Riemann sokasag bedgyazhato
egy kell6en magas dimenzios euklideszi térbe olyan médon, hogy a térbsl 6rokolt met-
rika megszoritdsa egybeessék a sokasag metrikdjaval. Egy ilyen bedgyazas mellett a
kovarians derivaltra ugy tekinthetiink, mint az euklideszi tér szokasos irdnymenti de-
rivaldsainak az érintGtérre vett merdleges vetiilete, igy ekvivalens példaul az elemi dif-
ferencidlgeometriabol ismert feliileti geodetikus definicidja, ahol azt koveteltiik meg,
hogy a gorbe gyorsuldsvektora merdleges legyen a feliilet pontbeli érintGterére, a len-
tebb definialt geodetikusfogalommal. A (Levi-Civita) konnexi6 a parallel transzport
fogalmén keresztiil koti Ossze az érintGtereket, ezzel lehetévé téve kiillonbéz6 pontbeli

érintGvektorok Osszehasonlitasat egy kornyezeten beliil.

A tovabbiakban foltessziik, hogy minden Riemann-sokasag a Levi-Civita konnexio-

val van ellatva.

1.3.19. Definicié. Az alabbi formuléaval értelmezett R leképezést az M Riemann-

sokasag gorbiileti tenzordnak nevezzik:
R(X, Y)Z = VvaZ - VyVXZ - V[)Qy]Z

A konnexi6 (és a kommutator) additivitasabol vilagos, hogy a gorbiileti tenzor is
minden valtozojaban additiv, tovabba viszonylag egyszertien adodik, hogy modulusho-

momorfizmus is a valés értéki fiiggvények gyiirije felett, az egyetlen nehézség a sima
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fliggvény kiemelésében, hogy a konnexié mésodik argumentumaban nem emelhetjiik
ki, de kis szamoléassal a konnexié tulajdonsagai miatt igazolhat6 az R(X,Y)fZ =
fR(X,Y)Z azonosséag is. A kommutator antiszimmetriajat is felhasznélva latjuk, hogy
els6 két valtozojaban a gorbiileti tenzor is antiszimmetrikus, teljesiil tovabba a Jacobi-
azonossag is (melyet ebben a kontextusban (elsd) Bianchi azonossdignak is hivnak),
tehat az

R(X,Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0

egyenléség minden X, Y, 7 vektormez§ harmasra. Ennek kiszamitasa méar lényegesen
felhasznalja a konnexié torzidbmentességét, a ciklikus sorrendben behelyettesitiink két
vektormezdt a torzidtenzorba, majd erre a kifejezésre alkalmazzuk a harmadik vektor-
mez0 szerinti konnexiot, persze nullat kapunk, ezt mindharom permutéciora elvégezve,
valtakozo elGjellel 6sszeadva adodik az eredmény (felhasznélva, hogy a kommutatorra

is érvényes a Jacobi-azonossag) (|6, IX.2.4. tétel|, [7, 1.5.2. allitas|, [10, 3.1.2. allitas]).
1.3.20. Allitas. Egy Riemann-sokasdg gorbiileti tenzordra évényesek tovdabbd az aldbbi
1. (RX,Y)Z W)+ (R(X,) Y)W, Z) =0
2. (R(X,Y)Z, W) =(R(Z,W)X,Y)
azonossdgok.

Bizonyitds. Mivel a kifejezésben minden linearis, elegendé a kiilonb6z6 bazisvektorokra
kiszamolni, vagyis feltessziik, hogy a kommutatorok mind nulldval egyenlsk. Egy biline-
aris forma ferdén szimmetrikussaga (ebben az esetben) ekvivalens azzal, hogy alternalo,
tehat bizonyitando, hogy (R(X,Y)Z, Z) = 0, vagyis hogy (Vy(VxZ), Z) szimmetrikus
X,Y-ban. 1.3.14 szerint YX(Z,Z) = Y2V xZ,Z) = 2(Vy(VxZ), Z2)+2(NxZ, Ny Z).
Bazisvektorokra XY = Y X teljesiil, tehat a bal oldal szimmetrikus, és mivel a belsd
szorzas szimmetrikus az 0sszeg mésodik tagja is az, tehat az elsd tag is, mint allitot-
tuk. A ferde szimmetriat a Jacobi azonossaggal, és a belsd szorzat ferde szimmetriajaval

kombinélva adodik a masodik Osszefliggés. O

A gorbiileti tenzor egyik hasznos tulajdonsiga, hogy kovarians derivaldsok kommu-

tatorat ki tudjuk vele fejezni.

1.3.21. Allitas. Legyen s(z,y) : U C R? — M egy "paraméteres feliiletdarab”, ekkor

DDV DDV_R(&S as)v

Oxdy oyoxr " \0x' by

teljestil.
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Bizonyitds. Lokalisan felirva mindkét oldalt egy koordinatarendszerben, kifejezve a ko-
varians derivalast a Christoffel szimbolumokkal lathato, hogy a két oldal megegyezik.
A szamolas megtalalhato [10, 3.1.6. allitas|-ban. O

1.3.22. Megjegyzés. A gorbiileti tenzor szoros Gsszefliggésben van a parallel transzport
fogalmaval, ha az euklideszi térben egy zéart gérbe mentén visziink el parallel moédon egy
vektort, ha visszaériink a kezdépontba, az eltolt vektor parhuzamos lesz a kiindulasival,
ez azonban nem lesz altalaban igaz, a gorbiileti tenzor azt méri, hogy "mennyire" nem
lesz ez igaz. Ha vesziink két vektormezdt (X,Y') egy p pont valamely kdrnyezetében,
jelolje az integralgorbéken vett parallel transzportot 7x(t), 7y (s). Feltessziik, hogy a
két vektormezd felcserélhetd, ekkor a két kiilonbozs sorrendben vett integralgorbéik
Osszeftizése egy zart hurkot ad. Mindezen feltételek mellett belathato, hogy %%(p}l o
0y 0 px 0 Yylimsmo = R(X,Y)Z. Ez a formula sugallja azt a szemléletet, hogy a
gorbiilet lokalisan ("infinitezimalisan") méri, hogy milyen irdnyokban mennyire romlik
el a parallel transzport.

Az iteralt hurokterek megértésében kulcsfontossidgiak a sokasag egyes kitiintetett
gorbéi, melyek az egyenesek szerepét veszik at.

1.3.23. Definicié. Egy v : I — M sima paraméteres gorbét geodetikusnak neveziink,

Dy
dt dt

parhuzamos v mentén.

ha a orsulasvektor" azonosan nulla. Ekvivalensen, ha a & sebességvektormezd
) dt

Az 1.3.14 allitas szerint egy geodetikus gorbe sebességvektordnak hossza allando,
és elvégezhet6 a szokasos ivhossz szerinti atparaméterezés, vagyis minden geodetikus
paramétere lineéris fiiggvénye az ivhosszanak. Egy (U, (uq,..,u,)) térképen felirva a
geodetikust definialo egyenlGséget a

P g pe dui duy
dt? Yodt dt
méasodrendd homogén differencidlegyenletrendszer adodik. Ismét a differencidlegyenle-

=0

tek egzisztenciatételére hivatkozva (|4, 31§ 8. és 328§ 4.|) azonnal adodik az

1.3.24. Tétel. Legyen M eqgy konnexidval elldtott Riemann-sokasdg, ekkor minden
p € M pontnak létezik olyan U, kirnyezete és € > 0, hogy minden p' € U,-re, €és
v € TyM-re ha ||v|]| < €, akkor egyértelmien létezik v geodetikus, melyre v(0) = p/
€s %]p/ = . Tovdbbd ezen geodetikusok simdn fiiggnek a p' pont és a pontbeli sebesség
valasztasatol.

1.3.25. Definicié (Exponencialis leképezés). Ha v : [0,1] — M egy geodetikus,
v(0) = p "kezdSponttal", és Z—;’ , =0 sebességvektorral, akkor bevezetjiik a

exp,(v) := (1)

jelolést.
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1.3.26. Megjegyzés. Torténeti okokbol hasznélatos az exponencialis név erre a leképe-
zésre: mint azt késébb latni fogjuk az unitér matrixok Lie-csoportjaban az egységméatrix
érintGterén az exponencialis fliggvény a fenti értelemben pontosan a szokasos hatvany-
sorral kaphaté meg, melyet analizisb6l megszoktunk.

Az el6z6 tételt atfogalmazva adodik, hogy exp,(v) minden g-ra, és (g-tol fiiggden)

kis ||v||-ra definialt, tovabbi szamoléssal kapjuk a kovetkezd

1.3.27. Allitas. Az E : (p,v) — (p,exp,(v)) : TM — M x M leképezés nemszinguldris
minden (p,0) € TM pontban.

Bizonyitds. Az el6z6 tételiink szerint E differencialhato. T'M-et koordinatazzuk a ko-
vetkez6 modon: ha (U, (uq, .., u,)) egy térkép M-en, minden ¢ € U érintSterének elemeit
kifejezhetjiik a térkép altal indukalt természetes bazisvektorokbol v = > Uia%i alakban,
az ezekbdl allo (TU, (uy, .., up,v1, .., v,)) par az U éaltal indukalt térképezés. Hasonlo-
an M x M-en az (U x U, (uy, .., un, u}, ..,u,)) térképezést hasznaljuk. Kiszamoljuk a
TE érintSleképezést (foltessziik, hogy p = (0,..,0) a koordinatazasban): TE(aiul) =
LE((t,0,.,0)], = %(£,0,.,0,exp0.0)(0)], = £(£,0,.,0,2,0,..,0)[, = 52 + 8%1, és
teljesen hasonléan az elsé n koordinataban dsszeadasként hat, tovabba
d d 0

—FE(0,..,0,t,0,..,0)| = — t,0,..,0 =
dt (a ) My Yy My ey )0 dt(paexpp(v PR ))0 au/l

mert a masodik n koordinataban pontosan az expp(ta%l) geodetikus jelenik meg, ennek
a sebességvektora 0-ban nyilvan %, hiszen az M mésodik példanyahoz ugyan azt a
1

koordinatazast hasznaltuk (ismét ugyanigy kapjuk az érintétér tobbi irdnyat persze).

Tehat ezen a térképen a Jacobi métrixa a leképezésnek

I I : .
, ami regularis. O]
0 I

Az implicit fiiggvény tétel szerint (p,0) € TM egy U kornyezetét (p,p) € M x M

egy kornyezetébe viszi diffeomorf médon, ebben vélasztva egy bazistéglat adodik az

1.3.28. Kovetkezmény. Minden p € M-hez létezik € > 0, és eqy U’ kdornyezet, mely-
ben barmely két pontot Osszekdt eqy egyértemliien létezd v geodetikus gorbe, melynek
hossza < €, és ezen geodetikus sima mddon fiigg a végpontjaitol. Tovdbbd exp,(v) a

T,M origo kézépponti € sugari golyojdt p egy nyilt kérnyezetébe képzi minden p-re.

1.3.29. Megjegyzés. A fenti szamolasnal valamivel tobb is igaz, a fenti £ : TM — M x M
az {(p,0) : p € M} C TM beagyazott sokasag egy kornyezetét képzi diffeomorf modon
a{(p,p) :p€ M} "atlo" egy kornyezetére (1d. [10, 2.2.6. tétel]), ebbdl belathato, hogy
nem csak olyan kornyezet 1étezik, amelyben barmely két pontot egyértelmii geodetikus
kot Ossze, hanem olyan kornyezet is, hogy ezen geodetikus képe végig a kornyezet-
ben halad, az ilyen halmazokat nevezziik geodetikusan konvez, vagy totalisan konvex
kornyezetnek; (|10, 2.2.7. tétel]).
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Ez méar mutat némi analdgiat az euklideszi tér egyeneseivel, most tovabbi hasonlo-

sdgot fogunk latni, bar csak lokalisan.

1.3.30. Tétel. Az eldzd kovetkezmény jeloléseivel legyen v : [0,1] — M egy (< €
hosszi) geodetikus U’ két pontja kézitt, és g : [0,1] — M egy mdsik (szakaszonként)
sima gorbe ugyanezen két pont kézott. Ekkor [ ||| < [ ||| teljesiil, egyenldség pedig
pontosan ([0, 1]) = ¢([0, 1]) esetén teljesiil.

Tehéat minden pont koril van egy kornyezet, amiben barmely két pont kozott halad

pontosan egy "egyenes", ami a legrévidebb a két pont kézott halado gorbék kozott.

Bizonyitds. Tekintsiik a p = +(0) pontnak a fenti kovetkezmény altal kapott U, kérnye—

zetét. Ebben a kornyezetben a p-n athaladé geodetikusok pontosan az exp, (S ) C
"gombhéjakra" merdleges gorbék. Vegyiink ugyanis egy v gorbét, ami T,M egység-

gbémbjében fut, és legyen r € [0, €), az el6bbi éllitassal ekvivalensen bizonyitando, hogy

az 8,(r,t) = exp,(rv(t)) felillet paramétervonalai merdlegesek egymasra.

9 [dsy dsy\ _ [Ddsy dsy\ | [ds, D ds,
or\dr’ dt / \drdr’ dt dr ' dr dt

telejsiil 1.3.14 szerint. Az exponencialis fiiggvény definicidja szerint az els6 dsszeadando

nulla (s, els§ paramétervonalai geodetikusok), a mésodik Osszeadando pedig ugyanezen

allitas felhasznaldsaval 32 ||v(t )||* = 0, mivel Hds“ = |lo(t)||* = 1. Vagyis a paramé-

tervonalak sebességvektorainak szoge fiiggetlen r-tél, s,(0,¢) = p minden t-re, vagyis
a 0-ban t-t6l is fliggetlen, tehéat azonosan nulla. Tekintsiikk most a g gorbét, amely p-t
valamely ¢ = exp,(rv) ponttal koti dssze (r € (0,¢) skalar és v € S} C T'M, egység-
vektor). Kell, hogy legyen egy olyan szakasza ¢([0, 1])-nek, amely &sszekoti a ¢ sugart
"gombhéjat" az r sugarival, és végig ezek kozott halad. A gorbe minden pontjat ezen a
tartomanyon egyértelmten felirhatjuk exp,(r(t)v(t)) alakban, igy a gérbe ezen szakasza
egy fenti s, feliiletben halad, alkalmazva a lancszabalyt

dg  0s, . s,
dt — or ") + ot

adodik, a Pitagorasz-tétel miatt [|%|2 = |i#(t)]* + [|Z2]|* > |#(t)[% itt egyenldség
881,

természetesen csak tigy allhat, ha nulla, ez pedig csak akkor torténhet, ha 7 nulla.
Integralva fo H 2| > |r(b) — r(a)] adodlk, itt pedig csak akkor lehet egyenloseg, ha
r monoton. Tehat a § és r sugart gémbhéjak kozotti szakasz hossza legalabb r — ¢,
0 — 0-val g hossza legalabb r. EgyenlGség pedig pontosan akkor all fent, ha v allando,
r pedig monoton, igy atparaméterezve latjuk, hogy pontosan geodetikusokra teljesiil

egyenlGség. O]
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Egy egyszert kovetkezménye az eddigieknek, hogy ha egy ivhossz szerint paramé-
terezett gorbe 7 : [0,1] — M hossza minimalis az sszes v(0)-t v(1)-el 6sszekots gorbe
kozott, akkor v geodetikus (minden pontjanak valaszthatunk egy megfelels e sugara

kornyezetet, amelyen beliil geodetikus, és igy az egész gorbe geodetikus).

1.3.31. Definici6. A v gorbét minimdlis geodetikusnak nevezziik, ha az el6bbi tulaj-

donsag teljestil ra.

Tehét minden geodetikus kell§en rovid szakasza minimélis, ellenben példaul ha
S2-n egy geodetikus (= f6kor) hossza tobb mint 7, akkor persze nem lesz minimalis,
ugyanezen példa mutatja, hogy globalisan nem egyértelmi két pont kozott a miniméalis

geodetikus.

1.3.32. Megjegyzés. Megemlitjiik végiil, hogy a két pont kézotti szakaszonként sima gor-
bék hosszénak infimuma egy metrikus tér strukturat értelmez az M Riemann-sokasagon
(1.3.28 miatt a metrika altal indukalt topologia ekvivalens lesz M eredeti topologiaja-

val).

1.3.33. Definici6. Egy sokasigot teljesnek nevezziik, ha a fenti metrikus tér teljes.
Egy sokasagot geodetikusan teljesnek neveziink, ha minden v : [0, 1] — M geodetikust
ki lehet terjeszteni egy 7 : R — M geodetikussa.

Ezen két tulajdonsag ekvivalenciajat Hopf-Rinow tétel néven tartja szdmon a szak-
irodalom ([1, 10.9. tétel] [7, VIIL.6.6. tétel| [10, 2.4.2. tétel]).

1.4. Sziikséges homotopiaelméleti elGismeretek
Emlékeztetiink a homotopikus csoport definici6jara (|2, 9.3.1. definicio]). Tekintsiik a
([0,1]™,0[0,1]™) — (X, xo) leképezések terén (zg € X) a kivetkezs miiveletet:

U(Ztl, tz, .oy tn) t1 <
(wv)(ty, ... ty) ==

N[

(2t —1,.,t,) 3<t

1.4.1. Tétel. A fenti mivelet a leképezések peremen kotott homotopiaosztalyain egy
joldefinidalt csoportmiveletet ad. Ezt a csoportot m,(X, xo)-al jeloljik, n. homotdpikus

csoportnak nevezziik. Tovdbbd n > 1-re ezen csoport kommutativ.

Vilagos, hogy n = 1 esetén a fenti definicié a fundamentalis csoportot adja vissza. Ha
a tér utosszefliggs, akkor tetszéleges alapponttal izomorf csoportokat nyeriink, ezekre
szokasos modon egyszertien a m,(X) jelolést alkalmazzuk. Ezt a konstrukciot tovabb

altalanosithatjuk (relativizdlhatjuk) a kovetkezd modon:
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1.4.2. Definicié. Legyen ap € A C X, jelolje I"™ := [0,1]" az n-dimenziés hiper-
kockat, az "also" lapjat I"~' := {(t1,..,t,_1,0) € I"}, a tobbi lap unidjat pedig
J = 9In\ It = {(ty,..,t,) € I" : [[t; = 0,t, # 0}). A fenti miivelettel az
(I",01", J" 1) — (X, A, ap) térharmas leképezések homotopiaosztalyai csoportot al-
kotnak, ha n > 1 (ekkor nem fajul el a paramétertartomany), mely n > 2-re kommu-
tativ. Ezen csoportot m, (X, A, ag)-lal jeldljiik, és relativ homotdpiacsoportnak hivjuk

(hasonloan, ha A utosszefiigegs m,(X, A) is hasznalatos).

1.4.3. Megjegyzés. Az elébbi definiciot megvizsgalva n = 1-re m(X, A, ag) pontosan
az A-beli kezdGponttal rendelkezs, ag-ban végz&ds utakbol all. Ha A egyetlen pont-
ben a definicié két kiilon részben koveteli meg azt, hogy u(01™) = aq teljesiiljon, de
ennek az eredménye persze ugyanaz. Az n > 1 esetben a funktoridlis tulajdonsag
is érvényben marad, mint ahogy azt a fundamentalis csoportnal megszoktuk. Tehét
frg (X, A a9) — (Y, B,by) folytonos leképezések f.,g. csoporthomomorfizmusokat
indukalnak, ez a kompozicioval kompatibilis, egységet egységbe visz stb.

A relativ elnevezést indokolja, hogy pontosan akkor reprezentalja a nullelemet
(vagyis a konstans ag leképezés homotopiaosztalyat) egy u leképezés, ha a fenti de-

finici6 szerinti médon homotop egy olyan wu, leképezéssel, melyre u, (™) C A.

A {6 szerepe a relativ homotopiacsoportoknak abban latszik, hogy X és A homoto6-

piacsoportjaival egyiitt egy egzakt sorozatot alkotnak.

1.4.4. Tétel (|13, 4.3. tétel]). Legyeni : (A, ag) — (X, o) a térpdr bedgyazd leképezése,
és hasonloan j : (X, ap,a0) — (X, A, ap) a pontozott tér beigyazdisa a térhdrmasba.
Tovdbbd O rendelje minden (I™,0I", J"') — (X, A, ag) leképezéshez az I"'-re vald

megszoritasat. Ekkor a kévetkezd sorozat mindenhol egzakt:

RN (A, ag) N (X, ag) ELR (X, A, ag) N Tn-1(A4, ag) Dy

1.4.5. Megjegyzés. A dimenziovaltasnal értelmes a leképezés, hiszen I~ NOI™ = [,
és JP NI = 91" teljesiil, vagyis egy reprezentans megszoritasa valéban egy
eggyel kisebb dimenziés reprezentanst ad.

Valamennyi extra strukturat megkovetelve a térharmasrol egy tovabbi hasznos eg-

zakt sorozatot nyeriink.
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1.4.6. Definicio. Egy (T, B, p, ) négyest fibrdlt nyaldbnak neveziink, ha T, B, F' to-
pologikus terek, p : T — B folytonos fiiggvény, minden b € B-re p~'(b) homeomorf
F-el, végiil minden b € B-nek létezik U kornyezete, hogy p~!(U) homeomorf a U x F'
szorzattal, tovibba a homeomorfizmus megvalaszthaté tgy, hogy az elsé koordinatéara
vett projekcid egyenld p|p_1(U)—Val. T-t totalis, B-t pedig bdzis térnek nevezzik, F-et
pedig fibrumnak.

Ez hasznos lesz nekiink, mert az F' < T 5 B "rovid egzakt sorozatbol" egy hosszi

egzakt sorozatot nyeriink a homotoépiacsoportokon.

1.4.7. Tétel ([13, 4.41. tétel], [15, 17.2. kovetkezmény|). Legyen (T, B,p, F') egy fibrdlt
nyaldb, by € B és fo € p~1(by), ekkor a m,(T, F, fo) P, (B, bo) indukdlt leképezés

1zomorfizmus n > 1-re.

1.4.8. Megjegyzés. n = 1-re a fenti formula bal oldala nem csoport, ekkor csak bijek-
tivitast varhatunk el, az egzaktsag is igy értelmezhetd ezekben az esetekben, a "mag"
azokbol az ekvivalenciaosztalyokbol alljon, amik a konstans by, hurok osztalyaba kép-

z6dnek.

Ezt 6sszevetve a fentebb latott hossza egzakt sorozattal adodik az

1.4.9. Kovetkezmény. Minden F — T 5 B fibrdlt nyaldbhoz létezik homotdpikus

csoportok eqy hosszu egzakt sorozata
- = Tu(F, fo) = (T, fo) = mn(B, bo) = T 1 (F, fo) = - ..

Bizonyitds. Irjuk fel a (T, F) par relativ homotopikus csoportjaira vonatkoz6 egzakt

sorozatot, és helyettesitsiik be az imént latott izomorfizmust. O

A késébbiekben targyalandé elméletben sokasdgok huroktereit fogjuk vizsgélni, eh-
hez sziikségiink lesz egy allitasra, el6bb azonban egy médszer, ahogyan fiiggvénytereket

(speciélisan a targyalandé uttereket is) topologizélhatunk.

1.4.10. Definicié. Az Y := {f : X — Y : f folytonos} fiiggvénytéren a kompakt-
nyilt topologia egy elébazisat alkotjak az UX halmazok, ahol K C X kompakt, és
U C Y nyilt, ez a halmaz azon f € YX-ekbdl all, melyekre f(K) C U teljesiil.

1.4.11. Megjegyzés. Ennek a topologidnak sok szép tulajdonséga van, teljesiil ra szamos
olyan tulajdonsag amit az ember egy fliggvénytér topologiatol elvarna (enyhe feltevések
mellett X, Y-ra), példaul a kiértékelési fiiggvény (f,z) — f(z) folytonos Y*¥ x X — Y
leképezés lesz (|13, A.14 allitas]), illetve ugyanezen allitas szerint, szamunkra fontosabb,

hogy egy f : X x Z — Y leképezés pontosan akkor folytonos, ha az f(z)(z) = f(x, 2)

formula altal definidlt X — Y?Z leképezés folytonos. Tovabba a fenti megfeleltetés
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homeomorfizmust létesit Y¥*Z és (YX)Z kézott (|14, 9.9. allitas|, [13, A.14. és A.16.
allitas]). Specialisan tehat X és (X7)T"" megfeleltethetGek egymésnak (szokasos erre

az azonositasra, mint a fiiggvényterek hatvanyazonossagéara hivatkozni).

1.4.12. Definicio. Legyen X egy topologikus tér, Q(X,p,q)-val jeloljik a p € X-
b6l ¢ € X-be mend utak terét az X!-bsl orokolt altértopologiaval, p = ¢ esetben
huroktérnek (ezen esetben az QX jelolés is hasznélatos, ez homotopikus ekvivalencia

erejéig egyértelmii, ha X utosszefiiggs), egyébként uttérnek nevezziik.
Az el6z6 megjegyzés végének fontos kovetkezménye az alabbi (1d. [13, 408. o.])

1.4.13. Tétel.
7Tn+1(X, :L‘U) = WH(QXv 1'6)

teljestil minden n-re, ahol xf, az elfajult Vt : f(t) = xo hurkot jeloli (ez persze benne
van QX -ben).

Fontosak lesznek még a CW-komplexusok, és hogy hogyan lehet terekhez cellakat

ragasztani, most ezekhez kapcsolodo allitdsokat tekintiink at.

1.4.14. Tétel (Cellularis approximéacio tétele, [13, 4.8. tétel]).
Legyen XY két CW-komplexus. Minden f : X — 'Y fiiggvény homotdp egy olyan f—al,
melyre f(skn,(X)) C skn(Y) teljesil minden n € N-re.

Egy, a fenti tulajdonsiggal bird fiiggvényt celluldaris figgvénynek neveziink, mert
adott dimenzios cellakat legfeljebb akkora dimenzios cellakba képez. A bizonyitas, me-
lyet itt nem kozliink, azon mulik, hogy egy n dimenziés cellan a leképezés homotdp
egy olyannal, ami nem fed le teljesen egy néla magasabb dimenzios cellat, legalabb egy
pont kimarad, és ebbdl a pontbdl "lefajhatjuk" egy eggyel kisebb dimenzids cellara, ezt

ismételgetve amig ez a dimenzié nagyobb mint n.

1.4.15. Allitas. Aza: X — Y leképezés homotopikus ekvivalencia pontosan akkor, ha
tetszdleges K topologikus térre az a-val valé kompozicid dltal indukdlt a : C(K,X) —
C(K,Y) leképezés bijekciot létesit a C(K,X) és C(K,Y) homotdpiaosztdlyai kozott
(ahol C(X,Y) a folytonos X —'Y fiiggvények halmazdt jeloli).

I
\J

K

<

‘—
S
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Bizonyitdis. K =Y valasztassal az Y <id—Y> Y leképezéshez 1étezik egy Y 2 X fiiggvény,
melyre idy ~ ao g, ez tehat jobbinverz. K = X-el a forditott kompoziciohoz X L% X
létezik egy X My leképezés, melyre a o goa ~ a ~ h, hiszen az els6 két tag homotdp
1dy-al, tovabba a o idx = a. Mivel a bijekciot 1étesit a leképezések homotopiaosztalyai

kozott goa ~ idx kell hogy teljesiiljon, hiszen a homotop leképezésekbe képezi ket. [

Ezt a definiciot kissé gyengitve, ha K nem tetszéleges tér, hanem csak véges CW
komplexus lehet, nyerjiik a gyenge homotdpikus ekvivalencia fogalmat. Megjegyezziik,
hogy ez nem egy szimmetrikus relacié (lehet, hogy a masik iranyban nem létezik meg-
felels tulajdonsagu fliggvény), az aldbbi tétel motivalja, hogy mért hivjuk mégis ekvi-

valencidnak.

1.4.16. Allitas. f : X — Y gyenge ekvivalencia pontosan akkor, ha f, : m,(X) —

T (Y') izomorfizmus minden n-re (n = 0-ra bijekcid).

Bizonyitds. Az egyik irdny vildgos, hiszen az n. homotépikus csoport pontosan az
S™ — X leképezések homotopiaosztélyaitol fiigg, és persze minden gémb véges CW-
komplexus, tehat az f, indukalt homomorfizmus bijektiv, ergo izomorfizmus. A méasik
irany talmutat jelen dolgozaton, megtalalhaté példaul [13, 4.22. allitas|-ban (t6bb is
kideriil, nem csak véges, hanem tetszéleges CW-komplexusboél mend leképezések ho-

motopiaosztalyai kozott is bijekeio lesz). O

1.4.17. Tétel (Whitehead tétele, |9, 1. tétel)], [13, 4.5. tétel]). Legyen f: X — Y egy
gyenge homotopikus ekvivalencia két utdsszefiiggd CW-komplexus kozétt. Ekkor f nem

csak gyenge, hanem valodi homotopikus ekvivalencia a két tér kozott.

Ez az allitas teszi nekiink lehetévé, hogy a sokasagok homotopikus csoportjait egy
felszall6 uniobol kiszamoljuk. A tovabbiakban gyenge ekvivalenciat fogunk mondani,
de fontos megjegyezni, hogy minden esetben jelen dolgozatban valédi homotopikus ek-
vivalencia is teljesiil. Befejezésiil a két tovabbi technikai jellegii homotopia kiterjesztési
lemma segitségével lesziink képesek indukcioval kiszamolni sokasdgok nivohalmazainak
cellafelbontasat. ElGszor is kideriil, hogy ha homotop leképezéssel ragasztunk, ekviva-

lens tereket kapunk.

1.4.18. Tétel (|8, 5. lemmal). Legyenek o; : S"1 — X homotdp ragaszté leképezések
i =1,2-re, ekkor idx kiterjed eqy X |JD" ~ X |JD™ homotopikus ekvivalencidvd.

®1 Y2
Bizonyitdas. Legyen
x reX
d(z) =< 2 zeb, |zl <1

e
Haja)) <W) zebr, <[z <1
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ahol H; egy homotopia Hy = ¢, és H; = g kozott. A leképezés joldefinialt a két tér
kozott, hiszen az értelmezési tartoményban a ragasztott feliileten pont a ragasztasnak
megfelelGen all els, a képtérben pedig a ragasztési feliilet elGall az identikus részben,
illetve a belsd és kiilsé gomb talalkozasanal, itt is a megfelel6 moédon, a belsé részben
identikusan kapjuk meg a gombfelszint, amit a kiils§ rész pont po-t6l folytat. Latjuk
tehéat, hogy a leképezés értelmes, tovabba folytonos is emiatt. Hasolndéan kapjuk a

(remélt) homotopiainverzét,

T reX

U(x) = { 20 reD, |lz|| <

1
2

x n 1
H2|z||1(m> rebr, < |z <L1

A fentiekkel teljesen anal6g médon latjuk, hogy ez egy értelmes folytonos leképezés
most a o-vel ragasztott térbdl a ¢i-esbe. Tekintsiik most a ¥ o & leképezést, ez X-en

identikus, a ragasztott gombon pedig lathatoéan

1
4 <=

: e < 2
Hypy1 (1) 3 < 2l < 3
Hojiay (1) 3 < M2l <1

értékeket vesz ol a fiiggvény. Legyen

(

T rzeX
(4 —3t)z ]| < 5

x 1 2—
Ha-solel—1 () o < Mol < 555

T 2—t
Hiesnaoen (o) 1o < el <1

Gi(z) ==

Ismét csak a bizonyitas elején lévéhoz hasonlé meggondolasokkal latjuk, hogy ez egy
joldefinialt (és folytonos) homotopia W o @ és a tér identitasa kozott. A mésik iranya
kompoziciot valasztva teljesen hasonléan kaphatunk egy homotopiat az identitassal,

tehét a két tér valoban homotépikusan ekvivalens. ]

A kovetkezSkben pedig az deriil ki, hogy ha ekvivalens terekhez ragasztunk egy fix

homotopikus ekvivalencian keresztiil, akkor is ekvivalens terekhez jutunk.

1.4.19. Tétel. Legyen f : X — Y homotopikus ekvivalencia, tovdbbd ¢ : St — X
eqy ragaszto leképezés. Ekkor [ kiterjed eqy X | JD" ~ Y |J D™ homotopikus ekvivalen-
©

. fop
ciavd.
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Bizonyitds. Legyen F|x = f, a beragasztott gombon pedig identikus, ha g homotopi-

ainverze f-nek, akkor az el6z6hoz analog moédon definidljuk

G:YUID)"—> X U D"

fop gofop
Mivel ¢ ~ go f o, igy az el6z§ tételbsl adodik egy ¥ : X (J D" — XD

gofop @
homotopikus ekvivalencia. Emlékezve az el6z6 tétel bizonyitasdban W-re felirt formulara

annyi a kiilonbség, hogy ¥|x = go f, nem pedig az identitas, de ha nem is az, homotop

vele, igy a kovetkezd fliggvény homotopiat 1étesit a fenti fiiggvény és az identités kozott:

Hy(x) reX
Qi(r) = { 5o ||| < Lt
Hayajay+e(e (i) 5 <2l <1

ahol H; egy homotopia go f és az identitas kozott. Szokas szerint ez egyértékd hiszen a
gombben a két kiilonboz6 definici6 hataran ugyanazt kapjuk (Hy = idx pn). Tehat F-
nek létezik bal homotopiainverze, hasonldan az el6zGekhez, G-nek ﬁgyszvintén. Vilagos,
hogy ha egy fiiggvénynek van jobb-, és baloldali homotdépiainverze, akkor homotopikus
ekvivalencia, és barmelyik oldali inverz valdjaban kétoldali, ezt fogjuk sorra alkalmazni:
VoGoF ~ id, és mivel ¥ homotopikus ekvivalencia Go F oWV ~ id, tehat G-nek 1étezik
jobb homotopiainverze is, igy F'o W o G ~ 1id, tehat F' is homotopikus ekvivalencia,

hiszen létezik bal-, és jobboldali inverze is, pont ezt akartuk megmutatni. O]

1.5. Szinthalmazok és gradiens leereszkedés

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogy hogyan fiigg 0ssze a sokasag topologidja egy

rajta adott Morse-fiiggvény kritikus pontjaival, és annak indexeivel. Eloljaréban

1.5.1. Definicié. Az M® := f~!((—o0,a]) képlettel definidlt halmazt az f a-hoz tar-

tozd szinthalmazdnak nevezzik.

Két allitasra lesz sziikségiink, amely jellemzi a szinthalmazok viselkedését, ahogy
a mozog két kritikus pont kozott, illetve amikor atlép egy kritikus pontot, el6bbivel
kezdjiik.

1.5.2. Tétel. Legyen f eqy Morse figguény az M sima sokasdgon. Ha az M? :=
f~Y([a,b]) halmaz kompakt, és nem tartalmaz kritikus pontot, akkor M® diffeomorf M®-

val, illetve deformdcios retraktuma is.

Bizonyitds. Vegyiink egy Riemann-metrikat M-en, és tekintsiik a grad( f) vektormezét.
Ez a vektormez6 pontosan f kritikus pontjaiban tiinik el, vagyis a vizsgalt szinthalma-

zon sehol sem ttinik el. Legyen most p := 1/||grad(f)|| az M? halmazon, és egy kompakt
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kérnyezetén kiviil (amely még mindig nem tartalmaz kritikus pontot) csengjen le 0-v4,
ekkor a X, = p(p)grad(f)|, vektormezdre alkalmazhatjuk az 1.3.5 éllitast, ezzel nyerve
a p; 1-paraméteres diffeomorfizmuscsoportot. Tekintsiik egy adott ¢ € M palyajat a ;-
k szerint, amig a < f(¢:(q)) < baz 1.3.3 tulajdonsag miatt W = (X, grad(f)) =1,
tehat f(pi(q)) = t + ¢, s6t, mivel gy = id . ¢ = f(q). Most méar vilagos, hogy ¢y,
az M® "als6" szinthalmazt diffeomorf modon atviszi a "felsgbe", hiszen ha f(q) < a,
akkor f(wp—a(q)) < b—a+ a = b a fentiek szerint (az inverze pedig nyilvan ¢,_p).

Megadjuk tovabba a deformacios retrakciot, legyen

q flg) <a
Orta—f@)(@) a< flg) <D

ri(q) =

Ekkor mivel ¢; egy 1-paraméteres diffeomorfizmus csoport, pg = id az identikus le-
képezés. @1 pedig valoban egy retrakcio, hiszen egyrészt o1 (M°) = M9, és ez utébbit

definici6 szerint fixen is hagyja. O]

Ezzel az els6 emlitett allitassal készen vagyunk, (a kell§ feltételekkel) ha nincsen
kritikus pont két szint kozott, a homotdpia tipus nem valtozik. Tekintsiik most azt az

esetet, amikor két szint k6zott van (pontosan) egy kritikus pont.

1.5.3. Tétel. Legyen ismét f : M — R Morse-fiigguény, p eqy kritikus pont, az
eqyszeriiség kedvéért legyen ¢ = f(p), foltessziik, hogy valamely pozitiv e-ra MES*S
kompakt, és mem tartalmaz tovdbbi kritikus pontot. Ekkor minden kellden kis e-ra
Mete ~ MU D,

Bizonyitdas. Vegyiik az 1.2.5 lemmaban kapott térképet p koriil, feltessziik, hogy p az
origoba képzddik. A feltételben szerepld e-t csokkentsiik uigy, hogy a térkép képe tartal-
mazza az origd kozéppont v/2e sugara zart golyot, a térkép koordinatainak esetleges
atskalazasaval ez mindig elérhetd, és ez nyilvan nem rontja el a Morse-lemméabol szarma-
76 alakjat f-nek. A D* "gomb" a térkép elsé A koordinataja altal feszitett hipersikban
16v6 (/e sugaru golyd Gse legyen. Vegyiik észre, hogy az M ¢ halmaz ezt a gdombot
pontosan a hatardban metszi, hiszen a gémb egy z pontjaban f(z) = ¢ — 2% — .. — 23
(hiszen a tobbi koordinata nulla), vagyis f(z) > ¢ — €, és egyenldség pontosan akkor
teljesiil, ha 2 4 ..+ 23 = ¢, vagyis a gdmb hatéran vagyunk. Valasszunk most egy sima

i1 R — R figgvényt a kovetkezs tulajdonsagokkal:
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(Ez példaul ax(—oo,1/5) exp 7€l elérhetd) Most definidlunk egy 4j g fiiggvényt, a
g:=f—plal+ . +a3+223,, + .. +222)

képlettel, ez a fiiggvény p tulajdonsagai miatt p Morse-kornyezetén kiviil megegyezik
f-el. A kornyezetben pedig g < f < ¢+ ¢, vagyis a ¢ + e-hoz tartozé szinthalmazok

megegyeznek.

dg
al’i

teljesiil ha ¢ < A, a p-re adott feltételek szerint ez csak az origdban lehet nulla, hason-

= —2x; — ,u'(m% + ..+ :Ei + 21‘%\_,_1 + ..+ QZEEZ)%

l6an szamolhatunk a maésik indexhalmazra, tehat nincs tobb kritikus pontja g-nek a
térképen beliil. Ebbdl a szamolasbol latjuk tovabbéa, hogy az egyes koordinaték szerint
hogyan viselkedik g: 88_:i < 0 az el6bbi eset szerint, és (f—fj > 1 ha j > A A fiiggvények
kozott allo egyenlStlenség miatt az is teljesiil, hogy ¢ ([c — €, ¢+ ¢]) kompakt, és mivel
g(p) < c—¢, ebben a halmazban nincsen kritikus pontja g-nek. Az el6z8 tételiink szerint

tehéat a g~ 1((—o00, c—€]) halmaz deformécios retraktuma g=1((—oo, c+¢]) = M “nak.

Jelolje H := g7 1((—o00,c —€]) \ M= az f altal "kihagyott" részt, megmutatjuk, hogy
MU D* deformécios retraktuma M¢~<U H-nak, azaz g~ ((—o0, c—¢€])-nak. Az allitas
minden esetre értelmes, a D* "gémb" része H-nak, mert mint az imént lattuk, az els6 A
koordinataban g nem novekvd fiiggvény, tehat a gdmb pontjaira g(q) < g(p) < c—e. A
koordinatakornyezeten kiviil legyen identikus r; minden ¢-re, mostmar csak egy térkeé-
pen beliil dolgozunk, igy legyen a térkép, és a képe azonositva. Tobb részben definialjuk
a deformaciot, el6szor az Zi\ x? < e gombon legyen 14(x) = (1, .., Tx, tTxs1, -, LT0),
ismét az, hogy igy a tartomanyban maradunk, abbol kévetkezik, hogy g nem csokkend
fiiggvénye az utolsdé n— A\ argumentumaénak. Az e < Z? 7 <et+d ) +1 z? egyenlGtlenség

altal definialt halmazon ismét az utols6 n — A\ koordinatat szorozzuk meg a

A2
| —€+ x;
A1 %

fiiggvénnyel, a halmaz definjcioja miatt ez a fiiggvény a [0, 1]-be képez, t = 1-re is-
mét az identitast latjuk, a két halmaz taladlkozaséanal pedig az eddigi két definiciénk
megegyezik (a szorzotényezs gyokos tagja eltiinik), és mivel azonos fokt polinomokat
osztottunk ez azokban az esetekben is folytonos lesz, ha a nevez6 nulldhoz tart (ekkor
a szamlaloban talalhato Osszeg sziikségképpen e-hoz kell tartson a tartomany alakja
miatt). A fennmarad6 e+ 3%, 27 < 327 27 tartoményon definialhaté identikusnalk 7,
hiszen tekintve az el¢z6 halmaz hatarat a gyokos tag azonosan 1 lesz, vagyis a transz-
formacio6 identikus, tehat folytonos lesz, ha ezen a kiilsé intervallumon igy definiéljuk.
Tehat MeT-t deforméalhaté g='((—oo,c — €]) = MU H-ra, ez pedig deformalhato
M€ U D*-ra, amint allitottuk. O

23



1.5.4. Megjegyzés. Ugy tiinhet, hogy elég szigortu feltételeket szabtunk meg a Mor-
se fliggvényekre, melyeket a tételekben folhasznaltunk. A priori az sem vilagos, hogy
létezik-e egyaltalan Morse fiiggvény, a tovabbi kompaktsagi, és kritikus pont Gsképére
vonatkozo feltételek nélkiil. Nem csak az igaz azonban, hogy minden sokasagon létezik
Morse fiiggvény, de ha M differencidlhaté moédon be van agyazva egy R™-be, majdnem
minden z € R"-re az
lz -z M CR" =R

négyzetes tavolsag figgvény Morse (|1, 6.6. tétel]), és mivel minden sokasagot zart
részhalmazként is be lehet agyazni, egy ilyen bedgyazasbol szarmazo négyzetes tavol-
sagfiiggvényre teljesiil az is, hogy az M“ szinthalmazok kompaktak. A kritikus pontokra
vonatkozo feltételeket pedig kétféle modon korrigalhatjuk, modosithatd a fenti bizonyi-
tas ugy, hogy kiilon-kiilén végignézziik mindegyik &sképre, ebbdl kapvan, hogy mind-
egyik Gsképre egy index-dimenzi6ji gomb van az alatta 1évé szinthez ragasztva, vagy
pedig [3, 2.8. lemmal-t hasznalhatjuk. Ez a lemma azt &llitja, hogy kompakt (esetleg
peremes) sokasagon tetszdleges Morse fliggvényhez konstrualhato egy masik, melynek
ugyanazok a kritikus pontjai, de a kritikus értékek mind kilénboz6ek. A kritikus pont
egy kompakt kornyezetén kiviil egyenl6vé téve az tjjonnan kapott fliggvényt az eredeti-
vel, a kompakt kornyezeten pedig elvégezve a lemma konstrukciojat atrendezhetjiik a
kritikus pontok értékeit. Megemlitjiik még, hogy kompakt sokasagon tobb is igaz, a C?
topologidban strd nyilt részhalmazt alkotnak a Morse fiiggvények az 6sszes M — R

fiiggvények kozott.

Felhasznélva a homotopiakiterjesztési lemmakat, a szakasz zarasaként most mar be

tudjuk latni az egyik alapvetd tételt.

1.5.5. Tétel. Legyen f eqy Morse fligguény M-en, ha az dsszes M* nivohalmaz kom-
pakt (az ilyen figguényt perfektnek nevezzik), akkor M gyengén homotdpikusan ekvi-
valens eqy CW-komplezussal, melyben f dsszes p kritikus pontjahoz taldlhato pontosan

eqy cella, melynek dimenzidja p indexe.

Bizonyitds. Legyenek ¢; < co < ... f kritikus értékei. A nivohalmazokra tett kompakt-
sagi feltétel miatt van legkisebb, hiszen a nemelfajult kritikus pontok nem torlodhatnak.
c; alatt a szintek iiresek, globélis minimumnak kell lennie ismét csak azért, mert M
kompakt, az indukcionk elindul. Legyen a egy reguléris érték, és tegytik fel, hogy M?
homotopikusan ekvivalens egy K CW-komplexussal, amelyben talalhat6 (pontosan)
egy A, dimenzios cella minden ¢-ra, amely kritikus pontja f-nek, és f(¢) < a. Legyen
c a legkisebb kritikus érték, ami tobb mint a. 1.5.2-bél tudjuk, hogy M* diffeomorf, és
homotoépikusan ekvivalens M “-nal, és 1.5.3-bél, hogy

MEte ~ M€ U (U ]D);p)

pef~1(c) ¢p

24



ha € kellgen kicsi. Legyen F, G egy-egy M€ — M® és M* — K homotopikus ekviva-
lencia. A G'o f oy, leképezések homotopok egy-egy ¢, : St — sky_1(K) leképezéssel
a celluldris approximaci6 (1.4.14) miatt. Most, ha a ¢ -kkel ragasztunk celldkat K-hoz,
ismét egy CW-komplexust kapunk, ami ekvivalens M“"“-nal a homotopiakiterjesztési
lemmaink miatt. Tudjuk most mér, hogy minden nivohalmaz ekvivalens egy véges CW-
komplexussal, ha most a kritikus értékek halmaza korlatos, készen vagyunk, hiszen a
1.5.2-hez hasonléan megmutathatjuk, hogy M is retrahalhato M™>*(»)+<_ra. Ellenkez

esetben egy direkt limeszt nyeriink

M*» C M* C
Twl T%
K, c Ky, C

ahol a fligg6leges nyilak homotépikus ekvivalenciak, és mindegyik az el6z6 kiterjesztése
(szintén a cellularis approximécio tétele, illetve a 1.5.3-beli konstrukei6 miatt). Legyen
K = UK, a legdurvabb topolégiaval, amire nézve a fenti diagram nyilai folytonosak
(direkt limesz topologia), legyen g := Ut); a fent megkapott fliggvények limesze, ekkor
gx : Tp(K) — m, (M) izomorfizmus minden n-re, hiszen egy adott reprezentans biztosan
benne van mér valamelyik K; belsejében, ha két szferoid képe homotop K-ban, akkor
ugyanigy, mar valamelyik K;-ben is azok, hiszen a teljes homotopia képe is kompakt,
amit biztosan lefed Uint(Kj;), felhasznalva a homotopikus ekvivalenciat kapjuk, hogy a
két szferoid homotoép Mi-ben is. A gondolatmenetet elismételhetjiik az 6sszes homoto-
pikus csoport Osszes elemére, mutatvan, hogy valéban izomorfizmust indukal g. Ezzel

adodik a gyenge ekvivalencia. O
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2 Variacioszamitas sokasagokon

2.1. Az energia és variacioi
Most ratériink az atterek tanulmanyozasara.

2.1.1. Definici6é. Egy M Riemann-sokasig két p,q pontjat 6sszekots szakaszonként

sima (tehat létezik olyan 0 = ¢y < .. < t, = 1 felosztasa a [0, 1]-nek, hogy wly, .+,
sima minden i-re) w : [0,1] — M gorbék halmazat Q.(M;p, q)-val (esetleg kihagyva
a sokasag és a pontok explicit megadésat, ha nem fontos) jeloljik és a sokasig egy

utterének nevezzik. Metrikat értelmez ezen a halmazon a

) = ma(3(1), () + \/ [ (%%

formula, ahol 0 az 1.3.32-ben értelmezett ivhossz altal indukalt metrika M-en, s, s’

pedig a megfelels gorbék ivhosszfiiggvényei.

2.1.2. Definici6. A gorbe két végpontjaban eltiing szakaszonként sima w-menti vek-

tormezdk terét V1 (w)-val jeloljik.
A valoés analizisbdl ismert fogalom mintajara

2.1.3. Definicio. Egy « : (—e€,¢) x [0,1] — M leképezést az w € Q. gorbe (vég-
a(0,t) = w(t) és a(z,0) = w(0), valamint a(x,1) = w(l) teljesiil, tovabba ha valamely
I C [0,1]-re w|; sima, akkor a(_c¢)xs is sima.

A g—‘;‘(O,t) vektormez&t az a-hoz tartozd varidcios vektormezdnek vagy infinitezimdlis

deformdcionak nevezziik.

2.1.4. Definici6. w az F': ), — R fiiggvény kritikus vagy staciondrius gorbéje, ha

d(F o «)

=0
dx

=0
teljestil az w minden « variacidjara (ezen egyenléség bal oldalat szokés az F' funkcional

a-hoz tartozo elsd varidcidjdnak nevezni).

2.1.5. Definicié. Egy w € Q, 1t energidja a-tol b-ig az E°(w) := fab’ %Hth nemne-

gativ valos szam.

A kovetkez§ allités gyakorlatilag egy atfogalmazasa variacios terminologiara az ed-

digi geodetikusokrol valo ismereteinknek:

26



2.1.6. Allitas. Tegyiik fel, hogy létezik egy v minimdlis geodetikus p,q € M kizott,
5(p,q) = d. Ekkor az E = E} : Q.(M;p,q) — R funkciondl minimuma d*, melyet

pontosan a két pont kézétt futé minimdlis geodetikusok halmazdn vesz fol.

Bizonyitds. Legyen w tetszéleges gorbe, amely 0sszekoti a két pontot. Alkalmazzuk az

1, ‘ %H € L*([0,1]) fiiggvényekre a Cauchy-Schwarz egyenl6tlenséget,

(f

adodik, egyenlGség pedig csak akkor lehet, ha | %H allando, vagyis t lineéris fligg-

dw

- dt) < B(w) (2.1)

vénye az ivhossznak. Mivel minden geodetikus alland6 sebességti F(y) = d? és mivel
miniméalis d*> < F(w) teljesiil, hiszen 2.1 bal oldala w fvhossznégyzete. Itt egyenlGség

persze csak akkor éllhat, ha w is minimalis geodetikus. O

Most karakterizéljuk az E tobbi stacionédrius gorbéjét is. Erre szolgal az energia

.....

2.1.7. Tétel (Els6 variacios formula). Legyen a az w gorbe egy varidcidja, V(t) = %

a sebességuektormezd, AV (t) := lim, 1oV (T) —lim, oV (T) a sebességuektor torése,

W (t) az a-hoz tartozd varidcids vektormezd, A(t) = %‘fj—f a gorbe gyorsuldsvektorme-

z07e, ekkor
1d(Eoa)
dx

= S0, AV@) - [ oo, Ay

=0

teljesiil az E o o deriwvdltydra.

2.1.8. Megjegyzés. A formulaban szerepls Osszeg természetesen értelmes, hiszen csak

véges sok helyen szakadhat a sebességvektormezs feltevés szerint.

Bizonyitds. Szadmolunk.

d(an)_i/l
de  dzx J,

da

2 1
D da da
dt =2 —_—— 2.2
dt /0<dxdt’dt> (2:2)

teljestil, ahol felhasznaltuk a Leibniz tételt és 1.3.14-et, hogy derivalhassuk az integran-
dust. Ugyanezen allitasbol %<d—a day _ (D da d—o‘>+<d—"‘ Qd—a> is kovetkezik. Alkalmaz-

de’ dt/ = \dtdz> dt o dt dt
va az 1.3.16 Young-tétel analogunkat 2.2 jobb oldaldnak integrandusa ebbdl kifejezhetd,

végil t szerint integralva adodik, hogy minden [¢;_1, ;] simasagi intervallumon

[ (Do iy, (de da)[" (e Doy,

4, \dz dt’ dt de’ dt /|, .o Ju, \dv dtdt

egyfajta parcidlis integralast kapunk. Ezen formulédkat 6sszegezve i szerint, majd kiér-
tékelve x = 0-ban adodik az allitas. O
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2.1.9. Kovetkezmény. Az E funkciondl staciondrius gorbéi pontosan a két pont ko-

zottr geodetikusok.

Bizonyitds. Geodetikusra teljesiil, hogy A = AV = 0, hiszen definici6 szerint a gyor-
sulasa nulla, és sima, tehat nem torik a sebessége sehol.

A masik irdnyhoz legyen w tetszéleges stacionarius gorbéje E-nek. Valasztunk egy «
deforméciojat ennek a gorbének, hogy a hozza tartozo6 variacios vektormezére W = fA
teljesiiljon, ahol f(t)|(ti717ti
megfelels f mellett a(x,t) = exp,)(zf(t)A(t)), ahol A(t) az eddig bevett jeldlések

szerint w gyorsulasvektormezgje a t id6pontban pont jo lesz). Ekkor a szakadasi pon-

y >0 teljesiil, a t; pontokban pedig 0 (ilyen persze létezik,

tokban vett Osszeg elttinik,
1d(Eoa ! 5
0= 32520 =~ [ 1l
folytonos nemnegativ fiiggvény integrélja pedig csak tigy lehet nulla, ha azonosan nulla,
vagyis A = 0 kell hogy teljesiiljon, ebbdl pedig kovetkezik, hogy w geodetikus minden
[ti_1,t;] intervallumon.

Most pedig ha egy olyan a-t valasztunk, amire a téréspontokban a variacios vek-
tormezé megegyezik a sebesség szakadasvektoraval (ez a fentihez hasonlé modon el-
végezhetG), erre is alkalmazzuk az elsé variacios formulat és 0 = — SO||AV||* adodik,
vagyis ha w egy tortéspontokkal rendelkezé geodetikusokboél allo gorbe, akkor nem
lehet stacionérius, hiszen egy igy vélasztott varidciéra nem lehet nulla a derivaltja.

Kovetkezésképp w torés nélkiili geodetikus a két végpont kozott. O

------

.....

~~~~~~

2
Ekkor a aaafl a(;i ) szamot az energia (-hoz tartozdé mdsodik varidcidjanak nevezzik.
(0,0)

2.1.11. Megjegyzés. Fontos ramutatni, hogy csak geodetikusra értelmeztiik a méasodik
variaciot, persze a fenti definicié gond nélkil dtmegy tetszéleges gorbére, de minket
csak ebben a specialis esetben fog érdekelni, mert itt tobb is allithatd, analég moédon
a sokasagon értelmezett sima fliggvénynek mésodik derivaltjaval, itt nem csak a kri-
tikus pontbeli pozitiv/negativ definit alterek dimenzidja lesz értelmes, hanem maga a

masodik derivalt bilinearis forma is, mint azt az alabbi allitds mutatni fogja.
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2.1.12. Tétel (Méasodik variacios formula). Legyen B(xy,z2,t) a vy geodetikus egy két-

paraméteres varidcioja. Kiterjesztve az elsd formula bizonyitdsandl haszndlt jeldléseket

legyen V. = % a gorbe sebességuektormezdje és legyenek W; = g_ai 00 a két para-
méterirdnyhoz tartozd varidcids vektormezok és ARY: = BIi(¢, + 0) — BWi(¢; — 0)

aldbbi formula:

10%(Eo B)

B D W, ! D* W,
T = —Z<W2,A—> —/0 <W2,— +R(W1,V)V>dt

2

Bizonyitds. Ha B els6 valtozojat lerogzitjiik, vilagos, hogy egy egyparaméteres vari-
aciot kapunk. Erre alkalmazzuk a 2.1.7 els§ variaciés formulat, majd hasonléan az
ottani bizonyitashoz parcialisan derivalhatunk az els6 valtozo szerint is, és ugyanugy
elvégezhetjiik az atalakitasokat. Igy az alabbi monstrum adodik:

10%(Eof) D 98  9p 95 D 9P
5 o 0n, ——Z<<a—xla—x2¢5>+<a—x;a—ﬁa>)

t
_/1 Do DopN /o5 D DIS\N
0 8:61 xg’ﬁt ot Q?Q,al’lat ot

Szerencsénkre, mivel 3(0,0,t) egy geodetikus, igy A% 00) = %% 0.0)

sebességvektora nem torik, és definicié szerint a gyorsulasa azonosan nulla, vagyis az

= 0, hiszen a

Osszeg, valamint az integral els tagja nulla, ha kiértékeliink (0,0)-ban. A megmaradt
integralban szeretnénk a kovarians derivalasokat folcserélni, ehhez sziikségiink lesz az
1.3.21 gorbiileti formulara. Ezt kombinélva az 1.3.16 Young-tétel analogonunkkal (ami-
bol 5=V = 5, W1 kovetkezik)

DD _DD

kértékelve az origoban, és a fenti formulat behelyettesitve adodik az allitas. O

2.1.13. Megjegyzés. A méasodik varidcios formulabol vilagos, hogy az E mésodik deri-
valtja (0,0)-ban csak a variacios vektormezsktdl fiigg (a geodetikus most persze fix).
Az el6bbi szamitasban, ha FE-t forditott sorrendben derivaljuk, a formulaban a két
vektormez§ szerepe felcserélédik, a bal oldal azonban nem véltozik a vegyes parciélis
derivaltak szimmetriatulajdonsagai miatt (emlékezziink, hogy az E o 3 kompozicid egy
sima R? — R fiiggvény). Tehat az energia mésodik derivéltja egy szimmetrikus bili-
nearis (ez szintén a variacios formulabol latszik, a belsd szorzas, Osszegzés, integrélas,
parcidlis és kovarians derivalas mind linearis) fiiggvényt értelmez a - menti vektorme-

z6k vektorterén, erre bevezetjik a szuggesztiv E,.(Wq, Wy) jelolést.

Most ezt a bilinearis megfeleltetést fogjuk kozelebbrsl megvizsgalni.
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2.2. Az FE,, tulajdonsagai

2.2.1. Allitas. Ha v minimdlis geodetikus, akkor E., pozitiv szemidefinit.

Bizonyitds. ((z,y) = a(x+y) valasztassal (egy megfelels egyparaméteres o variaciora)

a lancszabaly miatt 0 mindkét paraméter szerinti variacios vektormezdje az « variacios

.. OXE 0%(E
vektormezéie lesz, ¢s LT L5 — 9(Ecq)
) 0x1012 (0,0) oz

geodetikus, E(a(x)) > E(a(0)), vagyis E”(0) > 0, a megel6z6 szamolas szerint pedig

teljesiil. Tovabba mivel «(0) minimalis
0

ez pont E..(W, W), ahol W az a-hoz tartozo variacios vektormezd. O

2.2.2. Definicié. Egy v geodetikuson értelmezett J vektormezst Jacobir mezdnek ne-

veziink, ha teljestil ra a
D?J
dt?

t.n. Jacobi differencidlegyenlet (V tovabbra is %},

+ R(JL, V)V =0
a sebeségvektormezs).

2.2.3. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az egyenlet homogén lineéris, tehat a megolda-
sok egy - a tovabbiakban [J()-val jelolt - alterét alkotjak a V() szakaszonként sima
~v-menti vektormez&k vektorterének. Ez az altér kitiintetett szereppel bir az energia

mésodik derivéiltja szempontjabol, mint azt mindjart latni fogjuk.

2.2.4. Tétel. Egy J € Vo1(v) vektormezd akkor és csak akkor merdleges minden -
menti vektormezore E., szerint, ha J € J(v), vagyis egy Jacobi mezd, amely vy vég-

pontjaiban eltinik.

Bizonyitds. Az energia stacionéarius gorbéinek 2.1.9 karakterizalasdhoz hasonléan jé-
runk el. Egyrészt a végpontban elting Jacobi-mez&k megfelelGek, hiszen elGallnak va-

riacios vektormezdkként, és a masodik varidcios formula mindkét tagja eltinik, mert

2
% = %—FR(J,V)V:O

El6bbi azért, mert a Jacobi mezdk legalabb kétszer derivalhatoak a differencidlegyenlet

folytan (valojaban simék), igy a kovaridans derivaltjuk nem szakadhat, utobbi pedig

éppen a Jacobi mezdket definialo egyenlet baloldala. Tehat F..(X,J) = 0 tetszSleges

X € Vo 1(y)-ra, vagyis J a nullaltérben van.

Legyen most .J merdleges mindenkire, belatjuk, hogy végpontokban nulla Jacobi
mez6. Legyen f egy a J szakadasaitol eltekintve pozitiv (valos értékd) fiiggvény, a
szakadasi helyekben tiinjon el. Valasszuk X-et f - (% + R(J,V)V)-nek, a korabbi al-
litashoz teljesen anal6g moédon a méasodik variacios formulabol az 6sszeg eltiinik, és az
fll % + R(J, V)V ||* nemnegativ fiiggvény integraljanak kell nullaval egyenlének lenni,
vagyis ezen integrandus maga azonosan nulla, igy J teljesiti a Jacobi differencialegyen-

letet minden [t;_1,t;] simasagi intervallumon.
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Most valasztunk egy X’ sima vektormezét gy, hogy a t; toréspontokban A%-Vel
legyen egyenld, ezek kozott pedig tetszslegesen terjessziik ki sima vektormezévé. Ismét
teljesen hasonl6an most a J torésvektorainak a hossznégyzetébdl allo Gsszegnek kell
nullanak lennie, ha alkalmazzuk a masodik variaciés formulat (azt mar tudjuk, hogy
az integral eltiinik az el6z6ek szerint), ez pedig csak gy lehetséges, ha a torésvektorok

mind nullédk, vagyis J egy toretlen Jacobi mez§, mint allitottuk. O]

Most ratériink az F,, negativ definit alterének karakterizaldsara. Ehhez néhany

definicio:

2.2.5. Definicié. A v geodetikus a,b paraméterértékei konjugdltak, ha létezik olyan
nem azonosan nulla Jacobi mezs, melyre J(a) = J(b) = 0 teljesiil. Az ezen tulajdon-
saggal rendelkez6 Jacobi mezdk alterének dimenzidjat hivjuk a konjugaltsag multipli-

citasanak vagy fokdnak.

2.2.6. Megjegyzés. Pongyola médon mondjuk néha azt is, hogy a vy(a) és v(b) pontok
konjugéltak valahanyszorosan, ez helytelen szohasznalat: ha példaul 6natmetszése van
a geodetikusnak, lehetséges, hogy v(a) = v(a’) és a konjugalt b-vel, de @’ nem konjugalt

b-vel.

2.2.7. Definici6. Az o egyparaméteres variaciot geodetikusokon keresztiilinek nevez-

ziik, hogyha minden x paraméterre ¢t — «a(x,t) egy geodetikus.

2.2.8. Tétel. A v-menti Jacobi mezdk pontosan a geodetikusokon keresztili varidciok

varidacios vektormezou.

2.2.9. Megjegyzés. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ebben a tételben nincsen megkove-

telve, hogy a variacié végpontokban kotott legyen!

Bizonyitds. Egy geodetikusokon keresztiili variaciora %%—‘j azonosan nulla, hiszen min-
den szekcioja geodetikus. Felhasznalva a szokasos két formulat a szamoléasra (1.3.21
gorbiileti formula a kovarians derivalasok megcserélésére, és 1.3.16 Young-tétel ana-
l6g az érintévektor irdnyanak és a kovarians derivalt paraméterének megcserélésére)
d%%%—‘t“—bél pont az adodik, hogy ‘3—;‘ egy Jacobi mezg.

A mésik iranyhoz tekintsiik a v(0) pont egy olyan U kérnyezetét, melyben barmely
két pontot egyértelmt minimalis geodetikus kot dssze (ilyen létezik az 1.3.24 szerint), és
legyen ~([0,0]) C U. Valasszunk két gorbét a, b, az egyik v(0)-on keresztiil tetszdleges
sebességvektorral, a masik v(J)-n keresztiil szintén tetszéleges sebességvektorral. Meg-
szoritjuk mindkett6t egy olyan (—e,€) paraméterintervallumra, amin a képiik U-ban

van, legyen a(x,t) az a(x)-et b(z)-el dsszekdtd minimalis geodetikus a t idépontban.
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Ez persze egy variacidja a v geodetikusnak, a varidciés vektormezs a bizonyitas ele-
jén latott szémolas szerint egy Jacobi mezd, vagyis tetszéleges vektort elGirhatunk
a kornyezet két pontjaban, létezik olyan Jacobi mezs amely a két pontban megfelel
a feltételeknek. Mivel a Jacobi mez&k egy homogén linearis masodrendd differencial-
egyenlet megolddsai, igy az éltaluk alkotott J(7|ps) < V(7]j4) altér dimenzidja 2n

a kozonséges differencidlegyenletek elmélete szerint, az imént lattuk, hogy a
J = (J(0),J(0)) : T(Vpg) = ThoyM x Ty5)M

linearis leképezés sziirjektiv, és mivel a két tér dimenzidja megegyezik, bijekcio is.
Vegytink most minden ~y(t) ponthoz egy U, kérnyezetet megint 1.3.24 szerint, és
ebbdl egy véges fedését a ([0, 1]) kompakt halmaznak. Vilagos, hogy sziikithetjiik
annyira « paramétertartomanyat, hogy a konstrukcioban adott geodetikusok kiterjed-
jenek [0,6]-r6l az egész [0,1] intervallumra (iterativan nézziik meg, hogy az eredeti
U = Uy,-ban kapott geodetikusok koziil melyek metszenek Uy, -be, majd ezeket itt meg-
hosszabbithatjuk az exponencidlis leképezés segitségével, majd hasonloképpen Uy,-re,
és igy tovabb. Biztosan elériink az 1-ig, hiszen egy adott kornyezeten beliil a kiterjesztés
elvégezhetd a teljes hozzatartozo [t;_1,t;] szakaszra, a paramétertartomany pedig véges
sok nyilt intervallum metszete lesz, tehat nem "fogyhat el"). Mivel egy Jacobi mezd
csak a kezdeti feltételekts], tehat J(0), Z2(0)-tol fiigg, az is igaz, hogy T Vpg) =T()
(minden Jacobi mez8 megszoritasa is az, és ha van egy Jacobi mezénk a [0, 0]-n, ak-
kor a linearitas miatt kiterjed az egész [0, 1]-re a 0-beli értékét és kovarians derivaltjat
valasztva kezdeti feltételnek), tehat megkaptuk az Gsszes y-menti Jacobi mezét geode-

tikusokon keresztiili variaciokbol, mint allitottuk. O]

A kovetkez6 allitas garantalja, hogy a konjugélt pontparok nem lehetnek tilsagosan

sdrdn.

2.2.10. Tétel. Az exp,v pont konjugdlt p-hez a t — expp(tv) geodetikus mentén pon-
tosan akkor, ha expy, : T,M — M-nek kritikus pontja v.

Bizonyitds. El6szor tegyiik fel, hogy v kritikus, ekkor T, exp,(X) = 0 egy nem nul-
la X € T,(T,M)-re. Vegyiink egy u utat T,M-ben, u(0) = v-n keresztiil %(0) =X
sebességvektorral, tekintsiik az éltala generalt a(t,r) = exp,(tu(x)) egyparaméteres
nak, a variacios vektormezd tehat Jacobi. a%expp(tu(x))!IZO = T,exp,(tX) teljesiil,
vagyis ez a Jacobi mez6§ a két végpontban nulla, és a kovaridans derivaltja ¢ = O-ban:
5.2 (exp, (tu(a)))] ) = Ru(@)], = X #0.

A maésik irdnyhoz legyen v egy reguléris pontja T exp,-nek, és valasszunk egy X;

béazist a v-beli értintStérnek, és ezekhez megfelel6 a; gorbéket a T'M, érintStérben
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v-n keresztiil ezekkel a sebességvektorokkal. Egy geodetikus a sebességvektorat paral-
lel transzportalja, az el6z6ekhez hasonléan az «;-k szolgaltatnak n darab linearisan
fiiggetlen Jacobi mez6t az exp,(tv) geodetikus mentén, melyek elttinnek p-ben. Az ex-
ponencialis leképezés érintSleképezése tehat bijektiv T, M és Texp, ()M kozott, igy nincs
olyan nemtrivialis linearis kombinéci6juk, amely elttinne a végpontban. Vegyiik észre,
hogy ez az n Jacobi mezé bazist alkot a p-ben elting Jacobi mezsk terében (a teljes tér
2n dimenzios, a kezdeti értéket, és a kovaridns derivaltvektort kell megadnunk, azonban
mivel el kell tiinnie p-ben, csak a derivaltat valaszthatjuk szabadon T'M,-bdl), tehat

egy p-ben eltiing Jacobi mez6 nem tiinhet el az exp,(v) végpontban. O

A Sard lemma (|2, 14.3.2. tétel|) kovetkezményeként adodik, hogy teljes Riemann
sokasag tetszdlleges p pontjahoz majdnem minden masik pontja nem konjugalt egy
geodetikus mentén sem (specilisan létezik ilyen pontpéar).

Ennyi elGkészités utan készen allunk a negativ definit altér karakterizaciojara:

2.2.11. Tétel (Index tétel). Az E,. negativ definit alterének dimenzidja (vagyis indexe)

X € N egyenld a ~v(0)-hoz konjugdlt pontok szamdnak multiplicitdssal vett dsszegével.

Bizonyitas. Fedjik le ismét véges sok 1.3.24 szerinti kornyezettel a geodetikus sza-
kaszunkat, és valasszunk egy 0 = ¢y < .. < t = 1 felosztést gy, hogy mindegyik
v([ti—1,t:]) része legyen egy ilyen kornyezetnek. Legyen J'-f(v) < Vyi(7y) a vég-
pontokban eltting szakaszonként Jacobi vektormezdk tere, Vi, . < Vii1(7y) pedig az
osztopontokban elting vektormezdk tere.

A 2.2.8 bizonyitasa kozben lattuk, hogy egy ilyen kell6en kis kornyezeten beliil
egy Jacobi mez6t egyértelmtien meghataroz az értéke két pontban, és tetszéleges W €
Vo,1(7)-hoz gyarthatunk minden [t;_;, ;] szakaszon olyan Jacobi mez6t, ami a két vég-
pontban egybeesik W-vel, jelolje ezt a tort Jacobi mezét J. Vilagos, hogy W — J €
Vig,tr (és hogy J € J't(y) ), vagyis Vou(y) = T (7) B V..., teljesiil, sot,
felirva a mésodik variacios formulat a két altérbdl vett J, T vektormezdkre latjuk,
hogy F.,. szerint ortogonalis a felbontas, hiszen (T A%) nulla, mert a J toéréspont-
jaiban, tehat a t;-kben definici6 szerint T nulla, méshol pedig a torésvektor nulla,
az integralban pedig mivel J szakaszonként Jacobi, az integrandus majdnem minde-
niitt nulla. Elvégezve a szekcio elején latott szamolést minden intervallumra azon-
nal adodik, hogy E**|Vt0mtk pozitiv szemidefinit, ennél azonban tobb is igaz. Mi tor-
ténne ha T € V1,
0 < BT + U, T+ cU) = 2¢E.(T,U) + 2E..(U,U) teljesiil minden U € Vy, 4, -re

¢és c-re. Bz csak ugy lehetséges, ha T mindenkire meréleges Vy, 4, -ben, és igy minden

és B (T,T) = 0 teljesiilne? A pozitiv szemidefinitség miatt

Vo,1(7)-beli vektormezdre (az ortogonalis felbontas miatt). Tudjuk azonban, hogy az

ilyen tulajdonsagu vektormez&k pontosan a végpontokban eltiing Jacobi mezdk, vagyis
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J elemei, és vilagos, hogy J(v) < J''(v) (minden Jacobi mezd tort Jacobi mezd
is), tehat E.. ’Vto,wtk pozitiv definit, a tovabbiakban elegendd a masik direkt 0sszeadan-
don E..| to.tp-val foglalkoznunk. Mivel ez a vektortér véges dimenzios (lasd lentebb),
adodik, hogy a keresett index is mindig véges lesz.

Jelolje \(t) a 7‘[0,t] geodetikus szakaszon vett energia mésodik derivaltjabol szar-
maz6 bilineéris forma ((Ef)..) negativ definit alterének a dimenziojat. t-vel elmenve
1-ig fogjuk megkapni a keresett allitast.

Vegyiik észre, hogy kellGen kis e-ra valasztva egy olyan kornyezetet v(0)-nak, mely-
ben minimalis geodetikus v beléess része 2.2.1 szerint itt E,. pozitiv szemidefinit lesz,
vagyis A(e) = 0.

Tetsz6leges vektormez6t azonosan nullaként kiterjeszthetiink egy b&vebb paramé-
terintervalluméra y-nak, igy a masodik variaciés formulaban (amit persze ugyanazon
szamolassal érvényes sziikebb paraméterintervallumokra) tovabbra is csak a sztikebb in-
tervallum jatszik szerepet, és igy kaphatunk egy A(t) dimenzios alteret a bévebb [0, ¢,
t < t’ intervalluman a geodetikusnak, vagyis legalabb ekkora dimenzi6s altér van a t'-ig
tekintett szakaszban is, A monoton noéva.

A bizonyitas eddigi része szintén elvégezhetd, ha v nem [0, 1]-en, hanem [0, t]-n van
értelmezve, ugyanazon osztopontok az i.-ig (ha t; < t < t;41), és még a t végpont
hasznalataval. A konstrukciobdl nyeriink egy J'0-'' vektorteret, és (Ef).. bilinearis
format, mely a vektortér egy bizonyos alterén negativ definit. A vektortér elemeit egyér-
telmtien meghatarozza a ty, .., t; toréspontokban felvett értéke (a két végpontban el kell
tinniiik), és tetszélegesen elsirt értékhez létezik is ilyen Jacobi mezd, mint korabban

lattuk, tehéat direkt 6sszeggé bomlik
got= @y,
1

Vegylik észre, hogy a vektortér fliggetlen ¢-t6l egy kis kornyezetben, és (Ef).. foly-
tonosan fiigg t-t6l ugyanezen kornyezetben, hiszen paraméteres integral folytonosan
fiigg a paraméterétsl a méasodik varidcids formuldban, az 6sszeg pedig konstans marad.
Mindebbdl kovetkezik, hogy t megfelelGen kis kornyezetében, ha egy N altéren negativ
definit (E})«, akkor minden kellGen kozeli t'-re is negativ definit lesz folytonossag mi-
att. Ebb6l ' =t —e-t irva A(t — €) = A(t) kovetkezik, hiszen az imént lattuk a forditott
irdnyu egyenlGtlenséget, tehat A\ balfolytonos.

A fenti felbontasbol dim 7, .+ = mni, a bilinearis formank pozitiv definit egy
ni — A(t) — a(t) dimenzioés altéren (ahol 0 < a(t) a nullaltér dimenzidjat jeloli). Is-
mét folytonossagra hivatkozva, ha t' megfeleléen kozel van t-hez, ugyanezen altéren a
hozzéatartozo bilineéris forma is pozitiv definit lesz, vagyis ni—A(t') > ni—A\(t')—a(t') >
ni — A(t) — a(t), ekvivalensen A(t') < A(t) + a(t).
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A forditott egyenl6tlenség belatasahoz vegyiink A(t) darab linearisan fiiggetlen W; €
Vou(7lp,q) vektormezst, az dltaluk generdlt altéren legyen (Ej).. negativ definit. Ha-

sonloképpen a nullaltérhez valasszunk a(t) darab linearisan fiiggetlen J; € Vo (7 )

DJ;
dt

Jacobi mez6t. A t paraméterhelyen a =7 (t) vektorok linearisan fiiggetlenek (J(t) = 0,
igy a kovarians derivaltakat kell csak megvalasztani kezdeti feltételnek). Valaszthatunk

%{z‘ (t), X;) = 6;; teljesiiljon (mivel %‘t]i (t) fiiggetlen a tobbi

olyan X; vektorokat, hogy (
Jacobi mez§ kovarians derivaltjatol t-ben, pozitiv a tavolsaga a tobbi altal generalt alt-
értsl, véve a komponensét a direkt kiegészitd altérbél a hossz mar kénnyen beallithato).
Ezeket az X; vektorokat kiterjeszthetjiik végpontokban eltiing X;(¢) vektormezskké a
[0,t + €] intervallumon, a J;, W;-ket azonosan nullaként terjesztjiik ki ugyanezen inter-
vallumra. Alkalmazzuk a masodik variacios formulat a J;, W;, és J;, X; parokra. J;, W

esetében a masodik varidcid

1 D J; e D? J;
B 5 i) — — 7A ’ 15 dt
S B (S, W5) Z:<Wj dt> /0 <WJ — + RO V)V>

lesz, J; csak t-ben torik, de itt W; = 0 feltevés szerint. Az integrandus a [0, ¢] interval-
lumon azért tiinik el, mert J; Jacobi mezd, utdna pedig mindkettét azonosan nullaként
terjesztettiik ki, tehat (E{T)w(Ji, W;) = 0. A J;, X; par esetében pedig

1 D J; e D? J;
SEL (LX) == (X, A== / Xj, ==+ R(J;, V)V )dt
2 t dt 0 dt

A Kkiterjesztett J kovaridns derivéaltjanak torésvektora t-ben az ott felvett értékének
ellentettje, hiszen jobbrél azonosan nulla a vektormezs, igy a kovarians derivaltja is,
az el6z6hoz hasonldan az integrandus eltiinik, mert J; Jacobi. X konstrukcioja mi-
att csak az Osszegnek csak egyetlen nemnulla tagja van és ez —9;;-vel egyenld, tehat
(EGT)w(Ji, X;) = 265 Tekintsiik az N; = Wi, Nijaq) = =J; — ¢X; vektorokat (¢ < 1),
allitjuk, hogy az ezen vektorok altal feszitett altéren (ESJr )+« negativ definit. Ezen
vektorokat bazisnak véve az els6 A(t) koordinataban az (E})..-ot kapjuk (hiszen a
mésodik variacios formula szerint a ¢ utani szakaszon az integral eltiinik, és a torés-
pontban mivel J;(t) = 0, az dsszeg sem zavar be), tovabba az A;; = (E{T)w (Wi, —X;),
és Bij = (E§T). (X5, X;) jelolésekkel az (E{T).. métrixa:

(B cA
cAT  —4I + 2B

Eltekintve attol, hogy a konstrukcioban osztottunk vele, a fenti matrix ¢ = 0-ra is
értelmes, és ekkor latvanyosan negativ definit. Mivel a matrix folytonosan fligg téle, c-t
kellGen kicsinek vélasztva negativ definit marad. Tehat A(t + ¢) > A(t) + a(t) teljesiil,

hiszen konstrualtunk legaldbb ennyi linearisan fiiggetlen vektormezét, amin (Ef™)..
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negativ definit. Igy kell6en kis e-ra A(t +¢€) = A(t) + a(t) teljesiil, t-t névelve A(0) = 0-
bol minden konjugélt pontot atlépve (ekkor lesz a(t) > 0) az index a konjugaltsag
rendjével névekszik, igy A(1) pontosan a kezdSponthoz konjugalt pontok konjugaltsagi

rendjének Osszege, mint allitottuk. O

2.3. Az attér CW-felbontasa

Most méar készen allunk a sokasag utterének vizsgalatara. Klasszikusan az Q(M, p, q)
teret szeretnénk vizsgélni az 1.4.10 kompakt-nyilt topologiaval, sajnos ez a tér altaldban
nem kezelhetd szépen, tobb 1épésben egy sima sokasiggal fogjuk approximalni. Az els6
lépés a méar latott €, tere a szakaszonként sima gorbéknek, melyen kicsit er6sebb met-
rikat vettiink, hogy az energia folytonos lehessen (belathaté ugyanis, hogy az uttéren
a kompakt-nyilt topologiat adja meg a szokasos szuprémum metrika, melyet a szaka-
szonként sima gorbék ivhosszanak infimuma () indukal). Az eddigiekhez hasonloan az
Q(M,p,q) jelolésben a sokasagot, a kezdd és végpontokat elhagyjuk, a pontok tavol-
sagat M metrikus strukturajaban d-vel jeloljiik. Mivel az Q,-on vett d(w,w’) metrika
legalabb akkora, mint a ¢ altal indukalt szuprémum metrika, a természetes beagyazas

1, — € folytonos.
2.3.1. Tétel. Az i természetes leképezés gyenge homotopikus ekvivalencia.

Bizonyitds. Fedjiik le az alapsokasagot U, geodetikusan konvex (1.3.29) nyilt halma-

zokkal, a [0, 1] paraméterintervallumon pedig vegyiik a (5% ) tetszdlegesen finomodo

felosztassorozatot. Ezen valasztassal legyen €, azon folytonos w utak altere, melyek-
re minden j-re létezik egy k index, hogy w([#, giml]) C U, teljesiil, vilagos hogy az
Q1 C Qy C ... lanc uniodja a teljes uttér. Az €2, halmazok nyiltak a kompakt-nyilt to-
pologiaban (ha a végpontokat nem fixaljuk le, az M! kompakt-nyilt topologiajabol vila-
gos, Q(M, p, q¢)-n pedig az altértopologiat vettiik). Huzzuk vissza ezeket a halmazokat,
legyen (). := i %(Q), tekintsiik az ¢ beagyazas megszoritasat egy ilyen halmazra.
Rendelje h az w € 2, uthoz az w(j/2™) pontokat geodetikus szakaszokkal Gsszekotd
gorbét a szakaszonként sima uttérben.

Tekintsiik az i|q ) oh kompoziciét. Legyen ry az a gdrbe, ami a [0, ¢] intervallumon
az w(0),w(1/2™), .., w(|2™t]|/2™),w(t) pontok kozott szakaszonként geodetikus, utana
pedig w-val egyezik. Ez a fiiggvény latvanyosan egy homotopiat 1étesit (£2,,). identitésa
és a kompozicio kozott, a mésik irdnyu kompozicié pedig egyenesen az identitas. Egy

ismerds szitudcioban talaljuk magunkat,

Q' ¢ 9 C



ahol az i leképezések homotopikus ekvivalencidk, melyek mindig az el6zGeket terjesztik
ki (mindegyik a teljes szakaszonként sima tuttér beagyazasanak megszoritésa a megfelels
halmazra). Ha egy = € m,(€) az i, indukalt leképezés magjaban van, vegyiink egy
a reprezentald szferoidot, és egy H homotopiat ¢ o o és a bazispont kozott. H képe
kompakt, tehat az ttteret kimerits €2, nyiltak lefedik, a képe méar valamely j indexre
Qj-ben is benne van. Mivel 7,,(;) = m,((€2;).) teljesiil, igy « nullhomotép (£2;).-ban,
vagyis a teljes szakaszonként sima tttérben is, kapjuk, hogy ¢, injektiv. Tekintsiink egy
tetszbleges B szferoidot (2-ban, ismét a kép kompaktsaga miatt 1étezik &k, hogy mar €2
is lefedi, a homotopikus csoportok izomorfidja miatt pedig van egy /3" szferoid amely
(Q)«-ba képez, és az i szerinti képe homotop [-val, vagyis i, sziirjektiv. Kovetkezésképp
¢ minden dimenzioban izomorfizmust létesit a homotopikus csoportok kézott, vagyis egy

gyenge ekvivalencia. O]

2.3.2. Definici6. Legyen Q¢ := E7([0, ¢]) az energiahoz tartozo c-szinthalmaz soka-

sdgoknal hasznélt jeloléshez hasonloan.
2.3.3. Megjegyzés. Vilagos, hogy int(Q¢) = E~1([0, ¢)).

2.3.4. Definicio. Legyen Q. (to,..,t,) a p-bdl g-ba mend, minden [t;,¢;, ;] szakaszon

geodetikus utak altere. A legfeljebb ¢ energiajuakat most is Q. (to, .., t,)-vel jeloljik.

Mint a sokasagok esetében, itt most ezek a "szinthalmazok" fognak f&szerepet jat-
szani, elGszor is azért jo ezekkel foglalkozni, mert véges dimenzids sima sokasagként
foghatoak fel (szemben a végtelen dimenzios teljes uttérrel). Legyen M egy teljes (1d.
1.3.33) Riemann-sokaség, ¢ > d? (2.1.6 szerint igy nem iires a szinthalmaz). Ekkor min-
den kellen finom felosztasra int (2, (%o, .., t,))¢ egy sima sokasag strukturaval ruhazhato
fel a kovetkezd moddon:

Legyen & az 1.3.32 szerinti metrika M-en. Vegyiik észre, hogy az S := B(p,/c)
halmaz lefedi az ¢ halmaz minden elemének képét. Az 1.3.33 Hopf-Rinow tétel ko-
vetkezményeként az S "gémb" kompakt, mert exp, a T'M, érintétér \/c sugart zart
gombjét egy S-t fedd kompakt halmazra képezi, ennek pedig zart része S (a tétel ko-
vetkezménye, hogy az exponencialis leképezés értelmes ezen a gombon). Lefedve ezt a
kompakt halmazt olyan kornyezetekkel, amikben barmely két pontot egyértelmt mini-
malis geodetikus kot Ossze latjuk, hogy létezik €, hogy ha §(x,y) < €, akkor létezik is
kozottiik egy < € hosszu geodetikus szakasz. Valasszunk egy %—nél finomabb felosztast,
és tekintsiik az ezen felosztashoz tartozo € (to, .., t,)¢ teret. Az ivhossz-energia egyen-
16tlenséget, és a trivialis integralbecslést alkalmazva egy w tort geodetikusra a [t;, t;41]
intervallumon, felhasznélva, hogy Efj“(w) < F(w) < ¢, latjuk, hogy a felosztas finom-
sdga miatt a tortgeodetikusok minden sima szakasza a két végpont altal egyértemien

meg van hatarozva. Tehat az int(Q,(tg, .., t,)) = M X ... x M, w +— (w(ty),..,w(t,_1))
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fiiggvény homeomorfizmus a képére (hiszen geodetikus nem csak folytonosan, de si-
man fiigg a végpontjaitol ezekben a kérnyezetekben), rajta keresztiil atvihetjiik M™*

differencialhato struktarajat (megkoveteljiik, hogy diffeomorfizmus legyen).

2.3.5. Tétel. Az int(Qu(to,..,t,)°) sokasdgra megszoritva az energia funkciondlt az
(Elint(utto..tn)ey)” ([0,a]) a-szinthalmazok kompaktak, és deformdcids retraktumai a

megfeleld Q¢ szinthalmazoknak minden a < c-re.

Bizonyitds. A 2.1.6 allitasban lattuk, hogy pontosan geodetikusokra teljesiil egyenlGség
az energia-ivhossz egyenlGtlenségben, ezt minden ivre alkalmazva latjuk, hogy egy w €
. . . e St )? st (1 ,

int (o, .. 1)) energidjara E(w) = > === teljesiil (hiszen szakaszonként
miniméalis geodetikusok). Ismét a Hopf-Rinow tételre hivatkozva a B(p,/c) X .. X

B(p,+/c) C M x .. x M kompakt halmaz lefedi a vizsgélt szinthalmaz képét az imént
megadott homeomorfizmusnal, tehat mivel zart, kompakt is.

Tekintsiink egy tetszGleges sima w gorbét, amelynek az energidja < a. Ehhez hoz-
zérendelhetiink egy r(w) tort geodetikust ugy, hogy a fix ¢; osztopontokban egyezzen
meg w-val, kozottiik pedig az egyértelmi minimalis geodetikus szakasz legyen (az osz-
topontok kellGen siirt valasztasa miatt ez megtehetd). A tort geodetikus szakaszonként
legfeljebb akkora energidju, mint a kiindulasi w gorbe, tehat a konstrukcié nem vezet
ki a szinthalmazbol, vilagos, hogy ez az r : Q¢ — (int(Q(to, .., t,)))* fiiggvény egy
retrakciot definidl. Végezze el hy a fenti konstrukciot csak a [0, t] intervallumon, vagyis
ha t; <t <ty és j <i, akkor h; legyen az w(t;)-t w(t;i1)-el Osszekdtd szakaszonként
geodetikus gorbe, majd az w(t;)-t w(t)-vel Osszekdtd geodetikus, végiil [t, 1]-en egyez-
zen meg w-val. Az igy definialt h, leképezés latvanyosan homotopia r és idoa kozott (a

folytonossag ismét a geodetikus végpontoktol folytonos fiiggésébsl kovetkezik). m

2.3.6. Megjegyzés. Ugyanezen konstrukci6 mutatja, hogy int(€.(to, .., t,)¢) is deforma-

ciés retraktuma int(€2$)-nek.

2.3.7. Tétel. Az int(Q(to, .., tn)¢)-ra megszoritott energidnak ugyanazok a kritikus 1it-

jai, mint az int(QS)-n értelmezettnek, tovdbbd az indexek is megegyeznek.

Bizonyitds. Az energia kritikus dtjai pontosan a toretlen geodetikusok a két végpont
kozott, ezek persze tortgeodetikusok is, tehat tartalmazza Gket a sokasag. Alkalmazva
az érintévektor definiciojat az w geodetikus menti Tint(. (o, .., t,)¢). érintétér azo-
nosithato a J' (végpontokban eltiing) tort Jacobi mezdk terével, hiszen egy sima
a: (—€€) = int(Qu(to, .., t,)°) leképezés megfelel w egy szakaszonként geodetikusokbol

allo variacidjanak, igy az index tételbdl kovetkezik az allités. O]
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2.3.8. Kovetkezmény. Ha M egy teljes Riemann sokasdg, p,q € M nem konjugdltak
semmilyen legfeljebb d hosszi geodetikus mentén sem, akkor az Q‘f homotopikusan
ekvivalens eqy véges CW-komplexussal, melyben pontosan eqy A dimenzids cella van

minden A indext (legfeljebb d hosszi) geodetikushoz, ami p-t q-val dsszekoti.

Bizonyitds. Tekintsiik a Q) = exp, Y(q)NB(0, d+¢) kompakt halmazt T'M,-ben. Indirekt
tegyiik fel, hogy minden e-ra létezik legfeljebb d + € hosszu geodetikus p és q kozott,
ami mentén a két pont konjugélt. A 2.2.10 allitas szerint ez azt jelenti, hogy létezik
olyan v; € T'M, konvergens sorozat, hogy |v;| < d + %, és Texpy(v;) nem sziirjektiv.
Véve egy térképet ¢ koril adodik, hogy az exponencialis leképezés v = limv;-ben is
kritikus (nemsziirjektiv matrixok limesze sem lehet az, véve mindegyik magjabol egy
egységvektort, ezek egy részsorozat menti limeszeként kapunk egy magbeli elemet a
limeszmatrixnak), ellentmondésban a feltevéstinkkel.

Létezik tehat €, hogy a két pont nem konjugalt semmilyen d + e-nal révidebb geo-
detikus mentén sem, tehat ebben a bévebb halmazban tekintve az energiat, a [0, d]
intervallum Gse kompakt int 2, (%, . 1p) @9’ ben, és mivel itt az energia egy Morse
fiiggvény, a kritikus pontjai izolaltak, tehat csak véges sok lehet belgliik az Gsben. Te-
hat véve egy d?-hez névé 0 = ag < a; < ... sorozatot az int €, (to, .., t)% sokasagokon
az energia és 1.5.5 szolgéltatnak egy CW komplexus felbontést. Mivel csak véges sok
kritikus pont van, a bizonyitasban latott moédon a felbontasok stabilizdlodnak véges
sok 1épés utan, a sokasdggal homotop ekvivalens int Q% szinthalmazok uni6ja (direkt

limesze) pedig pontosan QF. ]

2.3.9. Tétel. Az el6zd kovetkezményben, ha p és g semmilyen geodetikus mentén nem
konjugdltak, akkor €, egy megszamlalhato CW-komplexussal lesz gyengén ekvivalens,

minden A indextd geodetikushoz eqy A dimenzios cellaval.

Bizonyitds. Az el6zd bizonyitashoz teljesen hasonlé moédon tekintsiik az Q% szinthal-
mazokat, ahol az a; sorozat tgy lett megvalasztva, hogy regularis értékei legyenek az
energianak, (290 tires, tovabba minden (a;_1,a;) szakasz pontosan egy kritikus értéket
tartalmaz. Tekintve az ezen szintekhez tartoz6 CW-felbontasokat a szokésos modon két
novekvs uniot kapunk és homotopikus ekvivalenciakat kozottiik, ugyanazon érvelés sze-

rint, mint 1.5.5-ben latjuk, hogy az indukalt limeszleképezés gyenge ekvivalencia. [

A kovetkezd éllitas egy hasznos észrevétel, mely 1ényegesen megkonnyiti a tovabbi

szamolasainkat.

2.3.10. Tétel. Ha az foQ(M,p, q) minimdlis geodetikusokbol dlld halmaz egy (topologi-
kus) sokasdg, és minden nem minimdlis geodetikus indeze legaldabb |, akkor a 7, (L, Q‘f)

relativ homotdpiacsoport eltinik 0 < n < [-re.
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Az allitast tobb lépésben bizonyitjuk, elészor sima sokasagokra latunk be egy val-

tozatot, ehhez pedig egy approximécios tételre van sziikségiink:

2.3.11. Allitas. Legyen K C R™ kompakt, és U eqy nyilt kornyezete. Legyen tovdb-
ba f : U — R egy sima figgvény, melynek minden K-beli kritikus pontjdnak inde-

ze legalabb 1. Ekkor ha g elsd két derivdltja kellden kiozel van f-éhez (minden i, j-re

89 __of 02 f 9%g
SUpg ox; Ox;0x; = 9x,0z; 10z

pontja Zegaldbb [ indexd K-ban.

< 6, és SupK‘ < §), akkor g-nek is minden kritikus

Bizonyitds. Tekintsiik a dg := ) ’ fliggvényt, és jeldlje g Hesse-matrixanak nagy-
sadg szerint rendezett sajatértékeit )\; < ... < ). Ezek a fliggvények nyilvanvaléan
folytonosak, és kell6 informaciét hordoznak a fiiggvény derivaltjair6l. Legyen M,

max(dy, —\), és hasonloan My := max(ds, —\;) Az f-re szabott indexfeltétel szerint
My > 0 K-n, tehat ugyanezen kompakt halmazon a minimuma is pozitiv, jelolje ezt
e. Tehat ha teljesiil g-re, hogy ||d, — df|| < € és H)\l -\ || < ¢ K minden pontjaban,
akkor g minden kritikus pontjénak is legalabb [ lesz az indexe, igy elegendd azt belatni,

hogy ¢ megfelels valasztasaval a feltett egyenlGtlenségbdl ezek kivetkeznek.
99
> -l < 1= ]

Igy az els6 egyenl6tlenség teljesiil € = 0 /n valasztassal.

ox;, Ox;

‘<n5

Az a fliggvény, amely egy matrixhoz a sajatértékeinek a rendezett sorozatat rendeli,
folytonos (példaul azért, mert egy polinom gyokei folytonosan fiiggenek az egyiittha-
toiktol). A maéatrixok terén és R™-en most a maximum metrikdt véve (ez megtehetd,
hiszen véges dimenzios térben az Gsszes metrika ekvivalens) latjuk, hogy K minden
pontjaban, ha van olyan 4§, hogy ||F — G| < 0, akkor [Ny — AL] < [AP& — Alax| < ¢
teljesiil. Tovabba mivel K kompakt, ez a véilasztas uniform modon is megtehets, és

pont ezt akartuk belatni. O

Most az allitas egy analogonjat fogjuk belatni sokasagon értelmezett sima fligg-
vényre, majd ezt fogjuk az utteret kozelitd sokaségra alkalmazni, igy jutva a kivant

allitashoz.

2.3.12. Tétel. Legyen f egy nemnegativ értékd sima figguény az M differencidlhato
sokasdgon, a hozzd tartozd nivéhalmazok kompaktak, és f~1(0) egy topologikus részso-
kasdg M-ben. Ha f minden M\ MP°-beli kritikus pontjinak az indexe legaldbb I, akkor
0<n<l-rem,(M,M°) =0.

Bizonyitds. Valasszunk egy Riemann metrikat a sokasagon, és vegyiik a hozza tartozo

konnexiot. A 1.5.2 allitas szerint létezik olyan kornyezete M°-nak M-ben, amelynek
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M?° retraktuma. Esetleg még kellGen sziikitve feltehetjiik, hogy egyértelmd geodetikus
koti 6ssze a kornyezet minden pontjat a retrakcional vett képével, tehat ez az U kornye-
zet deformalhato is MO-ra. Tekintsiink egy tetszéleges s : ([0, 1], 9[0,1]") — (M, M)
relativ szferoidot, ennek a képén legyen f maximuma p, az M \ U halmazon pedig a
minimuma 3m (ez biztosan létezik, hiszen a halmaz zart, és pozitiv, mert az f~1(0)-
tol el vannak hatérolva a pontok, tehat nem vehet fel tetszélegesen kis értékeket itt a
fiiggvény). Tovabba valasszunk egy g : M* 2™ — R fiiggvényt a kovetkezd tulajdonsa-
gokkal.

e |f — g| < m teljesiiljon ott, ahol g értelmes.
e ¢g-nek minden kritikus pontja nemelfajult.

e Az MF™?™ halmazban g kritikus pontjainak indexe legalabb .

Az 1.5.4 megjegyzés szerint (|3, 2.7. tétel]) approximélhatjuk f-et Morse fiiggvényekkel
a C? topologiaban (melyet lokdlisan az || f||* :== f2 + S2(9:f) + S2(9:0; f)? norma in-
dukal), lefedve a kompakt M#T2™ halmazt véges sok koordinatakornyezettel, az el6zé
lemma szerinti e-okhoz minimumot véalasztva, az ennél jobban kozelité Morse fiiggveé-
nyekre teljesiilni fognak a feltevéseink.

Ezek utan a konstrualt g fiiggvényiinkre alkalmazzuk a sokasagok CW-felbontasara
vonatkozo6 tételt, ebbél latjuk, hogy a ¢~'((—oo,  + m]) halmaz homotépia tipusa
az "als6" g71((—oo,2m]) halmazabol legalabb [ dimenzios cellik hozzaragasztaséval
adodik. Feltéve, hogy r < [, hivatkozhatunk az 1.4.14 celluléris approximéacio tételére
(illetve ennek egy valamivel erdsebb valtozatara (1d. [13, 4.11. Példal), mely szerint
CW parokra is igaz a tétel, és eddigi tételeink szerint (M¢, M°) homotoépikusan ek-
vivalens egy CW parral), ebbdl latjuk, hogy s homotop egy s : ([0,1]",0[0,1]") —
(g7 ((—00,2m]), M°) leképezéssel (hiszen g~ '((—oo,u + m]) C M¢ a konstrukcioja
szerint). Szintén g konstrukcija miatt az U halmaz lefedi s’ képét, de ezt a halmazt
deformélhatjuk M°-ba, ezzel nyerve egy homotopiat s, és egy olyan leképezés kozott,

aminek a képe M°-ban van, vagyis ez a szferoid a nullelemet reprezentalja 7, (M, M°)-
ban. O]

2.3.13. Megjegyzés. Az el6bbi tétel bizonyitasdban néhany finom részlettdl eltekintet-
tiink. Sziikséges, hogy g-nek 2m és u + m regularis értékei, de ha ez nem is igy lenne
esetleg, kellen kicsit perturbalva az értékeket talalunk regularis értékeket, és a felte-

véseink is megmaradnak, a szamolas elvégezhetd.

Tekintsiik most az (intQe, foQ) térpart, a mostanra jol ismert direkt limesz érvelés

miatt elegendé belatni, hogy minden kell6en nagy c-re teljesiil, hogy
T (i, Q) = 0
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Tekintsiik az int Q. (to, .., t )¢ sima sokasagot, ebben feltevés szerint részsokasag a mini-
malis geodetikusok tere. Az energiara teljesiilnek az elbbi tétel feltételei azt leszamitva,
hogy az értékkészlete a [d?, ¢) intervallum, de ezt egy diffeomorfizmussal korrigalhatjuk,

végiil alkalmazzuk, hogy int Q¢ ~ int{d, (Lo, .., t)°. O
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3 Lie-csoportok és a periodicitas tétel

Ebben a fejezetben rovid attekintést adunk a Lie-csoportok elméletérdl, ezeket speci-
fizaljuk az unitér csoportra, és belatjuk jelen dolgozat végcéljaul szolgald periodicitas
tételt.

3.1. Sima sokasagok csoportstruktiraval

3.1.1. Definici6é. Egy G sima sokasagot, melyen egy csoportstruktura adott, dgy,
hogy a szorzés és az inverzképzés (ekvivalensen a (g, h) — g~ 'h leképezés) sima legyen
a megfelel sokasagok kozott, Lie-csoportnak neveziink.

Egy sima R — G csoporthomomorfizmust I-paraméteres részcsoportnak neveziink.

A tovabbiakban feltessziik, hogy G-n olyan Riemann-metrika adott, mely invarians
a By(z) = gx és Jy(x) = xg bal-, illetve jobbeltolasokra nézve minden g-re. Masképp
fogalmazva a hozzajuk tartozé érintéleképezések legyenek izometridk minden pontban
(X,Y) = (B,X,B,Y)). Késsbb expliciten megadunk egy ilyen metrikdt az unitér
csoporton, altalanosabban kompakt Lie-csoporton a Haar-mértékkel kiatlagolhatunk
tetsz6leges Riemann-metrikat kétoldali invarians metrikavéa, de ezen konstrukciot tul-

mutatnak jelen dolgozaton.

3.1.2. Definicié. Egy X sima vektormez6t a G Lie-csoporton balinvaridns vektorme-
z0nek neveziink, ha TB,(X (h)) = X(gh) teljestil minden g, h € G-re.
A balinvarians vektormezdsk nyilvanvaléan vektorteret alkotnak, tovabba két balin-

varians vektormez6 kommutatora is az, hiszen a kommutator tulajdonsigai miatt
TBy[X(h),Y(h)] = [X(gh),Y (gh)] = [X(h),Y (h)]

(1d. [6, VIL. 2.2. allitas|).
Ezen vektormezdket a kommutator miveletével mint szorzassal G Lie-algebrdjinak

nevezziik. Megegyezés szerint a G-hez tartozo Lie-algebrat g (fraktur g)-vel jeldljiik.

3.1.3. Tétel. Legyen G kétoldali invaridns metrikdval rendelkezd Lie-csoport. Ekkor az
I,(x) = gz~ g leképezés egy izometria, amely g-t fixen hagyja, és minden rajta dtmend

geodetikus iranyat megforditja.

Bizonyitds. Az I, leképezés pontosan a x — x~! invertalo leképezés. Valasszunk egy
gorbét az egységelemen keresztiil, melynek a sebességvektora X. Ekkor a gérbe pon-
tonkénti inverze is egy sima gorbe lesz, és persze v -y~ ! = e teljesiil minden t pa-

raméterértékre. A csoportszorzas, mint sima leképezés az identitas, ha megszoritjuk
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az egyik koordinatat az egységelemre, tehat az érintéleképezése ugyanitt [I 1 ] alaka
(T. % (g,h) : TM, x TM, — TDM,), vagyis az invertalas érintGleképezése az egység-
elemben a —1-el valo szorzas, tehat valoban megforditja a geodetikusokat. Egy révid
szdmolas mutatja, hogy I.(z) = J,-1 o I, o By-1(z) teljesiil. A bal- és jobbeltolasok
izometridk, az inverzképzésrdl az imént lattuk, hogy az egységelem érintGterén szintén
izometrikus, igy ez a kompozici6 mutatja, hogy T'1, : TMy, — T M1 is izometrikus
minden g-re, tehat I, izometria. Most az I, leképezést atkonjugalhatjuk barmely pontba
az I, = Jyol.oJ, ! formuléval, ismét vilagos, hogy ez izometria marad, és megforditja

a geodetikusokat. O]

A fenti tulajdonsagot csoportstruktiara nélkil is megkdvetelhetjiik, az ezzel ren-
delkezé terek egy fontos osztalyt alkotnak, melyet szimmetrikus tereknek neveziink.
Ezeknek a tereknek definial6 tulajdonséga tehat, hogy van egy "kozéppontos tiikkrozés"

minden pontban. Ezekrsl néhany fontos allités:
3.1.4. Tétel. Minden szimmetrikus Riemann-sokasdg teljes.

Bizonyitds. Tekintsiink egy v geodetikust, legyen ennek két pontja p = v(0) és ¢ =
v(€), a hozzajuk tartozo izometridk az el6z6 tétel jelolései szerint I, és I, (ezek tehat
izometriadk, melyek megforditjak az indexiikben 16v6 ponton keresztiili geodetikusokat).
Paraméterezziik at v-t, §(t) = y(t+e€), persze ez is egy geodetikus, amely ¢ = 0-ra ¢g-ban
van. Alkalmazzuk a két tikrozést:I, o I,(y(t)) = 1,(6(—t — €)) = (¢ + 2¢) teljesiil, ezt
tetsz6legesen ismételve v értelmezési tartoménya kiterjeszthetd, vagyis a Hopf-Rinow

tétel értelmében M teljes, mint allitottuk. n

3.1.5. Allitas. Legyen ~y eqy geodetikus az M szimmetrikus sokasdgban, p és g mint
az elézd dllitasban, és X,Y, Z parallel vektormezdk. Ekkor R(X,Y)Z is parallel.

c stz

egy izometria, T'I,(X) is parallel. Az el6z6 tétel szamolasabol vilagos, hogy az A, :=
Ly(e/2) © I, kompozicié p-t g-ba viszi. A tiikrézés iranyitasforditasa miatt T'1,(X(t)) =
—X(=t), igy (T1ye2) 0 T1,)(X(t)) = X(t + €), tehat T'A, parallel vektormez6t 6n-
magéaba mozgat. Tekintsiink most megint egy X; bazist v mentén, az el6z6 szdmolas

szerint
(R(X(q),Y(q))Z(q), Xi(q)) = (R(TA,X (p), TAY (p))T ApZ(p), T A, Xi(p))

teljestil, p-t eltoltuk g¢-ba, de mivel T'A, izometridk kompoziciéja, maga is izometria,
tehat ez a mennyiség tovabb egyenls (R(X(p),Y (p))Z(p), Xi(p))-vel. Ezt tetsz6leges
g-ra elismételhetnénk, ezzel mutatva, hogy a vizsgalt R(X,Y)Z vektormezs skalaris

szorzata v mentén konstans egy bazis minden elemével, tehat parallel. O]
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[smét egy fontos szamolési eszkoz a kovetkezd

3.1.6. Tétel. Legyen v eqy geodetikus az M szimmetrikus sokasdgban, v(0) = p, a se-
bességuektora itt V. Legyenek \; a Ky (X) := R(X, V)V linedris leképezés sajdtértékei.
Ekkor a p-hez konjugdlt pontok v mentén pontosan at = k—;\r iddpontokhoz (k € Z\{0})
tartozo pontok, multiplicitasuk pedig annyi, ahdny darab \;-bdl elddllhatnak paraméter-

ként.

Bizonyitds. A gorbiileti tenzor szimmetriatulajdonsagaibdl (1.3.20) kovetkezik, hogy a
Ky leképezés onadjungalt, valasszunk egy bézist, amelyben a matrixa diagonalis lesz
TM,-ben (X;), majd terjessziik ki ezeket a gérbe mentén parallel médon. Az el6z6 alli-
tas miatt a Ky (X;) := R(X;, V)V = \; X, azonossag a teljes gérbe mentén igaz marad,
irjuk fel a Jacobi mezdk differencidlegyenletét ebben a béazisban: J(t) = > J'X;, és
% + Ky (J) = 0, behelyettesitve a koordinatafelbontast, a sajatértéktulajdonsagot és
a linearis fiiggetlenséget kihasznalva ez ekvivalens egy n egyenletbdl allo egyenletrend-

szerrel: '
d>J
dt?
a J(0) = (JY0),.., J"(0)) = 0 kezdeti feltétel mellett. Ennek az egyenletnek a megolda-

sa jol ismert, ha \; > 0, Ji(t) = csin(y/A\;t), ennek gydkei pontosan t = \/}—ben vannak,

+NJP=0

amint az allitas elején is szerepelt. Ha 0 a sajatérték, a megoldas persze ct, ennek pedig
csak t = 0-ban van gyoke. Végiil, ha negativ a sajatérték, akkor J¢(t) = csinh(v/—\it),
ennek szintén csak a 0-ban van gycke. Tehat a pozitiv sajatértékekhez tartozik egy-egy
(a tobbitsl fiiggetlen) J(t) = J'X; Jacobi vektormezs, ezekrdl lattuk, hogy mely pon-
tokban tiinnek el, igy egy pont multiplicitdsa valoban a tételben megadott moédon fiigg

attol, hogy hény kiilonb6z6 A;-bdl allhat el§ a paramétere y-n. O]

A |6, VIL. 2.1, 4.1-4.3] allitasokbol kévetkezik, hogy egy Lie csoport egyparaméte-
res részesoportjait egyértelmiien meghatarozza az egységelemben vett érintévektoruk,
ebbdl

3.1.7. Kovetkezmény. FEqgy G Lie-csoport egyparaméteres részcsoportjai pontosan

azok a 7y geodetikusok, melyre v(0) = e.

Bizonyitds. Ismét az eltolasok komponalasara hagyatkozunk. Legyen v egy feltevés sze-
rinti geodetikus, eddigi szamolasainkbol tudjuk, hogy I,y o I.(y(7)) = v(t)y(1)y(t) =
(T + 2t), majd ezt ismételgetve latjuk, hogy v(nt) = v(t)" teljesil n € Z-re (7 = +t-
nek valasztva), majd y(p+q) = v(1)P? = ~(p)y(q) ahol p, q egészek, ezeket dsszerakva:

p p/ B 1 q'p+qp B P p/
Y\ Z ) =7 =7\ )7\ =
q9 4 qq q q
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Igy folytonossag miatt mindenhol homomorfizmus .
Visszafelé tekintsiik az f : R — G egyparaméteres részcsoportot, legyen az e-beli
érintévektora X. Az imént lattuk, hogy az egységben X sebességvektori v geodetikus

egy egyparaméteres részcsoport, igy az elébbi allitas szerint f = . O

Az 3.1.6 allitasban lattuk, hogy a Ky (X) linearis leképezés sajatértékein mulnak
a geodetikusok indexei. Az utolsé elGkészitési lemmank a Lie-csoport gorbiiletének

szamolasat konnyiti meg:

3.1.8. Allitas. Legyen G Lie-csoport kétoldali invaridns metrikdval, X,Y,Z € g. Ekkor
(X,Y],2) = (X, [V, Z]), és R(OX,Y)Z = [2,[X,Y]}/4 teljesiil

Bizonyitds. Az el6bbi kivetkezményben lattuk, hogy balinvaridns vektormezé integral-
gorbéi geodetikusok, kovetkezésképpen V x X = 0. Ebbdl, és a konnexi6 bilinearitasabol
0=Vxiy(X+Y) = VxY+Vy X, aszimmetrikussagabol pedig VxY -Vy X = [X, Y],

ezt a két Osszefliggést Osszeadva
V2XY = [X7 Y]

Emlékezve az 1.3.14 azonossagra Y (X, Z) = (Vy X, Z) + (X, Vy Z), mivel a vektorme-
z6k balinvariansak, a bal oldal nulla, mert a belss szorzat allando ((X(e), Z(e)) =
(I'B,X(e), TBy(Z(e)) = (X(9),Z(g))). Behelyettesitve 0 = 2-0 = (Vv X, Z) +
(X, Vo Z) = (Y, X], Z) + (X, [X, Z]) adodik (a kommutator antiszimmetridja miatt
ez ekvivalens az elsg formulaval).

Felirva a gorbiileti tenzor definiciojat VxVyZ — VyVxZ — V(x y1Z, megfelel6en
bévitve 2-vel és behelyettesitve (X, [Y, Z]]/4 — [V, [ X, Z]]/4 — [ X, Y], Z]/2 adodik. Az
antiszimmetria felhasznélasédval megfelel§ alakra hozhatjuk, hogy a Jacobi azonossag

hasznalhat6 legyen, ebbdl adodik a masodik kifejezés. O]

3.2. Az unitér csoport stabil homotépiacsoportjai

Ebben a szekcioban Bott periodicitas tételét targyaljuk, ehhez el6szor emlékeztetiink

a matrix exponenciélis fliggvényének definicidjara:

3.2.1. Definicié. Legyen A € GL(n,C), ekkor az exp(A) := > A™/n! sorral definial-

juk az exponencialis fliggvényt, pont mint valés és komplex esetben.
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3.2.2. Allitas. A fenti sor minden A mdtrizra konvergens, tovdbbd teljesiilnek az aldbbi

azonossdgok:

o exp(A*) = exp(A)*, ahol x a mdtriz adjungdltjat jeldli.

e exp(B7'AB) = B lexp(A)B.

e Ha [A,B] = 0, akkor exp(A + B) = exp(A)exp(B), specidlisan exp(—A) =
exp(A)~L.

o Lexp(td)lin=A

o detexp(A) = A

Bizonyitdas. Ezek az allitasok konnyedén lathatoak a hatvanysor egytitthatoinak szu-
perexponencialis csokkenésébdl és a binomiélis tételbsl. Felhasznaljuk tovabba azt a
fontos tényt linearis algebrabol, hogy minden matrix hasonlé egy fels6haromszog mat-

rixhoz. O

Felirva a log(1 + t) hatvanysoréat is, tudjuk, hogy a kompozicié formélisan az iden-
titas, tovabba kellgen kis normaju matrixokat tekintve konvergens is lesz (a matrix
norméjaval majoralhatunk), vagyis az exponencialis leképezés a nulla matrix egy kor-

nyezetét diffeomorf médon viszi az identitas egy kornyezetébe.

3.2.3. Allitas. Az U(n) := {M € GL(n,C) : MM* = I} unitér csoport eqy Lie-
csoport, melynek Lie-algebrdja uw = {A € GL(n,C) : A= —A*}.

Bizonyitds. Az el6zé allitasbol vilagos, hogy minden ferdén Hermitikus méatrix ex-
ponenciélisa unitér, megforditva, ha exp(A) unitér, akkor exp(eA) is unitér, kellGen
csokkentve € € R-t, hogy az exponencialis leképezés bijektiv legyen, az exp(eA)™! =
exp(—eA) = exp(eA*) egyenlSségekbdl kovetkezik, hogy —A = A*. Mivel a ferdén Her-
mitikus matrixok egy valos vektorteret alkotnak, ezzel nyertiink egy differencidlhato
térképet az identitas koriil U(n)-ben, ezt balrol szorozva tetszéleges unitér matrixszal
minden pont koril kaptunk egy térképet (az szintén vilagos, hogy ezek siméan vannak
osszekapcsolva).

Tudjuk, hogy az exponencialis leképezés a 0 egy kornyezetét az I egy kornyezetére
képzi. Tekintsiink egy ¢ — exp(tA) gorbét, ahol A ferdén Hermitikus. Ennek a 0-beli
derivaltja egy érintévektort fog adni, a szekcio elején 1évs allitas szerint ez pontosan
A lesz. Megforditva, ha tekintiink egy ~ utat U(n)-ben az egységmatrixon keresztiil
pontonként teljesiil az v(t)y(t)* = I azonossag, derivalva latjuk hogy +/(0)+~'(0)* = 0,
tehat csak ferdén Hermitikus méatrixok allhatnak eld érintévektorként. Mivel tetszéleges
X € TU(n); érint6vektor egyértelmten kiterjeszthetd balinvarians vektormezové az
Xy = By X formula szerint, igy adodik, hogy u is pontosan a ferdén Hermitikus
matrixokbol all. O
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3.2.4. Allitas. Az (A, B) := Re(Tr(AB*)) formuldval definidlt leképezés egy pozitiv
definit belsd szorzds TU(n)r-n, és kiterjed egy kétoldali invariins Riemann-metrikdvd
U(n)-en.

Bizonyitds. Tudjuk linearis algebrabol, hogy ferdén Hermitikus matrix diagonalizalha-
t6 unitér hasonlésagi matrixszal, a definial6 egyenléséghbdl pedig vilagos, hogy csak tisz-
tan képzetes szdmok lehetnek a f6atlojan. Tehat (A, A) = Re(Tr(—A?)) > 0, és csak
akkor lehet nulla, ha A = 0. Ezt kiterjesztjiik egy balinvaridns Riemann-metrikava,
ha X,Y € TUy, akkor (X,Y) := (T'By-1 X, TBy-1Y) legyen, tehéat visszavissziik
baleltolassal az egységelem érintGterébe, mivel egyértelmiien van olyan balinvaridns
vektormezd, amely M-ben X-et vesz fol, ez egy jol definialt leképezés lesz, a simasag
vilagos abbdl, hogy a matrixszorzas sima. U hat u-n konjugalassal (T'(Bgo Js-1) : u =
TU; — TUy), ezt jeloljiik Ad(S)-el. Mivel méatrixok nyoma hasonlé matrixokra meg-
egyezik, ezért (A, B) invarians Ad(S)-re minden S-re, azt az el6bbiekben lattuk, hogy
a metrika balinvarians, ebbdl pedig igy koévetkezik, hogy jobbinvariéns is, és pont ezt

szerettiik volna. O

Tehat alkalmazhatjuk az el6z6 szekcio allitasait, rogton latszik példaul, hogy az
exponencialis leképezése a métrixoknak, és a Riemann-sokasidgokra értelmezett expo-
nencialis leképezés megegyezik (a t — exp(tA) egy egyparaméteres csoportot ad meg,
ha A € u, tehat pontosan ezek az egységelemen keresztiili geodetikusok). Torténetileg
ez volt a motivalo példa arra, hogy a geodetikusok 1-ben felvett értékét exponencia-
lisnak nevezzék. Ebbdl rogton kovetkezik az is, hogy U teljes, hiszen az egységmatrix-
ban tetsz6legesen meghosszabbithatjuk a geodetikusokat, majd ezt eltolhatjuk barmely
pontba (mondhattuk volna azt is, hogy mivel van kétoldali invaridns metrikaja, ezért
szimmetrikus tér, tehat teljes). Konnyt elsiklani af6lott, hogy két formalisan kiilonbo-
z6 kommutéatorfogalommal dolgoztunk eddig, van a matrixokra vonatkozo, és a sima
vektormezdkre vonatkozo kommutator. Szerencsénkre ez a két fogalom egybeesik. Te-
kintsiik ugyanis az T, Adx (Y') : T, — T, leképezést. Derivalva és behelyettesitve latjuk,
hogy ez pont az [X, Y] matrix-kommutator, ugyanakkor megmutathato, hogy T Ad,x

az X-el valo vektormezd kommutéatorként hat.

3.2.5. Allitas. Az SU(n) egy Lie-csoport, melynek Lie-algebrdja su pontosan azokbdl

a ferdén Hermitikus mdtrizokbol dll, melyek nyoma nulla.

Bizonyitds. A fenti szamolasok és formulak ugyanugy érvényesek megszoritva SU-ra.
Ha egy ferdén Hermitikus matrix nyoma nulla, akkor 3.2.2 miatt a determinansa 1.
Megforditva, ha X € su, akkor 1 = det exp(t.X), ezt derivalva 0 = % det exp(tX) ‘ .
tr(X) O
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Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy n péaros, megbecsiiljiik az SU(n)-ben az I-b&l
—I-be mend geodetikusok indexeit, hogy a 2.3.10 allitast alkalmazhassuk.

3.2.6. Allitas. SU(2m)-ben az -t —I-vel dsszekitd nem minimdlis geodetikusok indexe
legalabb 2(m + 1).

Bizonyitds. su azon elemeit kell vizsgalnunk, melyekre exp(A) = —1. A-t diagonalizal-
juk, =1 = —BB™! = Bexp(A)B™! = exp(BAB™'), ugyanigy a t — exp(tA) geodeti-
kusbol a t — exp(tBAB™') geodetikust az Adj(B) izometridval komponalva kapjuk,
tehéat ezeknek a geodetikusoknak ugyanannyi az indexe, mint a diagonalizaltbol szér-
mazonak. Kovetkezésképp feltehets a szamolashoz, hogy A eleve diagonélis alakban van
(ha A € su, akkor persze minden hozza hasonldé méatrix is, hiszen a hasonloségi mat-
rix unitérnek valaszthato). Alkalmazva az Euler-formulat, A pontosan akkor felel meg
a kovetelményeinknek, ha a sajatértékei k;jim alaktak, ahol k; paratlan egész (hiszen
konnyen lathatoan egy (a;;) diagonalis matrix exponencialisa egyszertien az (e%7) mat-
rix), és > k; = 0, hogy a matrix val6ban su-ban legyen. Legyenek tovabba tigy indexel-
ve, hogy ha j < [, akkor k; < k;. A 3.1.6 allitas szerint az X — R(X, A)A leképezés po-
zitiv sajatértékeit kell meghataroznunk, ez pedig tovabb egyenls az X — [A, [ X, A]]/4
leképezéssel. Legyen X = (), kiszamolva a kommutatorokat [ X, A] = ((k;—k;)imxj,),
és [A,[A, X]] = ((k — k;)*m2x;;) adodik. Megadunk egy sajatvektorokbol allo bazisat
su-nak: Legyen j < l-re Ej-ben egy l-es a j. sor [. elemében, és —1 a szimmetrikus
helyen, hasonléan £7,-ben i a jl. elem, és —i az [j. elem, mindenhol méshol nulla. A
fenti formulabdl vilagos, hogy Ej; és B sajatvektorok 7Zl—z(krl — k;)? sajatertékkel, tovab-
ba minden su-beli dagonélis matrix is, 0 sajatértékkel. Tehat a nemnulla sajatértékek
kettesével allnak el 7T;(kl — k;)? alakban, ahol k; < k;. Az el6z6 fejezet szerint minden
sajatértékhez tartozik idépontoknak egy sorozata, melyek konjugéltak ¢ = 0-hoz

2 4

t=
ki —k; =k

2n
ki —k;

lesz. Minden nem nulla sajatérték kétszer all eld, tehat minden 7, l-re, ahol k; < k;, az

megoldva a < 1 egyenlétlenséget latjuk, hogy 1-ig @ — 1 darab konjugélt pont

index 2(k’;kj — 1)-el novekszik, osszeadva, az A-hoz tartozo geodetikus indexe Ay =
> ky>k, (ki—kj—2) az index tétel szerint. Két esetben kiilén-kiilén becsliink, el6szor ha a
k;-k kozil ugyanannyi pozitiv, mint negativ: Ekkor nem lehet minden k; = %1, hiszen
ekkor miniméalis geodetikust kapnéank, tehat legalabb egy > 3, és mivel az 0sszegiiknek

el kell tlinnie, legalabb egy < —3, kiilon becsiilve a pozitiv és negativ részt az 6sszegben:

A= B (1) =2+ (1—(=3)—2) =dm>2(m+1)

A masik esetben, ha t6bb pozitiv k; van, mint negativ (tehat legalabb m + 1 pozitiv)),

akkor ismét mivel az Osszegiiknek el kell tiinnie, valamely k; < —3 kell hogy teljesiiljon,
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ekkor csak a pozitiv tagokhoz tartozé Osszeget megtartva, és becsiilve

Aa =D (1= (=3)—2) =2(m+1)

Ha negativ tagokbol van tobb, teljesen hasonléan megy a becslés, ezzel az allitast
belattuk. [

3.2.7. Allitas. A minimdlis geodetikusok Qf\/ﬁ(SU(Qm),I, —1) tere azonosithato a

G, (C*™) Grassmann sokasdggal.

Bizonyitds. Az exp(tA) geodetikus hossza Tr(AA*), A-rol ismét feltehets, hogy dia-
gonélis, ebbdl latjuk, hogy a hozzé tartozo geodetikus hossza Wm (a sajatértékek
megint csak (k;im) alakuak, hogy exp(A) = —I teljesiiljon). Ez persze akkor minimalis,
ha k; = £1, és az Gsszegiik nulla. Vegyiik észre, hogy az A matrixot, mint C*™ — C*™
lineéris leképezést teljesen meghatéarozza az im-hez és —im tartozo sajataltér (a termé-
szetes bazist fixaljuk természetesen), tehét elég az im-hez tartozo alteret ismerni, ennek
a direkt kiegészitGje lesz a —im-hez tartozo altér. Az Osszegfeltétel miatt pontosan m
dimenzids lesz az egyik sajataltér (és ugyanekkora a méasik), ezek tetszélegesek lehetnek

persze, {gy nyeriink egy homeomorfizmust G,,(C?*™)-el. ]
Most alkalmazhatjuk az eddigi tételeinket:
3.2.8. Tétel (Bott). m;(G,,(C*™)) = m;41(SU(2m)) teljesiil j < 2m-re.

Bizonyitds. Az eddigiek szerint a minimélis geodetikusok Q.(SU(2m), I, —I)-ben egy
topologikus sokasagot alkotnak, nevesiil G,,(C*™)-et, a nem minimalis geodetikusok

indexe pedig legalabb 2m + 2, vagyis a relativ homotopiacsoport
FJ(Q*(SU(2m)7 Ia _I)v QL/EW(SU(ZTI’L), Iv _I))

eltiinik 7 < 2m+-2-re 2.3.12 szerint. Felirva a relativ homotopiacsoportok hosszu egzakt

sorozatéanak egy részletét (behelyettesitve az el6z6 éallitasban nyert azonositést):
e = 0 = (G (C) = () = 0 — ..

Az egzaktsag azt jelenti, hogy a Grassmann sokasag bedgyazasa izomorfizmust indukal
az 1, ..,2m dimenziokban (2m+ 1-ben csak azt kapjuk, hogy sziirjektiv!), ebbdl 2.3.1 és
1.4.13 szerint 7, (G, (C*™)) = 7,(Q) = 7, (Q) = 7,11 (SU(2m)), mint allitottuk. O

Most tigy tiinhet, cséborbsl vodorbe keriiltiink, hiszen els§ ranézésre néhany eseten
kiviil nem vilagos, mik a komplex Grassmann sokasagok homotopiacsoportjai, azonban

még egyéb modszereket is alkalmazhatunk. Ehhez sziikséges a kovetkezs:
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3.2.9. Allitas. Az aldbbi

1. (U(n),U(1),det, SU(n))
2. (U(n+1),52"+1,pn+1, (n))
3. (U(2n),U(2n)/U(n), j,U(n))
4. (U(2n)/U(n), U(2 )/(U( ) x U(n)), k,U(n))
rendezett négyesek fibralt nyaldbok (1.4.6. definicid), ahol p,y1 az utolsé koordindtdra

A0 I 0
és a [B] — . beagyazads dltal

vett projekcio, j és k pedig az A — - 0

idukdlt faktorleképezés.

Bizonyitds. Mivel topologikus csoporthomomorfizmusokrol van szo, vilagos, hogy az
egyes leképezéseknél vett 6sok a mag mellékosztalyai, tehat a fibrumok homeomorfak
egymassal. Az 1. esetben a természetes bedgyazas, és a determinans altal meghatéro-
zott rovid egzakt sorozat szétesik az exp(if) — diag(exp(if), 1, .., 1) leképezéssel (ilyen
alakt matrixokkal valo konjugalassal hat S* SU(n)-en), vagyis U(n) = SU(n) x U(1).

Vegyik X € U(n ) nek egy olyan kis kornyezetét, amelyben barmely masik A méatrix-

det(A)
det(X

7 /2-vel ternek el) ekkor az argumentumfiiggvény folytonosan értelmezhets, vagyis a

ra

— 1‘ 7 (vagyis az argumentumaik megfelels reprezenténsai kevesebb mint

fent emlitett (A, e) — Adiag(e®, 1, .., 1) azonositas mellet az id x arg fiiggvény homeo-
morfizmus lesz a megfelel6 halmazok kozott, a szemidirekt szorzat felbontasbol pedig
latjuk, hogy szorzatként 4ll el6 az Gs.

A p; 1 (v) halmazt megfeleltethetjiik a v ortokomplementerének ortonormalt bézi-
saival, hiszen az Gsbeli matrixok elsé n oszlopa ennek a térnek egy béazisat adja. Igy
megfeleltethetd minden &s U(n) egy példanyanak. Legyen W(v) = {w : ||lv —w]| <
e} C S*H1 kell6en kis e-ra konnyen lathatéan v ¢ w', tehat a merdleges vetités
wt — vt bijekcio, ezéltal egy ilyen kdrnyezet Gse azonosithatd U(n) x p, Ly (W (v))-vel.

A harmadik esetben az t.n. Stiefel sokasdgot adja a faktorleképezés. Ez a C**
tér ortonormalt vektor n-eseibdl all, expliciten minden A € U(2n)-hez az utolsé n
oszlopat rendeljiik, mint ortonormélt rendszert. Az el6z6 esethez hasonléan tekintsiink
egy W(v1,..,v,) == {(w1,..,wy,) : [Jwy —v1]| < €} kbérnyezetet, és ismét legyen e olyan
kicsi, hogy egy w; se tartalmaztassék (vy, .., v,)-ban, ekkor megint csak az ortogonalis
projekcion keresztiil megfeleltethetjitk a komplementeraltereket, igy nyerve az U(n) x
JE(W (vy, .., v,)) lokalis trivializalast. Végiil teljesen hasonloan jarhatunk el az utolso
esetben, itt az U(2n)/(U(n) x U(n)) teret megfeleltethetjiik a G,,(C*") Grassmann
sokasdgnak, az n dimenzios lineéris alterek terének C*"-ben (vilagos, hogy U(n)xU(n) a
stabilizatora U(2n)-ben egy adott n dimenzids altérnek, Gnmagaban mozgatja az alteret
és a komplementerét is, és minden unitér leképezésnek igy kell viselkednie, ha stabilizal

egy adott alteret, tehat a faktortér bijekcioban van az n-dimenzios alterekkel). O]
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3.2.10. Allitas. 7,;(SU(n)) = 7;(U(n)) teljesiil j > 1-re.

det

— U(1)

fibralt nyalabot. Mivel U(1) = S, és a kor univerzélis fed6tere R, ami pontrahiizhato,

Bizonyitds. Tekintsiik a determinéns altal meghatéarozott SU(n) — U(n)

latjuk, hogy j > 1-re a homotopikus csoportja trivialis, alkalmazva a fibralt nyalab

hosszi egzakt sorozatat kapjuk az allitast. O]

3.2.11. Allitas. Legyen j < 2m, ekkor m;(G,,(C*™)) = 7t;_1(U(m)) teljesiil, tovdbbd az
unitér csoport homotopiacsoportjai stabilizdalodnak a kovetkezd értelemben:m;(U(m)) =
7 (U(m+ 1)) = ... := m;(U), ezeket az unitér csoport stabil homotdpiacsoportjainak

nevezzuik.

Bizonyitds. Tekintsiik az iménti 2. fibralt nyalabot (U(m) < U(m + 1) T2 §2m+1),
A celluléris approximécio tétele miatt 7;(S?™ 1) = 0, ha j < 2m+1, ezt felhasznalva a
hosszt egzakt sorozatbol adodik, hogy m;(U(m)) = m;(U(m+1)), majd ezt ismételget-
juk (ismét 7 = 2m + 1-ben csak sziirjektiv a bedgyazas altal indukalt homomorfizmus).

Folytatva, a 3. U(m) < U(2m) — U(2m)/U(m) fibralt nyalébra felirva az egzakt

sorozatot:
. > m(U) = 7;(U) = m;(U2m)/U(m)) = 71 (U) = 7;_1(U) — ...

a stabilizalodés miatt az elsé nyil izomorfizmus, tehat a faktorleképezés altal indukalt
leképezés a 0 leképezés, de a kovetkezd dimenzidban is izomorfizmust kapunk, tehéat a
dimenziovaltasnal a fliggvénynek injektivnek kell lennie, vagyis 7;(U(2m)/U(m)) = 0
adodik.

Veégiil az utolso (U(m) < U(2m)/U(m) — U(2m)/(U(m) x U(m))) fibralt nyalab
hosszt egzakt sorozataban is kapunk egy nullat minden dimenzidban az el6z6 sza-
molas szerint, igy az azonositas miatt ;(U(2m)/(U(m) x U(m))) = 7;(G,,(C*™)) =
7;—1(U(m)), amint allitottuk. O

Osszehasonlitva az igy kapott izomorfizmust a Morse-elméletibél kapottal adodik a

3.2.12. Tétel (Bott periodicités tétele). Az unitér csoport stabil homotdpiacsoportjai

periodikusak 2 periodussal.

Bizonyitds. Ha j < 2m, akkor az eddigiek szerint:
1j-1(U) = w1 (U(m)) = m;(Gn(C*™)) = 1511 (SU(2m)) = 7541(U(m)) = 7141 (U)
[

Ezen csoportok kiszamolasahoz emlékeztetiink, hogy U(1) = S, jol ismert, hogy
71(S') = Z, ¢és az el6bbi allitdsban targyaltak szerint my(S1) = 0.
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3.3. Kitekintés

A fentihez hasonlé eszkozokkel, am sokkal koriilményesebben meghatarozhatoak az
O := lim,, O(n) ortogonalis csoport homotopiacsoportjai is, egy vazlatért lasd |1, §24.].
Itt mar nem kettes, hanem nyolcas peridédust taldlunk, az iteralt hurokterek struktu-

rajat sokkal kozelebbrdl kell vizsgalni. A konkrét csoportok a kovetkezdk:

n mod8 : 0 1 23 456 7
m(0) = Zy Zy 0Z 00 0 Z

S6t, az a.n. szimplektikus csoport (Sp) homotopiatipusa is megallapithato, ez a kva-
terniok feletti n-dimenzids "vektortér" izometriaibol all, ahol H"-en a komplex sza-
mokon megszokott > x;7; skalaris szorzatot vessziik. Konkrétabban az deriil ki, hogy
a négyszer iteralt huroktér Q*(Q) azonosithaté Sp-vel, igy a homotopikus csoportjai
ugyanazok, mint a végtelen ortogonalis csoportnak egy négyes cstuszassal.

Egy masik fontos alkalmazasa a téargyalt elméletnek a h-kobordizmus tétel bizonyi-
tasaban van. Egy W kobordizmust akkor hivunk h-kobordizmusnak, ha a két 6sszefiiggd
peremkomponensének a bedgyazasa M & Woes N i> W homotopikus ekvivalencia
(erre utal az elnevezésben a h). Ezt targyalja [3], ehhez az alkalmazashoz a Morse-
fiiggvényekre vonatkoz6 lemmaékat kiterjesztik peremes sima sokasagokra is, és sokkal
kozelebbrsl megvizsgéljdk, hogy pontosan milyen Morse fiiggvények létezhetnek egy
adott sokasagon, illetve hogy mikor ejthetiink ki bizonyos indext kritikus pontokat egy
deformacioval. Gondoljunk példaul egy gombre, ennek a standard beagyazasaban, ha a
z tengely iranyaban egy vektorral vessziik a négyzetes tavolsagfiiggvényt, egy 0 és egy
2 indexti kritikus pontot nyeriink, ezzel adva az S? legegyszertibb CW-felbontésat, de
rengeteg egyéb Morse-fiiggvény is létezik a gdbmbon, melyeknek mind S? egy felbontését
kell adniuk.

3.3.1. Tétel (h-kobordizmus tétel). Legyen n > 5, M™ és N™ egyszeresen dsszefiiggd
sima sokasdgok, és W egyszeresen dsszefiiggd sima h-kobordizmus kizottik. Ekkor
W diffeomorf az M x [0,1] szorzattal.

Specialisan latjuk, hogy M diffeomorf N-el.

Végiil, mint ahogy azt a bevezetében megemlitettiik, Smale bizonyitasa az &lta-
lanositott Poincaré sejtésre szintén Morse elméleti eszkozoket hasznalt, az itt latott
CW-felbontést 6vatosabban kezelve érzékelni tudjuk, hogy hogyan is ragadnak oda a
Smale &ltal "fogantyinak" nevezett peremes sokasdgok (1.5.3 bizonyitasaban H-val

jelolt rész), amikor atlépiink egy kritikus pontot.
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\section{Riemann geometria}
\label{rimg}

A továbbiakban szükség lesz többek között a Riemann-sokaság fogalmára, amit megad az alábbi
\begin{samepage}
\begin{Def}
Ha egy $M$ sima sokaságon adott egy $g_z:T_zM\times T_zM\rightarrow\mathbb{R}$ pozitív definit szimmetrikus bilineáris forma minden $z$ pontban, amelyre igaz, hogy bármely $X,Y$ sima vektormezőkre a $g_z(X(z),Y(z)):M\rightarrow\mathbb{R}$ függvény sima, akkor $g_z$-t a sokaság egy \textit{Riemann-metrikájának} (vagy \textit{metrikus tenzorának}) nevezzük, egy ilyen függvénnyel ellátott sokaságot \textit{Riemann sokaságnak} nevezünk.
A $g_{ij}:=g_z\left(\eval*{\frac{\partial}{\partial x_i}}_z,\eval*{\frac{\partial}{\partial x_j}}_z\right)$ elemekből álló mátrix lokálisan megadja a metrikát.
\end{Def}
\end{samepage}
A sokaságok lokális euklideszi tulajdonságát, és egységosztás létezését fölhasználva egyszerűen látható, hogy minden sokaságon létezik Riemann-metrika (\cite[IX.~3.2~tétel]{szenthe} \cite[2.4.4. tétel]{rg}).
A Riemann-metrikára úgy gondolunk, mint egy a sokaságon adott belső szorzásra, a későbbiekben a $g_z(v,w)$ jelölés helyett sokszor egyszerűen $\ip{v,w}$-t írunk.
A metrika segítségével a szokásos módon értelmezhetjük érintővektorok hosszát a $||v||=\sqrt{\ip{v,v}}$ formulával, és görbék ívhosszát az $\int_a^b||\frac{d\gamma}{dt}||dt$ képlettel.
Definiáljuk továbbá valós értékű függvény gradiensét:

\begin{Def}
Jelölje a 
$\left(\ip*{\eval*{\frac{\partial}{\partial x_i}}_z,\eval*{\frac{\partial}{\partial x_j}}_z}\right)_{i,j=1}^n$
mátrix inverzét $(g^{ij})_{i,j=1}^n$, ekkor a $$z\mapsto \left(\sum_j g^{ij}\eval*{\frac{\partial f}{\partial x_j}}_z\right)_{i=1}^n$$ sima vektormezőt $f$ \textit{gradiens vektormezőjének} nevezzük, és $grad(f)$-el jelöljük.
\end{Def}

A gradiens fontos tulajdonsága, hogy kifejezhető vele a függvény adott irányban vett deriváltja.

\begin{all}
\label{grad}
Legyen $X$ sima vektormező, ekkor $\ip{X,grad(f)}=X(f)$.
\end{all}
\begin{proof}
Legyen $X=\sum\xi_i\frac{\partial}{\partial x_i}$
A belső szorzás definíciójából egy térképen 
$$\ip{X,grad(f)}=\sum_{i,j}g_{ij}\xi_i\left(\sum_l g^{jl}{\frac{\partial f}{\partial x_l}}\right)=\sum\xi_i\frac{\partial f}{\partial x_i}=X(f)$$
\end{proof}
%Végezetül szükségünk lesz a (globális) 1-paraméteres diffeomorfizmuscsoport fogalmára
\begin{samepage}
\begin{Def}
Egy $\varphi:\mathbb{R}\times M\rightarrow M$ sima leképezést \textit{1-paraméteres diffeomorfizmuscsoportnak} nevezünk, ha
\begin{enumerate}
    \item minden $t$-re $\varphi(t,z)$ diffeomorfizmusa $M$-nek
    \item minden $t,s$-re $\varphi(t+s,z)=\varphi(t,\varphi(s,z))$
\end{enumerate}
teljesül.
\end{Def}
\end{samepage}
\pagebreak[3]
Egy $X$ vektormező integrálgörbéiből származtathatunk lokális diffeomorfizmuscsoportot (a $t$ időpontban a 0-időpontbeli kezdeti feltétellel véve az integrálgörbét), azt mondjuk, hogy a vektormező generálja a diffeomorfizmuscsoportot.
\cite[III.~3.5.~tétel]{szenthe} szerint egyértelműen létezik egy maximális környezet $\mathbb{R}\times M$-ben, melyen ez értelmes, továbbá, a számunkra lényeges eredmény:
\begin{tetel}[{\cite[III.~3.6~1.Következmény]{szenthe}}]
\label{difcsop}
Ha a vektormező kompakt tartójú, ez a maximális környezet a teljes $\mathbb{R}\times M$ (ezt úgy is mondjuk, hogy globális diffeomorfizmuscsoportot generál a vektormező).
\end{tetel}

A Riemann geometria eszköztára nélkülözhetetlen lesz a későbbiekben, a legszükségesebb állításokat taglaljuk.
A többváltozós analízisből ismert vektormezők iránymenti deriválását általánosítjuk koordinátainvariáns módon, ez fog elvezetni a kovariáns deriválás, a parallel transzport fogalmához, és a geodetikus görbékhez, melyek központi szerepet játszanak az iterált útterek vizsgálatában.
Először a lokális affin konnexió fogalmát adja meg a következő
\begin{Def}
Legyen $p\in M$, és $X, Y$ sima vektormezők.
\textit{Affin konnexiónak} egy $\nabla:T_pM\times \Gamma(TM)\rightarrow T_pM$ függvényt nevezünk ($\Gamma(TM)$ az $M$-en értelmezett sima vektormezők halmazát jelöli), mely bilineáris $\R$ felett, és deriválás a következő értelemben:
ha $f$ egy valós értékű sima függvény, tekintsük az $fY$ sima vektormezőt, $$\nabla_{X_p}fY=(X_pf)Y_p+\nabla_{fX_p}Y$$ legyen igaz minden $X_p,f,Y$-ra.
\end{Def}

Ezt a definíciót globálissá tehetjük a következő módon
\begin{Def}
Ismét legyen $X,Y$ sima vektormezők, $f$ sima függvény.\\
A $\nabla~:~TM\times~TM\rightarrow~TM$ függvény \textit{(globális affin) konnexió}, ha minden pontban $\nabla_{X_p}$ egy lokális konnexió, továbbá a $p\mapsto (\nabla_XY)(p)$ vektormező sima minden sima $X,Y$ esetén.
\end{Def}

A lokális konnexió definíciójából világos, hogy minden konnexió bilineáris, és a
\begin{itemize}
    \item $\nabla_{fX}Y=f\nabla_XY$
    \item $\nabla_XfY=(Xf)Y+f\nabla_XY$
\end{itemize}
azonosságok teljesülnek.
Ezek szerint elegendő egy térképen a $\nabla_{\frac{\partial}{\partial x_i}}\frac{\partial}{\partial x_j}$ vektorokat ismerni, két tetszőleges vektormezőre felhasználhatjuk a bilinearitást és a kiemelési tulajdonságokat, hogy redukáljuk a számolást a bázisvektorokra a következő módon:
legyen egy térképen
$$\nabla_\frac{\partial}{\partial x_i}\frac{\partial}{\partial x_j}:=\sum_{k=1}^n\Gamma^k_{ij}\frac{\partial}{\partial x_k}$$
ezen $\Gamma^k_{ij}$ függvények a fentiek szerint meghatározzák a koordinátakörnyezetben a $\nabla$ konnexiót.
Ha $X=\sum x^i\frac{\partial}{\partial x_i}$, és $Y=\sum y^i\frac{\partial}{\partial x_i}$ akkor $\nabla_XY$-ra az azonosságokat alkalmazva
$$\nabla_{\sum_i x^i\frac{\partial}{\partial x_i}}\sum_j y^j\frac{\partial}{\partial x_j}=\sum_i\sum_j x^i\left(\nabla_{\frac{\partial}{\partial x_i}}y^j\frac{\partial}{\partial x_j}\right)=
\sum_i\sum_j x^i\left(\frac{\partial y^i}{\partial x_i}\frac{\partial}{\partial x_j}+y^j\nabla_\frac{\partial}{\partial x_i}\frac{\partial}{\partial x_j}\right)$$
adódik.
Ezen legutolsó kifjezésben már csak a bázisvektorok konnexiói szerepelnek, behelyettesítve a $\Gamma^k_{ij}$ együtthatókkal vett kifejezést kapunk egy "explicit" formulát.
A fenti számolás visszafelé is elvégezhető, ezzel mutatván, hogy tetszőleges, a térképkörnyezeten értelmezett sima függvényekből nyerhető egy konnexió.
Ez mutatja többek között, hogy minden esetben létezik konnexió sokaságokon, az egységosztás tételét fölhasználva kiterjeszthetjük a térképeken lévő konnexiókat.

\begin{Def}
Egy $M$-beli \textit{sima paraméteres görbe} alatt egy $c:\R\rightarrow M$ sima leképezést értünk.
\textit{Görbementi vektormezőn} pedig egy sima $X:\R\rightarrow TM$ leképezést, ha $\forall t:X(t)\in T_{c(t)}M$.
\end{Def}
Egy természetes ilyen vektormező a sebességvektormező, $\frac{dc}{dt}:=T_c(\frac{d}{dt})$, ahol $\frac{d}{dt}$ a standard vektormező $\R$-en.
Mindezek után definiálhatjuk a görbementi kovariáns deriválás fogalmát.
\begin{Def}
\label{kovder}
Egy görbementi kovariáns deriválás minden $X$ görbementi vektormezőhöz egy $\frac{DX}{dt}$ másikat rendel, és teljesíti a következő axiómákat:
\begin{enumerate}
    \item (linearitás) $\frac{D(X+Y)}{dt}=\frac{DX}{dt}+\frac{DY}{dt}$
    \item (deriválás) $\frac{D(fX)}{dt}=\frac{df}{dt}X+f\frac{DX}{dt}$
    \item Ha $X$-et egy $M$-en értelmezett vektormező megszorításaként kaptuk, akkor $$\frac{DX}{dt}~=~\nabla_{\frac{dc}{dt}}X$$ teljesül.
\end{enumerate}
\end{Def}
Ezen tulajdonságokat fölhasználva a konnexiókhoz hasonló számolással következik, hogy létezik ilyen függvény, sőt, pontosan egy létezik, mert a vektormező, melynek irányában a konnexiót kell elvégeznünk, fix, így ha egy konnexió adott, beszélhetünk \textit{a} görbementi kovariáns deriválásról.
Ha egy $(U,(u_i)_1^n)$ térképen $u_i(t)$ jelöli a görbe koordinátáit, és a görbén $X=\sum x^i\frac{\partial}{\partial u_i}$, akkor 
$$\frac{DX}{dt}=\sum_k\left(\frac{dx^i}{dt}+\sum_{i,j}\frac{du^i}{dt}\Gamma^k_{ij}x^j\right)\frac{\partial}{\partial u_k}$$
teljesül, ismét hasonlóan a számolás visszafelé is elvégezhető, és teljesülnek az \ref{kovder}. definíció 1-3 feltételei.
\begin{Def}
Ha a $c$ görbe mentén $\frac{DV}{dt}$ azonosan nulla, a $V$ (görbementi) vektormezőt \textit{parallel vektormezőnek} nevezzük.
\end{Def}
\begin{lemma}
Tetszőleges $X_0\in T_{c(0)}$ érintővektorhoz egyértelműen létezik egy $X$ görbementi parallel vektormező, mely ezt a vektort terjeszti ki.
\end{lemma}

\begin{proof}
Az előző számolás szerint felírhatjuk a $$\frac{dx^i}{dt}+\sum_{i,j}\frac{du^i}{dt}\Gamma^k_{ij}x^j=0$$ lineáris differenciálegyenletrendszert valamely $c(0)$ körüli térképen.
Ennek \cite[4.1. tétel]{simon} szerint egyértelműen létezik megoldása a $v^j(t)$ koordinátafüggvények értelmezési tartományán.
\end{proof}

\begin{Def}
A fent kapott vektormezőt az $X(0)$ érintővektor $c$ görbe menti \textit{parallel transzportjának} nevezzük.
\end{Def}

A következő definíció köti össze a Riemann-sokaság struktúrát és a kovariáns deriválás fogalmát.
\begin{Def}
A $\nabla$ konnexió \textit{metrikus}, ha a párhuzamos eltolás megőrzi a belső szorzatot, vagyis minden $c$ sima görbére és $X,Y$ $c$-menti parallel vektormezőre $\ip{X,Y}$ konstans.
Szokásos azt is mondani, hogy a konnexió \textit{kompatibilis} a Riemann-metrikával, hiszen az általa indukált párhuzamos eltolás ekkor izometriát létesít az érintőterek között (\cite[I.7.]{szenthe2}).
\end{Def}

\begin{all}
\label{vektdif}
Tegyük fel, hogy a $\nabla$ konnexió metrikus.
Ekkor minden $X_1,X_2$ vektormezőre és $v\in T_pM$ érintővektorra teljesül a 
$$v\ip{X_1,X_2}=\ip{\nabla_vX_1,X_2(p)}+\ip{X_1(p),\nabla_vX_2}$$
azonosság.
\end{all}

\begin{proof}
Minden beágyazott görbe mentén találhatunk olyan sima vektormezőket, amelyek minden pontjában ortonormált bázisát alkotják a $T_{c(t)}M$ érintőtérnek, ehhez nem kell mást tennünk, mint venni egy bázist $T_{c(0)}M$-ben, majd ezt parallel transzportálni, a konnexió metrikussága miatt ezek a vektormezők megfelelőek lesznek.
A valós függvényekre vonatkozó szorzat deriválási szabályából világosan következik, hogy két görbementi vektormező skaláris szorzatának deriváltjára $$\frac{d}{dt}\ip{X_1,X_2}=\left\langle\frac{\D X_1}{dt},X_2\right\rangle+\left\langle X_1,\frac{\D X_2}{dt}\right\rangle$$
teljesül, ehhez csupán fel kell írni a vektormezőket egy ortonormált bázisban.
Legyenek ugyanis $E_i$ sima vektormezők $c$ mentén, melyek minden pontjában ortonormált bázist alkotnak.
$x_j^i:=\ip{X_j,E_i}$ jelöléssel a vektormezők $X_j=\sum x_j^iE_i$ alakban írhatók, a skaláris szorzatokra mint sima $\R\rightarrow\R$ függvényekre tekintünk a görbe paraméterezésével.
Mivel az $E_i$-k parallelek, $\frac{\D X_j}{dt}=\sum\frac{dx_j^i}{dt}E_i$ a kovariáns deriválás definíciója miatt.
Ebből következően $\ip{\frac{\D X_i}{dt},X_j}=\sum\frac{dx_i^k}{dt}x_j^k$
és a szokásos $\ip{X_1,X_2}=\sum x_1^ix_2^i$ azonosság is teljesül az $E_i$ vektorrendszer ortonormáltsága miatt.
Mindezeket összevetve adódik
$$\frac{d}{dt}\ip{X_1,X_2}=\sum\frac{dx_1^i}{dt}x_2^i+\frac{dx_2^i}{dt}x_1^i=\left\langle\frac{\D X_1}{dt},X_2\right\rangle+\left\langle X_1,\frac{DX_2}{dt}\right\rangle$$
Ebből most már könnyedén adódik a fenti állításunk, ismét a differenciálegyenletek egzisztenciatétele miatt létezik olyan $c$ görbe, mely áthalad $p$-n, és ott a sebességvektora pont $v$.
Alkalmazzuk most a kovariáns deriválás megszorított vektormezőkre vonatkozó tulajdonságát, az előző számolás eredményét, és hogy $T_c(\frac{d}{dt})=v$, így pont a keresett formula adódik.
%$$v\ip{X_1,X_2}=\ip{\nabla_vX_1,X_2(p)}+\ip{X_1(p),\nabla_vX_2}$$
%adódik.
\end{proof}
\begin{Def}
A $\nabla$ konnexiót \textit{torziómentesnek}, vagy \textit{szimmetrikusnak} hívjuk, ha 
$$\nabla_XY-\nabla_YX-[X,Y]=0$$
teljesül minden $X,Y$ vektormező párosra (a fenti egyenlőség bal oldalát szokás a konnexió torziótenzorának nevezni).
Ekvivalensen, ha $\Gamma_{ij}^k=\Gamma_{ji}^k$, vagyis ha a \textit{Christoffel szimbólumok} szimmetrikusak az alsó indexeikben minden térképen (\cite[IX.~2.2.~Állítás]{szenthe}).
\end{Def}
\begin{all}[{\cite[2.1.20. lemma]{rg}}]
\label{young}
Legyen $U\subset\R^2$ nyílt, $s(x,y):U\rightarrow M$ egy sima leképezés ("paraméteres felületdarab").
Ha a $\D$ konnexió metrikus, akkor $\frac{\D}{\partial x}\frac{\partial s}{\partial y}=\frac{\D}{\partial y}\frac{\partial s}{\partial x}$ teljesül.
\end{all}
\begin{proof}
Átírva a konnexióra, lokálisan koordinátázva $s$-et:
$$\nabla_{\partial_x}\frac{\partial s}{\partial y}=\sum_k\left(\frac{\partial^2 s^k}{\partial x\partial y}+\sum_{i,j}\left(\left(\Gamma^k_{ij}\circ s\right)\frac{\partial s^i}{\partial x}\frac{\partial s^j}{\partial y}\right)\right)\partial_k$$
adódik, ez pedig a Christoffel-szimbólumok szimmetrikussága miatt látványosan szimmetrikus $x,y$-ban.
\end{proof}
%Az alábbi állítás az egyik alapvető eredménye a Riemann-geometria elméletének.
\begin{tetel}[A Riemann geometria alaptétele]
Minden Riemann-sokaságon létezik pontosan egy torziómentes metrikus konnexió.
\end{tetel}

\begin{proof}
Tekintsünk egy $(U,(u_1,..,u_n))$ térképet, a koordinátafüggvények által indukált $\partial_i:=\frac{\partial}{\partial u_i}$ természetes bázissal az érintőtereken.
Írjuk fel ezekre a vektormezőkre az előző \ref{vektdif} állítást, adódnak a
$$\partial_ig_{jk}=\ip{\nabla_{\partial_i}\partial_j,\partial_k|_p}+\ip{\partial_j|_p,\nabla_{\partial_i}\partial_k}$$
egyenletek, ahol a metrikus tenzor definícióját helyettesítettük a bal oldalon.
Ciklikusan permutálva az indexeket nyerünk három lineáris egyenletet a számunkra ismeretlen $\ip{\nabla_{\partial_i}\partial_j,\partial_k|_p}$ mennyiségekre, ezt az egyenletrendszert megoldva adódnak az \textit{első Christoffel azonosságok} 
$$\ip{\nabla_{\partial_i}\partial_j,\partial_k|_p}=\frac{\partial_ig_{jk}-\partial_kg_{ij}+\partial_jg_{ik}}{2}$$
A bal oldal a fenti kifejezésben persze kifejezhető a $\Gamma_{ij}^k$-k segítségével, a metrikus tenzor feltevés szerint invertálható, így kifejezhetjük a bal oldal összeg alakjának $l$. együtthatóját: 
$$\Gamma_{ij}^l=\sum_k\frac{\partial_ig_{jk}-\partial_kg_{ij}+\partial_jg_{ik}}{2}g^{kl}$$
az ú.n. \textit{második Christoffel azonosság} adódik az inverzzel való végigszorzás után, mutatva, hogy a konnexiót meghatározó függvények csak a metrikus tenzortól, tehát a sokaság metrikájától függenek.
Az eddigiekhez hasonlóan a számolás visszafelé is elvégezhető, ami bizonyítja az egzisztenciát, és így a tételt.
\end{proof}
A Riemann sokasághoz a fenti módon egyértelműen asszociált konnexiót szokás a sokaság \textit{Levi-Civita konnexiójának} nevezni.
\begin{megj}
Felmerülhet a kérdés, hogy mit is "kapcsol" össze a konnexió?
Ez a fogalom bizonyos értelemben közvetlen általánosítása az iránymenti deriválás $\R^n$-ben ismert fogalmának.
Tétel ugyan is, hogy minden Riemann sokaság beágyazható egy kellően magas dimenziós euklideszi térbe olyan módon, hogy a térből örökölt metrika megszorítása egybeessék a sokaság metrikájával.
Egy ilyen beágyazás mellett a kovariáns deriváltra úgy tekinthetünk, mint az euklideszi tér szokásos iránymenti deriválásainak az érintőtérre vett merőleges vetülete, így ekvivalens például az elemi differenciálgeometriából ismert felületi geodetikus definíciója, ahol azt követeltük meg, hogy a görbe gyorsulásvektora merőleges legyen a felület pontbeli érintőterére, a lentebb definiált geodetikusfogalommal.
A (Levi-Civita) konnexió a parallel transzport fogalmán keresztül köti össze az érintőtereket, ezzel lehetővé téve különböző pontbeli érintővektorok összehasonlítását egy környezeten belül.
\end{megj}
A továbbiakban föltesszük, hogy minden Riemann-sokaság a Levi-Civita konnexióval van ellátva.
\begin{Def}
Az alábbi formulával értelmezett $R$ leképezést az $M$ Riemann-sokaság \textit{görbületi tenzorának} nevezzük:
$$R(X,Y)Z:=\nabla_X\nabla_YZ-\nabla_Y\nabla_XZ-\nabla_{[X,Y]}Z$$
\end{Def}
%%
A konnexió (és a kommutátor) additivitásából világos, hogy a görbületi tenzor is minden változójában additív, továbbá viszonylag egyszerűen adódik, hogy modulushomomorfizmus is a valós értékű függvények gyűrűje felett, az egyetlen nehézség a sima függvény kiemelésében, hogy a konnexió második argumentumában nem emelhetjük ki, de kis számolással a konnexió tulajdonságai miatt igazolható az $R(X,Y)fZ=fR(X,Y)Z$ azonosság is.
A kommutátor antiszimmetriáját is felhasználva látjuk, hogy első két változójában a görbületi tenzor is antiszimmetrikus, teljesül továbbá a Jacobi-azonosság is (melyet ebben a kontextusban \textit{(első) Bianchi azonosságnak} is hívnak), tehát az $$R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y=0$$ egyenlőség minden $X,Y,Z$ vektormező hármasra.
Ennek kiszámítása már lényegesen felhasználja a konnexió torziómentességét, a ciklikus sorrendben behelyettesítünk két vektormezőt a torziótenzorba, majd erre a kifejezésre alkalmazzuk a harmadik vektormező szerinti konnexiót, persze nullát kapunk, ezt mindhárom permutációra elvégezve, váltakozó előjellel összeadva adódik az eredmény (felhasználva, hogy a kommutátorra is érvényes a Jacobi-azonosság) (\cite[IX.2.4.~tétel]{szenthe}, \cite[I.5.2.~állítás]{szenthe2}, \cite[3.1.2. állítás]{rg}).
\begin{all}
\label{gorbszimm}
Egy Riemann-sokaság görbületi tenzorára évényesek továbbá az alábbi
\begin{enumerate}
    \item $\ip{R(X,Y)Z,W}+\ip{R(X,Y)W,Z}=0$
    \item $\ip{R(X,Y)Z,W}=\ip{R(Z,W)X,Y}$
\end{enumerate}
azonosságok.
\end{all}

\begin{proof}
Mivel a kifejezésben minden lineáris, elegendő a különböző bázisvektorokra kiszámolni, vagyis feltesszük, hogy a kommutátorok mind nullával egyenlők. Egy bilineáris forma ferdén szimmetrikussága (ebben az esetben) ekvivalens azzal, hogy alternáló, tehát bizonyítandó, hogy $\ip{R(X,Y)Z,Z}=0$, vagyis hogy $\ip{\nabla_Y(\nabla_XZ),Z}$ szimmetrikus $X,Y$-ban.
\ref{vektdif} szerint $YX\ip{Z,Z}=Y2\ip{\nabla_XZ,Z}=2\ip{\nabla_Y(\nabla_XZ),Z}+2\ip{\nabla_XZ,\nabla_YZ}$.
Bázisvektorokra $XY=YX$ teljesül, tehát a bal oldal szimmetrikus, és mivel a belső szorzás szimmetrikus az összeg második tagja is az, tehát az első tag is, mint állítottuk.
A ferde szimmetriát a Jacobi azonossággal, és a belső szorzat ferde szimmetriájával kombinálva adódik a második összefüggés.
\end{proof}
A görbületi tenzor egyik hasznos tulajdonsága, hogy kovariáns deriválások kommutátorát ki tudjuk vele fejezni.
\begin{all}
\label{gorbulet}
Legyen $s(x,y):U\subset\R^2\rightarrow M$ egy "paraméteres felületdarab", ekkor
$$\frac{\D}{\partial x}\frac{\D}{\partial y}V-\frac{\D}{\partial y}\frac{\D}{\partial x}V=R\left(\frac{\partial s}{\partial x},\frac{\partial s}{\partial y}\right)V$$
teljesül.
\end{all}
\begin{proof}
Lokálisan felírva mindkét oldalt egy koordinátarendszerben, kifejezve a kovariáns deriválást a Christoffel szimbólumokkal látható, hogy a két oldal megegyezik. A számolás megtalálható \cite[3.1.6. állítás]{rg}-ban.
\end{proof}
\begin{megj}
A görbületi tenzor szoros összefüggésben van a parallel transzport fogalmával, ha az euklideszi térben egy zárt görbe mentén viszünk el parallel módon egy vektort, ha visszaérünk a kezdőpontba, az eltolt vektor párhuzamos lesz a kiindulásival, ez azonban nem lesz általában igaz, a görbületi tenzor azt méri, hogy "mennyire" nem lesz ez igaz.
Ha veszünk két vektormezőt ($X,Y$) egy $p$ pont valamely környezetében, jelölje az integrálgörbéken vett parallel transzportot $\tau_X(t),\tau_Y(s)$.
Feltesszük, hogy a két vektormező felcserélhető, ekkor a két különböző sorrendben vett integrálgörbéik összefűzése egy zárt hurkot ad.
Mindezen feltételek mellett belátható, hogy $\frac{d}{dt}\frac{d}{ds}\varphi_X^{-1}\circ\varphi_Y^{-1}\circ\varphi_X\circ\varphi_Y|_{t=s=0}=R(X,Y)Z$.
Ez a formula sugallja azt a szemléletet, hogy a görbület lokálisan ("infinitezimálisan") méri, hogy milyen irányokban mennyire romlik el a parallel transzport.
\end{megj}
Az iterált hurokterek megértésében kulcsfontosságúak a sokaság egyes kitüntetett görbéi, melyek az egyenesek szerepét veszik át.
\begin{Def}
Egy $\gamma:I\rightarrow M$ sima paraméteres görbét \textit{geodetikusnak} nevezünk, ha a $\frac{\D}{dt}\frac{d\gamma}{dt}$ "gyorsulásvektor" azonosan nulla.
Ekvivalensen, ha a $\frac{d\gamma}{dt}$ sebességvektormező párhuzamos $\gamma$ mentén.
\end{Def}

Az \ref{vektdif} állítás szerint egy geodetikus görbe sebességvektorának hossza állandó, és elvégezhető a szokásos ívhossz szerinti átparaméterezés, vagyis minden geodetikus paramétere lineáris függvénye az ívhosszának.
Egy $(U,(u_1,..,u_n))$ térképen felírva a geodetikust definiáló egyenlőséget a
$$\frac{d^2u_k}{dt^2}+\sum\Gamma_{ij}^k\frac{du_i}{dt}\frac{du_j}{dt}=0$$
másodrendű homogén differenciálegyenletrendszer adódik.
Ismét a differenciálegyenletek egzisztenciatételére hivatkozva (\cite[31§~8.~és~32§~4.]{arnold}) azonnal adódik az
\begin{tetel}
\label{gedkorny}
Legyen $M$ egy konnexióval ellátott Riemann-sokaság, ekkor minden $p\in M$ pontnak létezik olyan $U_p$ környezete és $\epsilon>0$, hogy minden $p'\in U_p$-re, és $v\in T_{p'}M$-re ha $||v||<\epsilon$, akkor egyértelműen létezik $\gamma$ geodetikus, melyre $\gamma(0)=p'$ és $\frac{d\gamma}{dt}|_{p'}=v$.
Továbbá ezen geodetikusok simán függnek a $p'$ pont és a pontbeli sebesség választásától.
\end{tetel}

\begin{samepage}
\begin{Def}[Exponenciális leképezés]
Ha $\gamma:[0,1]\rightarrow M$ egy geodetikus, $\gamma(0)~=~p$ "kezdőponttal", és $\eval*{\frac{d\gamma}{dt}}_p=v$ sebességvektorral, akkor bevezetjük a
$$\exp_p(v):=\gamma(1)$$
jelölést.
\end{Def}
\end{samepage}
\begin{megj}
Történeti okokból használatos az exponenciális név erre a leképezésre: mint azt később látni fogjuk az unitér mátrixok Lie-csoportjában az egységmátrix érintőterén az exponenciális függvény a fenti értelemben pontosan a szokásos hatványsorral kapható meg, melyet analízisből megszoktunk.
\end{megj}
Az előző tételt átfogalmazva adódik, hogy $\exp_q(v)$ minden $q$-ra, és ($q$-tól függően) kis $||v||$-ra definiált, további számolással kapjuk a következő
\begin{all}
Az $E:(p,v)\mapsto(p,\exp_p(v)):TM\rightarrow M\times M$ leképezés nemszinguláris minden $(p,0)\in TM$ pontban.
\end{all}
\begin{proof}
Az előző tételünk szerint $E$ differenciálható.
$TM$-et koordinátázzuk a következő módon:
ha $(U,(u_1,..,u_n))$ egy térkép $M$-en, minden $q\in U$ érintőterének elemeit kifejezhetjük a térkép által indukált természetes bázisvektorokból $v=\sum v_i\frac{\partial}{\partial u_i}$ alakban, az ezekből álló $(TU,(u_1,..,u_n,v_1,..,v_n))$ pár az $U$ által indukált térképezés.
Hasonlóan $M\times M$-en az $(U\times U,(u_1,..,u_n,u_1',..,u_n'))$ térképezést használjuk.
%Mivel az identikus leképezéshez tartozó érintőleképezés is az identitás, geodetikus pedig parallel transzportálja a saját sebességvektorát, így $TE(\frac{\partial}{\partial v_i})=\frac{\partial}{\partial u_i'}$, és $TE(\frac{\partial}{\partial u_i})=\frac{\partial}{\partial u_i}+\frac{\partial}{\partial u_i'}$ teljesül, vagyis $E$ érintőleképezése blokkdiagonális
Kiszámoljuk a $TE$ érintőleképezést (föltesszük, hogy $p=(0,..,0)$ a koordinátázásban):
$TE(\frac{\partial}{\partial u_1})=\eval*{\frac{d}{dt}E((t,0,..,0))}_0=\eval*{\frac{d}{dt}(t,0,..,0,\exp_{(t,0..,0)}(0))}_0=\eval*{\frac{d}{dt}(t,0,..,0,t,0,..,0)}_0=\frac{\partial}{\partial u_1}+\frac{\partial}{\partial u_1'}$, és teljesen hasonlóan az első $n$ koordinátában összeadásként hat, továbbá
$$\eval*{\frac{d}{dt}E(0,..,0,t,0,..,0)}_0=\eval*{\frac{d}{dt}(p,\exp_p(t,0,..,0))}_0=\frac{\partial}{\partial u_1'}$$
mert a második $n$ koordinátában pontosan az $\exp_p(t\frac{\partial}{\partial u_1})$ geodetikus jelenik meg, ennek a sebességvektora $0$-ban nyilván $\frac{\partial}{\partial u_1'}$, hiszen az $M$ második példányához ugyan azt a koordinátázást használtuk (ismét ugyanígy kapjuk az érintőtér többi irányát persze).
Tehát ezen a térképen a Jacobi mátrixa a leképezésnek
$\begin{bmatrix}
I&I\\
0&I
\end{bmatrix}$
, ami reguláris.
\end{proof}
Az implicit függvény tétel szerint $(p,0)\in TM$ egy $U$ környezetét $(p,p)\in M\times M$ egy környezetébe viszi diffeomorf módon, ebben választva egy bázistéglát adódik az
\begin{kov}
\label{korny}
Minden $p\in M$-hez létezik $\epsilon>0$, és egy $U'$ környezet, melyben bármely két pontot összeköt egy egyértemlűen létező $\gamma$ geodetikus görbe, melynek hossza $<\epsilon$, és ezen geodetikus sima módon függ a végpontjaitól.
Továbbá $\exp_p(v)$ a $T_pM$ origó középpontű $\epsilon$ sugarú golyóját $p$ egy nyílt környezetébe képzi minden $p$-re.
\end{kov}
\begin{megj}
\label{totalgeod}
A fenti számolásnál valamivel több is igaz, a fenti $E:TM\rightarrow M\times M$ az $\{(p,0):p\in M\}\subset TM$ beágyazott sokaság egy környezetét képzi diffeomorf módon a $\{(p,p):p\in M\}$ "átló" egy környezetére (ld. \cite[2.2.6. tétel]{rg}), ebből belátható, hogy nem csak olyan környezet létezik, amelyben bármely két pontot egyértelmű geodetikus köt össze, hanem olyan környezet is, hogy ezen geodetikus képe végig a környezetben halad, az ilyen halmazokat nevezzük \textit{geodetikusan konvex}, vagy \textit{totálisan konvex} környezetnek; (\cite[2.2.7. tétel]{rg}).
\end{megj}
Ez már mutat némi analógiát az euklideszi tér egyeneseivel, most további hasonlóságot fogunk látni, bár csak lokálisan.
\begin{tetel}
Az előző következmény jelöléseivel legyen $\gamma:[0,1]\rightarrow M$ egy ($<\epsilon$ hosszú) geodetikus $U'$ két pontja között, és $g:[0,1]\rightarrow M$ egy másik (szakaszonként) sima görbe ugyanezen két pont között.
Ekkor $\int||\frac{d\gamma}{dt}||\leq\int||\frac{dg}{dt}||$ teljesül, egyenlőség pedig pontosan $\gamma([0,1])=g([0,1])$ esetén teljesül.
\end{tetel}
Tehát minden pont körül van egy környezet, amiben bármely két pont között halad pontosan egy "egyenes", ami a legrövidebb a két pont között haladó görbék között.
\begin{proof}
Tekintsük a $p=\gamma(0)$ pontnak a fenti következmény által kapott $U_p$ környezetét.
Ebben a környezetben a $p$-n áthaladó geodetikusok pontosan az $\exp_p(S^n_{r_0})\subset M$ "gömbhéjakra" merőleges görbék.
Vegyünk ugyanis egy $v$ görbét, ami $T_pM$ egységgömbjében fut, és legyen $r\in [0,\epsilon)$, az előbbi állítással ekvivalensen bizonyítandó, hogy az $s_v(r,t)=\exp_p(rv(t))$ felület paramétervonalai merőlegesek egymásra.
$$\frac{\partial}{\partial r} \ip*{\frac{ds_v}{dr}, \frac{ds_v}{dt}}= \ip*{\frac{D}{dr}\frac{ds_v}{dr}, \frac{ds_v}{dt}}+\ip*{\frac{ds_v}{dr},\frac{D}{dr}\frac{ds_v}{dt}}$$
telejsül \ref{vektdif} szerint.
Az exponenciális függvény definíciója szerint az első összeadandó nulla ($s_v$ első paramétervonalai geodetikusok), a második összeadandó pedig ugyanezen állítás felhasználásával $\frac{1}{2}\frac{\partial}{\partial t}\norm*{v(t)}^2=0$, mivel $\norm*{\frac{ds_v}{dr}}^2=\norm*{v(t)}^2=1$.
Vagyis a paramétervonalak sebességvektorainak szöge független $r$-től, $s_v(0,t)=p$ minden $t$-re, vagyis a $0$-ban $t$-től is független, tehát azonosan nulla.
Tekintsük most a $g$ görbét, amely $p$-t valamely $q=\exp_p(rv)$ ponttal köti össze ($r\in(0,\epsilon)$ skalár és $v\in S^n_1\subset TM_p$ egységvektor).
Kell, hogy legyen egy olyan szakasza $g([0,1])$-nek, amely összeköti a $\delta$ sugarú "gömbhéjat" az $r$ sugarúval, és végig ezek között halad.
A görbe minden pontját ezen a tartományon egyértelműen felírhatjuk $\exp_p(r(t)v(t))$ alakban, így a görbe ezen szakasza egy fenti $s_v$ felületben halad, alkalmazva a láncszabályt 
$$\frac{dg}{dt}=\frac{\partial s_v}{\partial r}\Dot{r}(t)+\frac{\partial s_v}{\partial t}$$
adódik, a Pitagorasz-tétel miatt $||\frac{dg}{dt}||^2=|\Dot{r}(t)|^2+||\frac{\partial s_v}{\partial t}||^2\geq |\Dot{r}(t)|^2$, itt egyenlőség természetesen csak úgy állhat, ha $\frac{\partial s_v}{dt}$ nulla, ez pedig csak akkor történhet, ha $\frac{dv}{dt}$ nulla.
Integrálva $\int_0^1\norm*{\frac{d g}{dt}}\geq |r(b)-r(a)|$ adódik, itt pedig csak akkor lehet egyenlőség, ha $r$ monoton.
Tehát a $\delta$ és $r$ sugarú gömbhéjak közötti szakasz hossza legalább $r-\delta$, $\delta\rightarrow 0$-val $g$ hossza legalább $r$.
Egyenlőség pedig pontosan akkor áll fent, ha $v$ állandó, $r$ pedig monoton, így átparaméterezve látjuk, hogy pontosan geodetikusokra teljesül egyenlőség.
\end{proof}
Egy egyszerű következménye az eddigieknek, hogy ha egy ívhossz szerint paraméterezett görbe $\gamma:[0,l]\rightarrow M$ hossza minimális az összes $\gamma(0)$-t $\gamma(1)$-el összekötő görbe között, akkor $\gamma$ geodetikus (minden pontjának választhatunk egy megfelelő $\epsilon$ sugarú környezetet, amelyen belül geodetikus, és így az egész görbe geodetikus).
\begin{Def}
A $\gamma$ görbét \textit{minimális geodetikusnak} nevezzük, ha az előbbi tulajdonság teljesül rá.
\end{Def}
Tehát minden geodetikus kellően rövid szakasza minimális, ellenben például ha $S^2$-n egy geodetikus (= főkör) hossza több mint $\pi$, akkor persze nem lesz minimális, ugyanezen példa mutatja, hogy globálisan nem egyértelmű két pont között a minimális geodetikus.
\begin{megj}
\label{dist}
Megemlítjük végül, hogy a két pont közötti szakaszonként sima görbék hosszának infimuma egy metrikus tér struktúrát értelmez az $M$ Riemann-sokaságon (\ref{korny} miatt a metrika által indukált topológia ekvivalens lesz $M$ eredeti topológiájával).
\end{megj}
\begin{Def}
\label{geodtelj}
Egy sokaságot \textit{teljesnek} nevezzük, ha a fenti metrikus tér teljes.
Egy sokaságot \textit{geodetikusan teljesnek} nevezünk, ha minden $\gamma:[0,1]\rightarrow M$ geodetikust ki lehet terjeszteni egy $\hat{\gamma}:\R\rightarrow M$ geodetikussá.
\end{Def}
Ezen két tulajdonság ekvivalenciáját Hopf-Rinow tétel néven tartja számon a szakirodalom (\cite[10.9. tétel]{milnor} \cite[VIII.6.6. tétel]{szenthe2} \cite[2.4.2. tétel]{rg}).



\section{Szükséges homotópiaelméleti előismeretek}
\label{hom}
Emlékeztetünk a homotopikus csoport definíciójára (\cite[9.3.1. definíció]{top}).
Tekintsük a $([0,1]^n,\partial[0,1]^n)\rightarrow (X,x_0)$ leképezések terén ($x_0\in X$) a következő műveletet:
$$(uv)(t_1,..,t_n):=
\begin{cases}
u(2t_1,t_2,..,t_n) & t_1\leq \frac{1}{2}\\
v(2t_1-1,..,t_n) & \frac{1}{2}\leq t_1
\end{cases}$$
\begin{tetel}
A fenti művelet a leképezések peremen kötött homotópiaosztályain egy jóldefiniált csoportműveletet ad.
Ezt a csoportot $\pi_n(X,x_0)$-al jelöljük, \textit{n. homotópikus csoportnak} nevezzük.
Továbbá $n>1$-re ezen csoport kommutatív.
\end{tetel}
Világos, hogy $n=1$ esetén a fenti definíció a fundamentális csoportot adja vissza.
Ha a tér útösszefüggő, akkor tetszőleges alapponttal izomorf csoportokat nyerünk, ezekre szokásos módon egyszerűen a $\pi_n(X)$ jelölést alkalmazzuk.
Ezt a konstrukciót tovább általánosíthatjuk (\textit{relativizálhatjuk}) a következő módon:
\begin{Def}
Legyen $a_0\in A\subset X$, jelölje $I^n:=[0,1]^n$ az $n$-dimenziós hiperkockát, az "alsó" lapját $I^{n-1}:=\{(t_1,..,t_{n-1},0)\in I^n\}$, a többi lap unióját pedig $J^{n-1}(:=\overline{\partial I^n\setminus I^{n-1}}=\{(t_1,..,t_n)\in I^n:\prod t_i=0, t_n\neq 0\})$.
A fenti művelettel az $(I^n,\partial I^n,J^{n-1})\rightarrow (X,A,a_0)$ térhármas leképezések homotópiaosztályai csoportot alkotnak, ha $n>1$ (ekkor nem fajul el a paramétertartomány), mely $n>2$-re kommutatív.
Ezen csoportot $\pi_n(X,A,a_0)$-lal jelöljük, és \textit{relatív homotópiacsoportnak} hívjuk (hasonlóan, ha $A$ útösszefüggő $\pi_n(X,A)$ is használatos).
\end{Def}
\begin{megj}
Az előbbi definíciót megvizsgálva $n=1$-re $\pi_1(X,A,a_0)$ pontosan az $A$-beli kezdőponttal rendelkező, $a_0$-ban végződő utakból áll.
Ha $A$ egyetlen pontból áll, akkor visszanyerjük a homotópikus csoport definícióját, hiszen ebben az esetben a definíció két külön részben követeli meg azt, hogy $u(\partial I^n)=a_0$ teljesüljön, de ennek az eredménye persze ugyanaz.
Az $n>1$ esetben a funktoriális tulajdonság is érvényben marad, mint ahogy azt a fundamentális csoportnál megszoktuk.
Tehát $f,g:(X,A,a_0)\rightarrow(Y,B,b_0)$ folytonos leképezések $f_*, g_*$ csoporthomomorfizmusokat indukálnak, ez a kompozícióval kompatibilis, egységet egységbe visz stb.

A relatív elnevezést indokolja, hogy pontosan akkor reprezentálja a nullelemet (vagyis a konstans $a_0$ leképezés homotópiaosztályát) egy $u$ leképezés, ha a fenti definíció szerinti módon homotóp egy olyan $u_*$ leképezéssel, melyre $u_*(I^n)\subset A$.
\end{megj}
A fő szerepe a relatív homotópiacsoportoknak abban látszik, hogy $X$ és $A$ homotópiacsoportjaival együtt egy egzakt sorozatot alkotnak.
\begin{samepage}
\begin{tetel}[{\cite[4.3. tétel]{hatcher}}]
Legyen $i:(A,a_0)\hookrightarrow(X,x_0)$ a térpár beágyazó leképezése, és hasonlóan $j:(X,a_0,a_0)\hookrightarrow(X,A,a_0)$ a pontozott tér beágyazása a térhármasba.
Továbbá $\partial$ rendelje minden $(I^n,\partial I^n,J^{n-1})\rightarrow (X,A,a_0)$ leképezéshez az $I^{n-1}$-re való megszorítását.
Ekkor a következő sorozat mindenhol egzakt:
$$\dots\xrightarrow{\partial}\pi_n(A,a_0)\xrightarrow{i_*}\pi_n(X,a_0)\xrightarrow{j_*}\pi_n(X,A,a_0)\xrightarrow{\partial}\pi_{n-1}(A,a_0)\xrightarrow{i_*}\dots$$
\end{tetel}
\end{samepage}
\begin{megj}
A dimenzióváltásnál értelmes a leképezés, hiszen $I^{n-1}\cap\partial I^n=I^{n-1}$, és $J^{n-1}\cap I^{n-1}=\partial I^{n-1}$ teljesül, vagyis egy reprezentáns megszorítása valóban egy eggyel kisebb dimenziós reprezentánst ad.
\end{megj}
Valamennyi extra struktúrát megkövetelve a térhármasról egy további hasznos egzakt sorozatot nyerünk.
\begin{samepage}
\begin{Def}
\label{fibr}
Egy $(T,B,p,F)$ négyest 
%\textit{\sout{rost csomagnak}}
\textit{fibrált nyalábnak} nevezünk, ha $T,B,F$ topologikus terek, $p:T\rightarrow B$ folytonos függvény, minden $b\in B$-re $p^{-1}(b)$ homeomorf $F$-el, végül minden $b\in B$-nek létezik $U$ környezete, hogy $p^{-1}(U)$ homeomorf a $U\times F$ szorzattal, továbbá a homeomorfizmus megválasztható úgy, hogy az első koordinátára vett projekció egyenlő $\eval*{p}_{p^{-1}(U)}$-val. 
$T$-t \textit{totális}, $B$-t pedig \textit{bázis térnek} nevezzük, $F$-et pedig \textit{fibrumnak}.
\end{Def}
\end{samepage}
Ez hasznos lesz nekünk, mert az $F\hookrightarrow T\xrightarrow{\pi} B$ "rövid egzakt sorozatból" egy hosszú egzakt sorozatot nyerünk a homotópiacsoportokon.
\begin{tetel}[{\cite[4.41. tétel]{hatcher}}, {\cite[17.2. következmény]{steenrod}}]
Legyen $(T,B,p,F)$ egy fibrált nyaláb, $b_0\in B$ és $f_0\in p^{-1}(b_0)$, ekkor a $\pi_n(T,F,f_0)\xrightarrow{p_*}\pi_n(B,b_0)$ indukált leképezés izomorfizmus $n\geq 1$-re.

\end{tetel}
\begin{megj}
$n=1$-re a fenti formula bal oldala nem csoport, ekkor csak bijektivitást várhatunk el, az egzaktság is így értelmezhető ezekben az esetekben, a "mag" azokból az ekvivalenciaosztályokból álljon, amik a konstans $b_0$ hurok osztályába képződnek.
\end{megj}
Ezt összevetve a fentebb látott hosszú egzakt sorozattal adódik az
\begin{kov}
Minden $F\hookrightarrow T\xrightarrow{\pi} B$ fibrált nyalábhoz létezik homotópikus csoportok egy hosszú egzakt sorozata
$$\dots\rightarrow\pi_n(F,f_0)\rightarrow\pi_n(T,f_0)\xrightarrow{\pi_*}\pi_n(B,b_0)\rightarrow\pi_{n-1}(F,f_0)\rightarrow\dots$$
\end{kov}
\begin{proof}
Írjuk fel a $(T,F)$ pár relatív homotopikus csoportjaira vonatkozó egzakt sorozatot, és helyettesítsük be az imént látott izomorfizmust.
\end{proof}

A későbbiekben tárgyalandó elméletben sokaságok huroktereit fogjuk vizsgálni, ehhez szükségünk lesz egy állításra, előbb azonban egy módszer, ahogyan függvénytereket (speciálisan a tárgyalandó úttereket is) topologizálhatunk.
\begin{Def}
\label{kompny}
Az $Y^X:=\{f:X\rightarrow Y:f$ folytonos$\}$ függvénytéren a \textit{kompakt-nyílt} topológia egy előbázisát alkotják az $U^K$ halmazok, ahol $K\subset X$ kompakt, és $U\subset Y$ nyílt, ez a halmaz azon $f\in Y^X$-ekből áll, melyekre $f(K)\subset U$ teljesül.
\end{Def}
\begin{megj}
Ennek a topológiának sok szép tulajdonsága van, teljesül rá számos olyan tulajdonság amit az ember egy függvénytér topológiától elvárna (enyhe feltevések mellett $X,Y$-ra), például a kiértékelési függvény $(f,x)\mapsto f(x)$ folytonos $Y^X\times X\rightarrow Y$ leképezés lesz (\cite[A.14 állítás]{hatcher}), illetve ugyanezen állítás szerint, számunkra fontosabb, hogy egy $f:X\times Z\rightarrow Y$ leképezés pontosan akkor folytonos, ha az $\hat{f}(x)(z)=f(x,z)$ formula által definiált $X\rightarrow Y^Z$ leképezés folytonos.
Továbbá a fenti megfeleltetés homeomorfizmust létesít $Y^{X\times Z}$ és $(Y^X)^Z$ között ({\cite[9.9. állítás]{hu}}, {\cite[A.14. és A.16. állítás]{hatcher}}).
Speciálisan tehát $X^{I^n}$ és $(X^I)^{I^{n-1}}$ megfeleltethetőek egymásnak (szokásos erre az azonosításra, mint a függvényterek hatványazonosságára hivatkozni).
\end{megj}

\begin{Def}
Legyen $X$ egy topologikus tér, $\Omega(X,p,q)$-val jelöljük a $p\in X$-ből $q\in X$-be menő utak terét az $X^I$-ből örökölt altértopológiával, $p=q$ esetben \textit{huroktérnek} (ezen esetben az $\Omega X$ jelölés is használatos, ez homotópikus ekvivalencia erejéig egyértelmű, ha $X$ útösszefüggő), egyébként \textit{úttérnek} nevezzük.
\end{Def}
Az előző megjegyzés végének fontos következménye az alábbi (ld. \cite[408. o.]{hatcher})
\begin{tetel}
\label{utter}
$$\pi_{n+1}(X,x_0)=\pi_n(\Omega X,x_0')$$
teljesül minden $n$-re, ahol $x_0'$ az elfajult $\forall t:f(t)=x_0$ hurkot jelöli (ez persze benne van $\Omega X$-ben).
\end{tetel}

Fontosak lesznek még a CW-komplexusok, és hogy hogyan lehet terekhez cellákat ragasztani, most ezekhez kapcsolódó állításokat tekintünk át.
\begin{tetel}[Celluláris approximáció tétele, {\cite[4.8. tétel]{hatcher}}]
\label{cellaprx}
\hfill\\
Legyen $X,Y$ két CW-komplexus.
Minden $f:X\rightarrow Y$ függvény homotóp egy olyan $\hat{f}$-al, melyre $\hat{f}(sk_n(X))\subset sk_n(Y)$ teljesül minden $n\in\mathbb{N}$-re.
\end{tetel}

Egy, a fenti tulajdonsággal bíró függvényt \textit{celluláris függvénynek} nevezünk, mert adott dimenziós cellákat legfeljebb akkora dimenziós cellákba képez.
A bizonyítás, melyet itt nem közlünk, azon múlik, hogy egy $n$ dimenziós cellán a leképezés homotóp egy olyannal, ami nem fed le teljesen egy nála magasabb dimenziós cellát, 
legalább egy pont kimarad, és ebből a pontból "lefújhatjuk" egy eggyel kisebb dimenziós cellára, ezt ismételgetve amíg ez a dimenzió nagyobb mint $n$.


\begin{all}
Az $a:X\rightarrow Y$ leképezés homotopikus ekvivalencia pontosan akkor, ha tetszőleges $K$ topologikus térre az $a$-val való kompozíció által indukált $\hat{a}:C(K,X)\rightarrow C(K,Y)$ leképezés bijekciót létesít a $C(K,X)$ és $C(K,Y)$ homotópiaosztályai között (ahol $C(X,Y)$ a folytonos $X\rightarrow Y$ függvények halmazát jelöli).

$$\begin{tikzcd}
K \arrow[r, "f"] \arrow[rd, "g"] & X \arrow[d, "a"]  \\
                                 & Y 
\end{tikzcd}$$

\end{all}
\pagebreak[3]
\begin{proof}
$K=Y$ választással az $Y\xhookrightarrow{id_Y}Y$ leképezéshez létezik egy $Y\xrightarrow{g}X$ függvény, melyre $id_Y\sim a\circ g$, ez tehát jobbinverz.
$K=X$-el a fordított kompozíciohoz $X\xrightarrow{g\circ a}X$ létezik egy $X\xrightarrow{h}Y$ leképezés, melyre $a\circ g\circ a\sim a\sim h$, hiszen az első két tag homotóp $id_Y$-al, továbbá $a\circ id_X=a$.
Mivel $a$ bijekciót létesít a leképezések homotópiaosztályai között $g\circ a\sim id_X$ kell hogy teljesüljön, hiszen $a$ homotóp leképezésekbe képezi őket.
\end{proof}

Ezt a definíciót kissé gyengítve, ha $K$ nem tetszőleges tér, hanem csak véges CW komplexus lehet, nyerjük a \textit{gyenge homotópikus ekvivalencia} fogalmát.
Megjegyezzük, hogy ez nem egy szimmetrikus reláció (lehet, hogy a másik irányban nem létezik megfelelő tulajdonságú függvény), az alábbi tétel motiválja, hogy mért hívjuk mégis ekvivalenciának.
\begin{all}
$f:X\rightarrow Y$ gyenge ekvivalencia pontosan akkor, ha $f_*:\pi_n(X)\rightarrow\pi_n(Y)$ izomorfizmus minden $n$-re ($n=0$-ra bijekció).
\end{all}
\begin{proof}
Az egyik irány világos, hiszen az $n$. homotópikus csoport pontosan az $S^n\rightarrow X$ leképezések homotópiaosztályaitól függ, és persze minden gömb véges CW-komplexus, tehát az $f_*$ indukált homomorfizmus bijektív, ergo izomorfizmus.
A másik irány túlmutat jelen dolgozaton, megtalálható például \cite[4.22. állítás]{hatcher}-ban (több is kiderül, nem csak véges, hanem tetszőleges CW-komplexusból menő leképezések homotópiaosztályai között is bijekció lesz).
\end{proof}


\begin{tetel}[Whitehead tétele, {\cite[1. tétel)]{combtop}}, {\cite[4.5. tétel]{hatcher}}]
Legyen $f:X\rightarrow Y$ egy gyenge homotopikus ekvivalencia két útösszefüggő CW-komplexus között.
Ekkor $f$ nem csak gyenge, hanem valódi homotopikus ekvivalencia a két tér között.
\end{tetel}

Ez az állítás teszi nekünk lehetővé, hogy a sokaságok homotopikus csoportjait egy felszálló unióból kiszámoljuk.
A továbbiakban gyenge ekvivalenciát fogunk mondani, de fontos megjegyezni, hogy minden esetben jelen dolgozatban valódi homotopikus ekvivalencia is teljesül.
Befejezésül a két további technikai jellegű homotópia kiterjesztési lemma segítségével leszünk képesek indukcióval kiszámolni sokaságok nívóhalmazainak cellafelbontását.
Először is kiderül, hogy ha homotóp leképezéssel ragasztunk, ekvivalens tereket kapunk.

\begin{tetel}[{\cite[5. lemma]{whitehead}}]
Legyenek $\varphi_{i}:\mathbb{S}^{n-1}\rightarrow X$ homotóp ragasztó leképezések $i=1,2$-re, ekkor $id_X$ kiterjed egy $X\bigcup\limits_{\varphi_1}\mathbb{D}^n\sim X\bigcup\limits_{\varphi_2}\mathbb{D}^n$ homotopikus ekvivalenciává.
\end{tetel}

\begin{proof}
Legyen $$\Phi(x):=
\begin{cases}
x & x\in X\\
2x & x\in\mathbb{D}^n,\quad||x||\le\frac{1}{2}\\
H_{2(1-||x||)}\left(\dfrac{x}{||x||}\right) & x\in\mathbb{D}^n,\quad\frac{1}{2}\le||x||\le 1 
\end{cases}
$$
ahol $H_t$ egy homotópia $H_0=\varphi_1$ és $H_1=\varphi_2$ között.
A leképezés jóldefiniált a két tér között, hiszen az értelmezési tartományban a ragasztott felületen pont a ragasztásnak megfelelően áll elő, a képtérben pedig a ragasztási felület előáll az identikus részben, illetve a belső és külső gömb találkozásánál, itt is a megfelelő módon, a belső részben identikusan kapjuk meg a gömbfelszínt, amit a külső rész pont $\varphi_2$-től folytat.
Látjuk tehát, hogy a leképezés értelmes, továbbá folytonos is emiatt.
Hasolnóan kapjuk a (remélt) homotópiainverzét, 
$$\Psi(x):=
\begin{cases}
x & x\in X\\
2x & x\in\mathbb{D}^n,\quad||x||\le\frac{1}{2}\\
H_{2||x||-1}\left(\dfrac{x}{||x||}\right) & x\in\mathbb{D}^n,\quad\frac{1}{2}\le||x||\le 1 
\end{cases}
$$
A fentiekkel teljesen analóg módon látjuk, hogy ez egy értelmes folytonos leképezés most a $\varphi_2$-vel ragasztott térből a $\varphi_1$-esbe.
Tekintsük most a $\Psi\circ\Phi$ leképezést, ez $X$-en identikus, a ragasztott gömbön pedig láthatóan 
$$\begin{cases}
4x & ||x||\le\dfrac{1}{4}\\
H_{4||x||-1}\big(\frac{x}{||x||}\big) & \frac{1}{4}\le||x||\le\frac{1}{2}\\
H_{2(1-||x||)}\big(\frac{x}{||x||}\big) & \frac{1}{2}\le||x||\le 1\\
\end{cases}$$
 értékeket vesz föl a függvény.
Legyen $$G_t(x):=
\begin{cases}
x & x\in X\\
(4-3t)x & ||x||\le\frac{1}{4-3t}\\
H_{(4-3t)||x||-1}\big(\frac{x}{||x||}\big) & \frac{1}{4-3t}\le||x||\le\frac{2-t}{4-3t}\\
H_{\frac{1}{2}(4-3t)(1-||x||)}\big(\frac{x}{||x||}\big) & \frac{2-t}{4-3t}\le||x||\le 1
\end{cases}$$
Ismét csak a bizonyítás elején lévőhöz hasonló meggondolásokkal látjuk, hogy ez egy jóldefiniált (és folytonos) homotópia $\Psi\circ\Phi$ és a tér identitása között.
A másik irányú kompozíciót választva teljesen hasonlóan kaphatunk egy homotópiát az identitással, tehát a két tér valóban homotópikusan ekvivalens.
\end{proof}

A következőkben pedig az derül ki, hogy ha ekvivalens terekhez ragasztunk egy fix homotópikus ekvivalencián keresztül, akkor is ekvivalens terekhez jutunk.

\begin{tetel}
Legyen $f:X\rightarrow Y$ homotopikus ekvivalencia, továbbá $\varphi:\mathbb{S}^{n-1}\rightarrow X$ egy ragasztó leképezés.
Ekkor $f$ kiterjed egy $X\bigcup\limits_\varphi\mathbb{D}^n\sim Y\bigcup\limits_{f\circ\varphi}\mathbb{D}^n$ homotopikus ekvivalenciává.
\end{tetel}

\begin{proof}
Legyen $F|_X=f$, a beragasztott gömbön pedig identikus, ha $g$ homotópiainverze $f$-nek, akkor az előzőhöz analóg módon definiáljuk
$$G:Y\bigcup\limits_{f\circ\varphi}\mathbb{D}^n\rightarrow~X\bigcup\limits_{g\circ f\circ\varphi}\mathbb{D}^n$$
Mivel $\varphi\sim g\circ f\circ\varphi$, így az előző tételből adódik egy $\Psi:X\bigcup\limits_{g\circ f\circ\varphi}\mathbb{D}^n\rightarrow X\bigcup\limits_\varphi\mathbb{D}^n $ homotópikus ekvivalencia.
Emlékezve az előző tétel bizonyításában $\Psi$-re felírt formulára annyi a különbség, hogy $\Psi|_X=g\circ f$, nem pedig az identitás, de ha nem is az, homotóp vele, így a következő függvény homotópiát létesít a fenti függvény és az identitás között:
%$$(\Psi\circ G\circ F)(x)=
%\begin{cases}
%(g\circ f)(x) & x\in X\\
%2x & ||x||\le\frac{1}{2}\\
%H_{2(1-||x||}\big(\frac{x}{||x||}\big) & \frac{1}{2}\le||x||\le 1
%\end{cases}
%$$
$$Q_t(x):=
\begin{cases}
H_t(x) & x\in X\\
\frac{2}{1+t}x & ||x||\le \frac{1+t}{2}\\
H_{2(1-||x||)+t}(\varphi\big(\frac{x}{||x||}\big)) & \frac{1+t}{2}\le||x||\le 1
\end{cases}
$$
ahol $H_t$ egy homotópia $g\circ f$ és az identitás között.
Szokás szerint ez egyértékű hiszen a gömbben a két különböző definíció határán ugyanazt kapjuk ($H_1=id_{X\bigcup\limits_\varphi\mathbb{D}^n}$).
Tehát $F$-nek létezik bal homotópiainverze, hasonlóan az előzőekhez, $G$-nek úgyszintén.
Világos, hogy ha egy függvénynek van jobb-, és baloldali homotópiainverze, akkor homotópikus ekvivalencia, és bármelyik oldali inverz valójában kétoldali, ezt fogjuk sorra alkalmazni:
$\Psi\circ G\circ F\sim id$, és mivel $\Psi$ homotópikus ekvivalencia $G\circ F\circ\Psi\sim id$, tehát $G$-nek létezik jobb homotópiainverze is, így $F\circ\Psi\circ G\sim id$, tehát $F$ is homotópikus ekvivalencia, hiszen létezik bal-, és jobboldali inverze is, pont ezt akartuk megmutatni.
\end{proof}




\section{Szinthalmazok és gradiens leereszkedés}
\label{sokkcw}

Ebben a fejezetben megvizsgáljuk, hogy hogyan függ össze a sokaság topológiája egy rajta adott Morse-függvény kritikus pontjaival, és annak indexeivel.
Elöljáróban

\begin{Def}
Az $M^a:=f^{-1}((-\infty,a])$ képlettel definiált halmazt az $f$ $a$-hoz tartozó \textit{szinthalmazának} nevezzük.
\end{Def}

Két állításra lesz szükségünk, amely jellemzi a szinthalmazok viselkedését, ahogy $a$ mozog két kritikus pont között, illetve amikor átlép egy kritikus pontot, előbbivel kezdjük.

\begin{tetel}
\label{diff}
Legyen $f$ egy Morse függvény az $M$ sima sokaságon.
Ha az $M_a^b:=f^{-1}([a,b])$ halmaz kompakt, és nem tartalmaz kritikus pontot, akkor $M^b$ diffeomorf $M^a$-val, illetve deformációs retraktuma is.
\end{tetel}

\begin{proof}
Vegyünk egy Riemann-metrikát $M$-en, és tekintsük a $grad(f)$ vektormezőt.
Ez a vektormező pontosan $f$ kritikus pontjaiban tűnik el, vagyis a vizsgált szinthalmazon sehol sem tűnik el.
Legyen most $\rho:=1/||grad(f)||$ az $M_a^b$ halmazon, és egy kompakt környezetén kívül (amely még mindig nem tartalmaz kritikus pontot) csengjen le 0-vá, ekkor a $X_q=\rho(p)grad(f)|_q$ vektormezőre alkalmazhatjuk az \ref{difcsop} állítást, ezzel nyerve a $\varphi_t$ 1-paraméteres diffeomorfizmuscsoportot.
Tekintsük egy adott $q\in M$ pályáját a $\varphi_t$-k szerint, amíg $a\le f(\varphi_t(q))\le b$ az \ref{grad} tulajdonság miatt $\frac{df(\varphi_t(q))}{dt}=\ip{X,grad(f)}=1$, tehát $f(\varphi_t(q))=t+c$, sőt, mivel $\varphi_0=id\therefore c=f(q)$.
Most már világos, hogy $\varphi_{b-a}$ az $M^a$ "alsó" szinthalmazt diffeomorf módon átviszi a "felsőbe", hiszen ha $f(q)\le a$, akkor $f(\varphi_{b-a}(q))\le b-a+a=b$ a fentiek szerint (az inverze pedig nyilván $\varphi_{a-b}$).
Megadjuk továbbá a deformációs retrakciót, legyen 
$$r_t(q):=\begin{cases}
q & f(q)\le a\\
\varphi_{t(a-f(q))}(q) & a\le f(q)\le b
\end{cases}$$
Ekkor mivel $\varphi_t$ egy 1-paraméteres diffeomorfizmus csoport, $\varphi_0=id$ az identikus leképezés.
$\varphi_1$ pedig valóban egy retrakció, hiszen egyrészt $\varphi_1(M^b)=M^a$, és ez utóbbit definíció szerint fixen is hagyja.
\end{proof}

Ezzel az első említett állítással készen vagyunk, (a kellő feltételekkel) ha nincsen kritikus pont két szint között, a homotópia típus nem változik.
Tekintsük most azt az esetet, amikor két szint között van (pontosan) egy kritikus pont.

\begin{tetel}
\label{homt}
Legyen ismét $f:M\rightarrow\R$ Morse-függvény, $p$ egy kritikus pont, az egyszerűség kedvéért legyen $c:=f(p)$, föltesszük, hogy valamely pozitív $\epsilon$-ra $M_{c-\epsilon}^{c+\epsilon}$ kompakt, és nem tartalmaz további kritikus pontot. Ekkor minden kellően kis $\epsilon$-ra $M^{c+\epsilon}\sim M^{c-\epsilon}\cup D^{\lambda_p}$.
\end{tetel}
\begin{proof}
Vegyük az \ref{mlemma} lemmában kapott térképet $p$ körül, feltesszük, hogy $p$ az origóba képződik.
A feltételben szereplő $\epsilon$-t csökkentsük úgy, hogy a térkép képe tartalmazza az origó középpontú $\sqrt{2\epsilon}$ sugarú zárt golyót, a térkép koordinátáinak esetleges átskálázásával ez mindig elérhető, és ez nyilván nem rontja el a Morse-lemmából származó alakját $f$-nek.
A $D^\lambda$ "gömb" a térkép első $\lambda$ koordinátája által feszített hipersíkban lévő $\sqrt{\epsilon}$ sugarú golyó őse legyen.
Vegyük észre, hogy az $M^{c-\epsilon}$ halmaz ezt a gömböt pontosan a határában metszi, hiszen a gömb egy $z$ pontjában $f(z)=c-x_1^2-..-x_\lambda^2$ (hiszen a többi koordináta nulla), vagyis $f(z)\ge c-\epsilon$, és egyenlőség pontosan akkor teljesül, ha $x_1^2+..+x_\lambda^2=\epsilon$, vagyis a gömb határán vagyunk.
Válasszunk most egy sima $\mu:\R\rightarrow\R$ függvényt a következő tulajdonságokkal:
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\begin{itemize}
%\setlength{\itemsep}{-2mm}
    \item $\mu(0)\ge\epsilon$
    \item $\mu(x)=0;~\forall x\ge 2\epsilon$
    \item $-1<\mu'(x)\le 0$
\end{itemize}
(Ez például $a\chi_{(-\infty,1/b]}\exp{\frac{-1}{1-bx}}$-el elérhető)
Most definiálunk egy új $g$ függvényt, a
$$g:=f-\mu(x_1^2+..+x_\lambda^2+2x_{\lambda+1}^2+..+2x_n^2)$$
képlettel, ez a függvény $\mu$ tulajdonságai miatt $p$ Morse-környezetén kívül megegyezik $f$-el.
A környezetben pedig $g\le f\le c+\epsilon$, vagyis a $c+\epsilon$-hoz tartozó szinthalmazok megegyeznek.

$$\frac{\partial g}{\partial x_i}=-2x_i-\mu'(x_1^2+..+x_\lambda^2+2x_{\lambda+1}^2+..+2x_n^2)x_i$$ teljesül ha $i\leq\lambda$, a $\mu$-re adott feltételek szerint ez csak az origóban lehet nulla, hasonlóan számolhatunk a másik indexhalmazra, tehát nincs több kritikus pontja $g$-nek a térképen belül.
Ebből a számolásból látjuk továbbá, hogy az egyes koordináták szerint hogyan viselkedik $g$:
$\frac{\partial g}{\partial x_i}<0$ az előbbi eset szerint, és $\frac{\partial g}{\partial x_j}\geq 1$ ha $j>\lambda$.
A függvények között álló egyenlőtlenség miatt az is teljesül, hogy $g^{-1}([c-\epsilon,c+\epsilon])$ kompakt, és mivel $g(p)<c-\epsilon$, ebben a halmazban nincsen kritikus pontja $g$-nek.
Az előző tételünk szerint tehát a $g^{-1}((-\infty,c-\epsilon])$ halmaz deformációs retraktuma $g^{-1}((-\infty,c+\epsilon])=M^{c+\epsilon}$-nak.
Jelölje $H:=\overline{g^{-1}((-\infty,c-\epsilon])\setminus M^{c-\epsilon}}$ az $f$ által "kihagyott" részt, megmutatjuk, hogy $M^{c-\epsilon}\cup D^\lambda$ deformációs retraktuma $M^{c-\epsilon}\cup H$-nak, azaz $g^{-1}((-\infty,c-\epsilon])$-nak.
Az állítás minden esetre értelmes, a $D^\lambda$ "gömb" része $H$-nak, mert mint az imént láttuk, az első $\lambda$ koordinátában $g$ nem növekvő függvény, tehát a gömb pontjaira $g(q)\leq g(p)<c-\epsilon$.
A koordinátakörnyezeten kívül legyen identikus $r_t$ minden $t$-re, mostmár csak egy térképen belül dolgozunk, így legyen a térkép, és a képe azonosítva.
Több részben definiáljuk a deformációt, először az $\sum_1^\lambda x_i^2\leq\epsilon$ gömbön legyen $r_t(x):=(x_1,..,x_\lambda,tx_{\lambda+1},..,tx_n)$, ismét az, hogy így a tartományban maradunk, abból következik, hogy $g$ nem csökkenő függvénye az utolsó $n-\lambda$ argumentumának.
Az $\epsilon\leq\sum_1^\lambda x_i^2\leq\epsilon+\sum_{\lambda+1}^nx_i^2$ egyenlőtlenség által definiált halmazon ismét az utolsó $n-\lambda$ koordinátát szorozzuk meg a $$t\mapsto t+(1-t)\sqrt{\frac{-\epsilon+\sum_1^\lambda x_i^2}{\sum_{\lambda+1}^nx_i^2}}$$
függvénnyel, a halmaz definjciója miatt ez a függvény a $[0,1]$-be képez, $t=1$-re ismét az identitást látjuk, a két halmaz találkozásánál pedig az eddigi két definíciónk megegyezik (a szorzótényező gyökös tagja eltűnik), és mivel azonos fokú polinomokat osztottunk ez azokban az esetekben is folytonos lesz, ha a nevező nullához tart (ekkor a számlálóban található összeg szükségképpen $\epsilon$-hoz kell tartson a tartomány alakja miatt).
A fennmaradó $\epsilon+\sum_{\lambda+1}^nx_i^2\leq\sum_1^\lambda x_i^2$ tartományon definiálható identikusnak $r_t$, hiszen tekintve az előző halmaz határát a gyökös tag azonosan $1$ lesz, vagyis a transzformáció identikus, tehát folytonos lesz, ha ezen a külső intervallumon így definiáljuk.
Tehát $M^{c+\epsilon}$-t deformálható $g^{-1}((-\infty,c-\epsilon])=M^{c-\epsilon}\cup H$-ra, ez pedig deformálható $M^{c-\epsilon}\cup D^\lambda$-ra, amint állítottuk.
\end{proof}

\begin{megj}
\label{morseappr}
Úgy tűnhet, hogy elég szigorú feltételeket szabtunk meg a Morse függvényekre, melyeket a tételekben fölhasználtunk.
A priori az sem világos, hogy létezik-e egyáltalán Morse függvény, a további kompaktsági, és kritikus pont ősképére vonatkozó feltételek nélkül.
Nem csak az igaz azonban, hogy minden sokaságon létezik Morse függvény, de ha $M$ differenciálható módon be van ágyazva egy $\R^n$-be, majdnem minden $z\in\R^n$-re az $$\norm{x-z}^2:M\subset\R^n\rightarrow\R$$ négyzetes távolság függvény Morse (\cite[6.6.~tétel]{milnor}), és mivel minden sokaságot zárt részhalmazként is be lehet ágyazni, egy ilyen beágyazásból származó négyzetes távolságfüggvényre teljesül az is, hogy az $M^a$ szinthalmazok kompaktak.
A kritikus pontokra vonatkozó feltételeket pedig kétféle módon korrigálhatjuk, módosítható a fenti bizonyítás úgy, hogy külön-külön végignézzük mindegyik ősképre, ebből kapván, hogy mindegyik ősképre egy index-dimenziójú gömb van az alatta lévő szinthez ragasztva, vagy pedig \cite[2.8.~lemmá]{hcob}-t használhatjuk.
Ez a lemma azt állítja, hogy kompakt (esetleg peremes) sokaságon tetszőleges Morse függvényhez konstruálható egy másik, melynek ugyanazok a kritikus pontjai, de a kritikus értékek mind különbözőek.
A kritikus pont egy kompakt környezetén kívül egyenlővé téve az újonnan kapott függvényt az eredetivel, a kompakt környezeten pedig elvégezve a lemma konstrukcióját átrendezhetjük a kritikus pontok értékeit.
Megemlítjük még, hogy kompakt sokaságon több is igaz, a $C^2$ topológiában sűrű nyílt részhalmazt alkotnak a Morse függvények az összes $M\rightarrow\R$ függvények között.
\end{megj}
Felhasználva a homotópiakiterjesztési lemmákat, a szakasz zárásaként most már be tudjuk látni az egyik alapvető tételt.

\begin{tetel}
\label{sokcw}
Legyen $f$ egy Morse függvény $M$-en, ha az összes $M^a$ nívóhalmaz kompakt (az ilyen függvényt \textit{perfektnek} nevezzük), akkor $M$ gyengén homotópikusan ekvivalens egy CW-komplexussal, melyben $f$ összes $p$ kritikus pontjához található pontosan egy cella, melynek dimenziója $p$ indexe.
\end{tetel}

\begin{proof}
Legyenek $c_1<c_2<\dots$ $f$ kritikus értékei.
A nívóhalmazokra tett kompaktsági feltétel miatt van legkisebb, hiszen a nemelfajult kritikus pontok nem torlódhatnak.
$c_1$ alatt a szintek üresek, globális minimumnak kell lennie ismét csak azért, mert $M^a$ kompakt, az indukciónk elindul.
%Legyen $a$ egy reguláris érték, és tegyük most fel, hogy $M^a$ homotópia típusa egy $K$ véges CW-komplexus, minden $a$-nál kisebb kritikus értékhez egy index dimenziós cellával.
Legyen $a$ egy reguláris érték, és tegyük fel, hogy $M^a$ homotópikusan ekvivalens egy $K$ CW-komplexussal, amelyben található (pontosan) egy $\lambda_q$ dimenziós cella minden $q$-ra, amely kritikus pontja $f$-nek, és $f(q)<a$.
Legyen $c$ a legkisebb kritikus érték, ami több mint $a$.
\ref{diff}-ből tudjuk, hogy $M^a$ diffeomorf, és homotópikusan ekvivalens $M^{c-\epsilon}$-nal, és \ref{homt}-ből, hogy 
$$M^{c+\epsilon}\sim M^{c-\epsilon}\bigcup_{p\in f^{-1}(c)}(\bigcup\limits_{\varphi_p}\mathbb{D}^{\lambda_p}_p)$$
ha $\epsilon$ kellően kicsi.
Legyen $F, G$ egy-egy $M^{c-\epsilon}\rightarrow M^a$ és $M^a\rightarrow K$ homotópikus ekvivalencia.
A $G\circ f\circ\varphi_p$ leképezések homotópok egy-egy $\varphi_p':\mathbb{S}^{\lambda_p-1}\rightarrow sk_{\lambda-1}(K)$ leképezéssel a celluláris approximáció (\ref{cellaprx}) miatt.
Most, ha a $\varphi_p'$-kkel ragasztunk cellákat $K$-hoz, ismét egy CW-komplexust kapunk, ami ekvivalens $M^{c+\epsilon}$-nal a homotópiakiterjesztési lemmáink miatt.
Tudjuk most már, hogy minden nívóhalmaz ekvivalens egy véges CW-komplexussal, ha most a kritikus értékek halmaza korlátos, készen vagyunk, hiszen a \ref{diff}-hez hasonlóan megmutathatjuk, hogy $M$ is retrahálható $M^{\max(c_p)+\epsilon}$-ra.
Ellenkező esetben egy direkt limeszt nyerünk
$$\begin{matrix}
M^{a_1}  & \subset & M^{a_2}  & \subset & \dots \\
\uparrow_{\psi_1} & & \uparrow_{\psi_2} & &\dots \\
K_1      & \subset & K_2      & \subset & \dots
\end{matrix}$$
ahol a függőleges nyilak homotópikus ekvivalenciák, és mindegyik az előző kiterjesztése (szintén a celluláris approximáció tétele, illetve a \ref{homt}-beli konstrukció miatt).
Legyen $K:=\cup K_i$ a legdurvább topológiával, amire nézve a fenti diagram nyilai folytonosak (direkt limesz topológia), legyen $g:=\cup\psi_i$ a fent megkapott függvények limesze, ekkor $g_*:\pi_n(K)\rightarrow\pi_n(M)$ izomorfizmus minden $n$-re, hiszen egy adott reprezentáns biztosan benne van már valamelyik $K_i$ belsejében, ha két szferoid képe homotóp $K$-ban, akkor ugyanígy, már valamelyik $K_i$-ben is azok, hiszen a teljes homotópia képe is kompakt, amit biztosan lefed $\cup \operatorname{int}(K_i)$, felhasználva a homotópikus ekvivalenciát kapjuk, hogy a két szferoid homotóp $M^i$-ben is.
A gondolatmenetet elismételhetjük az összes homotópikus csoport összes elemére, mutatván, hogy valóban izomorfizmust indukál $g$.
Ezzel adódik a gyenge ekvivalencia.
\end{proof}



\chapter{Variációszámítás sokaságokon}
\section{Az energia és variációi}
\label{energiavar}
Most rátérünk az útterek tanulmányozására.
\begin{Def}
Egy $M$ Riemann-sokaság két $p,q$ pontját összekötő szakaszonként sima (tehát létezik olyan $0=t_0<..<t_n=1$ felosztása a $[0,1]$-nek, hogy $\omega|_{[t_{i-1},t_i]}$ sima minden $i$-re) $\omega:[0,1]\rightarrow M$ görbék halmazát $\Omega_*(M;p,q)$-val (esetleg kihagyva a sokaság és a pontok explicit megadását, ha nem fontos) jelöljük és a sokaság egy \textit{útterének} nevezzük.
Metrikát értelmez ezen a halmazon a $$d(\omega,\omega')=\max_t(\delta(\omega(t),\omega'(t)))+\sqrt{\int_0^1\left(\frac{ds}{d t}-\frac{ds'}{d t}\right)^2dt}$$
formula, ahol $\delta$ az \ref{dist}-ben értelmezett ívhossz által indukált metrika $M$-en, $s,s'$ pedig a megfelelő görbék ívhosszfüggvényei.
\end{Def}
\begin{Def}
A görbe két végpontjában eltűnő szakaszonként sima $\omega$-menti vektormezők terét $\mathcal{V}_{0,1}(\omega)$-val jelöljük.
\end{Def}
A valós analízisből ismert fogalom mintájára
\begin{Def}
Egy $\alpha:(-\epsilon,\epsilon)\times[0,1]\rightarrow M$ leképezést az $\omega\in\Omega_*$ görbe \textit{(végpontokban kötött egyparaméteres) variációjának} vagy \textit{deformációjának} nevezünk, ha $\alpha(0,t)=\omega(t)$ és $\alpha(x,0)=\omega(0)$, valamint $\alpha(x,1)=\omega(1)$ teljesül, továbbá ha valamely $I\subset[0,1]$-re $\omega|_I$ sima, akkor $\alpha|_{(-\epsilon,\epsilon)\times I}$ is sima.\\
A $\frac{\partial\alpha}{\partial x}(0,t)$ vektormezőt az $\alpha$-hoz tartozó \textit{variációs vektormezőnek} vagy \textit{infinitezimális deformációnak} nevezzük.
\end{Def}
\begin{Def}
$\omega$ az $F:\Omega_*\rightarrow\R$ függvény \textit{kritikus} vagy \textit{stacionárius görbéje}, ha $$\frac{d(F\circ\alpha)}{dx}\bigg|_{x=0}=0$$ teljesül az $\omega$ minden $\alpha$ variációjára (ezen egyenlőség bal oldalát szokás az $F$ funkcionál $\alpha$-hoz tartozó \textit{első variációjának} nevezni).
\end{Def}
%A fizikai hatáselv mintájára adjuk meg a következő
\begin{Def}
Egy $\omega\in\Omega_*$ út \textit{energiája} $a$-tól $b$-ig az $E_a^b(\omega):=\int_a^b \norm*{\frac{d\omega}{\d t}}^2dt$ nemnegatív valós szám.
\end{Def}
A következő állítás gyakorlatilag egy átfogalmazása variációs terminológiára az eddigi geodetikusokról való ismereteinknek:
\begin{all}
\label{enermin}
Tegyük fel, hogy létezik egy $\gamma$ minimális geodetikus $p,q\in M$ között, $\delta(p,q)=d$.
Ekkor az $E=E_0^1:\Omega_*(M;p,q)\rightarrow\R$ funkcionál minimuma $d^2$, melyet pontosan a két pont között futó minimális geodetikusok halmazán vesz föl.
\end{all}
\begin{proof}
Legyen $\omega$ tetszőleges görbe, amely összeköti a két pontot.
Alkalmazzuk az $1,\norm*{\frac{d\omega}{\d t}}\in L^2([0,1])$ függvényekre a Cauchy-Schwarz egyenlőtlenséget,
\begin{equation}
\label{2.1.6}
\left(\int_0^1\norm*{\frac{d\omega}{\d t}}dt\right)^2\leq E(\omega)
\end{equation}

adódik, egyenlőség pedig csak akkor lehet, ha $\norm*{\frac{d\omega}{\d t}}$ állandó, vagyis $t$ lineáris függvénye az ívhossznak.
Mivel minden geodetikus állandó sebességű $E(\gamma)=d^2$ és mivel minimális
$d^2\leq E(\omega)$ teljesül, hiszen \ref{2.1.6} bal oldala $\omega$ ívhossznégyzete.
Itt egyenlőség persze csak akkor állhat, ha $\omega$ is minimális geodetikus.
\end{proof}
Most karakterizáljuk az $E$ többi stacionárius görbéjét is.
Erre szolgál az energia első variációja, a számolás ismét hasonlít a variációszámításból ismeretesre.
\begin{tetel}[Első variációs formula]
\label{evf}
Legyen $\alpha$ az $\omega$ görbe egy variációja, $V(t)=\frac{d\omega}{dt}$ a sebességvektormező, $\Delta V(t):=lim_{\tau\rightarrow t+0}V(\tau)-lim_{\tau\rightarrow t-0}V(\tau)$ a sebességvektor törése, $W(t)$ az $\alpha$-hoz tartozó variációs vektormező, $A(t):=\frac{\D}{d t}\frac{d\omega}{d t}$ a görbe gyorsulásvektormezője, ekkor
$$\eval*{\frac{1}{2}\frac{d(E\circ\alpha)}{dx}}_{x=0}=-\sum_t\ip{W(t),\Delta V(t)}-\int_0^1\ip{W(t),A(t)}dt$$
teljesül az $E\circ\alpha$ deriváltjára.
\end{tetel}
\begin{megj}
A formulában szereplő összeg természetesen értelmes, hiszen csak véges sok helyen szakadhat a sebességvektormező feltevés szerint.
\end{megj}
\begin{proof}
Számolunk.
\begin{equation}
\label{evf1}
\frac{d(E\circ\alpha)}{dx}=\frac{d}{dx}\int_0^1{\norm*{\frac{d\alpha}{d t}}^2dt}=2\int_0^1\ip*{\frac{\D}{dx}\frac{d\alpha}{d t},\frac{d\alpha}{d t}}
\end{equation}
teljesül, ahol felhasználtuk a Leibniz tételt és \ref{vektdif}-et, hogy deriválhassuk az integrandust.
Ugyanezen állításból $\frac{d}{d t}\ip*{\frac{d\alpha}{dx},\frac{d\alpha}{d t}}=\ip*{\frac{\D}{d t}\frac{d\alpha}{dx},\frac{d\alpha}{d t}}+\ip*{\frac{d\alpha}{dx},\frac{\D}{d t}\frac{d\alpha}{d t}}$ is következik.
%$\frac{d\alpha}{\d t}, \frac{d\alpha}{dx}, \frac{d\alpha}{\d t}$ szereposztással és
Alkalmazva az \ref{young} Young-tétel analógunkat \ref{evf1} jobb oldalának integrandusa ebből kifejezhető, végül $t$ szerint integrálva adódik, hogy minden $[t_{i-1},t_i]$ simasági intervallumon 
$$\int_{t_{i-1}}^{t_i}\ip*{\frac{\D}{d x}\frac{d\alpha}{dt},\frac{d\alpha}{d t}}dt=\ip*{\frac{d\alpha}{dx},\frac{d\alpha}{d t}}\bigg|_{t_{i-1}+0}^{t_i-0}-\int_{t_{i-1}}^{t_i}\ip*{\frac{d\alpha}{dx},\frac{\D}{d t}\frac{d\alpha}{d t}}dt$$
egyfajta parciális integrálást kapunk.
Ezen formulákat összegezve $i$ szerint, majd kiértékelve $x=0$-ban adódik az állítás.
\end{proof}
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\begin{kov}
\label{stacgorbe}
Az $E$ funkcionál stacionárius görbéi pontosan a két pont közötti geodetikusok.
\end{kov}
\begin{proof}
Geodetikusra teljesül, hogy $A=\Delta V=0$, hiszen definíció szerint a gyorsulása nulla, és sima, tehát nem törik a sebessége sehol.

A másik irányhoz legyen $\omega$ tetszőleges stacionárius görbéje $E$-nek.
Választunk egy $\alpha$ deformációját ennek a görbének, hogy a hozzá tartozó variációs vektormezőre $W=fA$ teljesüljön, ahol $\eval*{f(t)}_{(t_{i-1},t_i)}>0$ teljesül, a $t_i$ pontokban pedig 0 (ilyen persze létezik, megfelelő $f$ mellett $\alpha(x,t):=\exp_{\omega(t)}(xf(t)A(t))$, ahol $A(t)$ az eddig bevett jelölések szerint $\omega$ gyorsulásvektormezője a $t$ időpontban pont jó lesz).
Ekkor a szakadási pontokban vett összeg eltűnik, $$0=\frac{1}{2}\frac{d(E\circ\alpha)}{dx}(0)=-\int_0^1f\norm*{A}^2$$ folytonos nemnegatív függvény integrálja pedig csak úgy lehet nulla, ha azonosan nulla, vagyis $A=0$ kell hogy teljesüljön, ebből pedig következik, hogy $\omega$ geodetikus minden $[t_{i-1},t_i]$ intervallumon.

Most pedig ha egy olyan $\alpha$-t választunk, amire a töréspontokban a variációs vektormező megegyezik a sebesség szakadásvektorával (ez a fentihez hasonló módon elvégezhető), erre is alkalmazzuk az első variációs formulát és $0=-\sum\norm*{\Delta V}^2$ adódik, vagyis ha $\omega$ egy törtéspontokkal rendelkező geodetikusokból álló görbe, akkor nem lehet stacionárius, hiszen egy így választott variációra nem lehet nulla a deriváltja.
Következésképp $\omega$ törés nélküli geodetikus a két végpont között.
\end{proof}
Szükségünk lesz még az energia második variációjára is, melyet ismét a sokaságoknál és variációszámításból ismert fogalommal analóg módon definiálunk.
\begin{Def}
Legyen $\gamma$ geodetikus és $\beta(x_1,x_2,t)$ egy kétparaméteres variációja.
Ekkor a $\eval*{\frac{\partial^2(E\circ\beta)}{\partial x_1\partial x_2}}_{(0,0)}$ számot az energia $\beta$-hoz tartozó \textit{második variációjának} nevezzük.
\end{Def}
\begin{megj}
Fontos rámutatni, hogy csak geodetikusra értelmeztük a második variációt, persze a fenti definíció gond nélkül átmegy tetszőleges görbére, de minket csak ebben a speciális esetben fog érdekelni, mert itt több is állítható, analóg módon a sokaságon értelmezett sima függvénynek második deriváltjával, itt nem csak a kritikus pontbeli pozitív/negatív definit alterek dimenziója lesz értelmes, hanem maga a második derivált bilineáris forma is, mint azt az alábbi állítás mutatni fogja.
\end{megj}
\begin{samepage}
\begin{tetel}[Második variációs formula]
Legyen $\beta(x_1,x_2,t)$ a $\gamma$ geodetikus egy kétparaméteres variációja.
Kiterjesztve az első formula bizonyításánál használt jelöléseket legyen $V=\frac{d\gamma}{\d t}$ a görbe sebességvektormezője és legyenek $W_i:=\eval*{\frac{\partial\beta}{\partial x_i}}_{(0,0,t)}$ a két paraméterirányhoz tartozó variációs vektormezők és $\Delta\frac{\D W_i}{\d t}=\frac{\D W_i}{\d t}(t_j+0)-\frac{\D W_i}{\d t}(t_j-0)$ a variációs vektormezők törésvektorai.
Ekkor az energia második variációjára igaz az alábbi formula:
$$\eval*{\frac{1}{2}\frac{\partial^2(E\circ\beta)}{\partial x_1\partial x_2}}_{(0,0)}=-\sum_t\ip*{W_2,{\Delta}\frac{\D W_1}{\d t}}-\int_0^1\ip*{W_2,\frac{\D^2W_1}{dt^2}+R(W_1,V)V}dt$$
\end{tetel}
\end{samepage}
\begin{proof}
Ha $\beta$ első változóját lerögzítjük, világos, hogy egy egyparaméteres variációt kapunk.
Erre alkalmazzuk a \ref{evf} első variációs formulát, majd hasonlóan az ottani bizonyításhoz parciálisan deriválhatunk az első változó szerint is, és ugyanúgy elvégezhetjük az átalakításokat.
Így az alábbi monstrum adódik:
\begin{equation*}
\begin{split}
\frac{1}{2}\frac{\partial^2(E\circ\beta)}{\partial x_1\partial x_2}=&-\sum_t\left(\ip*{\frac{\D}{\partial x_1}\frac{\partial\beta}{\partial x_2},\Delta\frac{\partial\beta}{\partial t}}+\ip*{\frac{\partial\beta}{\partial x_2},\frac{\D}{\partial x_1}\Delta\frac{\partial\beta}{\partial t}}\right)\\
&-\int_0^1\left(\ip*{\frac{\D}{\partial x_1}\frac{\partial\beta}{x_2},\frac{\D}{\partial t}\frac{\partial\beta}{\partial t}}+\ip*{\frac{\partial\beta}{x_2},\frac{\D}{\partial x_1}\frac{\D}{\partial t}\frac{\partial\beta}{\partial t}}\right)dt
\end{split}
\end{equation*}
Szerencsénkre, mivel $\beta(0,0,t)$ egy geodetikus, így $\eval*{\Delta\frac{\partial\beta}{\d t}}_{(0,0)}=\eval*{\frac{\D}{\partial t}\frac{\partial\beta}{\partial t}}_{(0,0)}=0$, hiszen a sebességvektora nem törik, és definíció szerint a gyorsulása azonosan nulla, vagyis az összeg, valamint az integrál első tagja nulla, ha kiértékelünk $(0,0)$-ban.
A megmaradt integrálban szeretnénk a kovariáns deriválásokat fölcserélni, ehhez szükségünk lesz az \ref{gorbulet} görbületi formulára.
Ezt kombinálva az \ref{young} Young-tétel analogonunkkal (amiből $\frac{\D}{\partial x_1}V=\frac{\D}{\partial t}W_1$ következik)
$$\frac{\D}{\partial x_1}\frac{\D}{\partial t}V=\frac{\D}{\d t}\frac{\D}{\d t}W_1+R(W_1,V)V$$
kértékelve az origóban, és a fenti formulát behelyettesítve adódik az állítás.
\end{proof}
\begin{megj}
A második variációs formulából világos, hogy az $E$ második deriváltja $(0,0)$-ban csak a variációs vektormezőktől függ (a geodetikus most persze fix).
Az előbbi számításban, ha $E$-t fordított sorrendben deriváljuk, a formulában a két vektormező szerepe felcserélődik, a bal oldal azonban nem változik a vegyes parciális deriváltak szimmetriatulajdonságai miatt (emlékezzünk, hogy az $E\circ\beta$ kompozíció egy sima $\R^2\rightarrow\R$ függvény).
Tehát az energia második deriváltja egy szimmetrikus bilineáris (ez szintén a variációs formulából látszik, a belső szorzás, összegzés, integrálás, parciális és kovariáns deriválás mind lineáris) függvényt értelmez a $\gamma$ menti vektormezők vektorterén, erre bevezetjük a szuggesztív $E_{**}(W_1,W_2)$ jelölést.
\end{megj}
Most ezt a bilineáris megfeleltetést fogjuk közelebbről megvizsgálni.



\section[Az energia második variációjának tulajdonságai]{Az $E_{**}$ tulajdonságai}
\label{enerbilin}
\begin{all}
\label{szemidef}
Ha $\gamma$ minimális geodetikus, akkor $E_{**}$ pozitív szemidefinit.
\end{all}
\begin{proof}
$\beta(x,y)=\alpha(x+y)$ választással (egy megfelelő egyparaméteres $\alpha$ variációra) a láncszabály miatt $\beta$ mindkét paraméter szerinti variációs vektormezője az $\alpha$ variációs vektormezője lesz, és $\eval*{\frac{\partial^2(E\circ\beta)}{\partial x_1\partial x_2}}_{(0,0)}=\eval*{\frac{\partial^2(E\circ\alpha)}{\partial x^2}}_0$ teljesül.
Továbbá mivel $\alpha(0)$ minimális geodetikus, $E(\alpha(x))\geq E(\alpha(0))$, vagyis $E''(0)\geq 0$, a megelőző számolás szerint pedig ez pont $E_{**}(W,W)$, ahol $W$ az $\alpha$-hoz tartozó variációs vektormező.
\end{proof}
%Egy további ismerős fogalmat általánosítunk:
\begin{Def}
Egy $\gamma$ geodetikuson értelmezett $J$ vektormezőt \textit{Jacobi mezőnek} nevezünk, ha teljesül rá a 
$$\frac{\D^2J}{dt^2}+R(J,V)V=0$$
ú.n. \textit{Jacobi differenciálegyenlet} ($V$ továbbra is $\frac{d\gamma}{dt}$, a sebeségvektormező).
\end{Def}
\begin{megj}
Vegyük észre, hogy az egyenlet homogén lineáris, tehát a megoldások egy - a továbbiakban $\mathcal{J}(\gamma)$-val jelölt - alterét alkotják a $\mathcal{V}(\gamma)$ szakaszonként sima $\gamma$-menti vektormezők vektorterének.
Ez az altér kitűntetett szereppel bír az energia második deriváltja szempontjából, mint azt mindjárt látni fogjuk.
\end{megj}

\begin{tetel}
Egy $J\in\mathcal{V}_{0,1}(\gamma)$ vektormező akkor és csak akkor merőleges minden $\gamma$-menti vektormezőre $E_{**}$ szerint, ha $J\in\mathcal{J}(\gamma)$, vagyis egy Jacobi mező, amely $\gamma$ végpontjaiban eltűnik.
\end{tetel}
\begin{proof}
Az energia stacionárius görbéinek \ref{stacgorbe} karakterizálásához hasonlóan járunk el.
Egyrészt a végpontban eltűnő Jacobi-mezők megfelelőek, hiszen előállnak variációs vektormezőkként, és a második variációs formula mindkét tagja eltűnik, mert $$\Delta\frac{\D J}{\d t}=\frac{\D^2J}{dt^2}+R(J,V)V=0$$
Előbbi azért, mert a Jacobi mezők legalább kétszer deriválhatóak a differenciálegyenlet folytán (valójában simák), így a kovariáns deriváltjuk nem szakadhat, utóbbi pedig éppen a Jacobi mezőket definiáló egyenlet baloldala.
Tehát $E_{**}(X,J)=0$ tetszőleges $X\in\mathcal{V}_{0,1}(\gamma)$-ra, vagyis $J$ a nullaltérben van.

Legyen most $J$ merőleges mindenkire, belátjuk, hogy végpontokban nulla Jacobi mező.
Legyen $f$ egy a $J$ szakadásaitól eltekintve pozitív (valós értékű) függvény, a szakadási helyekben tűnjön el.
Válasszuk $X$-et $f\cdot(\frac{\D^2J}{dt^2}+R(J,V)V)$-nek, a korábbi állításhoz teljesen analóg módon a második variációs formulából az összeg eltűnik, és az $f\norm{\frac{\D^2J}{dt^2}+R(J,V)V}^2$ nemnegatív függvény integráljának kell nullával egyenlőnek lenni, vagyis ezen integrandus maga azonosan nulla, így $J$ teljesíti a Jacobi differenciálegyenletet minden $[t_{i-1},t_i]$ simasági intervallumon.

Most választunk egy $X'$ sima vektormezőt úgy, hogy a $t_i$ töréspontokban $\Delta\frac{\D J}{dt}$-vel legyen egyenlő, ezek között pedig tetszőlegesen terjesszük ki sima vektormezővé.
Ismét teljesen hasonlóan most a $J$ törésvektorainak a hossznégyzetéből álló összegnek kell nullának lennie, ha alkalmazzuk a második variációs formulát (azt már tudjuk, hogy az integrál eltűnik az előzőek szerint), ez pedig csak úgy lehetséges, ha a törésvektorok mind nullák, vagyis $J$ egy töretlen Jacobi mező, mint állítottuk.
\end{proof}
%véges dimenziós a nulltér, példák
Most rátérünk az $E_{**}$ negatív definit alterének karakterizálására.
Ehhez néhány definíció:
\begin{Def}
A $\gamma$ geodetikus $a,b$ paraméterértékei \textit{konjugáltak}, ha létezik olyan  nem azonosan nulla Jacobi mező, melyre $J(a)=J(b)=0$ teljesül.
Az ezen tulajdonsággal rendelkező Jacobi mezők alterének dimenzióját hívjuk a konjugáltság \textit{multiplicitásának} vagy \textit{fokának}.
\end{Def}
\begin{megj}
Pongyola módon mondjuk néha azt is, hogy a $\gamma(a)$ és $\gamma(b)$ pontok konjugáltak valahányszorosan,
%ez helytelen szóhasználat ha például önátmeszése van a geodetikusnak, vagyis hogy $a$ konjugált $b$-vel, de $a'$ nem konjugált $b$-vel, és $\gamma(a)=\gamma(a')$.
ez helytelen szóhasználat: ha például önátmetszése van a geodetikusnak, lehetséges, hogy $\gamma(a)=\gamma(a')$ és $a$ konjugált $b$-vel, de $a'$ nem konjugált $b$-vel.
\end{megj}
\begin{Def}
Az $\alpha$ egyparaméteres variációt \textit{geodetikusokon keresztülinek} nevezzük, hogyha minden $x$ paraméterre $t\mapsto\alpha(x,t)$ egy geodetikus.
\end{Def}

\begin{tetel}
\label{jacobigeod}
A $\gamma$-menti Jacobi mezők pontosan a geodetikusokon keresztüli variációk variációs vektormezői.
\end{tetel}
\begin{megj}
Felhívjuk a figyelmet arra, hogy ebben a tételben nincsen megkövetelve, hogy a variáció végpontokban kötött legyen!
\end{megj}
\begin{proof}
Egy geodetikusokon keresztüli variációra $\frac{\D}{dt}\frac{\partial\alpha}{\partial t}$ azonosan nulla, hiszen minden szekciója geodetikus.
Felhasználva a szokásos két formulát a számolásra (\ref{gorbulet} görbületi formula a kovariáns deriválások megcserélésére, és \ref{young} Young-tétel analóg az érintővektor irányának és a kovariáns derivált paraméterének megcserélésére) $\frac{\D}{dx}\frac{\D}{dt}\frac{\partial\alpha}{\partial t}$-ból pont az adódik, hogy $\frac{\partial\alpha}{\partial x}$ egy Jacobi mező.

A másik irányhoz tekintsük a $\gamma(0)$ pont egy olyan $U$ környezetét, melyben bármely két pontot egyértelmű minimális geodetikus köt össze (ilyen létezik az \ref{gedkorny} szerint), és legyen ${\gamma}({[0,\delta]})\subset U$.
Válasszunk két görbét $a,b$, az egyik $\gamma(0)$-on keresztül tetszőleges sebességvektorral, a másik $\gamma(\delta)$-n keresztül szintén tetszőleges sebességvektorral.
Megszorítjuk mindkettőt egy olyan $(-\epsilon,\epsilon)$ paraméterintervallumra, amin a képük $U$-ban van, legyen $\alpha(x,t)$ az $a(x)$-et $b(x)$-el összekötő minimális geodetikus a $t$ időpontban.
Ez persze egy variációja a $\gamma$ geodetikusnak, a variációs vektormező a bizonyítás elején látott számolás szerint egy Jacobi mező, vagyis tetszőleges vektort előírhatunk a környezet két pontjában, létezik olyan Jacobi mező amely a két pontban megfelel a feltételeknek.
Mivel a Jacobi mezők egy homogén lineáris másodrendű differenciálegyenlet megoldásai, így az általuk alkotott $\mathcal{J}(\eval*{\gamma}_{[0,\delta]})\leq\mathcal{V}(\eval*{\gamma}_{[0,\delta]})$ altér dimenziója $2n$ a közönséges differenciálegyenletek elmélete szerint, az imént láttuk, hogy a $$J\mapsto(J(0),J(\delta)):\mathcal{J}(\eval*{\gamma}_{[0,\delta]})\rightarrow T_{\gamma(0)}M\times T_{\gamma(\delta)}M$$ lineáris leképezés szürjektív, és mivel a két tér dimenziója megegyezik, bijekció is.

Vegyünk most minden $\gamma(t)$ ponthoz egy $U_t$ környezetet megint \ref{gedkorny} szerint, és ebből egy véges fedését a $\gamma([0,1])$ kompakt halmaznak.
Világos, hogy szűkíthetjük annyira $\alpha$ paramétertartományát, hogy a konstrukcióban adott geodetikusok kiterjedjenek $[0,\delta]$-ról az egész $[0,1]$ intervallumra (iteratívan nézzük meg, hogy az eredeti $U=U_{t_0}$-ban kapott geodetikusok közül melyek metszenek $U_{t_1}$-be, majd ezeket itt meghosszabbíthatjuk az exponenciális leképezés segítségével, majd hasonlóképpen $U_{t_2}$-re, és így tovább. Biztosan elérünk az $1$-ig, hiszen egy adott környezeten belül a kiterjesztés elvégezhető a teljes hozzátartozó $[t_{i-1},t_i]$ szakaszra, a paramétertartomány pedig véges sok nyílt intervallum metszete lesz, tehát nem "fogyhat el").
Mivel egy Jacobi mező csak a kezdeti feltételektől, tehát $J(0),\frac{DJ}{dt}(0)$-tól függ, az is igaz, hogy $\mathcal{J}(\eval*{\gamma}_{[0,\delta]})=\mathcal{J}(\gamma)$ (minden Jacobi mező megszorítása is az, és ha van egy Jacobi mezőnk a $[0,\delta]$-n, akkor a linearitás miatt kiterjed az egész $[0,1]$-re a $0$-beli értékét és kovariáns deriváltját választva kezdeti feltételnek), tehát megkaptuk az összes $\gamma$-menti Jacobi mezőt geodetikusokon keresztüli variációkból, mint állítottuk.
\end{proof}

A következő állítás garantálja, hogy a konjugált pontpárok nem lehetnek túlságosan sűrűn.
\begin{tetel}
\label{kritkonj}
Az $\exp_pv$ pont konjugált $p$-hez a $t\mapsto\exp_p(tv)$ geodetikus mentén pontosan akkor, ha $exp_p:T_pM\rightarrow M$-nek kritikus pontja $v$.
\end{tetel}
\begin{proof}
Először tegyük fel, hogy $v$ kritikus, ekkor $T_v\exp_p(X)=0$ egy nem nulla $X\in T_v(T_pM)$-re.
Vegyünk egy $u$ utat $T_pM$-ben, $u(0)=v$-n keresztül $\frac{\partial u}{\partial x}(0)=X$ sebességvektorral, tekintsük az általa generált $\alpha(t,x)=\exp_p(tu(x))$ egyparaméteres variációt.
Ez persze egy geodetikusokon keresztüli variációja lesz az $\alpha(t,0)$ geodetikusnak, a variációs vektormező tehát Jacobi.
$\eval*{\frac{\partial}{\partial x}\exp_p(tu(x))}_{x=0}=T_v\exp_p (tX)$
teljesül, vagyis ez a Jacobi mező a két végpontban nulla, és a kovariáns deriváltja $t=0$-ban: $\eval*{\frac{\D}{\partial x}\frac{\partial}{\partial t}(\exp_p(tu(x)))}_{(0,0)}=\eval*{\frac{\D}{dx}u(x)}_0=X\neq 0$.

A másik irányhoz legyen $v$ egy reguláris pontja $T\exp_p$-nek, és válasszunk egy $X_i$ bázist a $v$-beli értintőtérnek, és ezekhez megfelelő $\alpha_i$ görbéket a $TM_p$ érintőtérben $v$-n keresztül ezekkel a sebességvektorokkal.
Egy geodetikus a sebességvektorát parallel transzportálja, az előzőekhez hasonlóan az $\alpha_i$-k szolgáltatnak $n$ darab lineárisan független Jacobi mezőt az $\exp_p(tv)$ geodetikus mentén, melyek eltűnnek $p$-ben.
Az exponenciális leképezés érintőleképezése tehát bijektív $T_pM$ és $T_{\exp_p(v)}M$ között, így nincs olyan nemtriviális lineáris kombinációjuk, amely eltűnne a végpontban.
Vegyük észre, hogy ez az $n$ Jacobi mező bázist alkot a $p$-ben eltűnő Jacobi mezők terében (a teljes tér $2n$ dimenziós, a kezdeti értéket, és a kovariáns deriváltvektort kell megadnunk, azonban mivel el kell tűnnie $p$-ben, csak a deriváltat választhatjuk szabadon $TM_p$-ből), tehát egy $p$-ben eltűnő Jacobi mező nem tűnhet el az $\exp_p(v)$ végpontban.
\end{proof}
A Sard lemma (\cite[14.3.2. tétel]{top}) következményeként adódik, hogy teljes Riemann sokaság tetszőleges $p$ pontjához majdnem minden másik pontja nem konjugált egy geodetikus mentén sem (speciálisan létezik ilyen pontpár).

Ennyi előkészítés után készen állunk a negatív definit altér karakterizációjára:
\begin{tetel}[Index tétel]
Az $E_{**}$ negatív definit alterének dimenziója (vagyis indexe) $\lambda\in\mathbb{N}$ egyenlő a $\gamma(0)$-hoz konjugált pontok számának multiplicitással vett összegével.
\end{tetel}
%\begin{megj}
%Emlékeztetünk, hogy a konjugáltság multiplicitásán a görbén két pont közé megszorított $E_{**}$ elfajuló alterének dimenzóját értjük, továbbá fontos megjegyezni, hogy mivel $E_{**}$ csak a $\mathcal{V}_{0,1}$ altéren értelmes a második variációs formula szerint (pontosan ezeket a vektormezőket tudjuk variációs vektormezőként indukálni), így a továbbiakban erre az altérre szorítkozunk.
%A fenti tételben az állítás fontos része, hogy az index mindig véges, ebből azonnal adódik, hogy egy geodetikus szakaszon csak véges sok pont lehet a kezdőponthoz konjugált.
%\end{megj}
\begin{proof}
Fedjük le ismét véges sok \ref{gedkorny} szerinti környezettel a geodetikus szakaszunkat, és válasszunk egy $0=t_0<..<t_k=1$ felosztást úgy, hogy mindegyik $\gamma([t_{i-1},t_i])$ része legyen egy ilyen környezetnek.
Legyen $\mathcal{J}^{t_0,..,t_k}(\gamma)\leq\mathcal{V}_{0,1}(\gamma)$ a végpontokban eltűnő szakaszonként Jacobi vektormezők tere, $\mathcal{V}_{t_0,..,t_k}\leq\mathcal{V}_{0,1}(\gamma)$ pedig az osztópontokban eltűnő vektormezők tere.

A \ref{jacobigeod} bizonyítása közben láttuk, hogy egy ilyen kellően kis környezeten belül egy Jacobi mezőt egyértelműen meghatároz az értéke két pontban, és tetszőleges $W\in\mathcal{V}_{0,1}(\gamma)$-hoz gyárthatunk minden $[t_{i-1},t_i]$ szakaszon olyan Jacobi mezőt, ami a két végpontban egybeesik $W$-vel, jelölje ezt a tört Jacobi mezőt $J$.
Világos, hogy $W-J\in \mathcal{V}_{t_0,..,t_k}$ (és hogy $J\in\mathcal{J}^{t_0,..,t_k}(\gamma)$ ), vagyis $\mathcal{V}_{0,1}(\gamma)=\mathcal{J}^{t_0,..,t_k}(\gamma)\bigoplus\mathcal{V}_{t_0,..,t_k}$ teljesül, sőt, felírva a második variációs formulát a két altérből vett $J,T$ vektormezőkre látjuk, hogy $E_{**}$ szerint ortogonális a felbontás, hiszen $\ip{T,\Delta\frac{DJ}{dt}}$ nulla, mert a $J$ töréspontjaiban, tehát a $t_i$-kben definíció szerint $T$ nulla, máshol pedig a törésvektor nulla, az integrálban pedig mivel $J$ szakaszonként Jacobi, az integrandus majdnem mindenütt nulla.
Elvégezve a szekció elején látott számolást minden intervallumra azonnal adódik, hogy $\eval*{E_{**}}_{\mathcal{V}_{t_0,..,t_k}}$ pozitív szemidefinit, ennél azonban több is igaz.
Mi történne ha $T\in\mathcal{V}_{t_0,..,t_k}$ és $E_{**}(T,T)=0$ teljesülne?
A pozitív szemidefinitség miatt $0\leq E_{**}(T+cU,T+cU)=2cE_{**}(T,U)+c^2E_{**}(U,U)$ teljesül minden $U\in \mathcal{V}_{t_0,..,t_k}$-re és $c$-re.
Ez csak úgy lehetséges, ha $T$ mindenkire merőleges $\mathcal{V}_{t_0,..,t_k}$-ben, és így minden $\mathcal{V}_{0,1}(\gamma)$-beli vektormezőre (az ortogonális felbontás miatt).
Tudjuk azonban, hogy az ilyen tulajdonságú vektormezők pontosan a végpontokban eltűnő Jacobi mezők, vagyis $\mathcal{J}$ elemei, és világos, hogy $\mathcal{J}(\gamma)\leq\mathcal{J}^{t_0,..,t_k}(\gamma)$ (minden Jacobi mező tört Jacobi mező is), tehát $\eval*{E_{**}}_{\mathcal{V}_{t_0,..,t_k}}$ pozitív definit, a továbbiakban elegendő a másik direkt összeadandón $\eval*{E_{**}}_{\mathcal{J}^{t_0,..,t_k}}$-val foglalkoznunk.
Mivel ez a vektortér véges dimenziós (lásd lentebb), adódik, hogy a keresett index is mindig véges lesz.

Jelölje $\lambda(t)$ a $\eval*{\gamma}_{[0,t]}$ geodetikus szakaszon vett energia második deriváltjából származó bilineáris forma ($(E_0^t)_{**}$) negatív definit alterének a dimenzióját.
$t$-vel elmenve $1$-ig fogjuk megkapni a keresett állítást.

Vegyük észre, hogy kellően kis $\epsilon$-ra választva egy olyan környezetet $\gamma(0)$-nak, melyben minimális geodetikus $\gamma$ beléeső része \ref{szemidef}  szerint itt $E_{**}$ pozitív szemidefinit lesz, vagyis $\lambda(\epsilon)=0$.

Tetszőleges vektormezőt azonosan nullaként kiterjeszthetünk egy bővebb paraméterintervallumára $\gamma$-nak, így a második variációs formulában (amit persze ugyanazon számolással érvényes szűkebb paraméterintervallumokra) továbbra is csak a szűkebb intervallum játszik szerepet, és így kaphatunk egy $\lambda(t)$ dimenziós alteret a bővebb $[0,t']$, $t<t'$ intervallumán a geodetikusnak, vagyis legalább ekkora dimenziós altér van a $t'$-ig tekintett szakaszban is, $\lambda$ monoton növő.

A bizonyítás eddigi része szintén elvégezhető, ha $\gamma$ nem $[0,1]$-en, hanem $[0,t]$-n van értelmezve, ugyanazon osztópontok az $i$.-ig (ha $t_i<t<t_{i+1}$), és még a $t$ végpont használatával.
A konstrukcióból nyerünk egy $\mathcal{J}^{t_0,..,t_i,t}$ vektorteret, és $(E_0^t)_{**}$ bilineáris formát, mely a vektortér egy bizonyos alterén negatív definit.
%és ez a dimenzió pontosan az indexével egyenlő.
A vektortér elemeit egyértelműen meghatározza a $t_1,..,t_i$ töréspontokban felvett értéke (a két végpontban el kell tűnniük), és tetszőlegesen előírt értékhez létezik is ilyen Jacobi mező, mint korábban láttuk, tehát direkt összeggé bomlik
$$\mathcal{J}^{t_0,..,t_i,t}\cong\bigoplus_1^iTM_{\gamma(t_j)}$$
Vegyük észre, hogy a vektortér független $t$-től egy kis környezetben, és $(E_0^t)_{**}$ folytonosan függ $t$-től ugyanezen környezetben, hiszen paraméteres integrál folytonosan függ a paraméterétől a második variációs formulában, az összeg pedig konstans marad.
Mindebből következik, hogy $t$ megfelelően kis környezetében, ha egy $\mathcal{N}$ altéren negatív definit $(E_0^t)_{**}$, akkor minden kellően közeli $t'$-re is negatív definit lesz folytonosság miatt.
Ebből $t'=t-\epsilon$-t írva $\lambda(t-\epsilon)=\lambda(t)$ következik, hiszen az imént láttuk a fordított irányú egyenlőtlenséget, tehát $\lambda$ balfolytonos.

A fenti felbontásból $\dim\mathcal{J}_{t_0,..,t_i,t}=ni$, a bilineáris formánk pozitív definit egy $ni-\lambda(t)-\alpha(t)$ dimenziós altéren (ahol $0\leq\alpha(t)$ a nullaltér dimenzióját jelöli).
Ismét folytonosságra hivatkozva, ha $t'$ megfelelően közel van $t$-hez, ugyanezen altéren a hozzátartozó bilineáris forma is pozitív definit lesz, vagyis $ni-\lambda(t')\geq ni-\lambda(t')-\alpha(t')\geq ni-\lambda(t)-\alpha(t)$, ekvivalensen $\lambda(t')\leq\lambda(t)+\alpha(t)$.

A fordított egyenlőtlenség belátásához vegyünk $\lambda(t)$ darab lineárisan független $W_i\in\mathcal{V}_{0,t}(\eval*{\gamma}_{[0,t]})$ vektormezőt, az általuk generált altéren legyen $(E_0^t)_{**}$ negatív definit.
Hasonlóképpen a nullaltérhez válasszunk $\alpha(t)$ darab lineárisan független $J_i\in\mathcal{V}_{0,t}(\eval*{\gamma}_{[0,t]})$ Jacobi mezőt.
A $t$ paraméterhelyen a $\frac{DJ_i}{dt}(t)$ vektorok lineárisan függetlenek ($J(t)=0$, így a kovariáns deriváltakat kell csak megválasztani kezdeti feltételnek).
Választhatunk olyan $X_i$ vektorokat, hogy $\ip{\frac{DJ_i}{dt}(t),X_j}=\delta_{ij}$ teljesüljön (mivel $\frac{DJ_i}{dt}(t)$ független a többi Jacobi mező kovariáns deriváltjától $t$-ben, pozitív a távolsága a többi által generált altértől, véve a komponensét a direkt kiegészítő altérből a hossz már könnyen beállítható).
Ezeket az $X_i$ vektorokat kiterjeszthetjük végpontokban eltűnő $X_i(t)$ vektormezőkké a $[0,t+\epsilon]$ intervallumon, a $J_i, W_i$-ket azonosan nullaként terjesztjük ki ugyanezen intervallumra.
Alkalmazzuk a második variációs formulát a $J_i,W_j$, és $J_i,X_j$ párokra.
$J_i,W_j$ esetében a második variáció 
$$\frac{1}{2} E_{**}(J_i,W_j)=-\sum_t\ip*{W_j,{\Delta}\frac{\D J_i}{\d t}}-\int_0^{t+\epsilon}\ip*{W_j,\frac{\D^2J_i}{dt^2}+R(J_i,V)V}dt$$
lesz, $J_i$ csak $t$-ben törik, de itt $W_j=0$ feltevés szerint.
Az integrandus a $[0,t]$ intervallumon azért tűnik el, mert $J_i$ Jacobi mező, utána pedig mindkettőt azonosan nullaként terjesztettük ki, tehát $(E_0^{t+\epsilon})_{**}(J_i,W_j)=0$.
A $J_i,X_j$ pár esetében pedig $$\frac{1}{2} E_{**}(J_i,X_j)=-\sum_t\ip*{X_j,{\Delta}\frac{\D J_i}{\d t}}-\int_0^{t+\epsilon}\ip*{X_j,\frac{\D^2J_i}{dt^2}+R(J_i,V)V}dt$$
A kiterjesztett $J$ kovariáns deriváltjának törésvektora $t$-ben az ott felvett értékének ellentettje, hiszen jobbról azonosan nulla a vektormező, így a kovariáns deriváltja is, az előzőhöz hasonlóan az integrandus eltűnik, mert $J_i$ Jacobi.
$X_j$ konstrukciója miatt csak az összegnek csak egyetlen nemnulla tagja van és ez $-\delta_{ij}$-vel egyenlő, tehát $(E_0^{t+\epsilon})_{**}(J_i,X_j)=2\delta_{ij}$.
Tekintsük az $N_i=W_i,N_{i+\lambda(t)}=\frac{1}{c}J_i-cX_i$ vektorokat ($c\ll 1$), állítjuk, hogy az ezen vektorok által feszített altéren $(E_0^{t+\epsilon})_{**}$ negatív definit.
Ezen vektorokat bázisnak véve az első $\lambda(t)$ koordinátában az $(E_0^t)_{**}$-ot kapjuk (hiszen a második variációs formula szerint a $t$ utáni szakaszon az integrál eltűnik, és a töréspontban mivel $J_i(t)=0$, az összeg sem zavar be), továbbá az $A_{ij}=(E_0^{t+\epsilon})_{**}(W_i,-X_j)$, és $B_{ij}=(E_0^{t+\epsilon})_{**}(X_i,X_j)$ jelölésekkel az $(E_0^{t+\epsilon})_{**}$ mátrixa:


%Ezen vektorokat bázisnak véve az $(E_0^{t+\epsilon})_{**}$ mátrixa:
$$\begin{bmatrix}
(E_0^{t})_{**} & cA\\
cA^T&-4I+c^2B
\end{bmatrix}$$
%lesz, ahol $A_{ij}=(E_0^{t+\epsilon})_{**}(W_i,-X_j)$, és $B_{ij}=(E_0^{t+\epsilon})_{**}(X_i,X_j)$ mátrixok, illetve $J_i$ konstrukciója miatt a bal felső négyzetben $(E_0^{t})_{**}$-t írtunk, hiszen a második variációs formula szerint a $t$ utáni szakaszon az integrál eltűnik, és a töréspontban mivel $J_i(t)=0$, az összeg sem zavar be.


Eltekintve attól, hogy a konstrukcióban osztottunk vele, a fenti mátrix $c=0$-ra is értelmes, és ekkor látványosan negatív definit.
Mivel a mátrix folytonosan függ tőle, $c$-t kellően kicsinek választva negatív definit marad.
%köszi Levi:)
Tehát $\lambda(t+\epsilon)\geq\lambda(t)+\alpha(t)$ teljesül, hiszen konstruáltunk legalább ennyi lineárisan független vektormezőt, amin $(E_0^{t+\epsilon})_{**}$ negatív definit.
Így kellően kis $\epsilon$-ra $\lambda(t+\epsilon)=\lambda(t)+\alpha(t)$ teljesül, $t$-t növelve $\lambda(0)=0$-ból minden konjugált pontot átlépve (ekkor lesz $\alpha(t)>0$) az index a konjugáltság rendjével növekszik, így $\lambda(1)$ pontosan a kezdőponthoz konjugált pontok konjugáltsági rendjének összege, mint állítottuk.
\end{proof}




\section{Az úttér CW-felbontása}
\label{uttcw}
Most már készen állunk a sokaság útterének vizsgálatára.
Klasszikusan az $\Omega(M,p,q)$ teret szeretnénk vizsgálni az \ref{kompny} kompakt-nyílt topológiával, sajnos ez a tér általában nem kezelhető szépen, több lépésben egy sima sokasággal fogjuk approximálni.
Az első lépés a már látott $\Omega_*$ tere a szakaszonként sima görbéknek, melyen kicsit erősebb metrikát vettünk, hogy az energia folytonos lehessen (belátható ugyanis, hogy az úttéren a kompakt-nyílt topológiát adja meg a szokásos szuprémum metrika, melyet a szakaszonként sima görbék ívhosszának infimuma ($\delta$) indukál).
Az eddigiekhez hasonlóan az $\Omega(M,p,q)$ jelölésben a sokaságot, a kezdő és végpontokat elhagyjuk, a pontok távolságát $M$ metrikus struktúrájában $d$-vel jelöljük.
Mivel az $\Omega_*$-on vett $d(\omega,\omega')$ metrika legalább akkora, mint a $\delta$ által indukált szuprémum metrika, a természetes beágyazás $i:\Omega_*\rightarrow\Omega$ folytonos.
\begin{tetel}
\label{folytsimaut}
Az $i$ természetes leképezés gyenge homotopikus ekvivalencia.
\end{tetel}
\begin{proof}
Fedjük le az alapsokaságot $U_\kappa$ geodetikusan konvex (\ref{totalgeod}) nyílt halmazokkal, a $[0,1]$ paraméterintervallumon pedig vegyük  a $(\frac{j}{2^m})$ tetszőlegesen finomodó felosztássorozatot.
Ezen választással legyen $\Omega_m$ azon folytonos $\omega$ utak altere, melyekre minden $j$-re létezik egy $\kappa$ index, hogy $\omega([\frac{j}{2^m},\frac{j+1}{2^m}])\subset U_\kappa$ teljesül, világos hogy az $\Omega_1\subset\Omega_2\subset...$ lánc uniója a teljes úttér.
Az $\Omega_m$ halmazok nyíltak a kompakt-nyílt topológiában (ha a végpontokat nem fixáljuk le, az $M^I$ kompakt-nyílt topológiájából világos, $\Omega(M,p,q)$-n pedig az altértopológiát vettük).
Húzzuk vissza ezeket a halmazokat, legyen $(\Omega_m)_*:=i^{-1}(\Omega_m)$, tekintsük az $i$ beágyazás megszorítását egy ilyen halmazra.
Rendelje $h$ az $\omega\in\Omega_m$ úthoz az $\omega(j/2^m)$ pontokat geodetikus szakaszokkal összekötő görbét a szakaszonként sima úttérben.

Tekintsük az $\eval*{i}_{(\Omega_*)_m}\circ h$ kompozíciót.
Legyen $r_t$ az a görbe, ami a $[0,t]$ intervallumon az $\omega(0),\omega(1/2^m),..,\omega(\lfloor2^mt\rfloor/2^m),\omega(t)$ pontok között szakaszonként geodetikus, utána pedig $\omega$-val egyezik.
Ez a függvény látványosan egy homotópiát létesít $(\Omega_m)_*$ identitása és a kompozíció között, a másik irányú kompozíció pedig egyenesen az identitás.
Egy ismerős szituációban találjuk magunkat,
$$\begin{matrix}
\Omega^{1}  & \subset & \Omega^{2}  & \subset & \dots \\
\uparrow_{i} & & \uparrow_{i} & &\dots \\
(\Omega_1)_*      & \subset & (\Omega_2)_*      & \subset & \dots
\end{matrix}$$
ahol az $i$ leképezések homotopikus ekvivalenciák, melyek mindig az előzőeket terjesztik ki (mindegyik a teljes szakaszonként sima úttér beágyazásának megszorítása a megfelelő halmazra).
Ha egy $x\in\pi_n(\Omega_*)$ az $i_*$ indukált leképezés magjában van, vegyünk egy  $\alpha$ reprezentáló szferoidot, és egy $H$ homotópiát $i\circ\alpha$ és a bázispont között.
$H$ képe kompakt, tehát az útteret kimerítő $\Omega_m$ nyíltak lefedik, a képe már valamely $j$ indexre $\Omega_j$-ben is benne van.
Mivel $\pi_n(\Omega_j)=\pi_n((\Omega_j)_*)$ teljesül, így $x$ nullhomotóp $(\Omega_j)_*$-ban, vagyis a teljes szakaszonként sima úttérben is, kapjuk, hogy $i_*$ injektív.
Tekintsünk egy tetszőleges $\beta$ szferoidot $\Omega$-ban, ismét a kép kompaktsága miatt létezik $k$, hogy már $\Omega_k$ is lefedi, a homotopikus csoportok izomorfiája miatt pedig van egy $\beta'$ szferoid amely $(\Omega_k)_*$-ba képez, és az $i$ szerinti képe homotóp $\beta$-val, vagyis $i_*$ szürjektív.
Következésképp $i$ minden dimenzióban izomorfizmust létesít a homotopikus csoportok között, vagyis egy gyenge ekvivalencia.
\end{proof}

\begin{Def}
Legyen $\Omega_*^c:=E^{-1}([0,c])$ az energiához tartozó $c$-szinthalmaz sokaságoknál használt jelöléshez hasonlóan.
\end{Def}
\begin{megj}
Világos, hogy $\operatorname{int}(\Omega_*^c)=E^{-1}([0,c))$.
\end{megj}
\begin{Def}
Legyen $\Omega_*(t_0,..,t_n)$ a $p$-ből $q$-ba menő, minden $[t_i,t_{i+1}]$ szakaszon geodetikus utak altere.
A legfeljebb $c$ energiájúakat most is $\Omega_*(t_0,..,t_n)^c$-vel jelöljük.
\end{Def}
Mint a sokaságok esetében, itt most ezek a "szinthalmazok" fognak főszerepet játszani, először is azért jó ezekkel foglalkozni, mert véges dimenziós sima sokaságként foghatóak fel (szemben a végtelen dimenziós teljes úttérrel).
Legyen $M$ egy teljes (ld. \ref{geodtelj}) Riemann-sokaság, $c>d^2$ (\ref{enermin} szerint így nem üres a szinthalmaz).
Ekkor minden kellően finom felosztásra $\operatorname{int}(\Omega_*(t_0,..,t_n))^c$ egy sima sokaság struktúrával ruházható fel a következő módon:

Legyen $\delta$ az \ref{dist} szerinti metrika $M$-en.
Vegyük észre, hogy az $S:=\overline{B}(p,\sqrt{c})$ halmaz lefedi az $\Omega_*^c$ halmaz minden elemének képét.
Az \ref{geodtelj} Hopf-Rinow tétel következményeként az $S$ "gömb" kompakt, mert $\exp_p$ a $TM_p$ érintőtér $\sqrt{c}$ sugarú zárt gömbjét egy $S$-t fedő kompakt halmazra képezi, ennek pedig zárt része $S$ (a tétel következménye, hogy az exponenciális leképezés értelmes ezen a gömbön).
Lefedve ezt a kompakt halmazt olyan környezetekkel, amikben bármely két pontot egyértelmű minimális geodetikus köt össze látjuk, hogy létezik $\epsilon$, hogy ha $\delta(x,y)<\epsilon$, akkor létezik is közöttük egy $<\epsilon$ hosszú geodetikus szakasz.
Válasszunk egy $\frac{\epsilon^2}{c}$-nél finomabb felosztást, és tekintsük az ezen felosztáshoz tartozó $\Omega_*(t_0,..,t_n)^c$ teret.
Az ívhossz-energia egyenlőtlenséget, és a triviális integrálbecslést alkalmazva egy $\omega$ tört geodetikusra a $[t_i,t_{i+1}]$ intervallumon, felhasználva, hogy $E_{t_i}^{t_{i+1}}(\omega)\leq E(\omega)\leq c$, látjuk, hogy a felosztás finomsága miatt a törtgeodetikusok minden sima szakasza a két végpont által egyérteműen meg van határozva.
Tehát az $\operatorname{int}(\Omega_*(t_0,..,t_n)^c)\rightarrow M\times...\times M$, $\omega\mapsto(\omega(t_1),..,\omega(t_{n-1}))$ függvény homeomorfizmus a képére (hiszen geodetikus nem csak folytonosan, de simán függ a végpontjaitól ezekben a környezetekben), rajta keresztül átvihetjük $M^{n-1}$ differenciálható struktúráját (megköveteljük, hogy diffeomorfizmus legyen).


\begin{tetel}
Az $\operatorname{int}(\Omega_*(t_0,..,t_n)^c)$ sokaságra megszorítva az energia funkcionált az $(\eval*{E}_{int(\Omega_*(t_0,..,t_n)^c)})^{-1}([0,a])$ $a$-szinthalmazok kompaktak, és deformációs retraktumai a megfelelő $\Omega_*^a$ szinthalmazoknak minden $a<c$-re.

\end{tetel}
\begin{proof}
A \ref{enermin} állításban láttuk, hogy pontosan geodetikusokra teljesül egyenlőség az energia-ívhossz egyenlőtlenségben, ezt minden ívre alkalmazva látjuk, hogy egy $\omega\in int(\Omega_*(t_0,..,t_n)^c)$ energiájára $E(\omega)=\sum\frac{\delta(\omega(t_i),\omega(t_{i+1}))^2}{t_i-t_{i+1}}$ teljesül (hiszen szakaszonként minimális geodetikusok).
Ismét a Hopf-Rinow tételre hivatkozva a $\overline{B}(p,\sqrt{c})\times..\times\overline{B}(p,\sqrt{c})\subset M\times..\times M$ kompakt halmaz lefedi a vizsgált szinthalmaz képét az imént megadott homeomorfizmusnál, tehát mivel zárt, kompakt is.

Tekintsünk egy tetszőleges sima $\omega$ görbét, amelynek az energiája $\leq a$.
Ehhez hozzárendelhetünk egy $r(\omega)$ tört geodetikust úgy, hogy a fix $t_i$ osztópontokban egyezzen meg $\omega$-val, közöttük pedig az egyértelmű minimális geodetikus szakasz legyen (az osztópontok kellően sűrű választása miatt ez megtehető).
A tört geodetikus szakaszonként legfeljebb akkora energiájú, mint a kiindulási $\omega$ görbe, tehát a konstrukció nem vezet ki a szinthalmazból, világos, hogy ez az $r:\Omega_*^a\rightarrow (int(\Omega_*(t_0,..,t_n)^c))^a$ függvény egy retrakciót definiál.
Végezze el $h_t$ a fenti konstrukciót csak a $[0,t]$ intervallumon, vagyis ha $t_i\leq t<t_{i+1}$ és $j<i$, akkor $h_t$ legyen az $\omega(t_j)$-t $\omega(t_{j+1})$-el összekötő szakaszonként geodetikus görbe, majd az $\omega(t_i)$-t $\omega(t)$-vel összekötő geodetikus, végül $[t,1]$-en egyezzen meg $\omega$-val.
%Továbbá, ha a fenti konstrukciót csak a $[0,t]$ intervallumon végezzük el, vagyis ha $t_i\leq t<t_{i+1}$, a $[0,t_i]$ intervallumon az $\omega$-val $t_j$-kben egyező tört geodetikus, majd egy $\omega(t_i)$-t $\omega(t)$-vel összekötő geodetikus, és végül $\omega$ a $[t,1]$ intervallumon,
Az így definiált $h_t$ leképezés látványosan homotópia $r$ és $id_{\Omega_*^a}$ között (a folytonosság ismét a geodetikus végpontoktól folytonos függéséből következik).
\end{proof}

\begin{megj}
Ugyanezen konstrukció mutatja, hogy $\operatorname{int}(\Omega_*(t_0,..,t_n)^c)$ is deformációs retraktuma $\operatorname{int}(\Omega_*^c)$-nek.
\end{megj}

\begin{tetel}
Az $\operatorname{int}(\Omega_*(t_0,..,t_n)^c)$-ra megszorított energiának ugyanazok a kritikus útjai, mint az $\operatorname{int}(\Omega_*^c)$-n értelmezettnek, továbbá az indexek is megegyeznek.
\end{tetel}
\begin{proof}
Az energia kritikus útjai pontosan a töretlen geodetikusok a két végpont között, ezek persze törtgeodetikusok is, tehát tartalmazza őket a sokaság.
Alkalmazva az érintővektor definícióját az $\omega$ geodetikus menti $Tint(\Omega_*(t_0,..,t_n)^c)_\omega$ érintőtér azonosítható a $\mathcal{J}^{t_0,..,t_k}$ (végpontokban eltűnő) tört Jacobi mezők terével, hiszen egy sima $\alpha:(-\epsilon,\epsilon)\rightarrow int(\Omega_*(t_0,..,t_n)^c)$ leképezés megfelel $\omega$ egy szakaszonként geodetikusokból álló variációjának, így az index tételből következik az állítás.
\end{proof}

\begin{samepage}
\begin{kov}
Ha $M$ egy teljes Riemann sokaság, $p,q\in M$ nem konjugáltak semmilyen legfeljebb $d$ hosszú geodetikus mentén sem, akkor az $\Omega_*^{d^2}$ homotópikusan ekvivalens egy véges CW-komplexussal, melyben pontosan egy $\lambda$ dimenziós cella van minden $\lambda$ indexű (legfeljebb $d$ hosszú) geodetikushoz, ami $p$-t $q$-val összeköti.
\end{kov}
\end{samepage}
%omega^a is retrachálható törtgeodetikusok terére <a energiával, mert a konstrukció a geodetikusok kivételéve szigorúan csökkenti az energiát
%valóban a kisebbekre történik a konstrukció, és egy direkt limesszel készen vagyunk.
\begin{proof}
Tekintsük a $Q=\exp_p^{-1}(q)\cap \bar B(0,d+\epsilon)$ kompakt halmazt $TM_p$-ben.
Indirekt tegyük fel, hogy minden $\epsilon$-ra létezik legfeljebb $d+\epsilon$ hosszú geodetikus $p$ és $q$ között, ami mentén a két pont konjugált.
A \ref{kritkonj} állítás szerint ez azt jelenti, hogy létezik olyan $v_i\in TM_p$ konvergens sorozat, hogy $|v_i|\leq d+\frac{1}{i}$, és $Texp_p(v_i)$ nem szürjektív.
Véve egy térképet $q$ körül adódik, hogy az exponenciális leképezés $v=\lim v_i$-ben is kritikus (nemszürjektív mátrixok limesze sem lehet az, véve mindegyik magjából egy egységvektort, ezek egy részsorozat menti limeszeként kapunk egy magbeli elemet a limeszmátrixnak), ellentmondásban a feltevésünkkel.

Létezik tehát $\epsilon$, hogy a két pont nem konjugált semmilyen $d+\epsilon$-nál rövidebb geodetikus mentén sem, tehát ebben a bővebb halmazban tekintve az energiát, a $[0,d]$ intervallum őse kompakt $\operatorname{int}\Omega_*(t_0,..,t_k)^{(d+\epsilon)^2}$-ben, és mivel itt az energia egy Morse függvény, a kritikus pontjai izoláltak, tehát csak véges sok lehet belőlük az ősben.
Tehát véve egy $d^2$-hez növő $0=a_0<a_1<...$ sorozatot az $\operatorname{int}\Omega_*(t_0,..,t_k)^{a_i^2}$ sokaságokon az energia és \ref{sokcw} szolgáltatnak egy CW komplexus felbontást.
Mivel csak véges sok kritikus pont van, a bizonyításban látott módon a felbontások stabilizálódnak véges sok lépés után, a sokasággal homotóp ekvivalens $\operatorname{int}\Omega_*^{a_i}$ szinthalmazok uniója (direkt limesze) pedig pontosan $\Omega_*^{d^2}$.
\end{proof}
%Továbbvihetjük ezt az érvelést, ha a két pont semmilyen geodetikus mentén nem konjugált:
\begin{tetel}
Az előző következményben, ha $p$ és $q$ semmilyen geodetikus mentén nem konjugáltak, akkor $\Omega_*$ egy megszámlálható CW-komplexussal lesz gyengén ekvivalens, minden $\lambda$ indexű geodetikushoz egy $\lambda$ dimenziós cellával.
\end{tetel}
\begin{proof}
Az előző bizonyításhoz teljesen hasonló módon tekintsük az $\Omega_*^{a_i}$ szinthalmazokat, ahol az $a_i$ sorozat úgy lett megválasztva, hogy reguláris értékei legyenek az energiának, $\Omega_*^{a_0}$ üres, továbbá minden $(a_{i-1},a_i)$ szakasz pontosan egy kritikus értéket tartalmaz.
Tekintve az ezen szintekhez tartozó CW-felbontásokat a szokásos módon két növekvő uniót kapunk és homotópikus ekvivalenciákat közöttük, ugyanazon érvelés szerint, mint \ref{sokcw}-ben látjuk, hogy az indukált limeszleképezés gyenge ekvivalencia.
\end{proof}

A következő állítás egy hasznos észrevétel, mely lényegesen megkönnyíti a további számolásainkat.

\begin{tetel}
\label{minutgeod}
Ha az $\Omega^{d^2}_*(M,p,q)$ minimális geodetikusokból álló halmaz egy (topologikus) sokaság, és minden nem minimális geodetikus indexe legalább $l$, akkor a $\pi_n(\Omega_*,\Omega_*^{d^2})$ relatív homotópiacsoport eltűnik $0\leq n<l$-re.
\end{tetel}
Az állítást több lépésben bizonyítjuk, először sima sokaságokra látunk be egy változatot, ehhez pedig egy approximációs tételre van szükségünk:
\begin{samepage}
\begin{all}
Legyen $K\subset\R^n$ kompakt, és $U$ egy nyílt környezete. Legyen továbbá $f:U\rightarrow\R$ egy sima függvény, melynek minden $K$-beli kritikus pontjának indexe legalább $l$.
Ekkor ha $g$ első két deriváltja kellően közel van $f$-éhez (minden $i,j$-re $\sup_K\norm*{\frac{\partial g}{\partial x_i}-\frac{\partial f}{\partial x_i}}<\delta$, és $\sup_K\norm*{\frac{\partial^2f}{\partial x_i\partial x_j}-\frac{\partial^2g}{\partial x_i\partial x_j}}<\delta)$, akkor $g$-nek is minden kritikus pontja legalább $l$ indexű $K$-ban.
\end{all}
\end{samepage}
\begin{proof}
Tekintsük a $d_g:=\sum\left|{\frac{\partial g}{\partial x_i}}\right|$ függvényt, és jelölje $g$ Hesse-mátrixának nagyság szerint rendezett sajátértékeit $\lambda_g^1\leq...\leq\lambda_g^n$.
Ezek a függvények nyilvánvalóan folytonosak, és kellő információt hordoznak a függvény deriváltjairől.
Legyen $M_g:=\max(d_g,-\lambda^l_g)$, és hasonlóan $M_f:=\max(d_f,-\lambda^l_f)$
Az $f$-re szabott indexfeltétel szerint $M_f>0$ $K$-n, tehát ugyanezen kompakt halmazon a minimuma is pozitív, jelölje ezt $\epsilon$.
Tehát ha teljesül $g$-re, hogy $\norm*{d_g-d_f}<\epsilon$ és $\norm*{\lambda_g^l-\lambda_f^l}<\epsilon$  $K$ minden pontjában, akkor $g$ minden kritikus pontjának is legalább $l$ lesz az indexe, így elegendő azt belátni, hogy $\delta$ megfelelő választásával a feltett egyenlőtlenségből ezek következnek.
$$\left|\sum\left|{\frac{\partial g}{\partial x_i}}\right|-\sum\left|{\frac{\partial f}{\partial x_i}}\right|\right|
\leq\left|\sum\left|{\frac{\partial g}{\partial x_i}-\frac{\partial f}{\partial x_i}}\right|\right|<n\delta$$
Így az első egyenlőtlenség teljesül $\epsilon=\delta/n$ választással.

Az a függvény, amely egy mátrixhoz a sajátértékeinek a rendezett sorozatát rendeli, folytonos (például azért, mert egy polinom gyökei folytonosan függenek az együtthatóiktól).
A mátrixok terén és $\R^n$-en most a maximum metrikát véve (ez megtehető, hiszen véges dimenziós térben az összes metrika ekvivalens) látjuk, hogy $K$ minden pontjában, ha van olyan $\delta$, hogy $\norm*{F-G}<\delta$, akkor $|\lambda_f^l-\lambda_g^l|\leq|\lambda_f^{\max}-\lambda_g^{\max}|<\epsilon$ teljesül.
Továbbá mivel $K$ kompakt, ez a választás uniform módon is megtehető, és pont ezt akartuk belátni.
\end{proof}

Most az állítás egy analogonját fogjuk belátni sokaságon értelmezett sima függvényre, majd ezt fogjuk az útteret közelítő sokaságra alkalmazni, így jutva a kívánt állításhoz.

\begin{tetel}
\label{minsok}
Legyen $f$ egy nemnegatív értékű sima függvény az $M$ differenciálható sokaságon, a hozzá tartozó nívóhalmazok kompaktak, és $f^{-1}(0)$ egy topologikus részsokaság ${M}$-ben.
Ha $f$ minden $M\setminus M^0$-beli kritikus pontjának az indexe legalább $l$, akkor $0\leq n<l$-re $\pi_n(M,M^0)=0$.
\end{tetel}

\begin{proof}
Válasszunk egy Riemann metrikát a sokaságon, és vegyük a hozzá tartozó konnexiót.
A \ref{diff} állítás szerint létezik olyan környezete $M^0$-nak $M$-ben, amelynek $M^0$ retraktuma.
Esetleg még kellően szűkítve feltehetjük, hogy egyértelmű geodetikus köti össze a környezet minden pontját a retrakciónál vett képével, tehát ez az $U$ környezet deformálható is $M^0$-ra.
Tekintsünk egy tetszőleges $s:([0,1]^r,\partial[0,1]^r)\rightarrow(M,M^0)$ relatív szferoidot, ennek a képén legyen $f$ maximuma $\mu$, az $M\setminus U$ halmazon pedig a minimuma $3m$ (ez biztosan létezik, hiszen a halmaz zárt, és pozitív, mert az $f^{-1}(0)$-tól el vannak határolva a pontok, tehát nem vehet fel tetszőlegesen kis értékeket itt a függvény).
Továbbá válasszunk egy $g:M^{\mu+2m}\rightarrow\R$ függvényt a következő tulajdonságokkal.
\begin{itemize}
\setlength{\itemsep}{-1mm}
    \item $|f-g|<m$ teljesüljön ott, ahol $g$ értelmes.
    \item $g$-nek minden kritikus pontja nemelfajult.
    \item Az $M_m^{\mu+2m}$ halmazban $g$ kritikus pontjainak indexe legalább $l$.
\end{itemize}
Az \ref{morseappr} megjegyzés szerint (\cite[2.7. tétel]{hcob}) approximálhatjuk $f$-et Morse függvényekkel a $C^2$ topológiában (melyet lokálisan az $\norm*{f}^2:=f^2+\sum(\partial_i f)^2+\sum(\partial_i\partial_jf)^2$ norma indukál), lefedve a kompakt $M^{\mu+2m}$ halmazt véges sok koordinátakörnyezettel, az előző lemma szerinti $\epsilon$-okhoz minimumot választva, az ennél jobban közelítő Morse függvényekre teljesülni fognak a feltevéseink.

Ezek után a konstruált $g$ függvényünkre alkalmazzuk a sokaságok CW-felbontására vonatkozó tételt, ebből látjuk, hogy a $g^{-1}((-\infty,\mu+m])$ halmaz homotópia típusa az "alsó" $g^{-1}((-\infty,2m])$ halmazából legalább $l$ dimenziós cellák hozzáragasztásával adódik.
Feltéve, hogy $r<l$, hivatkozhatunk az \ref{cellaprx} celluláris approximáció tételére (illetve ennek egy valamivel erősebb változatára (ld. \cite[4.11. Példa]{hatcher}), mely szerint CW párokra is igaz a tétel, és eddigi tételeink szerint $(M^c,M^0)$ homotópikusan ekvivalens egy CW párral), ebből látjuk, hogy $s$ homotóp egy $s':([0,1]^r,\partial[0,1]^r)\rightarrow(g^{-1}((-\infty,2m]),M^0)$ leképezéssel (hiszen $g^{-1}((-\infty,\mu+m])\subset M^c$ a konstrukciója szerint).
Szintén $g$ konstrukciója miatt az $U$ halmaz lefedi $s'$ képét, de ezt a halmazt deformálhatjuk $M^0$-ba, ezzel nyerve egy homotópiát $s$, és egy olyan leképezés között, aminek a képe $M^0$-ban van, vagyis ez a szferoid a nullelemet reprezentálja $\pi_n(M,M^0)$-ban.
\end{proof}
\begin{megj}
Az előbbi tétel bizonyításában néhány finom részlettől eltekintettünk.
Szükséges, hogy $g$-nek $2m$ és $\mu+m$ reguláris értékei, de ha ez nem is így lenne esetleg, kellően kicsit perturbálva az értékeket találunk reguláris értékeket, és a feltevéseink is megmaradnak, a számolás elvégezhető.
\end{megj}
\pagebreak[3]
Tekintsük most az $(int\Omega^c_*,\Omega_*^{d^2})$ térpárt, a mostanra jól ismert direkt limesz érvelés miatt elegendő belátni, hogy minden kellően nagy $c$-re teljesül, hogy
$$\pi_n(int\Omega_*^c,\Omega_*^{d^2})=0$$
Tekintsük az $\operatorname{int}\Omega_*(t_0,..,t_k)^c$ sima sokaságot, ebben feltevés szerint részsokaság a minimális geodetikusok tere.
Az energiára teljesülnek az előbbi tétel feltételei azt leszámítva, hogy az értékkészlete a $[d^2,c)$ intervallum, de ezt egy diffeomorfizmussal korrigálhatjuk, végül alkalmazzuk, hogy $\operatorname{int}\Omega_*^c\sim int\Omega_*(t_0,..,t_k)^c$.\hfill\qedsymbol



\chapter{Lie-csoportok és a periodicitás tétel}

Ebben a fejezetben rövid áttekintést adunk a Lie-csoportok elméletéről, ezeket specifizáljuk az unitér csoportra, és belátjuk jelen dolgozat végcéljául szolgáló periodicitás tételt.
\section{Sima sokaságok csoportstruktúrával}
\label{lie}
\begin{Def}
Egy $G$ sima sokaságot, melyen egy csoportstruktúra adott, úgy, hogy a szorzás és az inverzképzés (ekvivalensen a $(g,h)\mapsto g^{-1}h$ leképezés) sima legyen a megfelelő sokaságok között, \textit{Lie-csoportnak} nevezünk.

Egy sima $\R\rightarrow G$ csoporthomomorfizmust \textit{1-paraméteres részcsoportnak} nevezünk.
\end{Def}
A továbbiakban feltesszük, hogy $G$-n olyan Riemann-metrika adott, mely invariáns a $B_g(x)=gx$ és $J_g(x)=xg$ bal-, illetve jobbeltolásokra nézve minden $g$-re.
Másképp fogalmazva a hozzájuk tartozó érintőleképezések legyenek izometriák minden pontban ($\ip{X,Y}=\ip{B_gX,B_gY}$).
Később expliciten megadunk egy ilyen metrikát az unitér csoporton, általánosabban kompakt Lie-csoporton a Haar-mértékkel kiátlagolhatunk tetszőleges Riemann-metrikát  kétoldali invariáns metrikává, de ezen konstrukciót túlmutatnak jelen dolgozaton.
\begin{Def}
Egy $X$ sima vektormezőt a $G$ Lie-csoporton \textit{balinvariáns vektormezőnek} nevezünk, ha $TB_g(X(h))=X(gh)$ teljesül minden $g,h\in G$-re.

A balinvariáns vektormezők nyilvánvalóan vektorteret alkotnak, továbbá két balinvariáns vektormező kommutátora is az, hiszen a kommutátor tulajdonságai miatt
$$TB_g[X(h),Y(h)]=[X(gh),Y(gh)]=[X(h),Y(h)]$$ 
(ld. {\cite[VII. 2.2. állítás]{szenthe}}).%X,Y,f a vektormezők difeomorfizmusra invriáns

Ezen vektormezőket a kommutátor műveletével mint szorzással $G$ \textit{Lie-algebrájának} nevezzük.
Megegyezés szerint a $G$-hez tartozó Lie-algebrát $\mathfrak{g}$ (fraktur g)-vel jelöljük.
\end{Def}
\begin{tetel}
Legyen $G$ kétoldali invariáns metrikával rendelkező Lie-csoport.
Ekkor az $I_g(x)=gx^{-1}g$ leképezés egy izometria, amely $g$-t fixen hagyja, és minden rajta átmenő geodetikus irányát megfordítja.
\end{tetel}
\begin{proof}
Az $I_e$ leképezés pontosan a $x\mapsto x^{-1}$ invertáló leképezés.
Válasszunk egy $\gamma$ görbét az egységelemen keresztül, melynek a sebességvektora $X$.
Ekkor a görbe pontonkénti inverze is egy sima görbe lesz, és persze $\gamma\cdot\gamma^{-1}=e$ teljesül minden $t$ paraméterértékre.
%látjuk továbbá, hogy a csoport szorzásának érintőleképezése az egységelemben a vektorösszeadásnak felel meg \ping{mért?}
A csoportszorzás, mint sima leképezés az identitás, ha megszorítjuk az egyik koordinátát az egységelemre, tehát az érintőleképezése ugyanitt
$\begin{bmatrix}
I&I
\end{bmatrix}$
alakú ($T_{e}*(g,h):TM_e\times TM_e\rightarrow TM_e$), vagyis az invertálás érintőleképezése az egységelemben a $-1$-el való szorzás, tehát valóban megfordítja a geodetikusokat.
Egy rövid számolás mutatja, hogy $I_e(x)=J_{g^{-1}}\circ I_e\circ B_{g^{-1}}(x)$ teljesül.
A bal- és jobbeltolások izometriák, az inverzképzésről az imént láttuk, hogy az egységelem érintőterén szintén izometrikus, így ez a kompozíció mutatja, hogy $TI_e:TM_g\rightarrow TM_{g^{-1}}$ is izometrikus minden $g$-re, tehát $I_e$ izometria.
Most az $I_e$ leképezést átkonjugálhatjuk bármely pontba az $I_g:=J_g\circ I_e\circ J_g^{-1}$ formulával, ismét világos, hogy ez izometria marad, és megfordítja a geodetikusokat.
\end{proof}
A fenti tulajdonságot csoportstruktúra nélkül is megkövetelhetjük, az ezzel rendelkező terek egy fontos osztályt alkotnak, melyet $\textit{szimmetrikus tereknek}$ nevezünk. Ezeknek a tereknek definiáló tulajdonsága tehát, hogy van egy "középpontos tükrözés" minden pontban.
Ezekről néhány fontos állítás:
\begin{tetel}
Minden szimmetrikus Riemann-sokaság teljes.
\end{tetel}
\begin{proof}
Tekintsünk egy $\gamma$ geodetikust, legyen ennek két pontja $p=\gamma(0)$ és $q=\gamma(\epsilon)$, a hozzájuk tartozó izometriák az előző tétel jelölései szerint $I_p$ és $I_q$ (ezek tehát izometriák, melyek megfordítják az indexükben lévő ponton keresztüli geodetikusokat).
Paraméterezzük át $\gamma$-t, $\delta(t)=\gamma(t+\epsilon)$, persze ez is egy geodetikus, amely $t=0$-ra $q$-ban van.
Alkalmazzuk a két tükrözést:$I_q\circ I_p(\gamma(t))=I_q(\delta(-t-\epsilon))=\gamma(t+2\epsilon)$ teljesül, ezt tetszőlegesen ismételve $\gamma$ értelmezési tartománya kiterjeszthető, vagyis a Hopf-Rinow tétel értelmében $M$ teljes, mint állítottuk.
\end{proof}
\begin{all}
Legyen $\gamma$ egy geodetikus az $M$ szimmetrikus sokaságban, $p$ és $q$ mint az előző állításban, és $X,Y,Z$ parallel vektormezők.
Ekkor $R(X,Y)Z$ is parallel.
\end{all}
\begin{proof}
Tekintsük ismét $\gamma$ két pontja körüli tükrözések kompozícióját.
Mivel $TI_p$ egy izometria, $TI_p(X)$ is parallel.
Az előző tétel számolásából világos, hogy az $A_q:=I_{\gamma(\epsilon/2)}\circ I_p$ kompozíció $p$-t $q$-ba viszi.
A tükrözés irányításfordítása miatt $TI_p(X(t))=-X(-t)$, így $(TI_{\gamma(\epsilon/2)}\circ TI_p)(X(t))=X(t+\epsilon)$, tehát $TA_q$ parallel vektormezőt önmagába mozgat.
Tekintsünk most megint egy $X_i$ bázist $\gamma$ mentén, az előző számolás szerint $$\ip{R(X(q),Y(q))Z(q),X_i(q)}=\ip{R(TA_pX(p),TA_pY(p))TA_pZ(p),TA_pX_i(p)}$$
teljesül, $p$-t eltoltuk $q$-ba, de mivel $TA_p$ izometriák kompozíciója, maga is izometria, tehát ez a mennyiség tovább egyenlő $\ip{R(X(p),Y(p))Z(p),X_i(p)}$-vel.
Ezt tetszőleges $q$-ra elismételhetnénk, ezzel mutatva, hogy a vizsgált $R(X,Y)Z$ vektormező skaláris szorzata $\gamma$ mentén konstans egy bázis minden elemével, tehát parallel.
\end{proof}
Ismét egy fontos számolási eszköz a következő
\begin{tetel}
\label{liejac}
Legyen $\gamma$ egy geodetikus az $M$ szimmetrikus sokaságban, $\gamma(0)=p$, a sebességvektora itt $V$.
Legyenek $\lambda_i$ a $K_V(X):=R(X,V)V$ lineáris leképezés sajátértékei.
Ekkor a $p$-hez konjugált pontok $\gamma$ mentén pontosan a $t=\frac{k\pi}{\sqrt{\lambda_i}}$ időpontokhoz ($k\in\mathbb{Z}\setminus\{0\}$) tartozó pontok, multiplicitásuk pedig annyi, ahány darab $\lambda_i$-ből előállhatnak paraméterként.
\end{tetel}
\begin{proof}
A görbületi tenzor szimmetriatulajdonságaiből (\ref{gorbszimm}) következik, hogy a $K_V$ leképezés önadjungált, válasszunk egy bázist, amelyben a mátrixa diagonális lesz $TM_p$-ben ($X_i$), majd terjesszük ki ezeket a görbe mentén parallel módon.
Az előző állítás miatt a $K_V(X_i):=R(X_i,V)V=\lambda_iX_i$ azonosság a teljes görbe mentén igaz marad, írjuk fel a Jacobi mezők differenciálegyenletét ebben a bázisban:
$J(t)=\sum J^iX_i$, és $\frac{\D^2 J}{dt^2}+K_V(J)=0$, behelyettesítve a koordinátafelbontást, a sajátértéktulajdonságot és a lineáris függetlenséget kihasználva ez ekvivalens egy $n$ egyenletből álló egyenletrendszerrel:
$$\frac{d^2J^i}{dt^2}+\lambda_iJ^i=0$$
a $J(0)=(J^1(0),..,J^n(0))=0$ kezdeti feltétel mellett.
Ennek az egyenletnek a megoldása jól ismert, ha $\lambda_i>0$, $J^i(t)=c\sin(\sqrt{\lambda_i}t)$, ennek gyökei pontosan $t=\frac{\pi}{\sqrt{\lambda_i}}$-ben vannak, amint az állítás elején is szerepelt.
Ha $0$ a sajátérték, a megoldás persze $ct$, ennek pedig csak $t=0$-ban van gyöke.
Végül, ha negatív a sajátérték, akkor $J^i(t)=c\sinh(\sqrt{-\lambda_i}t)$, ennek szintén csak a $0$-ban van gyöke.
Tehát a pozitív sajátértékekhez tartozik egy-egy (a többitől független) $J(t)=J^iX_i$ Jacobi vektormező, ezekről láttuk, hogy mely pontokban tűnnek el, így egy pont multiplicitása valóban a tételben megadott módon függ attól, hogy hány különböző $\lambda_i$-ből állhat elő a paramétere $\gamma$-n.
\end{proof}

A \cite[VII. 2.1, 4.1-4.3]{szenthe} állításokból következik, hogy egy Lie csoport egyparaméteres részcsoportjait egyértelműen meghatározza az egységelemben vett érintővektoruk, ebből
\begin{kov}
Egy $G$ Lie-csoport egyparaméteres részcsoportjai pontosan azok a $\gamma$ geodetikusok, melyre $\gamma(0)=e$.
\end{kov}
\begin{proof}
Ismét az eltolások komponálására hagyatkozunk.
Legyen $\gamma$ egy feltevés szerinti geodetikus, eddigi számolásainkból tudjuk, hogy $I_{\gamma(t)}\circ I_e(\gamma(\tau))=\gamma(t)\gamma(\tau)\gamma(t)=\gamma(\tau+2t)$, majd ezt ismételgetve látjuk, hogy $\gamma(nt)=\gamma(t)^n$ teljesül $n\in\mathbb{Z}$-re ($\tau=\pm t$-nek választva), majd $\gamma(p+q)=\gamma(1)^{p+q}=\gamma(p)\gamma(q)$ ahol $p,q$ egészek, ezeket összerakva:
$$\gamma\left(\frac{p}{q}+\frac{p'}{q'}\right)=\gamma\left(\frac{1}{qq'}\right)^{q'p+qp'}=\gamma\left(\frac{p}{q}\right)\gamma\left(\frac{p'}{q'}\right)$$
Így folytonosság miatt mindenhol homomorfizmus $\gamma$.

Visszafelé tekintsük az $f:\R\rightarrow G$ egyparaméteres részcsoportot, legyen az $e$-beli érintővektora $X$.
Az imént láttuk, hogy az egységben $X$ sebességvektorú $\gamma$ geodetikus egy egyparaméteres részcsoport, így az előbbi állítás szerint $f=\gamma$.
\end{proof}

Az \ref{liejac} állításban láttuk, hogy a $K_V(X)$ lineáris leképezés sajátértékein múlnak a geodetikusok indexei.
Az utolsó előkészítési lemmánk a Lie-csoport görbületének számolását könnyíti meg:
\begin{all}
Legyen $G$ Lie-csoport kétoldali invariáns metrikával, $X,Y,Z\in\mathfrak{g}$.
Ekkor $\ip{[X,Y],Z}=\ip{X,[Y,Z]}$, és $R(X,Y)Z=[Z,[X,Y]]/4$ teljesül.
\end{all}
\begin{proof}
Az előbbi következményben láttuk, hogy balinvariáns vektormező integrálgörbéi geodetikusok, következésképpen $\nabla_XX=0$.
Ebből, és a konnexió bilinearitásából $0=\nabla_{X+Y}(X+Y)=\nabla_XY+\nabla_YX$, a szimmetrikusságából pedig $\nabla_XY-\nabla_YX=[X,Y]$, ezt a két összefüggést összeadva $${\nabla_{2X}Y=[X,Y]}$$
Emlékezve az \ref{vektdif} azonosságra $Y\ip{X,Z}=\ip{\nabla_YX,Z}+\ip{X,\nabla_YZ}$, mivel a vektormezők balinvariánsak, a bal oldal nulla, mert a belső szorzat állandó ($\ip{X(e),Z(e)}= \ip{TB_gX(e),TB_g(Z(e)}= \ip{X(g),Z(g)}$).
Behelyettesítve $0=2\cdot0=\ip{\nabla_{2Y}X,Z}+\ip{X,\nabla_{2Y}Z}=\ip{[Y,X],Z}+\ip{X,[X,Z]}$ adódik (a kommutátor antiszimmetriája miatt ez ekvivalens az első formulával).

Felírva a görbületi tenzor definícióját $\nabla_X\nabla_YZ-\nabla_Y\nabla_XZ-\nabla_{[X,Y]}Z$, megfelelően bővítve 2-vel és behelyettesítve $[X,[Y,Z]]/4-[Y,[X,Z]]/4-[[X,Y],Z]/2$ adódik.
Az antiszimmetria felhasználásával megfelelő alakra hozhatjuk, hogy a Jacobi azonosság használható legyen, ebből adódik a második kifejezés.
\end{proof}



\section{Az unitér csoport stabil homotópiacsoportjai}
\label{unit}
Ebben a szekcióban Bott periodicitás tételét tárgyaljuk, ehhez először emlékeztetünk a mátrix exponenciális függvényének definíciójára:
\begin{Def}
Legyen $A\in GL(n,\mathbb{C})$, ekkor az $\exp(A):=\sum A^n/n!$ sorral definiáljuk az exponenciális függvényt, pont mint valós és komplex esetben.
\end{Def}
\begin{samepage}
\begin{all}
\label{matrixlg}
A fenti sor minden $A$ mátrixra konvergens, továbbá teljesülnek az alábbi azonosságok:
\begin{itemize}
\setlength{\itemsep}{-2mm}
\item $\exp(A^*)=\exp(A)^*$, ahol $*$ a mátrix adjungáltját jelöli.
\item $\exp(B^{-1}AB)=B^{-1}\exp(A)B$.
\item Ha $[A,B]=0$, akkor $\exp(A+B)=\exp(A)\exp(B)$, speciálisan $\exp(-A)=\exp(A)^{-1}$.
\item $\frac d{dt}\exp(tA)|_{t=0}=A$
\item $\det\exp(A)=e^{Tr(A)}$
\end{itemize}
\end{all}
\end{samepage}
\begin{proof}
Ezek az állítások könnyedén láthatóak a hatványsor együtthatóinak szuperexponenciális csökkenéséből és a binomiális tételből.
Felhasználjuk továbbá azt a fontos tényt lineáris algebrából, hogy minden mátrix hasonló egy felsőháromszög mátrixhoz.
\end{proof}
Felírva a $log(1+t)$ hatványsorát is, tudjuk, hogy a kompozíció formálisan az identitás, továbbá kellően kis normájú mátrixokat tekintve konvergens is lesz (a mátrix normájával majorálhatunk), vagyis az exponenciális leképezés a nulla mátrix egy környezetét diffeomorf módon viszi az identitás egy környezetébe.

\begin{all}
Az $U(n):=\{M\in GL(n,\mathbb{C}):MM^*=I\}$ unitér csoport egy Lie-csoport, melynek Lie-algebrája $\mathfrak{u}=\{A\in GL(n,\C):A=-A^*\}$.
\end{all}
\begin{proof}
Az előző állításból világos, hogy minden ferdén Hermitikus mátrix exponenciálisa unitér, megfordítva, ha $\exp(A)$ unitér, akkor $\exp(\epsilon A)$ is unitér, kellően csökkentve $\epsilon\in\R$-t, hogy az exponenciális leképezés bijektív legyen, az $\exp(\epsilon A)^{-1}=\exp(-\epsilon A)=\exp(\epsilon A^*)$ egyenlőségekből következik, hogy $-A=A^*$.
Mivel a ferdén Hermitikus mátrixok egy valós vektorteret alkotnak, ezzel nyertünk egy differenciálható térképet az identitás körül $U(n)$-ben, ezt balról szorozva tetszőleges unitér mátrixszal minden pont körül kaptunk egy térképet (az szintén világos, hogy ezek simán vannak összekapcsolva).

Tudjuk, hogy az exponenciális leképezés a $0$ egy környezetét az $I$ egy környezetére képzi.
Tekintsünk egy $t\mapsto\exp(tA)$ görbét, ahol $A$ ferdén Hermitikus.
Ennek a 0-beli deriváltja egy érintővektort fog adni, a szekció elején lévő állítás szerint ez pontosan $A$ lesz.
Megfordítva, ha tekintünk egy $\gamma$ utat $U(n)$-ben az egységmátrixon keresztül pontonként teljesül az $\gamma(t)\gamma(t)^*=I$ azonosság, deriválva látjuk hogy $\gamma'(0)+\gamma'(0)^*=0$, tehát csak ferdén Hermitikus mátrixok állhatnak elő érintővektorként.
Mivel tetszőleges $X\in TU(n)_I$ érintővektor egyértelműen kiterjeszthető balinvariáns vektormezővé az $X_M=B_MX$ formula szerint, így adódik, hogy $\mathfrak{u}$ is pontosan a ferdén Hermitikus mátrixokból áll.
\end{proof}
\pagebreak[3]
\begin{all}
Az $\ip{A,B}:=Re(Tr(AB^*))$ formulával definiált leképezés egy pozitív definit belső szorzás $TU(n)_I$-n, és kiterjed egy kétoldali invariáns Riemann-metrikává $U(n)$-en.
\end{all}
\begin{proof}
Tudjuk lineáris algebrából, hogy ferdén Hermitikus mátrix diagonalizálható unitér hasonlósági mátrixszal, a definiáló egyenlőségből pedig világos, hogy csak tisztán képzetes számok lehetnek a főátlóján.
Tehát $\ip{A,A}=Re(Tr(-A^2))\geq 0$, és csak akkor lehet nulla, ha $A=0$.
Ezt kiterjesztjük egy balinvariáns Riemann-metrikává, ha $X,Y\in TU_M$, akkor $\ip{X,Y}:=\ip{TB_{M^{-1}}X,TB_{M^{-1}}Y}$ legyen, tehát visszavisszük baleltolással az egységelem érintőterébe, mivel egyértelműen van olyan balinvariáns vektormező, amely $M$-ben $X$-et vesz föl, ez egy jól definiált leképezés lesz, a simaság világos abból, hogy a mátrixszorzás sima.
$U$ hat $\mathfrak{u}$-n konjugálással ($T(B_S\circ J_{S^{-1}}):\mathfrak{u}=TU_I\rightarrow TU_I$), ezt jelöljük $Ad(S)$-el.
Mivel mátrixok nyoma hasonló mátrixokra megegyezik, ezért $\ip{A,B}$ invariáns $Ad(S)$-re minden $S$-re, azt az előbbiekben láttuk, hogy a metrika balinvariáns, ebből pedig így következik, hogy jobbinvariáns is, és pont ezt szerettük volna.
\end{proof}
Tehát alkalmazhatjuk az előző szekció állításait, rögtön látszik például, hogy az exponenciális leképezése a mátrixoknak, és a Riemann-sokaságokra értelmezett exponenciális leképezés megegyezik (a $t\mapsto\exp(tA)$ egy egyparaméteres csoportot ad meg, ha $A\in\mathfrak{u}$, tehát pontosan ezek az egységelemen keresztüli geodetikusok).
Történetileg ez volt a motiváló példa arra, hogy a geodetikusok $1$-ben felvett értékét exponenciálisnak nevezzék.
Ebből rögtön következik az is, hogy $U$ teljes, hiszen az egységmátrixban tetszőlegesen meghosszabbíthatjuk a geodetikusokat, majd ezt eltolhatjuk bármely pontba (mondhattuk volna azt is, hogy mivel van kétoldali invariáns metrikája, ezért szimmetrikus tér, tehát teljes).
Könnyű elsiklani afölött, hogy két formálisan különböző kommutátorfogalommal dolgoztunk eddig, van a mátrixokra vonatkozó, és a sima vektormezőkre vonatkozó kommutátor.
Szerencsénkre ez a két fogalom egybeesik.
Tekintsük ugyanis az $T_eAd_{e^{tX}}(Y):T_e\rightarrow T_e$ leképezést.
Deriválva és behelyettesítve látjuk, hogy ez pont az $[X,Y]$ mátrix-kommutátor, ugyanakkor megmutatható, hogy $TAd_{e^{X}}$ az $X$-el való vektormező kommutátorként hat.
\begin{all}
Az $SU(n)$ egy Lie-csoport, melynek Lie-algebrája $\mathfrak{su}$ pontosan azokból a ferdén Hermitikus mátrixokból áll, melyek nyoma nulla.
\end{all}
\begin{proof}
A fenti számolások és formulák ugyanúgy érvényesek megszorítva $SU$-ra.
Ha egy ferdén Hermitikus mátrix nyoma nulla, akkor \ref{matrixlg} miatt a determinánsa 1.
Megfordítva, ha $X\in\mathfrak{su}$, akkor $1=\det\exp(tX)$, ezt deriválva $0=\eval*{\frac{d}{dt}\det\exp(tX)}_{t=0}=tr(X)$
\end{proof}

Tegyük fel a továbbiakban, hogy $n$ páros, megbecsüljük az $SU(n)$-ben az $I$-ből $-I$-be menő geodetikusok indexeit, hogy a \ref{minutgeod} állítást alkalmazhassuk.
\pagebreak[3]
\begin{all}
$SU(2m)$-ben az $I$-t $-I$-vel összekötő nem minimális geodetikusok indexe legalább $2(m+1)$.
\end{all}

\begin{proof}
$\mathfrak{su}$ azon elemeit kell vizsgálnunk, melyekre $\exp(A)=-I$.
$A$-t diagonalizáljuk, $-I=-BB^{-1}=B\exp(A)B^{-1}=\exp(BAB^{-1})$, ugyanígy a $t\mapsto\exp(tA)$ geodetikusból a $t\mapsto\exp(tBAB^{-1})$ geodetikust az $Adj(B)$ izometriával komponálva kapjuk, tehát ezeknek a geodetikusoknak ugyanannyi az indexe, mint a diagonalizáltból származónak.
Következésképp feltehető a számoláshoz, hogy $A$ eleve diagonális alakban van (ha $A\in\mathfrak{su}$, akkor persze minden hozzá hasonló mátrix is, hiszen a hasonlósági mátrix unitérnek választható).
Alkalmazva az Euler-formulát, $A$ pontosan akkor felel meg a követelményeinknek, ha a sajátértékei $k_ji\pi$ alakúak, ahol $k_j$ páratlan egész (hiszen könnyen láthatóan egy $(a_{jj})$ diagonális mátrix exponenciálisa egyszerűen az $(e^{a_{jj}})$ mátrix), és $\sum k_j=0$, hogy a mátrix valóban $\mathfrak{su}$-ban legyen.
Legyenek továbbá úgy indexelve, hogy ha $j<l$, akkor $k_j\leq k_l$.
A \ref{liejac} állítás szerint az $X\mapsto R(X,A)A$ leképezés pozitív sajátértékeit kell meghatároznunk, ez pedig tovább egyenlő az $X\mapsto[A,[X,A]]/4$ leképezéssel.
Legyen $X=(x_{jl})$, kiszámolva a kommutátorokat $[X,A]=((k_l-k_j)i\pi x_{jl})$, és $[A,[A,X]]=((k_l-k_j)^2\pi^2x_{jl})$ adódik.
Megadunk egy sajátvektorokból álló bázisát $\mathfrak{su}$-nak:
Legyen $j<l$-re $E_{jl}$-ben egy $1$-es a $j$. sor $l$. elemében, és $-1$ a szimmetrikus helyen, hasonlóan $E'_{jl}$-ben $i$ a $jl$. elem, és $-i$ az $lj$. elem, mindenhol máshol nulla.
A fenti formulából világos, hogy $E_{jl}$ és $E'_{jl}$ sajátvektorok $\frac{\pi^2}{4}(k_l-k_j)^2$ sajátértékkel, továbbá minden $\mathfrak{su}$-beli dagonális mátrix is, 0 sajátértékkel.
Tehát a nemnulla sajátértékek kettesével állnak elő $\frac{\pi^2}{4}(k_l-k_j)^2$ alakban, ahol $k_j\leq k_l$.
Az előző fejezet szerint minden sajátértékhez tartozik időpontoknak egy sorozata, melyek konjugáltak $t=0$-hoz
$$t=\frac2{k_l-k_j},\frac4{k_l-k_j},...$$
megoldva a $\frac{2n}{k_l-k_j}<1$ egyenlőtlenséget látjuk, hogy $1$-ig $\frac{k_l-k_j}{2}-1$ darab konjugált pont lesz.
Minden nem nulla sajátérték kétszer áll elő, tehát minden $j,l$-re, ahol $k_j<k_l$, az index $2(\frac{k_l-k_j}{2}-1)$-el növekszik, összeadva, az $A$-hoz tartozó geodetikus indexe $\lambda_A=\sum_{k_l>k_j}(k_l-k_j-2)$ az index tétel szerint.
Két esetben külön-külön becslünk, először ha a $k_j$-k közül ugyanannyi pozitív, mint negatív:
Ekkor nem lehet minden $k_j=\pm1$, hiszen ekkor minimális geodetikust kapnánk, tehát legalább egy $\geq 3$, és mivel az összegüknek el kell tűnnie, legalább egy $\leq -3$, külön becsülve a pozitív és negatív részt az összegben:
$$\lambda_A\geq\sum(3-(-1)-2)+\sum(1-(-3)-2)=4m\geq 2(m+1)$$
A másik esetben, ha több pozitív $k_i$ van, mint negatív (tehát legalább $m+1$ pozitív)), akkor ismét mivel az összegüknek el kell tűnnie, valamely $k_j\leq -3$ kell hogy teljesüljön, ekkor csak a pozitív tagokhoz tartozó összeget megtartva, és becsülve
$$\lambda_A\geq\sum (1-(-3)-2)=2(m+1)$$
Ha negatív tagokból van több, teljesen hasonlóan megy a becslés, ezzel az állítást beláttuk.
\end{proof}

\begin{all}
A minimális geodetikusok $\Omega_*^{\pi\sqrt{n}}(SU(2m),I,-I)$ tere azonosítható a $G_m(\mathbb{C}^{2m})$ Grassmann sokasággal.
\end{all}
\begin{proof}
Az $\exp(tA)$ geodetikus hossza $Tr(AA^*)$, $A$-ról ismét feltehető, hogy diagonális, ebből látjuk, hogy a hozzá tartozó geodetikus hossza $\pi\sqrt{\sum k_j^2}$ (a sajátértékek megint csak $(k_ji\pi)$ alakúak, hogy $\exp(A)=-I$ teljesüljön).
Ez persze akkor minimális, ha $k_j=\pm 1$, és az összegük nulla.
Vegyük észre, hogy az $A$ mátrixot, mint $\C^{2m}\rightarrow\C^{2m}$ lineáris leképezést teljesen meghatározza az $i\pi$-hez és $-i\pi$ tartozó sajátaltér (a természetes bázist fixáljuk természetesen), tehát elég az $i\pi$-hez tartozó alteret ismerni, ennek a direkt kiegészítője lesz a $-i\pi$-hez tartozó altér.
Az összegfeltétel miatt pontosan $m$ dimenziós lesz az egyik sajátaltér (és ugyanekkora a másik), ezek tetszőlegesek lehetnek persze, így nyerünk egy homeomorfizmust $G_m(\mathbb{C}^{2m})$-el.
%\ping{hasonló mátrixokhoz nem ugyan azt a geodetikusst rendeljük, hogy váltunk mátrixok, és lineáris leképezések között?} egy bázist fixálva már bijekcióban vannak a mátrixok és a lineáris leképezések!:)
\end{proof}
Most alkalmazhatjuk az eddigi tételeinket:
\begin{tetel}[Bott]
$\pi_j(G_m(\mathbb{C}^{2m}))=\pi_{j+1}(SU(2m))$ teljesül $j\leq 2m$-re.
\end{tetel}
\begin{proof}
Az eddigiek szerint a minimális geodetikusok $\Omega_*(SU(2m),I,-I)$-ben egy topologikus sokaságot alkotnak, nevesül $G_m(\mathbb{C}^{2m})$-et, a nem minimális geodetikusok indexe pedig legalább $2m+2$, vagyis a relatív homotópiacsoport
$$\pi_j(\Omega_*(SU(2m),I,-I),\Omega_*^{\sqrt{n}\pi}(SU(2m),I,-I))$$
eltűnik $j<2m+2$-re \ref{minsok} szerint.
Felírva a relatív homotópiacsoportok hosszú egzakt sorozatának egy részletét (behelyettesítve az előző állításban nyert azonosítást):
$$...\rightarrow0\rightarrow\pi_j(G_m(\mathbb{C}^{2m}))\rightarrow\pi_j(\Omega_*)\rightarrow 0\rightarrow...$$
Az egzaktság azt jelenti, hogy a Grassmann sokaság beágyazása izomorfizmust indukál az $1,..,2m$ dimenziókban ($2m+1$-ben csak azt kapjuk, hogy szürjektív!), ebből \ref{folytsimaut} és \ref{utter} szerint
$\pi_n(G_m(\mathbb{C}^{2m}))=\pi_n(\Omega_*)=\pi_n(\Omega)=\pi_{n+1}(SU(2m))$, mint állítottuk.
\end{proof}
Most úgy tűnhet, csöbörből vödörbe kerültünk, hiszen első ránézésre néhány eseten kívül nem világos, mik a komplex Grassmann sokaságok homotópiacsoportjai, azonban még egyéb módszereket is alkalmazhatunk.
Ehhez szükséges a következő:
\pagebreak[3]
\begin{all}
Az alábbi
\begin{enumerate}
\setlength{\itemsep}{-2mm}
    \item $(U(n),U(1),\det,SU(n))$
    \item $(U(n+1),S^{2n+1},p_{n+1}, U(n))$
    \item $(U(2n),U(2n)/U(n),j,U(n))$
    \item $(U(2n)/U(n),U(2n)/(U(n)\times U(n)),k,U(n))$
\end{enumerate}
rendezett négyesek fibrált nyalábok (\ref{fibr}. definíció), ahol $p_{n+1}$ az utolsó koordinátára vett projekció, $j$ és $k$ pedig az $A\mapsto\begin{bmatrix}A&0\\0&I\end{bmatrix}$ és a $[B]\mapsto\left[\begin{bmatrix}I&0\\0&B\end{bmatrix}\right]$
beágyazás által indukált faktorleképezés.
\end{all}

\begin{proof}
Mivel topologikus csoporthomomorfizmusokról van szó, világos, hogy az egyes leképezéseknél vett ősök a mag mellékosztályai, tehát a fibrumok homeomorfak egymással.
Az 1. esetben a természetes beágyazás, és a determináns által meghatározott rövid egzakt sorozat szétesik az $\exp(i\theta)\mapsto \diag(\exp(i\theta),1,..,1)$ leképezéssel (ilyen alakú mátrixokkal való konjugálással hat $S^1$ $SU(n)$-en), vagyis $U(n)=SU(n)\rtimes U(1)$.
Vegyük $X\in U(n)$-nek egy olyan kis környezetét, amelyben bármely másik $A$ mátrixra $\left|\frac{\det(A)}{\det(X)}-1\right|<\frac{1}{4}$ (vagyis az argumentumaik megfelelő reprezentánsai kevesebb mint $\pi/2$-vel térnek el), ekkor az argumentumfüggvény folytonosan értelmezhető, vagyis a fent említett $(A,e^{i\theta})\mapsto A \diag(e^{i\theta},1,..,1)$ azonosítás mellet az $id\times \arg$ függvény homeomorfizmus lesz a megfelelő halmazok között, a szemidirekt szorzat felbontásból pedig látjuk, hogy szorzatként áll elő az ős.

A $p_{n+1}^{-1}(v)$ halmazt megfeleltethetjük a $v$ ortokomplementerének ortonormált bázisaival, hiszen az ősbeli mátrixok első $n$ oszlopa ennek a térnek egy bázisát adja. Így megfeleltethető minden ős $U(n)$ egy példányának.
Legyen $W(v):=\{w:\norm*{v-w}<\epsilon\}\subset S^{2n+1}$, kellően kis $\epsilon$-ra könnyen láthatóan $v\not\in w^\bot$, tehát a merőleges vetítés $w^\bot\rightarrow v^\bot$ bijekció, ezáltal egy ilyen környezet őse azonosítható $U(n)\times p^{-1}_{n+1}(W(v))$-vel.

A harmadik esetben az ú.n. \textit{Stiefel sokaságot} adja a faktorleképezés.
Ez a $\C^{2n}$ tér ortonormált vektor $n$-eseiből áll, expliciten minden $A\in U(2n)$-hez az utolsó $n$ oszlopát rendeljük, mint ortonormált rendszert.
Az előző esethez hasonlóan tekintsünk egy $W(v_1,..,v_n):=\{(w_1,..,w_n):\norm*{w_1-v_1}<\epsilon\}$ környezetet, és ismét legyen $\epsilon$ olyan kicsi, hogy egy $w_1$ se tartalmaztassék $(v_1,..,v_n)^\bot$-ban, ekkor megint csak az ortogonális projekción keresztül megfeleltethetjük a komplementeraltereket, így nyerve az $U(n)\times j^{-1}(W(v_1,..,v_n))$ lokális trivializálást.
Végül teljesen hasonlóan járhatunk el az utolsó esetben, itt az $U(2n)/(U(n)\times U(n))$ teret megfeleltethetjük a $G_n(\C^{2n})$ \textit{Grassmann sokaságnak}, az $n$ dimenziós lineáris alterek terének $\C^{2n}$-ben (világos, hogy $U(n)\times U(n)$ a stabilizátora $U(2n)$-ben egy adott $n$ dimenziós altérnek, önmagában mozgatja az alteret és a komplementerét is, és minden unitér leképezésnek így kell viselkednie, ha stabilizál egy adott alteret, tehát a faktortér bijekcióban van az $n$-dimenziós alterekkel).
\end{proof}

\begin{all}
$\pi_j(SU(n))=\pi_j(U(n))$ teljesül $j>1$-re.
\end{all}
\begin{proof}
Tekintsük a determináns által meghatározott $SU(n)\hookrightarrow U(n)\xrightarrow{\det} U(1)$ fibrált nyalábot.
Mivel $U(1)=S^1$, és a kör univerzális fedőtere $\R$, ami pontrahúzható, látjuk, hogy $j>1$-re a homotópikus csoportja triviális, alkalmazva a fibrált nyaláb hosszú egzakt sorozatát kapjuk az állítást.
\end{proof}
\begin{all}
Legyen $j\leq 2m$, ekkor $\pi_j(G_m(\mathbb{C}^{2m}))=\pi_{j-1}(U(m))$ teljesül, továbbá az unitér csoport homotópiacsoportjai stabilizálódnak a következő értelemben:$\pi_j(U(m))=\pi_j(U(m+1))=...:=\pi_j(\mathbf{U})$, ezeket az unitér csoport \textit{stabil homotópiacsoportjainak} nevezzük.
\end{all}
\begin{proof}
Tekintsük az iménti $2.$ fibrált nyalábot ($U(m)\hookrightarrow U(m+1)\xrightarrow{\pi_{m+1}}S^{2m+1}$).
A celluláris approximáció tétele miatt $\pi_j(S^{2m+1})=0$, ha $j<2m+1$, ezt felhasználva a hosszú egzakt sorozatból adódik, hogy $\pi_j(U(m))=\pi_j(U(m+1))$, majd ezt ismételgetjük (ismét $j=2m+1$-ben csak szürjektív a beágyazás által indukált homomorfizmus).

Folytatva, a $3.$ $U(m)\hookrightarrow U(2m)\rightarrow U(2m)/U(m)$ fibrált nyalábra felírva az egzakt sorozatot:
$$...\rightarrow\pi_j(\mathbf{U})\xrightarrow{}\pi_j(\mathbf{U})\rightarrow\pi_j(U(2m)/U(m))\rightarrow \pi_{j-1}(\mathbf{U})\xrightarrow{}\pi_{j-1}(\mathbf{U})\rightarrow ...$$ 
a stabilizálódás miatt az első nyíl izomorfizmus, tehát a faktorleképezés által indukált leképezés a $0$ leképezés, de a következő dimenzióban is izomorfizmust kapunk, tehát a dimenzióváltásnál a függvénynek injektívnek kell lennie, vagyis $\pi_j(U(2m)/U(m))=0$ adódik.

Végül az utolsó ($U(m)\hookrightarrow U(2m)/U(m)\rightarrow U(2m)/(U(m)\times U(m))$) fibrált nyaláb hosszú egzakt sorozatában is kapunk egy nullát minden dimenzióban az előző számolás szerint, így az azonosítás miatt
$\pi_j(U(2m)/(U(m)\times U(m)))=\pi_j(G_m(\mathbb{C}^{2m}))=\pi_{j-1}(U(m))$, amint állítottuk.
\end{proof}
Összehasonlítva az így kapott izomorfizmust a Morse-elméletiből kapottal adódik a
\begin{tetel}[Bott periodicitás tétele]
Az unitér csoport stabil homotópiacsoportjai periodikusak 2 periódussal.
\end{tetel}
\begin{proof}
Ha $j\leq 2m$, akkor az eddigiek szerint:
$$\pi_{j-1}(\mathbf{U})=\pi_{j-1}(U(m))=\pi_j(G_m(\mathbb{C}^{2m}))=\pi_{j+1}(SU(2m))=\pi_{j+1}(U(m))=\pi_{j+1}(\mathbf{U})$$
\end{proof}
Ezen csoportok kiszámolásához emlékeztetünk, hogy $U(1)=S^1$, jól ismert, hogy $\pi_1(S^1)=\mathbb{Z}$, és az előbbi állításban tárgyaltak szerint $\pi_2(S^1)=0$.



\section{Kitekintés}

A fentihez hasonló eszközökkel, ám sokkal körülményesebben meghatározhatóak az $\mathbf{O}:=\lim_n O(n)$ ortogonális csoport homotópiacsoportjai is, egy vázlatért lásd \cite[§24.]{milnor}.
Itt már nem kettes, hanem nyolcas periódust találunk, az iterált hurokterek struktúráját sokkal közelebbről kell vizsgálni.
A konkrét csoportok a következők:
$$
\begin{matrix}
n\mod 8&:&0&1&2&3&4&5&6&7\\
\pi_n(\mathbf{O})&=&\mathbf{Z}_2&\mathbf{Z}_2&0&\mathbf{Z}&0&0&0&\mathbf{Z}\\
\end{matrix}
$$
Sőt, az ú.n. \textit{szimplektikus csoport} ($\mathbf{Sp}$) homotópiatípusa is megállapítható, ez a kvaterniók feletti $n$-dimenziós "vektortér" izometriáiból áll, ahol $\mathbb{H}^n$-en a komplex számokon megszokott $\sum x_i\overline{y_i}$ skaláris szorzatot vesszük.
Konkrétabban az derül ki, hogy a négyszer iterált huroktér $\Omega^4(\mathbf{O})$ azonosítható $\mathbf{Sp}$-vel, így a homotopikus csoportjai ugyanazok, mint a végtelen ortogonális csoportnak egy négyes csúszással.

Egy másik fontos alkalmazása a tárgyalt elméletnek a h-kobordizmus tétel bizonyításában van.
Egy $W$ kobordizmust akkor hívunk h-kobordizmusnak, ha a két összefüggő peremkomponensének a beágyazása $M\xhookrightarrow{i}W$ és $N\xhookrightarrow{j}W$ homotopikus ekvivalencia (erre utal az elnevezésben a h).
Ezt tárgyalja \cite{hcob}, ehhez az alkalmazáshoz a Morse-függvényekre vonatkozó lemmákat kiterjesztik peremes sima sokaságokra is, és sokkal közelebbről megvizsgálják, hogy pontosan milyen Morse függvények létezhetnek egy adott sokaságon, illetve hogy mikor ejthetünk ki bizonyos indexű kritikus pontokat egy deformációval.
Gondoljunk például egy gömbre, ennek a standard beágyazásában, ha a $z$ tengely irányában egy vektorral vesszük a négyzetes távolságfüggvényt, egy 0 és egy 2 indexű kritikus pontot nyerünk, ezzel adva az $S^2$ legegyszerűbb CW-felbontását, de rengeteg egyéb Morse-függvény is létezik a gömbön, melyeknek mind $S^2$ egy felbontását kell adniuk.
\begin{tetel}[h-kobordizmus tétel]
Legyen $n\geq 5$, $M^n$ és $N^n$ egyszeresen összefüggő sima sokaságok, és $W^{n+1}$ egyszeresen összefüggő sima h-kobordizmus közöttük.
Ekkor $W$ diffeomorf az $M\times[0,1]$ szorzattal.
\end{tetel}
Speciálisan látjuk, hogy $M$ diffeomorf $N$-el.

Végül, mint ahogy azt a bevezetőben megemlítettük, Smale bizonyítása az általánosított Poincaré sejtésre szintén Morse elméleti eszközöket használt, az itt látott CW-felbontást óvatosabban kezelve érzékelni tudjuk, hogy hogyan is ragadnak oda a Smale által "fogantyúnak" nevezett peremes sokaságok (\ref{homt} bizonyításában $H$-val jelölt rész), amikor átlépünk egy kritikus pontot.
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\chapter*{Bevezetés}
\addcontentsline{toc}{section}{\textbf{Bevezetés}}
A topológia mint tudományág 19. századi megjelenése után a 20. században jelentős fejlődésen ment keresztül.
Az általános topológia egyik fontos vizsgálati tárgya a sokaságok elmélete, számos fizikai és matematikai alkalmazással, ennek egy részét dolgozza fel jelen dolgozat is, specifikusan a Marston Morse amerikai matematikus nevét viselő elméletet, ami differenciálható sokaságokra általánosítja a variációszámítás módszereit.
Az egyik fő ötlet, hogy a sokaságról topológiai információt tudunk nyerni egy rajta értelmezett megfelelő sima függvényből.
Messzemenő implikációi vannak az alább taglalandó eredményeknek, többek között Stephen Smale is Morse-elméleti eszközökkel látta be az általánosított Poincaré-sejtést legalább 5  dimenzióban, amiért Fields medállal is jutalmazták.
További fontos eredmények, melyeket Morse-elméleti eszközökkel láttak be, például a h-kobordizmus tétel, ami feltételeket ad arra, hogy egy kobordizmus triviális legyen, és a mi fő célunk, a Bott-féle peridiocitástétel, mely az unitér és a végtelen ortogonális csoport homotópiacsoportjait adja meg.
%\ping{dolgozat struktúrája}

A dolgozat gerincét \cite{milnor} adja, kiegészítésekkel és egyéb szükséges definíciókkal.
Az \ref{mlm} szekció Milnor §2. első felére épül, \ref{rimg} a §8-10. legszükségesebb állításait tartalmazza, kiegészítve az alapszakos tananyagban nem taglalat előismeretekkel, az egyparaméteres diffeomorfizmuscsoportok \cite{szenthe} tárgyalásán alapszik, definíciókban, jelölésekben és terminológiában \cite{szenthe2}-t követtük (többek között a görbületi tenzor definíciója előjelben különbözik a Milnornál találhatótól).
Az \ref{hom}-ben az algebrai topológiából hiányzó állításokat gyűjtöttünk össze, ezekhez főként \cite{hatcher} szogált alapul, továbbá $\cite[3.6-7]{milnor}$ homotópiakiterjesztési állításai.
\ref{sokkcw} Milnor §3-át adaptálja, \ref{energiavar}-ben pedig a §12-13-t több jelölésbeli eltéréssel a jobb érthetőség reményében.
A \ref{enerbilin}-es szekció a §14-15. és §18-t foglalja magában, \ref{uttcw} pedig a §16-17. és §22-t kombinálja, több kiegészítéssel.
Végül \ref{lie}-ben a szimmetrikus terek és Lie-csoportokról Milnor §20, és 21.1-3 állítások szerepelnek, \ref{unit} pedig a §23-as, a periodicitás tételt tárgyaló fejezetét dolgozza fel.



\chapter{Differenciálható sokaságok CW-felbontása}

\section{Jelölések és értelmezések}
\begin{itemize}
    \item $T_pM$ az $M$ sokaság $p$-pontbeli \textit{érintőtere}
    \item $Tf:TM\rightarrow TN$ az $f:M\rightarrow N$ leképezés \textit{érintőleképezése}
    \item $\partial_i f$ az $f:\mathbb{R}^n\rightarrow\mathbb{R}$ függvény $i$. koordinátafüggvény szerinti parciális deriváltja.
    \item Érintővektoron általában a valós értékű függvényeken értelmezett deriválások ekvivalenciaosztályát értünk (néhány számolásnál azonban kényelmesebb a görbék deriváltjainak ekvivalenciaosztályaiként gondolni rájuk).
    \item Ha $X,Y$ topologikus terek, $X\sim Y$ jelöli, hogy homotopikusan ekvivalensek.
    \item $G_m(\C^k)$ jelöli a $k$ dimenziós komplex vektortér $m$ dimenziós alterei által alkotott sokaságot, vagyis az ortonormált vektor $m$-esek halmazát, ahol két ilyen $m$-es ekvivalens, ha ugyanazon alteret feszítik. 
\end{itemize}

\section{Bevezető definíciók és állítások}
\label{mlm}
Legyen $M$ egy differenciálható sokaság, $f:M\rightarrow\mathbb{R}$ egy sima függvény

\begin{Def}
Egy $p\in M$ pontot az $f$ függvény \textit{kritikus pontjának} nevezünk, ha valamely $(U,\varphi)$ $p$-t tartalmazó térképen $\partial_i (f\circ\varphi^{-1})|_p=0$ minden $i$-re.
\end{Def}

A láncszabály következménye, hogy ha $p$ kritikus pont egy térképen, akkor bármely más, $p$-t tartalmazó térképen is az, ha $(V,\psi)$ egy másik $p$-t tartalmazó térkép, felhasználva a $d (f\circ\psi^{-1})=d ((f\circ\varphi^{-1})\circ(\varphi\circ\psi^{-1}))$ azonosságot megszorítva a megfelelő koordinátakörnyezetek metszetére.
Kritikus pontokban értelmezhető továbbá $f$ Hesse mátrixának rangja, illetve ezen mátrixnak, mint bilineáris formának pozitív/negatív definit és nullalterének dimenziója is koordinátainvariáns.

\begin{Def}
Legyen $p$ kritikus pontja az $f$ sima függvénynek, $v_1,v_2\in T_pM$, $\bar{v_i}$ sima vektormezők, melyekre $\bar{v}_i(p)=v_i$, ekkor az $f_{**}(v_1,v_2):=\bar{v}_1(p)(\bar{v}_2(f))$ függvényt $f$ $p$-beli második deriváltjának hívjuk.
\end{Def}

Erre érvényes a következő állítás.
\pagebreak[3]
\begin{all}
$f_{**}$ egy jóldefiniált, szimmetrikus bilineáris forma $T_pM$-en.
\end{all}

\begin{proof}
A bilinearitás nyilvánvaló az érintővektorok deriválásként való értelmezéséből.
A szimmetrikusság abból következik, hogy $p$ kritikus pont, képezzük $\bar{v}$ és $\bar{w}$ kommutátorát, ami láthatóan szintén érintő vektormező lesz (\cite[III. 2.2 állítás]{szenthe}).
Mivel $p$ kritikus $[\bar{v},\bar{w}]_p(f)=0$, hiszen $T_pM$ minden bázisirányában 0 $f$ deriváltja.
Tehát $\bar{v}_p(\bar{w}(f))=\bar{w}_p(\bar{v}(f))$, és mivel $\bar{v}$, $\bar{w}$ kiterjesztések, a megszorításuk $p$-ben $v$, illetve $w$.
Az $f_{**}=v(\bar{w}(f))$ kifejezés a második deriváltra független attól, hogy $v$-t hogyan terjesztettük ki, és hasonlóan a másik, előbb nyert kifejezést alkalmazva $\bar{w}$ választásától is független.
\end{proof}

Írjuk fel most lokális koordinátákkal a két vektort $v=\sum v^i\frac{\partial}{\partial x_i}|_p$, $w=\sum w^i\frac{\partial}{\partial x_i}|_p$.
Választhatunk egy kiterjesztést $w$-nek, ami $p$ egy környezetében állandó, ekkor a fenti számolás szerint $f_{**}(v,w)=v(\sum w^j\frac{\partial f}{\partial x_j})=\sum v^iw^j \frac{\partial^2 f}{\partial x_i\partial x_j}(p)$.
Ebből látjuk, hogy ebben a koordinátarendszerben $f$ második parciális deriváltjai alkotják $f_{**}$ mátrixát.
Most már készen állunk az egyik alapvető definíció kimondására.

\begin{Def}
Egy $f:M\rightarrow\mathbb{R}$ sima függvényt \textit{Morse függvénynek} nevezünk, ha minden kritikus pontjában az $f_{**}$ bilineáris forma nemelfajuló (vagyis nincsen olyan érintővektor, aki mindenkire merőleges, ekvivalensen a fent kiszámított mátrix determinánsa nem 0).
\end{Def}

Ez egy jó definíció, hiszen $f_{**}$-ot lokális koordinátarendszertől független módon definiáltuk, teljesülését leellenőrizni bármelyik koordinátarendszerben lehet.
Most belátunk egy fontos lemmát, amire a későbbiekben többször szükségünk lesz.

\begin{lemma}[Morse-lemma]
\label{mlemma}
Legyen $f$ egy Morse függvény, $p\in M$ egy kritikus pont.
Ekkor létezik egy $\lambda\in\mathbb{N}$ és $(U,\varphi)$ térkép $(y_i)$ $p$-ben eltűnő koordinátafüggvényekkel, ahol 
$$f = f(p)-y_1^2-..-y_\lambda^2+y_{\lambda+1}^2+..+y_n^2$$
alakban áll elő.
\end{lemma}

\begin{proof}
Mivel az eltolások diffeomorfizmusai $\mathbb{R}^n$-nek, föltehetjük, hogy $p$ mindegyik koordinátája 0, és $f(p)=0$.
Most, ha $\varphi(U)$ konvex,
$$f(x_1,..,x_n)=\int_0^1 \frac{df(tx_1,..,tx_n)}{dt} dt=\int_0^1\sum_i\frac{\partial f}{\partial x_i}(tx_1,..,tx_n)x_i dt$$
ismét a láncszabály miatt.
A $g_i:=\int_0^1\frac{\partial f}{\partial x_i}(tx_1,..,tx_n) dt$ jelöléssel az $f$ függvény $$f=\sum x_ig_i(x_1,..,x_n)$$ alakban írható, vegyük észre továbbá, hogy $g_i(0)=\frac{\partial f}{\partial x_i}(0)=0$, hiszen $p$ kritikus.
Tehát minden $g_i$ is helyben hagyja az origót és az előbbi számolás megismételhető, ezzel nyerjük a $h'_{ij}$ függvényeket, melyekre
$g_i=\sum x_jh'_{ij}$.
Beszorozva, és összeadva $i$-re, $f=\sum x_ix_jh'_{ij}$.
Most szimmetrizálhatjuk a $h'_{ij}$-ket, legyen $h_{ij}=(h'_{ij}+h'_{ji})/2$, így $h_{ij}=h_{ji}$, és ezen függvények konstrukciója miatt $(h_{ij}(0))_{1\leq i,j\leq n}=(\frac{1}{2}\frac{\partial^2f}{\partial x_i\partial x_j})$, tehát a 0-beli értékeikből alkotott mátrix nem szinguláris.
Most elismételjük a lineáris algebrából ismert bizonyítást a szimmetrikus bilineáris formák diagonalizálására.
Föltehető, hogy a mátrix bal felső sarkában nem 0 elem áll, hiszen ha valamely $h_{ii}(0)\neq 0$, egy megfelelő lineáris transzformációval felcserélhetjük az $i$. és az $1$. koordinátát, ha pedig mindegyik $h_{ii}(0)=0$, akkor is kell, hogy létezzen olyan $i$ index, hogy $h_{1i}(0)\neq 0$ teljesül, hiszen különben 0 lenne a determinánsa, ezt a sort hozzáadva az elsőhöz, és szimmetrikusan az oszlopokkal is elvégezve az analóg műveletet a megfelelő mátrixot kapjuk.
Tehát mindig elérhető, hogy $h_{11}(0)\neq 0$, következésképp a 0 egy környezetében sem 0.
Módosítjuk a térkép koordinátafüggvényeit $$y_1:=\sqrt{|h_{11}|}\left(x_1+\sum_{1<i} x_i\frac{h_{1i}}{h_{11}}\right)$$ és $y_i=x_i$, ha $2\leq i\leq n$.
Az inverzfüggvény tétel miatt ez valóban térkép lesz (egy esetleg szűkebb környezetben nem szinguláris).
Behelyettesítve $x_1=\frac{y_1}{\sqrt{|h_{11}|}}-\sum_2^nx_i\frac{h_{1i}}{h_{11}}$-et az $f$-et kifejező képletbe $$f=y_1\operatorname{sgn}(h_{11})+\sum_{1<i,j}x_ix_jH_{ij}$$ adódik megfelelő $H_{ij}$ függvényekre, ezt induktívan folytatva, kellően szűkítve az értelmezési tartományt adódik a keresett alak.
\\
Ha most tekintünk egy adott térképen  $c-y_1^2-..-y_\lambda^2+y_{\lambda+1}^2+..+y_n^2$ alakban előálló függvényt, kétszer deriválva a mátrixa nyilvánvalóan egy diagonálmátrix, az első $\lambda$ átlóelem -2, a maradék 2.
Tudjuk, hogy a negatív definit altér dimenziója koordinátainvariáns, adódik, hogy bármely $p$ körüli térképen, ha előáll ilyen alakban a függvény, akkor ugyanannyi negatív előjelű tag lesz.
\end{proof}
\begin{Def}
A fenti $\lambda\in\mathbb{N}$-t a $p$ kritikus pont \textit{indexének} nevezzük, és esetenként $\lambda_p$-vel jelöljük.
\end{Def}

