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1.

Tavlati cél: Egzotikus gdmbok, ehhez kobordizuscsoportok és karakterisztikus osztalyok.

R
Meg akarjuk érteni a vonalnyaladbokat. Egy X tér, és folotte egy L — X vonalnyalab, parakompakt és vélasztva van rajta egy

metrika. Megadhatdak persze az dtmeneti fliggvények kociklusfeltétellel, ergo U; nyilt fedés trivializald kornyezetekkel. A
metszetekbd| vannak a;; : U; N U; — O(1) atmeneti leképezések.

R )
L =X vonalwyaldy
(it vélasetunk egy
\QX -~ 'u,,\ wiitt fedés  trivialieaciggt L-nek)

“ o d  Homeo(F) AR A

'LL-“R (%, o000, 7 ~R _>°§' 3 \k
1,',.1 aﬂ—w‘,,all anﬁ ‘ (
l/ \ [ kociklus-feltétel
o> il U

Mindenképpen teljesilnie kell, hogy ;; 0 aj; = id ahol értelmes, illetve oy;j © au, = auy, (kociklusfeltétel). Allitjuk, hogy ez

elég is hogy vonalnyaldbot kapjunk (altaldanosabban is, de persze a struktdracsoport mas lesz). Minden trivializal6 kornyezet

felett a trivialis nyalédbot véve, és lefaktorizélva a fliggvényekkel minden mikodni fog, ha kérbemennénk a kérnyezeteken az
identitasba érilink vissza a ragasztasokkal a feltétel miatt.

Masik lehetdség: valamilyen univerzalis obijektum konstrukcidja, és abbdl visszahtzni.

)

Pullback diagram

Fibrumonkénti izomorfizmus, ezzel csak az X — U izomorfizmusokat kell megérteni.

R
Az egységgdmbnyalab egy kétrét(i fedése lesz a bazistérnek S(L) — X 2 : 1. Ez megint egy ekvivalens leiras, a masik
irdnyban a kétrétl fedés joinjat kell venni (formlais konvex kombinacidkat) és megmondjuk hogy egy pont felett a két fedépont
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stlypontja az origd. Ez egy R fibrumd nyaldb minden esetre. Vesziink egy trivializal6 fedést X-nek, az 6s két diszjunkt példanya
a kornyezetnek, a joinnal kapunk egy U; X IR-et, megvalasztjuk akarhogy, hogy melyik 41, melyik —1. Megnézziik, hogy a
fedésben melyik &g felelt meg melyik pontnak, és igy valasztjuk a ragasztéleképezéseket, ez automatikusan lineéris lesz.

Kétrét(i fedések kellenek nekiink tehat, vagyis ¢ : 71 (X)) — Zs homomorfizmus (egy 2-index{ részcsoport) (ergo

megmondjuk, hogy mely +1-bdl felemelt hurok ér a +1-be, mely a -1-be).

{(z,7) |v:[0,1] = X,0 — z0,1 — z1}/{x0o-ban kdtétt homotdpia, és a ¢ magja} fogja adni a kétrétli fedést
egy adott homomorfizmushoz.

Mivel Zy kommutativ, ez a leképezés athizédik az elsé homoldgiacsoporton, tehat ¢3 : H1(X) — Z5, ami pedig megintcsak
megfelel egy ¢ € H'(X; Z3). O lesz az els6 karakterisztikus osztalyunk, wy (L) az elsé Stiefel-Whitney osztdly. Tovébbé a fent
emlitett oy;; fliggvényekbdl el tudunk allitani egy Za kociklust. Lefediink egy 1-cellat trividlis kdrnyezetekkel, megszamoljuk
hogy ahogy megyiink kérbe az attérési fliggvényekkel hany + és hany -1et latunk, ez adja a Zs kociklust (additivan ha tébb 1-
cella van).

Az univerzalisbdl visszahUzottas példahoz, |étezhetne egy univerzalis kétrétl fedés, amibdl visszahlzunk minden mas kétrét(
fedést (létezik is, elég az univerzalis nyalabra eljatszani a fedétérkonstrukciot, az egységgémbnyaladbképzés, és a formalis konex
konbinacidk inverz konstrukciok itt).

¥ A fedéterek sokkal kénnyebben kezelhet6ek, csak a szabad Za hatasokat kell atlatnunk X -en. Tovabb4 ha van egy
pontrahlzhato terlink E amin szabadon tud hatni Zs, akkor az ide men6 Zs-ekvivarians leképezések (ekvivarians
homotdpiaosztalyai, 1asd késdbb) klasszifikaljak ezeket.
Mért? Feltehetjik, hogy ez a tér CW-komplex, és a hatas cellanként hat. X 0-vazat leképezhetjiuk E-be valahogy, a
parpontot a hatas szerint a parjaba, az 1-celldk is parokban vannak allitva, a végpontok képei mar megvannak, igy ki tudjuk
terjeszteni cellaparonként ekvivaridns médon. A 2-vazon mivel pontrahlzhatd beterjed a cellaperem, majd a tiikdrképére
tukorképként terjesztjlik ki, és igy tovabb. Ez valéban egy X — E ekvivarians leképezés, mint allitottuk. Megtorténhet,
hogy két leképezés ugyan azt a Z hatast adjak vissza, ha &k ekvivarians médon homotépok: a homotépiak is
visszahlzhaték hasonl6é gondolatmenettel E-bl. igy a hatas kiterjed a hengerre, és a két indukalo leképezés ekvivarians
homotdp, tehat ezzel még faktoralni kell a klasszifikacidban.
llyen E teret pedig ismeriink, S®° megfelel a feltételeknek. Emiatt az S — RIP™ lesz az univerzélis kétrétl fedés, alkalmazva
a join konstrukciot kapjuk az univerzalis vonalnyalabot. A konstrukciot tekintve minden RPAn-beli pont felett tekintjik az altala
reprezentalt egyenest R (n+1)-ben, és ennek a pontjai lesznek a fibrum, a terlink ezen tautologikus nyaldbok direkt limesze, az

R
univerzalis vonalnyalab £ —s RIP™.
Mivel ez egy vonalnyalab, van Stiefel-Whitney osztalya. wi (£) € H(RP™, Zy) = HY(RP?, Zy) = Zs, hiszen késébb csak

> 3 dimenziés cellakat ragasztunk a térhez, ezek nem bantjak az elsé kohomolégiat.

Q Ha van egy visszahuzott nyaldbunk, akkor a fliggvényen visszahtizédik wy is.

xé? ->w(L)=Fus

Es ismeriink olyan vonalnyalabot, aminek az osztalya nem nulla, a végtelen Mdbius-szalag.
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Volt: w; vonalnyaldbokra. Most ezt akarjuk minden vektornyalabra definialni.

Rr? R
& — X nrangu vektornyalab. Ebbdl tudunk gyartani egy vonalnyalébot a determinanssal A"§ — X.

AV =V {1 @ - @ v, ~ SgNT Vr1 ® - -+ ® vk } egy vektortér kiilsé hatvanya. Az n-edik csak a
determinans, és tobbszordseibdl all, mint algebran tanultuk, ezt csinaljuk fibrumonként, mivel a konstrukcié
természetes 6sszeragad nyalabba.

w1 (A™E)(7y) = 0, ha a gérbe mentén nem valtozik az iranyitas, illetve 1 ha igen. Visszahtizzuk a nyalabot y*€-vé S felett, és
itt mar tényleg lekdvethetd az irdnyitas.

Tegnaphoz hasonldan, ha létezik egy klasszifikald tér amibdl mindenki visszahtizhaté (homotopikusan egyértelm(ien) és van egy
kohomoldgiaosztalyunk az univerzélis vektornyaladb bazisaban, azokat vissza tudjuk hizni szintén, hiszen
joldefinidlt(/homotdpia) a nyaldbokat visszahizé klasszifikald leképezés. Tovabba ha van egy fibrumonkénti izomorfizmus két
visszahlzas kozott, az kommutdl a klasszifikald leképezésekkel, és a karakterisztikus osztaly is visszahtizddik.

—
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A vonalnyalabok esetében RP> kohomolégiagy(rlje az egyvaltozés Zs[w; | polinomgy(rd, tehat elég a
generatorelem visszahlzasat megnézni, a tébbi nem ad semmit, hasonldéan ha egész egyitthatéval nézzik, sem
szolgal Uj informacidval.

Kellene az n-rangu vektornyalabok klasszifikalé tere. Ez nem annyira egyszer(, a trivialis nyaldbot tudjuk jol klasszifikalni, ezért
beagyazzuk a nyaldbunkat egy ilyenbe.

¥ Allitas: Minden £ fibrumonként beagyazhaté valami €N -be.

Ha mar tudnank, hogy létezik, ez val6jaban IN darab leképezést jelent R-be (ugye koordinatanként). Jeldljiik ezeket \; €
£*. Tudniuk kell tovabba, hogy minden bazisponthoz &k feszitik a pont fibrumanak a duélis terét. Lefedjiik a bazist
trivializal6 kornyezetekkel, ezekben vélaszthatunk ilyen szeléseket persze, majd ezeket kiterjeszthetjiik globélissa (egy kicsit
nagyobb kornyezet is legyen még trivializald), mivel kompakt a bazis ez véges sok szelés a megfelel tulajdonsagokkal.

Ezzel X minden pontjahoz rendeltiink RN -nek egy n dimenziés alterét. Tekintsiik a Gr(n, RY) feletti tautologikus nyalabot (
v :={(V,v) € Gr(n,R™) x R"|v € V'}, és az elsé koordinatara vett projekcié). Az imént konstrualt leképezés egy
fibrumonkénti izomorfizmust ad ebbe a nyalabba, tehat visszahlztuk beldle. Kényelmetlen még, hogy IV -et valasztottuk, ezt
teljesen hasonldan a direkt limesz konstrukcidval orvosoljuk, adédik a v — GT™ nyalab, beléle mindenkit vissza tudunk hdzni
az el6bbiek szerint.

Egyértelmi-e ez? Huzza vissza K1, Ko is a nyaldbunkat. Mivel
kompakt a bazis, ezeknek a képe mar valami véges

. A . 2
Gr(n, RN) Grassmannban is benne van. Agyazzuk be az K, Meiss 5
X1 Gra R J6MR

egész szituaciot Gr(n, R2N)-be, az elsd, illetve masodik N

koordinataba. Minden pont feletti fibrum két képét linearis N S 1Se
P P X255 Grn N

dsodik N

S6rr N
ezeket linedris homotépidval (/l,fR )
ssszekbthetjik

homotdépiaval itt mar 6sszekothetjiik

Latjuk tehat, hogy Gr™ kohomoldigai meghataroznak karakterisztikus osztalyokat. Tehat mostmar H*(Gr™)-re vagyunk
kivancsiak. Ezt majd késdbb tesszilk meg, w; -hez kevesebb is elég, H'! (Gry, Zy) =? Ez megfelel az elsé
homoldgiacsoportnak, tehat a fundamentalis csoportot kell megérteniink n-dimenzids sikoknak valami nagy dimenziés
euklideszi térben.

¥ Meggondolhaté, hogy ez csak attdl figg, hogy milyen iranyitassal tériink vissza

Vegylink egy bazist, és ezt vigylik magunkkal. Ha ugyanabba a bézisba érlink vissza, akkor nullhomotép lesz a hurok.
Valaszthatunk olyan paronként meréleges altereket hogy az i. bazisvektor vetilete nem nulla benne. A homotopia elején
belevisszlk ebbe az altérbe, és mostmar koordinatanként lekovethetjiik a bazisvektorok mozgasat, ez egy nagydimenziés
gomb fundamentalis csoportjaban egy elem, tehat a bazisvektorok mozgéasa koordinatanként nullhomotdp. Ha a bazis
ellentétes iranyitassal ér vissza, akkor az persze nem lehet nullhomotép, vagyis m1 (Gr,,) = Zs, és ennek a csoportnak a

generatorat nevezziik w1 -nek.

Latni akarjuk, hogy ez egy nemtriviélis invarians, kellene egy nem iranyithaté n-rangu vektornyaldb. Lusta megoldas o &
€1 — S a Mobiusz szalag.

CW kompleus feletti nyalabnal tekinthetjik a bazis vazfiltralasat, a 2-vaz mar elég ha egy H' elemre hajtunk (sky X — X
indukal egy H'(X) = H'(skyX) izomorfizmust). Megszorithatjuk a nyalabot magét a 2-vézra, ha itt tudjuk definialni a wy -
et mér jok vagyunk. Ugyanakkor az elsé SW osztaly mégiscsak az 1-vazon akarna élni. A par egzakt sorozatabdl latjuk, hogy a
megszorités altal indukalt leképezés a kohomoldgiakon injektiv (de nem feltétlen szrjektiv), tehat megkeressiik az 1-vazban az
elsé SW osztalyt, majd leellendrizziik, hogy ez kiterjed-e a 2-vazra.

] 1. Mutassuk meg, hogy Gr(n, RY) = O(N)/(O(n) x O(N—n))!

Zart részcsoporttal ha faktorizalunk egy Lie-csoportot akkor sima sokasagot kapunk. G/H = {aH|a € G}. Az
egységelemnek csinalunk kérnyezetet. A faktoron G tranzitivan hat a g(aH ) = (ga)H formula szerint. Vesziink egy
invarians metrikat (a Haar egy szdmszorosa), ha G kompakt ez kétoldalrdl is invarians lesz. Vessziik a H meréleges

kiegészitdjét az egységelem érintéterében, ezen irdnyokban geodetikus gérbékkel kapunk egy normalszeletet. Ezzel akarjuk
azonositani a faktort. Kellene, hogy minden az egységelemhez kellden kozeli a H mellékosztaly csak egy pontban metszi.
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Az vilagos hogy legfeljebb egy pontban metszi, mert kell6en kozel egy mellékosztaly Gse egy affin altérnek felel meg az
exponencidlis leképezés alatt, tovabbé az exp leképezés lokalisan bijektiv, tehat legalabb egy pontban el is metszi.

G

Most a balhatassal eltolhatjuk ezt az egységelem korili térképet mindenhova, latni kell még, hogy ezek a térképek siman
vannak kapcsolva. k € U, N Uy, akkor g 'k € U, > h 7'k

[ 2. Bizonyitsuk be, hogy Gr(n, RN) egy n(N—n) dimenziés sima sokasag!

3. Lassuk be, hogy TGr(n, RN) = Hom/(y,~"), ahol
gy Yy
v = (V,v) € Gr(n,RN) x RN : v € V a tautologikus nyalab, mig
vt = (V,v) € Gr(n,RY) x RN : v 1V az 6 mer6leges kiegészit6jének csifolt ikertestvére!

Grassmanok CW-felbontasa

RY -ben vagyunk, régzitiink egy bazist. Milyen k-dimenzids altereink vannak? Egy k X NN -es matrix adja meg az alteret, erre
persze még hathatunk balrél egy invertalhaté k x k-assal, vagyis végezhetiink Gauss eliminacidt, és ilyen “haromszég” alakra
hozhatjuk (mar amennyire azt a matrix alakja megengedi).

Q Heads up, a vezéregyesek nem feltétlenll vannak egységmatrixként a matrix elején!

N —k =aop+ a1+ ...ax particio (sorrenddel egyiitt!), a koordinatazasban az eliminalt matrixot irjuk le olyan médon, hogy
a darab csupa nulla oszlop van, majd a; darab olyan oszlop ahol az elsé elemet valaszthatjik meg, s igy tovabb. Ezt persze
R i paraméterezi, ez lesz egy nyilt celldja a Grassmannban. Meg kell még nézniink, hogy a hatarra ez hogyan terjed ki, hogy
nem metsz bele nagyobb dimenzids celldba. A hatar ugy fog kinézni, hogy néhany koordinatat kinullazunk, a tobbit beallitjuk,
majd megszorozzuk t-vel és kitartunk a végtelenbe. Ennek megfelel az, hogy a szabad paramétereket lerdgzitjik, és a
vezéregyeseket leosztjuk ¢-vel, magyaran kinullazzuk Sket. Erre Ujra kell futtatni az eliminaciét persze. A hatarpont mintéja olyan
lesz, mint az elézé, csak a vezéregyeseket eltoltuk jobbra, tehat valéban csdkken a dimenzié.

—1 ) I

o a N ‘]gt-j-hk

Ez egy elég szép, konkrét megadas. A kialakult médszer a CW homoldgia megkapasara a Schubert kalkulus, de mi mashogy
fogjuk csinalni, kellene egy fibralas HES homoldgidkra, ami teljes altalanossagban nincsen (illetve spektralis sorozat, egy
kétirdnyban gradalt objektum és egy differencial. Ennek a homolégiai még mindig kétfelé gradaltak, és van egy Ujabb
differencial, ennek megint vessziik a homolégiait, és igy tovabb).

Ennek egy specialis esete: £ — X vektornyalabnak tekinthetjilk a gémbnyalabjat, ezzel lehet egy HES csinalni kohomoldgiakra.
A Grassmanok egymas felett fibralddnak gdmbfibrummal, megtalalhatjuk a vektornyalabokat amiknek 6k a gombnyalabjai és
igy megkaphatjuk a Grassmannok kohomoldgiagydrdjét.
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Nekiink csak a végtelen ortogonalis csoport kell. O(00) még értelmes, de nem feltétlendl latjuk a faktor homolégiait, hogy a
végtelen Grassmannt kapjuk. Az O(n) C O(n + k) inklizié n — 1-ig izomorfizmust indukal a homotopikus csoportokon,
iteraltan faktorizalunk (O(n + k)/O(n))/O(k)-ban az elsé faktorizalas utén az elsé » — 1 homotopikus csoport nulla lesz.

7;(0(n)) — m;(O(n + k) = m;(O(n + k)/O(n)) = mj_1(0(n)) — m;_1(O(n + k))

a fibralas HES egy része, latjuk hogy ha j < m — 1, akkor itt sok izomorfizmus van, tehat utana 0-t kell hogy kapjunk a

sorozatban. Ergo van egy magasan 6sszefliggé teriink, rajta egy szabad O(n) hatas, lasd S™ és Zj hatas rajta. Ennek a direkt
O(k

limesze az EO(k) 0w, BO(k) nyalab (a bazis megintcsak a végtelen k Grassmann), és meg is van adva a téren egy O (k)

hatas, ezeket hivjuk principdlis G-nyaldbnak (tehat egy szabad G-hatés szerinti faktor, ekvivalensen egy G fibrumu fibralas

reguléris G-hatassal a fibrumokon).

Contrast mondjuk a projektiv sik érinté egységgdmbnyaldbja, aminek szintén G a fibruma, de nem lehet megadni egy
koherens hatast, mert az megiranyitana a nyalabot.

Altalaban is le tudunk gyértani univerzalis G nyaldbokat, mint egy pontrahtzhato tér EG amin szabadon hat G, és hozza egy
klasszifikalé tar bazisnak BG. Altalanos konstrukciénk is van ilyenek gyartasara. Vegyiik G-nek a végtelen joinjat, ezen atlosan
hat G, ez megfeleld lesz.

= . A€ 0\ SO pem intats & L -
& E‘I (Q ‘/;g ﬁ Qé - SO(M 5::|m w‘;nlll/\ov:wép
s/;X\. i / 8= Ba=5,0om)e ct(xg) Q%\CZQ
r—e ha EL&'rivia’lis: vam globdlis trivializdcis,
s = / anhozdmérink mindent
o _ 7] :%k,Y—’SOOQ ("- Dm)\SO(ﬂ\\
-+ p— -+ LU
| B $Dlw)) inden kohatdrt megkapunk
TG, B g I T A S——
¥
5\: STUN)= 8lu)+ oL )
5’8 =d

m/".fﬁ' Bleb¥ir v.o N

3.

Multkor: altalanos vektornyaldbokra wj . Alternativ megkozelitést befejezzik.

CW kompleus feletti nyalabnal tekinthetjik a bazis vazfiltralasat, a 2-vaz mar elég ha egy H' elemre hajtunk (sk2 X — X
indukal egy H'(X) = H'(skyX) izomorfizmust). Megszorithatjuk a nyalabot magét a 2-vazra, ha itt tudjuk definialni a w; -
et mar jok vagyunk. Ugyanakkor az elsé SW osztaly mégiscsak az 1-vazon akarna élni. A par egzakt sorozatabdl latjuk, hogy a
megszoritas altal indukalt leképezés a kohomoldgidkon injektiv (de nem feltétlen szirjektiv), tehat megkeressiik az 1-vazban az
elsé SW osztalyt, majd leellendrizziik, hogy ez kiterjed-e a 2-vazra.

Celladimenzio szerinti indukciot szeretnénk alkalmazni az 1-vaz feletti vektornyalab megkonstrualasahoz. A 0-vaz felett persze
csak trivialis lehet LIR™. Vegyiink egy 1-cellat, flétte hogy néz ki a nyalab? Félétte is trivialis lesz, hiszen pontrahizhaté a cella,
egy probléma, hogy a végpontokban mar fixalva van egy trivializacid, ezzel nem feltétlendl illeszkedik a cellara valasztott
trivializalas. Reméljik, hogy ez javithat6. Az irdnyitas obstrual minket, ha megegyezik a végen levé irdnyitas, akkor egy révid utat
beszirunk a cella végén SO (n)-ben az identitas és a végpont allasa kdzétt, ha az iranyitasok eltéréek akkor nem tudjuk
kijavitani, hiszen O(n) két komponensbél 4ll, egy homotdpia nem tud ezek k&zétt valtani. Ha egyik végén sem illeszkedik,
akkor a kiindulasi trivializaciot egy tiikrozéssel komponalva még javithatd. igy minden 1-cellat fel tudunk cimkézni aszerint,
hogy a 0-cellakrdl ra kiterjed a trivializacio vagy sem.
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Az élek kompatibilitasai.

Ez valami d : C1 — Z2 homomorfizmus. Allitjuk hogy ez
egyértelm(ien leirja a szituacidt, felvagjuk az éleket, efelett meg
tudjuk csinalni a nyalabot, majd a —os felvagott éleket
Osszeragasztjuk egy iranyitasfordité azonositassal. Volt viszont egy

valasztas korabban, a 0-vazon vett trivializaciok, ezektdl hogy fligg a
konstrukcio?

Az elvagott inkompatibilis élek.

Minden pontjaban a 0-vaznak vesziink két trivializaciot. Két ilyen
trivializacié persze iranyitasban térhet csak el, ezt minden csucsra
L rairjuk. Elvégezve az el6bbi konstrukciét mindkét trivializaciora
01 (u,v) = 02 (u,v) + a(u) + a(v), ahol a(u) 1, ha az adott
csUcsban a két trivializacié iranyitasa megfelel, —1 ha nem. Erre
ranézve az torténik valdjaban, hogy d az o kohataraval valtozik meg
01 — 02 = da (figyelem, mod 2 dolgozunk!).

o+

A 0-vaz kilonboz6 trivializacioi.

Ergo két ilyen fiiggvény egyazon nyalabot hatéroz meg, ha ekvivalensek H* (sk1 X, Z2)-ben. Van-e olyan
kohomoldgiaosztaly, aki nem H(X, Z5)-bél jn? Egy kohomoldgiaosztaly pontosan akkot jén X -bél, ha kohatarral tudjuk 6t
reprezentalni, ergo Vo € Co(X)-re (6(80) =) dé(o) = 0. Tehat ha valaki nem képbeli, akkor van egy 2 szimplex, aminek
paratlan sok oldalan =-t vesz fel 4.

o felett pontosan egy n-vektornyaldb van, ennek vehetlink egy

trivializaciéjat és ehhez mériink mindent. Az el6bb meggondoltak

szerint feltehetjiik, hogy az 1-celldkon ez megegyezik az eredetivel, a

0-cellakon tetszélegesen valasztottunk, nem tudjuk beallitani, minden

csucs allhat jol, vagy rosszul, ezzel 6sszevetve a globalis trivializalassal - ?
megint felcimkézhetjiik az éleket. + -PD

A § a kett6 cella hatarara megszoritva ésszeadja a két végpontban, hogy a globélis trivializacié és az 1-vazon vélasztott
irdnyitasa megegyezik-e, és ezeket dsszeadja, tehéat az éleken kiértékelve 0-t kapunk mod 2, mindenki kétszer szerepel (ha amit
az eddigi konstrukciébol kaptunk, az egy a 2-vaz felett is definialt vektornyalabbol szarmazott).

Ezért valdban kapunk egy ! (X, Z2)-beli osztalyt minden vektornyalabhoz egyértelmden. Leképezésekre is jol mikddik, CW-
leképezésekre automatikusan visszahtzédik persze, hiszen az 1-vazon is ad egy leképezést, majd CW-approximacio. Ez lehet
nem nulla, pl. a kérvonal feletti nemtrivialis vektornyalab.
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Milyen obstrukciénk van arra, hogy &| s, x trivialis legyen?

Ha mér az 1-véz felett sem az, akkor persze tovabb sem lehet, tehat feltessziik a késSbbiekben hogy &|sk, x trivialis
(ekvivalensen w1 (&|sk, x) = 0).

A 2-cellak felett egyesével megszoritva valaszthatd egy trivializacié (hisz
pontrahlizhatd). Ez azonban nem biztos hogy illeszkedik az 1-celldk adott
trivializaciéjaval. Ha a fekete és a kék irdnyitasa eltér, az egyiket megcsavarva elérhetd
hogy mindenhol illeszkedjenek, hiszen kifaktoralva a 2-cellakkal egy sk1 X — O(n)
folytonos leképezést kapunk, tehat mindenhol koherens az iranyitas. Ugyanez megy
minden magasabb dimenzidban is hasonldan, tehat felteheté hogy az iranyitasok

megegyeznek.

Az 1-, és 2-cellak trivializacioi.

Tehat minden 2-cella peremérél van egy 8o — SO(n) leképezésiink, homotépia erejéig ilyenekbél kétféle van (a trivializacio
szélére beszirhatunk egy homotopiat, ezért elég erre nézni). Ezzel megint kapunk egy C? — Zs leképezést {6:0—~

[80’] € m (SO(n))} S CZ(X, ZQ))

Mely kohomolégiaelemek allhatnak elé, ha &gk, x trividlis? Vegyiink egy globalis Lo
trivializaciot, barmely két ilyen vagy homotop, vagy egy fix tikrozéssel vett kompozicié utan Allitas: [G’ X] =
homotép (vehetiink egy fix azonositast O(n) két komponense kézbtt). A globalis Hom(H1 (G), Uyt ()
trivializacioban felirva az 1-vaz trivializaciéjat latunk egy u : sk1 X — SO(n) (vagy a masik ha G egy véges
komponensbe) leképezést. Mi lehet ez? §(0) = o — [u|g,] € 71 (SO(n)) alaku

raf. Ezt hasznaljuk,
leképezésiink van, tovabba u-hoz tartozik Hu : Hi(X) — Za. Az 1-vaz egy graf, 9 !

OsszehlUzzuk egy feszit6fajat, minden hurkon vagy 0-ba vagy 1-be megy, meg is amikor azt mondjuk,

valaszthatjuk. Tehat tetszéleges ilyen homomorfizmust meg tud valdsitani ilyen u, vagyis hogy az u minden
minden kohatart megkapunk § alakban. homomorfizmust
elér.

Ha van egy 3-cellank, a peremén & mindenképpen 0-ként értékelédik ki mint az elébb, minden lapon megnézziik, hogy a
kézépponthoz képest hogyan all, minden lap minde élére, ergo minden él kontribucidja 0. Ismét az elébbihez hasonléan latjuk,
hogy két ilyen osztaly kohatarban tér el. Ez ad egy Ujabb invarians osztalyt, ami pontosan akkor nulla, ha a nyalab a 2-vézon

trividlis.
B0 by S| 4 PRV
" /' un)
= v )l V-
I/o“#(a,nm-{(v,u... rovs ot o Sz
G, gy 1 D

/ N ./ U Z:'j /s ha w23, akkor ; -rél lehasithats egy 64 = ; B %:‘ 2
N i 5
- L YE ' oo
@ la Sthgr™ SHSew?

b g :E egn-ﬂ. P /
J «—] el (CP 12) everdtor nol= .
i
sel(E) sho~ pa0)eZ
N

-[ I\ R T A WY

Van egy vektornyaldbunk, melyre w; = 0 (vagyis iranyithato, sét iranyitott). A mult 6ran kaptunk egy Gjabb invarians osztalyt
ezekre, ami 0, ha a 2-vaz folott trivialis.

A ¢ — X irdnyithat6 pontosan akkor, ha & visszahtzhaté az
univerzalis iranyithaté nyalabbol. Ennek a struktdracsoportja SO(n) (

egy osztalyt az eddigiekkel hasonléan, wy € H2(BSO(n); Zy) =
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w2 (BSO(n)) = Zy(han > 3), (az egyenléség a Hurewicz miatt
lesz), ez megintcsak természetes médon viselkedik a

n
———="Us0

' |
X —> 3S0(n)

Kisebb dimenziékban 75 (BSO(2)) = Z, mivel SO(2) = U(1), ez a tér a mult érai O(1) konstrukcidval analég médon
CP*> = K(Z,2) lesz. Tehat a 2-nyalabokra egy egészegyiitthatés invariansunk van. Mivel ez egy Eilenberg-Mclaine tér, itt is
egyértelmlen meghatérozza a klasszifikald leképezéseket az, hogy a fundamentalis osztalyt hogyan hlzzak vissza.

Q A fibralas egzakt sorozata, és a totalis tér pontrahtzhatésaga miatt w2 (BSO(2)) = 1 (SO(2)).

Példa: BSO(3) mar nem eilenberg-Mclaine, van 2,4. homotopikus csoportja (mert SO(3) = RP3), itt nem lesz elég egy
kohomologikus adat, hogy megadja a klasszifikalo leképezéseket.

Mit tudunk kezdeni nemiranyithaté nyalabokkal? v — BO(n) az univerzalis nyalabunk, BO(n) = Gr™ volt, a végtelen n-
Grassmann. Ugyanezt eljatszhatjuk azzal az extraval, hogy megjegyezziik az alterek iranyitasat, definialjuk az iranyitott
Grassmann sokasagokat.

Gr(n,RY) = {(V,v1,...,vs)|v; rendezett ONB V-ben}/SO(n), és efelett vehetjiik a tautologikus nyalabot. Van egy
természetes kétrétl fedés innen az irdnyitatlan Grassmannra, ez tmegy a tautologikus nyalabok szintjére egy fibrumtartd
leképezésként. BO(n) fundamentalis csoportja Zs, tehat nincs is vélasztasunk igazabol erre a fedésre, BSO(n) az univerzalis
fedés lesz.

Meggondoltuk, hogy BSO(2) = C P, keresiink teret amit 6 kétrétlien fed, ergo egy szabad Z, hatast. A véges komplex
projektiv terekben a valds projektiv terek m kodimenzidsak, ket kidobva az elsé n — 1 homotopikus csoportot nem bantjuk
genericitds miatt, ergo ha a direkt limeszt tekintjik egy a végtelen komplex projektiv térrel homotopikusan ekvivalens dolgot
kapunk, ezen a konjugalas mar szabadon hat, hiszen a fixhalmazat hagytuk el, faktorként kapjuk a fedést, 6 lesz BO(2).

Latni szeretnénk a kohomoldégidit most ennek a térnek, de most nem megy.

Hogy tudjuk még megnézni a 2-vaz folott a vektornyaldbokat? Az 1-vaz felett mindenki vagy a trivialis, vagy a mébius-szalag
plusz trividlisok, szamithatunk-e ilyesmire a 2-vaz felett?

Igen, induktiven definidlhatunk egy nemnulla szelést, ami lehasit egy trivialis iranyt. A 0-vazon tetszélegesen megadhatjuk, az 1-
vazon Osszekothetiink nemnulla médon két vektort a végpontokban, ha m > 1, és a 2-vazra be tudjuk ezeket terjeszteni, ha

n > 3. A 2-rang nyalabot klasszifikalja a BO(2)-be mend leképezés, az eredeti nyaldbhoz (a levagdosas elétt) is ezt az
értéket fogjuk rendelni.

[J Két nyaldb 6sszegének a wy -e az 6sszeadandok wy -einek 6sszege.

VisszahlUzunk egy kor félé, minden leképezés vagy az identitéssal, vagy az elsé koordinatara valo tikrézéssel homotop. A kort
kettévagva a szakasz két végét vagy identikusan, vagy egy tiikrozés mentén kell ragasztani, az attérési matrix az 6sszegben
blokkdiagonalis lesz. Ebbdl latjuk, hogy w1 (€ @ 1) = w1€ + win.

Tenzorszorzatnal hasonlé modszert alkalmazunk, ha mindkettd iranyithatd akkor identikusan ragasztunk, ha £ nem iranyithatd,
akkor lesz dimnn darab -1-es elem a ragasztasi matrixban, hasonléan ha 1 nemiranyithatd, illetve ha egyik sem, akkor
dim £ + dim 1 — 2 darab, tehat w1 (£ ® ) = rknwi& + rkfwin.

w9y geometriai értelmezése.

A 2-kohomolégia generatora azt nézi meg, hogy a lancban hanyszor van benne a 2-cella, ezt
visszahtizva S2-re kiértékelhetjiik az egész sokasagon, mint 2-cellan, ez azonositja a H2(SZ, Z)tZ
-vel. Ez megfelel annak, hogy a klasszifikal6 leképezésnek mennyi a foka. De ezt a szamolast nagyon
kellemetlen végigvinni.
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Emléksziink algebrai geometriara, vesziink egy szelést, ami transzverzalis a
nullszelésre és megszamoljuk a metszeteket. Ez fliggetlen a szelések vélasztasatdl, a
szelések tere pontrahlzhatd, hiszen mindenki homotép a nullaval, kdvetkezik hogy
barmely két szelés homotdp, magat a homotdpiat is transzverzalissa tehetjik a 0-ra, a
nullszelést egy 1-dimenzids peremes sokasagban metszi a homotoépiank, ide
szeretnénk koherens iranyitasokat adni a metszéspontoknak, ez jelentené azt, hogy a
homotopia két végén a metszetek szdma megegyezik.

Megiranyitjuk a nullszelést, illetve a fibrumokat, illetve a totalis teret, és

megnézziik, hogy az O + TGraph(s) iranyitas ebben a sorrendben

megegyezik-e a totalis tér iranyitasaval. Mashogy, £ fibrumai és a homotdpia %
grafikonja kozott egy lineéris izomorfizmust ad az érintéleképezés, mindkettd

meg van iranyitva, ez is ugyanez az eldjel. :I

o

S

Ugyanezt eljatszhatjuk a diagram masik oldalan, vesziink egy szelést ami transzverz a nullszelésre, majd az univerzalis térbél
visszahtzzuk. Minden C'P™-ben vehetlink egy 0-ra transzverz szelést, f-et is transzverzzé tehetjiik a nullszelésre, ekkor a

visszahlzott pont megfeleld lesz.

Mashogy, a ¥-ot megszoritjuk az S%-re, és itt nézziik az f-et. Visszahlzzuk a
,J-( szelést és minden pontban azonos eléjelekkel hizodik vissza a szelés
= Sz nullhelye, de még megcsavarodik a tér df-el. Tehat [£ N 0] =

| L deg f[7]s» N0,
< ¥ Stcar”

HF Szamoljuk ki, hogy mennyi is az univerzalis nyaldb S2-re vett megszoritasanak, ergo a C P! feletti tautologikus
J gy Y| Y g g9 9

nyaldbnak ezt a metszetszamat.
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Eqy ketté rangli €2 — B nyalabhoz egy 2-dimenzids CW-komplex felett hozzarendeltiink egy wo € H2(B7 Z(z))-t a multkor
(Z hairanyithatd, Zs ha nem). Lehasitgattunk egy-dimenzids résznyalabokat, lehet, hogy kiilénbz6 médokon kiilénbézé we
adodik? Példaul T'S? @ €' = €2, de a gdmb érintényalébja nem trivialis.

Q A vektormezé indexe megegyezik a szelés metszésszamaval az érintényalab esetében.

n"™ — B, ahol dim B = 2. Lehasitgatjuk kétféle modon: £2 @ "2, illetve 1® @ €™ 2, itt akarjuk a wa-t 8sszehasonlitani.
Egy trivialis nyalab lehasitasa igazabol egy nem 0 szelés megvalasztasa, ezeket kellene 6sszekdtni nem 0 szeléseken keresztili
homotdépiaval. Két nem 0 szelés egy kétdimenzios teret feszit, homotépiaval egytt egy 3-dimenzids dolgot feszit, ez lehet
transzverzalis a kétdimenzids nullszelésre, tehat £ @ €' = 1) @ €!. Vegyiik £-nek egy szelését, at akarunk térni a masikra. Az
elsé nyalab trividlis részét akarjuk elforgatni a masikba. A 0-vaz felett ez persze megy. Az 1-vaz felett is trivialis a nyalab,
azonosithatjuk a fibrumokat mind R>-al, a szakaszok végpontjain a két fajta €; irany megegyezik, amig a két irany nem
ellentettje egymasnak, addig a legrévidebb iven el tudjuk forgatni, és ezt feltehetjik, az irdnyok egy 2-dimenzids dolgot
alkotnak, generikusan elkeriili a 1)-hez tartozé a £-hez tartozd -1szeresét. Most a 2-vazon Ugy valasztunk trivializaciot, hogy az
egyik legyen a z irany. A mésik ezzel megegyezik a peremen, beliil valahogy forog. Atforgatni nem fogjuk tudni, az egyik
komplementerének egy szelését at akarjuk vinni a masikra.

Kivissziik a piros szelésének a nullhelyeit az 1-vazra. Ha van egy nullank egy 2-cella belsejében, akkor vesziink egy kis
gémbkdrnyezetet koriilotte, ami belemetsz az 1-vazba. Gomb pontrahlzhato, felette trividlis a nyalab, ez csak egy fiiggvény a
bazisbdl R™-be, ezt a fliggvényt valtoztathatjuk tetszélegesen.

Beljebb megytink egy kicsit egy 2-celldba, egy kis galléron konstanssa deformaljuk, és igy terjesztjik be a szimplxre. Ez
megtehetd, az obstrukcié a korilfordulasi szam, de tudjuk, hogy valahogy beterjed, igy konstansként is be tudjuk forgatni (ez
lesz o). Tovabba, egy kis galléron is még feltehetd, hogy a két normalirany megegyezik, nem csak az 1-vazon. Tehat a galléron a
két normalszelés egyezik meg, a szelés csindlhat barmit, belil pedig nem egyezik a két normalirany, de a szelés konstans. A
konstans részen levetitjik a szelést a masik normalirany komplementerére, ott lesz nullasa, ahol a normalirany parhuzamos a
szelés iranyaval, ez multiplicitassal pont annyi lesz, mint ahanyszoros értéke a szimplex belsején értelmezett normalirany mint
S%-re mend fiiggvénynek a -0 € S2.

Ez a lokalis foka a figgvénynek a +=g-ban. —o-ban mindig jé iranyitasunk
van, o-ban dimenziéfliggden eléjelet kapunk. Mivel a lokalis fok fliggetlen
attél hogy hol mérjik, tehat 6sszesen péros sok nullhelyet talalunk, és

wy(§) = wa(vp) mod 2.

A lokalis fok, és a nullhely eldjele.
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Thom-osztaly, Euler-osztaly

€F — M™ egy k dimenzios vektornyalab egy n dimenzios sokasag felett, vegyiik egy szelését o € T'(€), o M 0, ekkor a 0 ése
egy n — k dimenzi6s részsokasadg M-ben, ha mindenki irdnyitott, akkor ezen a részsokasagon is kapunk egy iranyitast. Ekkor
71(0)-nak megfelel egy [c71(0)] € H*(M, Z5))- Allitjuk, hogy ez az osztaly figgetlen o vélasztasatol, és a bizonyitas
azonos azzal mint amit az el6bb csinaltuk, két szelés kozott vehetiink egy homotopiat, ez is vehetd transzverznek a bazisra, a
homotdpia egy bordizmus a két sokasag kozott, ekkor 6k persze azonos kohomoldgiaosztalyt reprezentalnak, tehat a Poincaré
dualisuk is egyenl6. Ezt nevezziik a € Euler osztalyanak, ex (&) = [01(0)] € HF(M, Z).

A Thom osztalyhoz tekintsiink egy € — B nyalabot, és a H*(E¢, E€ \ 0) = H* (D¢, S€) csoportot. Minden fibrumban
egy gombot néziink modulo a hatara, H* (Dk, 8Dk), minden fibrum be van dgyazva a térbe, tehat van egy leképezésiink
H* (D¢, S¢) — H*(D*,0DF) = Z, és ha lerdgzitjik a goly6 egy iranyitasat, akkor van egy kanonikus generatorunk.
Allitjuk, hogy ez a kanonikus generétor egyértelmien “visszahtzhat6”, pontosan egy ésképe van ¢*-nal.

Ha van egy V trivializalé kérnyezetiink, az egész térténést megszorithatjuk ra, H* (V x D*V x Sk), a Kunneth formulat
alkalmazzuk, az V-bél a 0 fokot, a D*, S*-bol pedig a k fokot vélasztjuk, ez fogja megadni a generatort, nevezziik ezt az
osztalyt u-nak. Allitjuk, hogy ezek az osztalyok két trivializalé kornyezeten megegyeznek. Ez az osztaly azt csinalja, hogy egy
fuggvény 0-beli lokalis fokat értékeli ki, és ezen egy lineéris transzformacio legfeljebb eléjelet tud valtani, ha nem volt iranyitott
a nyalabunk. Tehat ezek az u-k dsszeragadnak egy globalis kohomoldgiaosztallya (ez pl. a Mayer-Vietorisbdl konnyen latszik).
Ezt fogjuk a nyaldb Thom-osztalyanak nevezni, ha minden irdnyitva van, egész egyttthatdkkal is makodik.

H™ (8= B 5D H" 0 OH e > ok, S€)

P 0
\ H”’L S_ ‘.(3) s H n ( B) Pf'r H,L_f A1 (B) GQusin-sorozat

€ L— DK UQ(J_\(E) N
se< PE (B Uy <H B L)
AV Rl 0= T ke

m —_ /\”\ 0{‘() [ R VN

6.

Thom osztaly folyt.
Egy olyan kohomoldgiaosztalye H*(E, E \ 0; Z(Q)) az E¥ — B nyalabhoz, ami minden fibrumban a generatort (esetleg az

iranyitas altal adottat, vagy a mod 2-t) reprezentalja.

Ott fejeztiik be a multkor, hogy Mayer-Vietoris, itt pr_l (v) = B,

H*Y(E,NE,) - H*(E,UE,) — H*(E,) ® H*(E,) — H*(E, N Ey)

Q Valdjaban itt a nullszelés komplementerére vett relativizalast vesszik, csak nem irjuk ki!

HY(E,, E, \ 0)

A kohomoldgiagyra
H*(E,,E,\0) = H*(V x R*, R¥\ {0}) = H*(V) ® H*(R*, R* \ {0}),

a masodik tag a tenzorszorzatban Z[k|(=Z, ahol a generator a k. gradicson van), hiszen ez a k-gémb kohomolégiagy(ir(ije,
tehat ez véglis H* (V') [k]-val eltolva.
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Ebben a gylriben minden szorzat nulla, mert a tenzorszorzat bal tagjaban is minden szorzat nulla, az egységelem
nem a 0 fokon van.

Ebbdl kinyerhetiink egy ®, : H*(V) — H***(E,, E, \ 0) izomorfizmust az additiv csoportjan ennek a két gy(rinek. Ez a
leképezés az o — a — U,-ként hat (o ® £-be képez, ahol Z[k] =< £ >).

Az elébbi izomorfizmus miatt H*~1 (B, N Ey,) = 0.Az U, és az U,, generatorok ugyanabba az elembe szorulnak meg a
metszeten, tehat 6k a magban vannak, kovetkezésképpen 6k egyértelmilen jonnek az unié kohomoldgiibdl.

(VUW) U X egy Gj kérnyezet, azt szeretnénk, hogy (V' U W) N X -en ugyanazt kapjuk. Mindkét tagon egyértelmien van

egyértelm(en van egy ilyen kohomoldgiaelemiink, akkor az uni6 felett is.

Kell még, hogy H*"1(V N W,V N W \ 0) = 0, de ez megint egy Mayer-Vietorisbol vilagos, a
koordinatakérnyezetekben minden k-nal kisebb foki kohomolégia nulla, nullak veszik kézre az uniét a sorozatban,
tehat az unién is nulla (lefedtiik a metszetet koordinatakoérnyezetekkel).

A bazisban van egy nagyon hasonlé Mayer-Vietoris, és a ketté kozétt haladnak a @y, Py, Pyny izomorfizmusok, az 5
lemmabol latjuk, hogy H"*(V U W) = H"(Ey U Ew, Ev U Ew \ 0), az uniék kozétt a pr* (o — Uyuw ) leképezés
megy, leellenérizhetd, hogy valéban kommutativ lesz, tehat valéban izomorfizmus. Kévetkezésképpen definialva van a globalis
Thom osztaly, sét izomorfizmus van a bazis kohomoldgidi, és a totdlis tér egy relativ kohomoldgiaja kdzott, ami gyakorlatilag a
Thom-osztéllyal val6 szorzas, ezt is rdla nevezziikk Thom izomorfizmusnak.

®: H*(B)— H"™*(E,E\ 0) = H*"*(TE)

H*(B) — H*"*(DE, SE) alakd a Thom izomorfizmus, hogy viszonyul ez a goly és gémbnyalab hossz( egzakt

sorozatahoz?
H"\(SE) — H"(DE, SE) 2% H"(DE) % H"(SE) — H"*'(DE, SE)

A golyonyalab megegyezik a bazissal persze, a parra pedig van a Thom izomorfizmus H"(DE, SE) =

H"*(B), H*(DE) = H"(B), milyen leképezéseket latunk ezen azonositasok elvégzése utan?

Az (1) golyényalabbél a gémbnyalabba az (i o pr)* a leképezés, a pr* homotopikus ekvivalencia a bazis és a golyényalab
kozott, ezt komponaljuk a beagyazassal. A H" % (B) — H"™(B)-nél a Thom osztalyt akarjuk megszoritani a nullszelésre, és
ezzel szorozni, valamilyen értelemben. B-t azonositjuk a nullszeléssel, ebben van egy k-lancunk, ehelyett vesziink egy generikus
szelést, és ezen mar ki tudjuk értékelni a Thom-osztalyt, megszamoljuk megintcsak a metszetpontok szamat (esetleg mod 2).
Ezt fogjuk Euler-osztdlynak nevezni, ez a Thom osztaly megszoritasa a bézisra.

Q Allités: e(g) (TM ) ([M]) = x (M) (esetleg mod 2, ha nem irnyithato).

Ezek szerint tehat a (2) leképezés pont az Euler osztallyal vald szorzas, & — a ~— €(g) (E). Az igy kapott hosszd egzakt
sorozatot Gysin-sorozatnak hivjak.

O(k
Ezekkel mar megprobalhatjuk a Grassmannok kohomoldgiéit kiszamolni. Gr(k, RN ) el V (k, RN egy principalis O(k)

nyaléb, tovabba V (k, RY) LE LR, g1
altérnek. llyenfajta redukciéra hajtunk a Grasmannok felett. 'y]’{, \ 0 — Gr(k, ]RN), a pontozott totalis térbél tudunk vetilni
megintcsak SV 1 x (0, 00)-be, a fibrum Gr(k — 1, RY 1), a totalis tér S% x (0, 00), hiszen a nullat kidobtuk. Eltartva N
-el végtelenbe latjuk, hogy Sv* ~ Gry_1.

is egy nyalab, ha kivalasztjuk az egyik tlskéjét (elsé bazisvektorat) minden

o HY(S) - HH(B) =%, g7(B) — H"(SE) — ...

Gr(k=LRY) N1 g Lo - . Lot 1
S fibralasunk. A bazis N — 2-ekvivalens a ponttal. A cellafelbontasbdl latjuk,

hogy a fiorum N — k — 1 ekvivalens a végtelen k — 1 Grassmannal. Kellene egy cellafelbontas a totalis tér gémbnyalabjanak.

Normalizalva van egy S’y]’%
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Ha egy D™ -et ragasztunk a bazishoz, a cella felett a direkt szorzat fog megjelenni, D™ X Sk-1,
ezt meg tudjuk oldani ugy, hogy csak m és nagyobb dimenzids celldkat ragasztunk be a térbe.

Tehat a totalis tér N — k ekvivalens S(’yk)-val‘ Ha tehat felirjuk a Gysint a végtelen tautologikus nyaldbra, vagy valamely
végesre, akkor egy bizonyos szintig ugyanazt fogjuk latni. Vildgos, hogy a fibrum beagyazésa a végtelen gémbnyalabba
homotopikus ekvivalencia.

Atelies Sk — Gr(k, RY)-re is felirva a Gysint latjuk, hogy

H™ N (Gri1) — H"*(Gri) —5 HY(Gri) — H(Gri1)

Allitjuk, hogy ebbél kiszamolhatdak a Grassmannok kohomoldgiagytirdi.

1. H*(G’I‘l) = H*(RPOO) = Zz[’u)l]

n—1

2. Allitjuk, hogy H*(Gre) = Za|ws, w2]|deg:2, ahol a wy szimbolum a totalis tér euler osztalya. =< w;™ ™ >—
H"2(Gry) — H"(Gry) =< w} >— tehat H"(Gr2) = H"(Gr1), n < 2. Az elsé nemtrivilis helyen a
H°(Gr2) — H?(Gra) az Euler-osztallyal valé szorzas, allitjuk, hogy ez injektiv, mert a 2-Grassmann 6sszefligg, utana
pedig az el6bb megéllapitott izomorfizmust latjuk, ezért a 2. gradicson is izomorfizmus van.

Grassmannok kohomolégiagy(rije Gysinnel folytatas.
Gri_1 — Gry, afibralas, a totalis tér homot6p ekvivalens Sy*-val.

Allitjuk, hogy H*(Gry, Za) = Za|wy, . . ., wg].
Hnil(GTz) — Hnil(GTl) — Hn72(G7'2) — Hn(GTz) — Hn(Gﬁ)

a Gysin megfelelé része, indukcidval tegyiik fel, hogy az n — 1. gradicsig mar megvan az izomorfizmus. Az elsé nyil sziirjektiv
az indukcios feltevésbdl, a kovetkezd tehat nulla, és igy az utanalevd injektiv, és mivel ez a leképezés az euler osztallyal valo
szorzés, ezért minden ws-vel oszthat6 polinom benne van az n. lépcséfokban. A természetes leképezés, ami Gry <— 72-b6| a
'yl @€ nyalébot huzza vissza megtartja a karakterisztikus osztalyokat. Meggondoljuk, hogy ez a direkt 6sszeg pont a
gdémbnyalab (?) Az egységgédmb minden pontja meghatéaroz egy k — 1 dimenzios alteret, és ez eléall minden k-altérbél, ami
railleszkedik. Ez egy vetités Gry_1-be, a visszahtzott nyalab Gri—1 @ €', és w; (72) — w1 (’yl @ el) =w ('yl), tehat a nyil
szlirjektiv is, és az n. fokon is megkaptuk az &sszes w1y, wo-ben felirt polinomokat. Ez a k = 2 esetet befejezi. A tobbi teljesen
hasonléan jon ki, legalabb kettével csuszik a sorozat egyik része

—e=wy,

H" Y (Gry,) — H" Y (Gri_1) — H" *(Gry) —= H"(Gry,) - H"(Gry_1)

Ugyanez a gondolatmenet mikédik az U-val is, H* (GT;CC; Z) = Z[cl, ey ck], mikédik Z felett, mert kanonikus
iranyitasunk van.

v Allitas: 2e(£2¥+1) = 0, ha ¢ iranyitott paratlan dimenzios (valds) vektornyalab.
Hao € T'(€), #0 M 0 = —#(—0o h 0), mert a tikrozések megforditjak az iranyitast.

H*(RP>™,Q) = H*(x), racionalis egylthatokkal egy kétrét(i fedésnél a fedétranszformacio indukalt leképezésének a pozitiv
alterét kell venni, ez lesz a fedett tér kohomolégija. H, (E) N H, (B), és van egy inverze is visszafelé, a kompozicio a
rétegszammal valo szorzés. Kdvetkezik példaul, hogy racionalisan mindegy, hogy a Grassmannt, vagy az iranyitott Grassmannt
tekintjlik, hiszen kétrétien fedik egymast, H*(Gri; Q) = H*(G}’k; Q). H*(CP*; Q) = Z]e]. Most ezen felbuzdulva az
irnyitott Grassmannok kohomolégija @ felett.

H" Y (Gry,) - H" Y (Gri1) — H™ *(Gry) === H"(Gry) —» H"(Gri1)
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Ha2[k, 0 e € Hk(érk), megprobaljuk ugyanezt, feltessziik, hogy a H*(érk,l)—et karakterisztikus osztalyok generaljak,
tovabba az el6z6 indukcids feltevésekkel élve latjuk, hogy H*(Gry) = H*(Gry_1)le].

Ha 2 )(k: a hosszu egzakt sorozat felbomlik, mert az euler osztaly torzid, tehat nulla ha Q felett vagyunk. Ebbdl a kovetkezd
adodik:
0 — H"(Gry) — H"(Gri—1) — H" ¥ (Gri) = 0

Nincs nemtrividlis bévités Q-nél, tehat minden gradics valami szorzat lesz. Példaul k = 3-nal az elsé két szinten izomorfizumus
van, uténan = 2, k = 3-ra latjuk, hogy H2(Gr3) = 0, majd a kévetkezo szinten H*(G'r3) rangja egy lesz, mert H2(Gr3)-
t nulla. Tehat H*(érg) = Q[p1], ahol deg p; = 4, ez az elsé Pontrjagin osztaly, 6 az Euler osztaly négyzetébe megy a
H*(Grs) — H*(Gr2) homomofzimusnal.

Visszatérve a paros esethez, kellene, hogy ez az el6bb talalt generator karakterisztikus osztaly legyen, kiderilt az elébb, hogy
H*(Gr4) = Q[p1, €]

A kovetkezd 1épés a négyrdl otre, az elsé néhany lépcséfokon semmi Ujdonsag. n=4, k=5-re latjuk, hogy H4(G7“5)—ben otta
p1. néggyel feljebb Hs(Gr5)-ben biztosan ott van p%. Az el6z6 lépcséfokban az Euler osztély az 1-be ment a HO(GT5), mert
ki kell valahogy generalnunk ott 1 rangot.

Q H*(Gri_1) modulus H*(Gry,) felett!

A 8-as |épcséfokban latjuk, hogy p; e eltaldlja a H4(C~¥r5) generatorat, p; -et. €2-nek nem tudjuk mi a képe, de ki tudjuk
kombinalni a nullat belble és p;-bdl biztosan. Ez nulla, tehat egzaktsag miatt, neki van egy 6se HB(GT5)-ben, ezt az osztalyt
fogjuk p2-nek hivni. Mégtovabb, n = 12, p‘? — p% — 00— p%e — p%, p1p2 — pre? = 0,0 — e — p, s igy tovabb
derdl ki, hogy...

p; (€) := Cy;(¢°)

7717

o

8.

pj (&) = (—1)7 c25 (€c)-t allitottuk a maltkor, na de micsoda a komplexifikalt vonalnyalab? Kellene egy linearis mivelet,
aminek a négyzete a -1.

o= (@&, i(u,v) = (v, —u)), igy megadtuk az i-vel val6 szorzast, ez egy ugyanakkora (komplex) rangu nyalab, mint
amekkora (valés) rangu & volt. Ez tovabba megfelel £ ® eé-nek. Nem all el6 minden komplex vektornyalab ilyen alakban.

Allitas: éo = €¢ izomorf a konjugaltjaval.

Ha a szorzast megforditjuk, i(u,v) = (—v,u), izomorf konstrukciét kapunk.

Alités: ¢;(€) = (1) ¢; (&),

Ha van egy j rangQ komplex vektornyaldbunk, vesziink benne egy generikus szelést, eléjelesen Gsszeadjuk a nullhelyeket, ha

megcseréljik ¢ és —1 szerepét, latunk egy linearis izomorfizmust az egyikbdl a masikba, ez 5 db tikrozés az egyes komplex
iranyokban.

Kévetkezmény: 2¢a;11(§c) = 0.

Q EmlékeztetS: w; (7 @ €”) := e2(1)7), ehhez hasonléan a Chern osztdly komplex vektornyalabokra c; (17 @
65) := e(%). A konstrukci6 pont ugyandigy megy, csak minden dimenzié komplex lesz, bizonyos determinansoknak
kell nullanak lenni.

I Komplex sokasadgoban nem biztos, hogy csak paros dimenzids cellak vannak!

Allités: EC = ¢ izomorf a konjugéltjaval.
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Kellene egy leképezés, ami a két komplex struktdrat 8sszeparositja. Kellene latni, hogy (0, I; —I,0) és (0, —I; I, 0), az egyik a
masikba konjugalja a masikat.
Talalnunk kell egy nyalabot, aminek a ¢ -e nem torzio, példaul C' P! felett a tautologikus nyalab megfelelé.

Mostmér latjuk, hogy minden esetre jéldefinialt a komplexifikalas, mindegy melyik komplex struktdrat vesszik rajta. Mivel a
komplexifikalas funktorialis, és a Chern osztalyok karakterisztikusak, latjuk hogy a Pontrjagin osztalyok is karakterisztikusak. Mar
csak Ossze kellene kotni 6ket a Gysin sorozatnal latottakkal, ezt nem csinaljuk meg, csak eléjel erejéig érdekelnek minket/a nagy
dsszességiikben. Példaul annyi, hogy H*(BSO(2k + 1); Q) = Q|[p, . . . , pi] elégséges ("mindegy, hogy melyik bazisban

szamolunk”).

A keddi 6rai szamolasok szerint
H*(BSO(2k); Q) =Qlp, ..., pr-1,€]

Egy iranyitott k rangu nyalabbdl lehet csinalni direkt 6sszeadassal egy iranyitott k 4 1 rangt, ezt visszahtzhatjuk az egyel
nagyobb univerzélisbdl, ezzel kapva a — BSO(2k) — BSO(2k + 1) — BSO(2k + 2) — sorozatot. Kohomolégiakon a
nyilak visszafelé mennek, p; — p; — p; 1 < j < k — 1, tovabbéa e — 0 és py, — py, a parosrdl paratlanra esetben, vég(il
pr — €2 a paratlanrél paros esetben végil.

Vektornyalabokra iranyithatdsag ugyanazt jelenti, mint hogy az 1-vaz felett 6 trivialis, ergo w1 = 0. Ezt prébélja az ember
altalanositani, vehetjlik a tovabbiakat, lehet 6 a 2-vaz felett is trivialis példaul. Ez azt jelenti, hogy & iranyithato, de tudnia kell
még valamit ahhoz, hogy trividlis legyen a teljes 2-vazon, ezt méri a wy. A konkrét obstrukcié az volt, hogy volt egy konkrét
kolancunk, aminek a kohatéra volt a wy-hoz tartozé kociklus, ez gyakorlatilag azt mondja meg, hogy hogyan kell megtekerni a
trivializaciét ugy, hogy mar beterjedjen a trivializacionk az 1-vazrél.

Kis engedményt tesziink, trivialitas helyett stabil trivialitast koveteliink meg, az allitds igy egységesen iranyithaté+wy = 0
ekvivalens azzal, hogy a 2-vaz felett stabilan trivialis alakot 6lti. Tovabba az iranyitott megegyezik azzal, hogy az 1-vaz felett
nem csak trivializalhato, de trivializalt. Minden komponensen két (kiilonb6z0) iranyitas van. Fogalmazzuk ezeket meg a 2-vaz
feletti esetre is. Rogzitslink a 2-vaz felett egy (stabil) trivializaciot, ezt fogjuk spinstruktdranak nevezni. Kettét akkor fogom
ekvivalensnek nevezni, ha stabilan izomorfak.

Q Valéjaban legfeljebb 3-rangig kell felmenniink, mert a 2-vaz felett vagyunk.

Hogy hasonlitunk 8ssze két kiilonbézé spinstruktlrat? Egyiket felirva a masik bazisaban, kapunk egy sko B — SO(n)
leképezést, a homotodpiaosztalyok adjak meg a spinstrukturak kozotti kilonbségeket.

“Meért csinaljunk Uj gondolatokat, amikor vannak régiek?”

A 0-vazat homotopikusan egyértelmGen tudjuk leképezni. Az 1-vaz valahogy ivekbdl all, a végpontokat a kijelolt pontba
képezziik, kapunk hurkokat, ez lehet trivialis vagy nemtrivialis. Mindegyik ivre rdirom, hogy a trivialisba ment, vagy sem, ez egy
kolanc, egy 2-szimplex hataran biztosan nullat kell kapnunk, ezért kociklus is. A 0-vaznal megvalasztottuk az iveket, amivel az 1-
vaz végpontjait betoljuk a pontba, ettdl fligg még az egész konstrukcié. Ha egy masik utat valasztunk, és az 6sszeflizés a
nemtrivialis hurkot valasztjuk, akkor a kiértékelés pont megfordul, sét az dsszes beléle kiindulé 1-celldan megfordul. Latjuk, hogy
ez valéban egy kohomoldgiaelem, csak modulo kohatarok van jol definialva.

Q Vi jeloli a (ko)ciklusok, és Bla (ko)hatarok halmazat a Cllénckomplexusban.

Mivel ¢ kociklus, van kiterjesztés a 2-vézra, a 2-cellakra kétféle mddon lehet kiterjeszteni, 6k a hatdron meg fognak egyezni,
bsszességében egy S — SO(n) leképezést latunk, 6 nullhomotop, atvihetem egyiket a masikba.

Osszességében tehat barmely 2 spinstrukturahoz van egy H'! (B, Z3) elem, és barmely spinstruktarat el tudunk tolni barmely
HY(B, Z5) elemmel.

9.
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codim¥(n,n + k) = k + 1, és codimX?(n,n + k) = 2(k + 2).

E iﬂ) B-bél csinalunk egy E x S iﬂ) B x S nyalabot. Egy Z, hatéssal faktoralunk ami a totalis térben (—1, —1)-el
hat, lent peig (i¢d, —1)-el. Ez szabad, faktoralhatunk, és kapunk egy masik vektornyalabot. A bazis B X RP lesz, a totalis tér
valami. Ennek van egy Euler osztdlya H™ (B x RP>; Z,)-ben. Ez persze szorzattd bomlik @H (B) ® H" 7 (RP>). A
masodik tagot ismerjik, az n — j. gradicsot a generator ugyanennyiedik hatvanya generalja. Kdvetkezésképpen az Euler osztaly
is 6sszeggé bomlik e(E x §%/Z3) = > a; @ y* .

Fact: a; = w;(E). Ellenérizhetd, hogy a;-k természetesek, mert a konstrukcié soran végig fibrumonkeénti izomorfizmust
latunk. Osszeadasra stabil, a trivialis nyalabot visszahtzhatjuk a pont feletti trivialis nyalabbdl, az RP feletti tautologikus
nyalabot kapjuk, ennek az Euler osztdlya 1 ® y-lesz, ezzel beszorozzuk az eredetileg kapott osztalyt ezzel az elemmel, ami pont
a stabilizaciot adja, a; (€ @ €') = a;(€).

ExS/p, &—E

v |
nx S

Ekkor a, = e(E x S%/Zs)|p = e(E x S®°/Z,|p) = e(E), vagyis a rang magassagban a,, = wy,, és mint lattuk
stabilizacidra jol viselkedik.

n—1

R" RP
E — B-bél legyartjuk a projektivizaltjat P(E) ——— B, ezt vissza is hlzhatjuk a totalis tér folé.

17»\/0{? v
N &—— F

Ez a visszahUzott felbomlik egy vonalnyalab, és valami mas ésszegére. pr*E = | @ 1, és mindegyik fibrumon a vonalnyalab
Pt = Y. Eztiterdliuk, P(n) — P(E)-bdl visszahlzva a pr*pr*E =1} @ l; & 2,
stb. Ezt lehet egyetlen 1épésben, a zaszlonyalab projektivizaltja rogton szétesik vonalnyaldbok 6sszegére.

felett a tautologikusat latjuk,

Q Vessziik az 6sszes bazis n-es egyeneseit, ez lesz a projektivizalt zaszlonyalab

Szeretnénk, hogy a visszahuzas altal indukalt leképezés injektiv legyen, allitjuk hogy ez igy is van.
Lépésenként haladunk H*(B) — H*(P(E)) monomorfizmus, sét H*(P(E)) = (H*(B)[a])dega<n—1 mint H*(B)
modulusok.

F : .
Tétel (Leray-Hirsch): X — Y fibralas, és adott a1, . ..,ay € H*(X) olyan, hogy H*(F) =< i*aq,...,t"ay >
szabadon generéljak, mint Abel csoport, ahol F' < X a beagyazas. Ekkor H* (X )-et mint szabad H*(Y") modulust szabadon
generaljak.

file:///C:/Users/marci/Documents/Egyetem 8e23ac4bc4e044e397ce29ef6133af37/AlgDiftop cc3046af98324150911071a35157f3ab/aldiftop.html 17/39


file:///C:/Users/marci/Documents/Egyetem%208e23ac4bc4e044e397ce29ef6133af37/AlgDiftop%20cc3046af98324150911071a35157f3ab/9%203f0458322a4b49b18f933a25973e5968/Untitled.png
file:///C:/Users/marci/Documents/Egyetem%208e23ac4bc4e044e397ce29ef6133af37/AlgDiftop%20cc3046af98324150911071a35157f3ab/9%203f0458322a4b49b18f933a25973e5968/Untitled%201.png

2022. 05. 14. 16:58 1.

Trivialis nyalabra ez latvdnyosan igaz, tovabba ha van két kornyezetlink amin igaz, akkor az unidjukon is igaz lesz, vagyis
ragasztasra 6roklédik.

w!(P(E)) € HY(P(E)), mindegyik fibrumban az 6 elsé n — 1 hatvanya generalja a fibrum kohomolégijat (levagott Zo
polinomgyr{) mint csoport, és adédik az elébbi allitas. A nulladik gradics képe az, amit a pr* eltaldl, tehat minden esetre
monomorfizmust kapunk ott valéban.

Az a generdtorraa™ = > :Bja”’j, minden fibrumon megszoritva nulla, globalisan csak annyit latunk, hogy felirhat6 a
tobbiekkel. z; € H7 (B), és ezek megintcsak a Stiefel-Whitney osztalyok!

10.

Volt a gyakorlaton, hogy egy nyalab iranyitht6 pontosan akkor, ha a BO(n)-bél ahogy visszahtztuk a leképezés athizhatd
BSO(n)-en.

BO(n) felett van az iranyitasnyalab, amit igazabdl BSO(n) — *-bél kapunk az iranyitasvaltas mint szabad involuciéval.

B0my — =
7 J/ ng_

/
. .RPM
M — BO(w) — B&,-|
Az iranyitott nyalabok pullbackje kiegészitve az iranyitasnyalabbal

Itt a * pont igazabdl S -t jeldli. Mint azt a multkor megbszéltiik, pontosan akkor hizhat6 at valaki az iranyitott univerzalis

nyalabon, ha az elérelékdttje nullhomotép. Kétrétl fedésiink van, a homotopikus csoportok nem véltoznak, a BO(n) Zs-je

tint csak el az elsé szinten.

Menjiink egyel feliebb, BSO(n) fundamentalis csoportja 1, a masodik homotopikus csoportja Zy (han > 3). Akarunk folé
F

egy fibralast, ami megeszi ezt a Zs-t. Legyen ez X — BSO(n). Felirjuk a hosszu egzakt sorozatot a homotépiakra.

— 7TN(F) — ‘II'N(X) — WN(BSO(TL)) — 7TN_1(F) —

Az lenne az alom, hogy 71 (F') = Zy, mn (F') = 0 mindenhol méashol, ez pont az RP®, azt is szeretnénk még, hogy a
leképezés o (BSO(n))-bél a fibrumba legyen izomorfizmus, a legkényelmesebb az lenne, ha X ~ . llyenekbél az
univerzalis egy * R—Pw> K (Z,,2), ha Ugy valasztjuk meg a leképezést, hogy eltalalja a homotépiageneratort, ezzel
egyértelmiien megadtuk a visszahuzé leképezést.

VisszahUzésra érzéketlen a fibralas egzakt sorozatanak hatarleképezése, ha visszahlzunk egy nyaldbot, a hatarleképezés a
fibrumba viszi a szferoidokat, indukalédik egy lancleképezés a hosszl egzakt sorozatok kdzott visszahuzasbol.

RP®
Megkonstrudljuk ezt a * —— K (Z5, 2) fibralast. Vehetjik a K (Zs, 2) feletti Gtfibralast, egy bazispontbol indulé utak terét,
a fibrum a hurkok lesznek Iényegében, ami egy K (Z2,1) = RP™.
Tovabba [BSO(n), K (Z2,2)] = H*(BSO(n), Z2), tovabbé a Hurewicz miatt ez megegyezik m2 (BSO(n))-el. Legyen
ennek a generatora g.
Ha f-nek az o € H?(BSO(n)) felelt meg ez elébbi azonositasnal, az pontosan azt jelenti, hogy f*£ = a, ahol < £ >=

H? (K (Z2,2)) a generator. A g generatorelemhez tartozé f a homotopikus csoportokon is nemtrivialisat indukal, ergo

izomorfizmust.

Ezzel megoltik a 72 -t, és ez a konstrukcié megy altalaban, egy fibralassal az alsé6 nemnulla homotopikus csoportot el tudjuk
tntetni.
Mikor tudunk egy BSO(n)-bél indukalt nyalabot felemelni ebbe a most konstrualt X térbe? Pont mint eddig, hogyha

RP>
felemelheté £ : M — BSO(n) komponalva az X —— BSO(n) vetitésével nullhomotép. Visszafelé is igaz. Ha
nullhomotép, akkor az elébb megadott univerzalis nyalabra is vissza tudjuk hdzni, hizsen pontrahlzhaté a totalis tér, majd a
visszahlUzasnal ez is visszahtzodik
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Q p € M, és f o k felemelédik *-ba, f o k, ez nyilvan a kompozicioba vetil. Az f is k(p)-t f o k(p)-be viszi, vagyis
(k(p), f o k(p)) egy pont a visszahlzott X -ben, vagyis vissza lehet hizni -t valéban X -re is.

Hasonl6 a helyzet mint az iranyitasoknal, pontosan akkor fogunk kapni felemelést, ha a kompoziciénk nullhomotép “lent”. [f ©
k| € H?(M, Z,), ez reprezentalja azt, hogy felemelkedik-e a figgvény. Nem meglep médon, ez pont a wy (k*4™) lesz,
tehat a k altal klasszifikalt M feletti vektornyalab masodik Stiefel-Whitney osztalya.

Q BSO(n) Kasszifikalja az n-rangu iranyitott nyalabokat, K (Z, 2) pedig a H2(M, Z») elemeket klasszifikalja.

Ha feljebb akarunk menni, kellene ismerni példaul X kohomoldgiagydr(jét, ez ltalaban reménytelen. Megjegyezziik, hogy X -
nek a konstrukcié miatt az elsé két homotopikus csoportja trivialis, de varatlan médon a harmadik is! Ez azt jelenti, hogy
pontosan akkor emelhetd fel k, hogyha a 2-vazon nullhomotép, hiszen minden magasabb dimenziéban mivel izomorfak a
homotopikus csoportok mindegy, hogy X -ben akarok beterjeszteni egy flggvényt, vagy BSO(n)-ben, de ott tudjuk hogy
belehet, hiszen meg van adva mar! Tehat az athizhatdsag tovabb azzal is ekvivalens, hogy € = Kk*¥ a 2-vézon trivialis.

Megjegyzés, X = BSpin(n), beléle azokat a nyalabokat hizhatjuk vissza, amik a 2-vézon trivializalva vannak.
Spin(n) — SO(n) az univerzalis fedés, erre raeresztjik a B-t, mindenhol izomorfizmus marad, csak a
fundamentalis csoport, illetve a 72 tlinik el.

GOombok stabil homotopikus csoportjai

5 = Z <> Emb/"(0, N), kévetkezé ¢ = Zy <+ Emb/"(1, N), a kovetkezé w5 <+ Emb/"(2, N). Elegends iranyitott
feltleteket nézni, mert egy nemiranyithaté felilet érintényalabja sem irdnyithato, hidba adok hozza egy nagy trivialisat, és
persze forditva, minden iranyithato felllet beagyazhatd és tiiskézhetd. Nadragozassal elérhetjiik, hogy a reprezentans
6sszefiiggd legyen. Minden beagyazés izotop egymassal, elegendé a standardot nézni. Az R® beli standard beagyazas plusz a
tiiskézés, plusz konstans tiiskézés lesz a standardunk, az ettél valé eltérések az [F', SO(n)] osztalyok, ezeket elég a
homotopikus csoporton megadni a fliggvény hatasat. Ezekbdl potencidlisan nagyon (végtelen) sok van sajnos. Mi torténik egy
ilyen osztallyal kobordizmus alatt? Minden kobordizmus az idéirdnyban levetitve feltehetéen Morse fliggvény lesz. Mi torténik
amikor egy ilyen “elemi kobordizmust” atlépiink (egy kritikus pontjat ennek a Morse fliggvénynek)? A kobordizmus maga egy
peremes 3-sokasag. Lehet lokalis minimuma, 1, 2 indexuek, vagy lokalis maximumok. Ezeknél vagy terem egy gémb, vagy S°,
illetve ST mentén csinalunk matétet, illetve egy gémbét eltiintetnek. Gémbbel amigy nem tudunk nem nulla elemet
reprezentalni mert w3 (SO(NN)) = 0. Mi térténik a tiiskézéssel?

+N-3

T= F vedgyaeott irangitort gsrve

_ $
% [- A 1\]67‘75{{\

immertdlt gsrbékre is? ?SO(N)»'Mvariéws+#k‘ovnpowonssaévn+#§wé+vne+szés
Y e

<
Womelégiostdivokra st >k

Gd;——wﬂ[oé\

™)

X X )( 1 Z(:la:j“: 1([’\*’ ‘gj) :E Crkﬂs(q) b a+b sudtmetszések =
\\ komponens
8 g 00 &l ) 7

unh. %Qu Monn/l —— = )“ (‘7):] + 2 (_")r] +# Q- bndatmetszések +.#£-5wé+vne+swsnk +

12.

Feuleteknek tliskézett kobordizmusosztélyait szeretnénk azonositani still.

71'2(2) = lim 7, ;5 8™, pontosan a stabilan parallelizalhaté érintényalabu feliiletek lesznek reprezentansok, az nem vilagos,
hogy kobordizmusnal mi torténik a tliskézéssel.
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Ha 0 és 3 index kritikus ponton haladunk at akkor csak gémbok keletkeznek, és tinnek el, ez nem ad nekiink semmit, mert a
megfelel6 homotopikus csoportja SO(n)-nek trivialis.

Mi lesz az 1,2 indexteknél? 1-nél még nagyjabdl menni fog minden. Két feliilet adott valamilyen normaltiiskézéssel, kozéjik
ragad egy csé.

et

Matét SO mentén

Matét ST mentén

Ez lokalisan m(ti a fellileteinket, csak egyszer kell megcsinalni ezt a mdtétet, aztan ezzel azonosithatjuk az indexatlépést.

A 2-indext pontoknal egy korvonalon térténik mitét. Erre ha dudlisan gondolunk ez egy 1-indexnél berakott csé eltlintetése. A
tuskézés a két fellletdarabon standard, gyakorlatilag két R3 C R", ezekben él a regasztas el6tti és utani allapot, a standard
tiiskézéssel plusz R™ bazisaval a komplementeriranyokban. Ehhez akarunk ragasztani egy djabb nyelet, beagyazzuk R™*!-be
és hozzavesszik a plusz egy irdnyt a normaltiskézéshez. A két ragasztorészen kivuli részt kitoljuk a +1-edik iranyban, ez lesz a
beragasztott csé. Ekkor az RA3 normaltiskézése befelé fog fordulni.

4

® reprezentdlhats) +N_ 3 d-i

Tehat mikor lehet egy bedgyazott csédarabot eltlintetni? Egy csének N-3 normaltliskéje a sikjara kifelé mutatd, és a csé
belsejébe mutatnak a normaltiiskék, irdnyitsuk meg a kozépvonalat, és eszerint az ianyitas szerint megadjuk, hogy merre halad
a kozépkorhoz képest a csé, ez egy tuskézett kort ad valami magasdimenzids euklideszi térben, ergo egy 7rS(1) = Z5. Az kell
nekiink, hogy ez nulla legyen, ergo hogy beterjedjen a korlapra.

+N-3 —
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Ha van egy ilyen korlapunk, kifajjuk RA3-bol. Ekkor a korlap tuskézése (mondjuk) kifelé fog mutatni a megmaradt korvonaltél.

Egy tiiskézett korrél leolvashaté hogy 6 a nulla-e vagy sem kétféle médon, vagy SO(n), vagy SO(n — 1)-beli
invarianssal, de ez a kettd foditva hatarozza meg hogy melyik melyik!

Egy kdrvonalhoz vehetjik a tubularis kornyezetét, ezt megfeleléen standard alakra tudjuk hozni (kelléen magas dimenzidban
maybe) és elvégezhetjik a mitétet. Tehat ilyenekre fogunk vadaszni.

Elegendé a bedgyazott homotdpiaosztalyait tekinteni a gérbéknek, az invaridansunk nem valtozik erre. A beadgyazott gorbék
izotopiaosztalyainak a tere nem a legjobb, mi lenne ha ez az egész menne immertalt gérbére?

A megszoritas szépen megy, regularis homotdpia erejéig invarians lesz ugyantgy. Homoldgia erejéig is maybe?

X
28

A Reidemeister 2 nem valtoztatja a komponensszamot, az dnmetszésszam pedig 2-vel valtozik. Kdvetkezésképpen ez invariansa

Le kell ellenérizni, hogy homoldg gérbékre hogyan valtozik az invaridnsunk.

. Ekkor az

elsé esetnél nem valtozik az invariansunk.

A masodik esetben mér valtozik az invarians maga. Ez szomoru, azonban az
Onmetszések darabszama is valtozik, ezért terjessziik ki Ugy, hogy a
komponensekre vett s (1) 0sszeg plusz a metszéspontok szama. Ezzel
ekvivalensen tekinthetjik az SO(IV)-ben a tiiskézés altal reprezentalt hurok

osztalyat, hozzdadjuk a komponensszamot és az dSnmetszésszamot.

a homoldgiaosztalyoknak.

Ez az invarians a — g(a) jelet viselje. Hogy viselkedik ez a vektortérstruktiraval? o = [a], B = [b], ekkor g(a + B) =
q(la+8]) = >, romponens 4 [V] + #a + b Sndtmeszések

gla+pB)=q([a+b)) = Z [v] + #{a + b 6nétmeszések }

a+b komponens vy

Az elsé tag egyszer(ien dsszeadddik, hiszen szimpla unidt vettink, a masodik tagban vannak a illetve b dnmetszései, és vannak
a vegyesek a N b. Ez tehét dsszességében g(a) + q(B) + [ N B]. A sapkaszorzat kényelmetlen, térjiink 4t kohomolégiékra.
HY(F, Zy)-ben q(a + B) = q(a) + q(B) + o — B([F]). ez egy kb kvadratikus alak, de Z felett jobbat tigysem tudunk.

Olyan osztélyokra vadaszunk amire ez az érték 0 € Za. Ha van egy ilyen osztélyunk, akkor 6t fogjuk is tudni reprezentalni
beagyazott gdrbékkel, és lehet miteni (Z; felett vagyunk!).

13.

Ott tartottunk, hogy egy felliletbe bedgyazott gérbe mentén akkor lehet mdteni, ha & a trivialis elemet reprezentalja 71'5(1)—
ben, ezt kiterjesztettiik homoldgiaelemekre is. Kaptunk egy (H'(F, Z3), (+), q) alaku objektumot, egy Z vektortér, egy
skalaris szorzas és egy kvadratikus alak. Ha fel tudjuk bontani a vektorteriinket két meréleges altérre, akkor a kvadratikus alakok
is felbomlanak merdleges direkt 6sszegként.

v €< v > sajnalatos modon, vegyiink w € V\ < v >-bél egy elemet, < v, w > hogy is néz ki? Mivel a szorzasunk
nemelfajuld, elegendd csak olyan altereket talalni amik csak a nullaban metszik egymast. < v,w > N < v,w >+= 07
Leellendrizziik, hogy a generalt altérben nincs olyan nemnulla elem ami v-re és w-re is merdleges. Elég kevés eleme van ennek
az altérnek, az egyetlen kiilonboz6 nemnulla elem v + w, (v,v) = (w,w) = 0, azon mulik igy a dolog, hogy (v, w) = 0
legyen, ilyen vektorkat pedig taldlunk, mert a skalarszorzasunk nemelfajulé. Kaptunk olyan vektorokat, hogy a merdleges
kiegészitd direkt kiegészitd, lehasogatunk kétdimenzioés altereket.
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V= Hl(F, Zy) =Vi L --- L V,. Minden altéren ugyanolyan a skalérszorzatunk, szimplektikus sikokat tekintiink, mit
csinél ezeken a g? 4 kiildénbdzé értéket kell felvennie, és tudnia a g(a + b) = g(a) + ¢q(b) + a - b azonossagot.
Behelyettesitiink dolgokat, latjuk hogy ¢(0) = 0, és a = b helyettesitéssel latjuk hogy ez, illetve az a + 0 helyettesitésre is
automatikusan teljesiil az azonossag. Ha kiilénbdzé elemeket helyettesitiink be, g(v + w) = g(v) + g(w) + 1, itt két
esetiink van, vagy minden tag 1, vagy az elsé két tag 0, és a +1 megmarad, ezek az esetek lesznek g+. Tehat (Hl, - q)
feloomlik mgq. @ (g — m)q_ alakban, vagy az egyik vagy a mésik szerint, invarians-e ez a felbontas? Erre egész kellemes
valaszt kapunk.

Tény: g— @ g— = g+ D g4, az izomorfizmust a harmas dsszegek feszitik az eredetihez képest.
Tehat a legtébb amire szdmithatunk azm mod 2, hogy megmaradjon, és éllitjuk hogy az meg is marad.

Tekintsiik a #{v € V|g(v) = 1} = n(q) szamot. Hogy viselkedik ez a szam direkt dsszegre? (g ® Q) = #{(v,w) €

V" L W*|q® Q(v,w) = 1}, a direkt ésszeg kvadratikus alak q(v) + Q(w) lesz, tehat meg kell szamolni hanyféleképp
lehet az egyikbdl 1-et, a masikbol 0-t valasztani, vagy vice verza. n(q)(2¥ — n(Q)) + (2" — n(q))n(Q) egy nem annyira
szép dolog, mi torténik a mi elemi komponenseink 6sszeadasanal?

4+ D g (=q- ®q-) n(gy) =1, kévetkezésképp (g ® q) = 1 * 3+ 3 x 1 = 6, ha keresztbe megyiink n(qy B

g-) = 1% 1+ 3 %3 =10.Akicserélési tulajdonsag miatt két esetlink lesz, csupa g+ a direkt dsszegben, vagy egy darab &rva
g avégén. n(g?") = 1% (272 —n(g® 1)) + 3+ n(¢® ) = 2272 + 2n(¢?" ), kaptunk egy rekurzidt, ezt
megoldhatjuk kénnyedén, 2"~ 1(2" — 1). Ebbsl megkapjuk a masik esetet is amikor egy g_ is van. 3(2%" 3 4 272) +

92r=3 _ 9gr=2 — 92r—1 4 9r-1 tahst valdban killdnbdznek ezek az esetek, invarians modon le tudjuk olvasni. Ezt hivjuk a
kvadratikus alak Arf invariansanak.

Amig a felllet egy darabban marad, a génusza egy m(itét utan 1-el csékken (az Euler karakterisztika kettével né minden mutét
soran). Ha nem nullhomoldg gorbe mentén mitok, akkor a felilet egyben marad, ha szétesik, barmelyik felliletrész egy hatarold
feltletet (2-ciklust) ad a gérbéhez. Ha g > 2 talalunk megfelel6 nem nullhomoldg gérbét, ami mentén lehet miteni, ergo
minden stabil homotdpiaelemet lehet (legfeljebb) 1-génuszu tlskézett felllettel reprezentalini. Kaphatjuk a g+, és a g—-os
téruszt, ez Iényegében megadja a tliskézést, a meridianon s a longituddn ismerjik, és ezekrél kiterjed. Tehat ezek realizalodnak,
és az imént megadott invaridns megkilénbozteti Sket.

Ha van két standard médon beagyazott kdriink a sikban, ezeket &sszeszorozva kapunk egy R*-be beagyazott téruszt. Mindkét

kért megtiiskézhetjiik (sugariranyban) R2-ben, a szorzat egy tiiskézett

torusz, a nullelem 75 (2)-ben, a szorzat két tagja a két generator mindkettd a trivialis elemet reprezentalja TrS(l)-ben. Ha a
nemtrivialis elemet reprezentald kdroket szorzunk dssze, akkor pedig pont a mésikat kapjuk, ezzel 75 (2) ki van szamolva,
generatorostul szérostul bérostil.

R

s-";né’ f_7
O > |0O

oo x |oD

A trividlis, és a nemtrivialis hurkok szorzata.

™ (3)
Itt mar nincs listank a 3-sokasagokrél, még az sem vilagos, hogy mit lehet gémbbel reprezentalni, ezzel kezdiink.

83, v < RY, standard helyzetbe tudjuk hozni, de a tiiskézés allhat mindenféle médokon. A standard tiiskézéshez mérhetjiik,
ezegy v ~— m3(SO(N — 3)) elemet ad meg. A standardot Ggy valasztjuk hogy a trivialis elemet reprezentalja a stabil
csoportban. Forditva, minden 73 (SO(N — 3)) elemhez kapunk egy tiiskézést, ergo egy leképezés 73 (SO) N 75 (3), ami
homomorfizmus is lesz!
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Altaléban is 3 : 7, (SO(N)) — 7% (n)(= Emb’™(n, RN*™)), a leképezés az, hogy a standard gémb standard tiiskézését
megcsavarjuk az adott elemmel, és vilaigos hogy homomorfizmus, a megcsavarasok egymas utan végeztetnek el. IV -et kil6ve
kapjuk a stabil J-homomorfizmust.

0 — ker J — m3(SO) i>7rS(3) — cokerJ — 0

(n,m)—2n+m

Q m3(SO(3)) = Z lnd), m3(S0(4)) = Z ® Z ————— 7w3(SO(5)) = Z alaku leképezések vannak
valahogy (és ezutan mér stabilizalédik 3 (SO)).

Tehat J képe valami ciklikus dolog lesz, ha nem nulla, a magja akkor is egy Z lesz, kérdés hogy ez hogyan agyazédik be

m3(SO)-ba.
Allitas: Q?f’i" = 0, a haromdimenziés spin kobordizmuscsoport nulla.

Allitas: M , sokasaghoz 30 (M) = p1(TM)([M]), ez minden esetre a C P?-re stimmol.

irdnyitot;

14.

Volt nekiink egy J homomorfizmusunk, ker J — 73 (SO) xS (3) — coker J — 0, a komagot nehéz geometriailag
megfogni, helyette valami masik leképezést néziink.

Nagydimenzids terekbe vannak beagyazva 3-sokasagaink, a kiegyenesitési lemmaval tudjuk levetitgetni, kapunk beagyazott,
illetve legalul immertalt, tiiskézett sokasagokat, ezzel Emb/" (3, N) = - -- = Imm/7 (3, 1), tehat egy haromdimenziés
sokasagunk van egy darab normaltiiskével beimmertalva R*-be. Egy immertalt részsokasagnak legfeljebb tobbszoros pontjai
vannak, tekintsiik csak a kettéspontjai halmazat, ez egy felilet R*-ben. A tiiskézés nem megy at a kettésponthalmazra, lehet
hogy a két normalirany egy gérbe mentén megcserélddik. A kimetsz6 fellletrészekbdl kapunk egy normaliranyt, a két vektor
sszege, mert az invarians a sorrendre, a masik iranyban lehet hogy megfordulunk, ergo €! @ ’yl — RP*-bél van
visszahlzva a normélnyalab, meg van adva egy konkrét indukalésa.

Kapunk tehat valamilyen 75 (3) — Imme®"' (2, 2) leképezésiink, a “valddi” normaltiiskét kiegyenesithetjik, =

Imm(®") (2,1)-é. Ay} nem is igazan kell, minden vonalnyalab onnan van visszahtizva.

Q Imm(dim, co dim) jelslést alkalmazzuk.

Az még tobbé kevésbé vilagos, hogy ez a leképezés homomorfizmus.
Allitas: Imm(2,1) = Zs.
Allités: az imént megadott 5 (3) — Imm(2, 1) leképezés sziirjektiv.

Kapunk egy R®-ba immertalt feliiletet, szeretnénk, hogy immerzié kobordizmus utan ez felemelheté legyen R*-be egy
normaltuskével.

Azt még nem igazan tudjuk, hogy kik kobordansak, prébaljuk meg enélkil felemelgetni. J6 lenne, ha fel tudnank ugy emelni,
hogyha 6natmetszések nélkil tudnénk felemelni, de ezt nem lehet, pl a Boy feliilet ellenpélda. Mindenképpen lehetnek
kettéspontok.

Kis mozgatas utan legrosszabb esetben izolalt kettéspontjaink lesznek, és a felfelé mutatd vektormezd. Ez minden esetre
lokalisan megadja a 3-sokasagot, Ugy fogjuk tliskézni, hogy a két tliske Osszege a felfelé mutaté legyen.
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llyen médon becsukjuk a lokélisan megadott 3-sokasagot, ez a bedgyazott fellilet norméalnyalabjanak egy stabilizacié utani
golyényaldbjanak immerzidja. Ez pont jé lesz, ha a felemelt fellilet beagyazott is.

Ha vannak kettéspontok, akkor ezzel a konstrukcioval megjelennek egyéb kettdspontok is, nem csak maga a felilet.

Lokalis alak egy fellleti kettéspont koril

Felkoordinatazzuk. (z, y, 8) az egyik rész, (00, 2z, w) a masik, egy immertalt téruszt kapunk! Valamiféle tiiskézéssel adva,
ezzel magaval eljatszhatjuk ugyanezt a konstrukciot, kapunk egy toruszt R3-ban, allitjuk hogy ezt mindig fel lehet emelni
beagyazasként R*-be, meg kell oldani azt a hazit, hogy torusznal nem térténhet meg ez az agfelcserélés diszndsag. Ezzel
modulo immerzié le tudjuk vagdosni az extran eléallé immertalt téruszokat, és kapjuk amit akartunk. [l

Legyen most o € ker J. O egy leképezés S3 — SO(N), 6t a J a nullaba viszi, tehat a vele csavart tiiskézési gémb
nullkobordans, mint tiiskézett sokasag. Van tehat S < RN < RN*3 a7 o tiiskézéssel, és létezik eqy M* C Rf”
tuskézett sokasag, aminek a pereme pont ez a gémb. Ez mindenképpen egy spinsokasag lesz, hiszen hozzaadva egy trivialisat
az érintényalabjahoz trividlisat kapunk (minden SW osztalya 0). Ezt a sokasédgot becsukjuk, M = MU D

oAl
4

. N+2
pd 7 /R
<

A jelen szituacio

M
==

A ragasztasnal a normalnyalabok nem passzolnak, de egy 4-cella ragasztadsa nem véltoztat az elsé két homologian, tehat Mis
spin lesz. Most rekonstrualjuk a normalnyalabjat M -nak. Allitjuk, hogy létezik egy M —f> St {N leképezés, és egy
vektornyalab S* felett gy, hogy vy = &
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A nyalab ugy készul, hogy a két félgombon vessziik a trivialis nyalabot, és az a-val ragasztjuk 6ssze 6ket. A fliggvény maga ugy
késziil, hogy az M*-et egy kis gallér kivételével beleképezziik az északi sarkba, a gallér lesz a fels6 félgémb, a D* amit
ragasztunk hozza pedig lesz az alsé. Ez valdban visszahlzza a tliskézést, az also és felsd félgombdn kilon kildn persze trivialis,
és a két rész kozott pontosan az a az attérés.

Tehat p1(vyy) = F*p1(&), kiértékeljiik a fundamentalis osztalyon, < py (vyy, [M] >=< f*py, [M] >=<p, f« [M] >=
deg f < p1(£),[S*] >, mivel f az also félgombon iranyitastarto bijektiv, a foka 1.

A Pontrjagin osztalyra vonatkozé szorzatformulabél p1 (VM) =-m (TM)
Definicié: wr (M) :=< wi(TM), [M] >, hasonléan Chern és Pontrjaginra is.

15.

0 — ker J — m3(SO) —25 75(3) — (Imm(2,1) = Zs) — 0

A magot leképeztik Z-be a —30 (M) segitségével, w3 (SO)-t pedig p; (€)-vel. Kell még, hogy J sziirjektiv, és hogy
3o(M*) = p; [MY].
] R
Aliitas: p1 (£ — S*) mindig paros.
Kovetkezik abbdl, hogy p; = w2 mod 2.

Tehét képezhetiink p; (£) /2-vel is, és a magbol hasonléan. A harmadik stabil homotopikus csoport tehat legalabb 24 elemd,
mert a magban ott a 3, és a faktor 8 elemd.

Allitas: IM : oM = —16.

Azt allitjuk, hogy pontosan a spin sokasagok allnak el6 egy triikkdsen tiskézett S% nullkobordizmusanak lezarasaként.

Kidobunk egy pontot, ekkor a maradék egy 3 dimenziés CW komplexussal homotép ekvivalens. Az érintényalabbdl le
tudunk vagni egy irdnyt, a spinség azt jelenti, hogy a 2-véazon trivilis, és lattuk, hogy ekkor a 3-vazon, tehat az egész
M \ D*-enis. A Hirsch tétel garantalja, hogy tudjuk immertalni ezt a kilyukasztott sokasagot trivializalt
normalnyalabbal, hiszen ha egy trividlishoz adunk még tobb trivialis irdnyt, az is trividlis marad, kelléen magas
dimenziéban ingyen beagyazas is lesz, s6t elég nagy dimenzidban B(M \ D*) standard alakban lesz. A masik irany
vildgos, ha be tudjuk &4gyazni trivializalt normalnyalabbal, akkor minden ST osztaly eltGnik.

Legyartunk egy komplex feliletet amire (wy =)c; = 0, és megfelel6 a szignatdra. {[zp : 21 @ 23 : 23] € CP3: 23 +
zf + z% + zg = 0} lesz a kandidans. Ez minden esetre egy 1 komplex kodimenziés részsokasag. A szignatdra formulat
akarjuk alkalmazni, a Pontrjagin osztaly érdekel minket, ahhoz pedig az elsé 2 Chern osztaly a p; = c% — 2¢9 formula
szerint.

TX @ v = TCP3|x. A komplex projektiv tér Chern osztalyait mar kiszamoltuk gyakorlaton ¢; = (‘j) a’, ahola € H? a
generator. A norméalnyalabnak csak egy Chern osztalya lesz. Ezt gy szamolhatjuk, mint a Thom osztaly megszoritasat a
bazisra. A Thom osztaly kiterjed az egész C P3-ra, hiszen a golyényalab peremén mar nullaként értékelddik ki, ezzel
kiterjeszthetjiik. Allitas, hogy ez megegyezik P D¢ ps [ X]-el. Ezt kiszamolandé vegyiink egy generikus egyenest, mint 2
lancot, és messiik el X -el. Ez egy egyvaltozos negyedfokl megoldasat jelenti, tehat altalaban 4 metszéspontunk lesz.
Kovetkezésképpen ez az osztaly 4a. Mostmar szamolhatunk, ¢(TX) = c(TCP3)c(v)™! = (1 + 4a + 6a> +
4a3)/(1 + 4a)|x = 1 + 0 + 6a%. Tehat az els6 Pontrjagin osztaly 0 — 12a?| x, ezt kiértékeljik [X]-en, [X] a 4
*generatort reprezentalja H4-ben, mint az elébb kiszamoltuk, tehat végeredményképp —48-at kapunk.

Mostmar latjuk, hogy |75 (3)| = 24, eltalaljuk a 24et J-vel. A szignaturaformulat és a sziirjektivitast nem csinaltuk még meg.
Utdbbival kezdiink.

Qgp"" = 0, van egy tiuskézésiink ezen a 3-sokasagon, ez ad egy spinstrukturat rajta, vesziink egy spin nullkobordizmust. Ennek
a hartyanak is trivialis a normalnyalabja, kérdés, hogy a peremen hozzéragad-e M tiiskézéséhez. A két trivializacio kdzotti
attérés nullhomotop lesz a peremen, pont ezt jelenti spin kobordizmusnak lenni, hogy a megszoritas a peremre megegyezik a
perem spinstruktrajaval. Tehat minden reprezentans el (3)-hoz tiiskézett kobordéans S3-ak diszjunkt unidjaval, ez a 4-cellak
kiszdrasaval latszik, ami amugy is kell, mert nem biztos hogy kiterjed a tliskézés a 4-cellara.

A szignatUraformuléhoz be fogjuk latni, hogy Q4 = Z, és mindkét oldala az egyenléségnek homomorfizmus, majd kiszamoljuk
egy nem nulla elemen, hogy megegyeznek.
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16.

Kobordizmusokat akarunk szamolni.

Q Kobordizmusgy(riben ekvivalenciarelacié a kobordizmus, diszjunkt unié az 6sszeadas, direkt szorzat a szorzas.

Allités: Ha TM kobordans trivialis nyalabbal, akkor M nullkobordans.

Ez azt jelenti, hogy létezik egy kobordizmus M és valami N kézétt, és folotte egy vektornyalab, ami M -re TM -ként szorul
meg, IV f6létt pedig trivialisként.

Allitas: Pontosan akkor nullkobordans egy sokasag, ha minden SW-szama nulla.
Az egyik iranyt meggondoljuk, a masikat valaki eléadja sziinet utan.

Q,, = {irdnyitott n-sokasdgok}/ir. kobordizmus, az a konvencié, hogy a perem iranyitasa + a "kifelé mutaté normalis”
egyezzen a kobordizmus iranyitasaval, tehat hogy ez jol mikodjon azt kell megkdvetelniink a kobordizmustdl, hogy a pereme
M és — N kozott létesitsen kobordizmust, igy lesz valdban ekvivalenciarelacio.

Az iranyitott kobordizmusgyrat §2,-al, az irdnyitatlant n-el jel®ljik.
Bizonyitas: Legyen TM = €", hizzunk egy hartyat M x RP™ !-re. M x M-ben ott iil az eredeti sokasag atlosan.

Allitas: Ennek az atlénak az normalnyalabja izomorf T'M -el.

Vegyiink egy Riemann metrikat M -en, ekkor azok a pontok lesznek kdzel az atl6hoz, amiknél a két koordinata kézel van
egymashoz. Azok az irdnyok érintik az atlét, amiknek mindkét komponensre vett vetllete megegyezik. A
komplementeraltér azon iranyparokbdl fog alini, amiknek a vetiletei ellentettjei egymasnak, vagyis T'(M x M)|u =
TM & v, ahol TM a (v, v) alaku vektorokbdl 4ll, v pedig a (v, —v) alakdakbdl.

Latjuk tehat, hogy a normalirany reprezentansai geodetikus szakaszok felezépontjaibol allnak, ez pedig viligos médon
izomorf T'M -el, az elsé koordinatara valo vetités izomorfizmus.

Kitorélve az atlé egy kdrnyezetét, mivel az trividlis normalnyalabbal il a szorzatban, a peremen egy S™~! x M -et latunk, a
két koordinata felcserélése mostmar szabad Z hatast eredményez. Faktorizalas utan kapunk valami Y peremes sokasagot,
ennek a pereme pont M x RP"™ ! lesz, a koordinatacsere pont felcseréli a peremen a gémb &tellenes pontjait.
Leképezziik ezt az egész hobelevancot valami RPN -be. Az egész M x M \ {Ugys }-r6l létezik egy Zs ekvivarians
leképezés valami SY -be.

Q Ha van egy cellularis szabad Z2 hatasunk valami CW komplexuson, beképezhetjiik ekvivaridns médon a 0-
vazat valamilyen SN -be Ugy, hogy egy pontot elkiildiink valahova, a hatas szerinti parjat az ellentettjébe. Ezt
megprobaljuk kiterjeszteni, az 1-cellak végpontjai mar le vannak képezve, 6sszekdthetjik ezeket a pontokat, a
hatésnal vett képe az 1-cellanak pedig megint ennek az Utnak a -1szerese legyen. Ezt folytathatjuk, mindig egy
Wn,l(SN) elem lesz a perem képe, kelléen nagy N-re ez beterjed, és ekvivarians médon kiterjeszthetjik.

Tehat vessziik ezt a leképezést, elvégezziik a fatorizacidt, az egyik oldalon visszanyerjik az Y -t, a masikon az RPY -et,
feltehetjiik, hogy a peremet megadé S™ ! valamilyen standard médon képezédik S -be, és igy a perem RP™ e
valamilyen standard médon, mondjuk egy projektiv altérbe képezédik az RPY -ben. Ennek az altérnek van egy szép
geometriai dualisa, egy RPN "1 A konstrukcidban igazabol feltehetd, hogy az egész perem ugy képzédik RPN -ben,
hogy levetitjiik a masodik koordinatara, és azt valami standard médon beagyazzuk. Kis mozgatassal elérhetjiik, hogy a kép
transzverzalis legyen erre a dudlis altérre Ugy, hogy a peremen ne véltoztassunk rajta, a duélis altér 6se ekkor, mivel 1
pontban metszi a perem képét, ad egy M perem(i részsokasagot, pont ahogy akartuk.

Ha T'M csak kobordans egy trivialis nyalabbal, akkor is valami hasonlét lehet elvégezni, az N x N \ Ugys-ban még beszirjuk
a kobordizmust valahova.

Allitds: Ha M nullkobordans, akkor minden SW szama nulla, tovabba M — wy [M] egy 2« — Z5 homomorfizmus.

Ha van egy hartya M -en, akkor az érintényalabot ki lehet fejezni a hartya érintényalabjanak a megszoritasaként, stabilizalva
egy normélirannyal, TM @ €' = TW | . Tehat a karakterisztikus osztalyok meg fognak egyezni, vagyis wr (TM) =
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wr(TW|p) = *wr(TW), ahol i : M — OW C W. Most ezt kiértékelve wr[M] =< wy(M), [M] >=<
Fwr (W), [M] >=< wi(W),i,[M] >=< wr(W),0 >= 0.

A masik iranyhoz Bonn, Christian és Hakon bizonyitasat nézzik majd meg.

Minden dimenziéban véges sok SW szamunk van, minden sokasagra ezeket az értékeket meghatarozhatjuk, és eldonthetjik,
hogy ki nulla, és ki nem. Az el6z6 allitas masodik felét is megkapjuk, mert a SW osztalyok diszjunkt uniéra 6sszeadddnak
diszjunkt tartékon, és amit meggondoltunk a jéldefinialtsagat adja meg.

Felleteknél w?, és wy a két kandidatusunk. Minden irdnyithaté nullkobordéns, hiszen az érintényalabjuk stabilan trivialis. RP?
-nek a w1 -e a nemtrivialis elem, a négyzete is a megfelel6 gradicson. we [RP?] = x(RP?) mod 2 = 1, tehat ezek
linearisan Osszefliggenek.

Allitas: Azon az RP?-k, ahol az i a 2% — 1 egy szabad polinomrészgyurt fognak alkotni 1, -ban.

17.

Multkor ha nullkobordans, akkor minden karakterisztikus szam nulla, most iranyitott kobordizmuscsoport 4. és 8. Iépcsdje.

Q A komplex kobordizmusgytiriiben (M, I)-k élnek, ahol I : TM @ € — TM @ €V, I? = —1, modulo stablian
majdnem komplex kobordizmus, ami kompatibilis a megszoritassal a peremre. Nem lehet valédi komplex
kobordizmust csinalni dimenzionalis okokbdl, azt lehetne esetleg, hogy leképezziik C P-be és nézziik a fibrumokat,

de nem mukodik annyira szépen.

Tétel OV ® Q = Q[CP',CP?,...] (Ver[M] = 0, akkor M ~ 0-t feltéve még mindig).

Bizonyitas: Legyen sp(z1,...,Zm) 1= Zae{[r]a[m]} T, x;’l ahol I = (41 ...,1,). Vegyik észre, hogy s1.. 1 = 0,
ha r darab egyes van, tovabba s,y = > :c;c A szimmetrikus polinomokbdl tudjuk szarmaztatni a megfelelé szamokat oly
médon, hogy felbontjuk vonalnyalabok ésszegére, és kiértékeljik o (c1(€1), ..., c1(&)) = ¢, (€1 @ - - - D £,.). Most
definiéljuk S[(f) = S[(Cl(fl), o ,Cl(fr)), ahol p*£ = £1 D---D ZT.

S(k) — S(k—-1)8(1) + S(k—2)S(1,1) — (71)kk8(17_”71) = 0. Ezeket az sy osztalyokat el is talalja a p*, mert a
természetes leképezésnél pont a szimmetrikus polinomok felelnek meg a Chern osztalyok képének, ezt pedig a
szimmetrikus polinomok alaptételébdl felirhatjuk.

(i) [CP¥] = k + 1-et lattuk mér ezek szerint. Mi torténik szorzatokkal? s(k)[A x B] =< s (priTA @
prTB),[A x B] >, annak riilink, hogy a hatvanydsszegek egyszeriien 6sszeadddnak, tehat ez a formula egyszeriien a
két osztaly osszegét eredményezi =< s (pryTA + prpTB), [A x B] >=<pris;TA,[Ax B] > + <
prsuTB, [A x B] >= 0 dimenzionalis okokbol, az egyik osztaly csak H*(A)-ban él, a mésik csak a B-ben, tehat
nullaként értékelddik ki. Tehat ez az osztaly detektalja a C P*-kat. Altalaban is s7[A x B] = Y. ;_ ;. x 87[A]sk[B]. Ezzel
meg tudjuk kilénboztetni a szorzatokat, csak akkor lesz egy ilyen szdam nem nulla, hogyha pont eltalaljuk a megfelelé
dimenziokat a particidban, s hasonlan a tdbbszérds szorzatokra. Felirunk egy matrixot, az egyik iranyban (k), (k —
1,1),...,(k—1,1,1)... akillénbdzé egyes, kettes, harmas stb particiokkal, a mésik iranyban C P¥, CP*~1 x
CPl,...,CP*?% x (CP")2..., és az eddigi meggondolasok miatt ez felséharomszdg lesz.

Ezen a ponton van sziikségiink arra, hogy Q felett vagyunk, ez garantélja, hogy ez a matrix amit kapunk invertalhato6 legyen,
és tényleg barmit ki lehessen keverni bel6liik, a figgetlenség is vilagos, tovabba mivel a dimenziészam p(k) a k. gradicson,
izomorfizmus.

Hasonlot szeretnénk iranyitott kobordizmusokra. Iranyitatlan esetben nem fog m(ikédni a dolog, hiszen s(2) = 3%1) és nem
generaljak a megfeleld szintet.

Most azt halucinaljuk, hogy a Pontrjagin osztalyok is valami formalis valtozék elemi szimmetrikus polinomjaiként allnak eld.
Minden mikadni fog szépen, meg kellene gondolni, hogy P s 1) [C P*] = mennyivel. Azt tudjuk, hogy p(TC P?*) = (1 +
a?)? 1 ezért Ps () [CP?*) = 2k + 1.

Masik megkozelités, elészor iranyitatlan esetben. M, = m,, 1 (MO(N)), ahol MO(N) = T+", az univerzélis nyalab Thom
tere. Hasonléan Q,, = m, x (MSO(N)) iranyitottan. Tenzorozunk Q-val, van egy “racionalis Hurewicz’, és Q,, ® @ =
Hp n(MSO(N); Q). haN >n+ 2.
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MSO(N) ~g K(Z,N) x K(Z,N +4) x K(Z? N +8)... racionalisan < 2N dimenzi6ig homolégiakon, és majd
ebbél kévetkezni fog izomorfizmus a homotopikus csoportokon is. H,, . n (MSO(N); Q) = H,(MSO(N); Q) a Thom
izomorfizmus miatt, ezt a teret pedig a pontrjagin osztalyok generaljak. Kévetkezni fog, hogy a 4-dienzi6s részt CP? as-
dimenzids részt CP2? x C'P? és CP* generaljak racionalisan.

18.

Egzotikus gémbok @

Vegyiink egy €4 — §* vektornyalabot, amire py (€) = 6u, és e(€) = u. Ennek tekintsiik a gémbnyalabjat, ez persze S* felett
83 fibrumd fibralas, ami nem trivialis.

Q Egy ilyet ismerlink, az altalanositott Hopf.

Allitas: H*(S¢) = H*(S7)
Gysin sorozattal latszik konnyen, ebben pont a gdmbnyalab, és a bazis homoldgiai vannak, eltologatva. Az Euler osztallyal
valé szorzas izomorfizmus majdnem mindenhol, kivéve r = 0-ban, és 8-ban. A nullas helyen a gémbnyalab 6sszefiiggd,
megkapjuk hogy a HO(Sé) = Z. Mivel az Euler osztallyal valé szorzas H* — H?® a nulla leképezés, a magnak kell
megjelennie elétte, vagyis H' (S¢) = Z.

Szeretnénk, hogy homotdp ekvivalens S”-el, talaljunk egy leképezést, ami ezt a kohomologikus izomorfizmust indukalja.
Vesziink egy elemet 77 (S€)-ben, ez pont egy S7-b8l mend leképezés a teriinkbe, konkrétan valamelyik generatort tekintsiik.
Hurewicz miatt valdban Z ez a csoport. Vilagos, hogy ez homoldgiakon izomorfizmust indukal, és linearis dualitas miatt a
H"(8¢)-n is izomorfizmust indukal H” (S7)-be.

f« izomorfizmus, 77 -en és H,-on. H; (S€) generatoran (a) H'(S€) generatora (o) 1-ként értékelddik ki. Ez a generator
az S7 fundamentalis osztalyanak elérelokése f-el, vagyis a(f. [57}) = f*a[S7] =1.

Allités: ha f : X — Y homologikus izomorfizmus, mindenki 1-6f, akkor homotopikus izomorfizmus is, és Whitehead miatt

homotopikus ekvivalencia is.

Kellene mostmér, hogy S& homeomorf is S”-el. Morse-elméletet alkalmazunk, S€-n vesziink egy Morse-fiiggvényt egy
minimummal egy maximummal, és dolgokkal kézben. Ez egy kobordizmus a minimumhely egy kdrnyezete, és a maximumhely
egy kornyezete kozott. Ez az egész homoldgidi a hengerrel izomorfak, tehat a h-kobordizmus miatt homeomorf a hengerrel, a
sapkakat pedig valami homeomorfizmussal visszaragasztjuk.

Mayer Vietoris mutatja, hogy a két gdmb kidobasa utan valéban a henger homoldgiait latjuk, a peremek beagyazasa valéban
izomorfizmust indukal, és mindenki egyszeresen 6sszefliiggé, tehat alkalmazhato a h-kobordizmus valéban. Nemcsak
homeomorf, diffeomorf S8 x I-vel, majd a két végét valami diffeomorfizmusokkal beragasztjuk D7 -ekkel. A teriink tehat
mindenképp homeomorf igy S7-el.

Ha ez egy standard S7 lenne, akkor 6 pereme D8-nak. Ekkor D€ U D8 egy sima 8-sokasag, szamoljuk ki a szignattrajat.
Ennek az X8 sokasagnak a H*-e Z, hiszen D¢ ~ G4, és egy 8-fogantyl van hozzaragasztva, ebbdl latjuk dsszességében is,
hogy 0, 4, 8-ban Z, masutt nulla, azt akarjuk megérteni, hogy a vt generator négyzete hogy viszonyul H® generatorahoz.
Megkeressiik a Poincaré duélisat, ami pont £ nullszelése lesz, egy S a ragasztas el6tt ez volt a generator, a 8-fogantyd
beragasztasa ezen nem véltoztat. A négyzethez az dnmetszésszamot kell meghatéroznunk, ez £ konstrukci6ja miatt (és definicio
szerint) pont az Euler osztaly lesz. Tehat az S* 6nmetszése az 1-et adja meg Hj (DE)-ben (mert feltevés szerint a nyalab Euler
osztélya a generator). Ez Poincaré dualitas miatt dualizalédik, és latjuk, hogy a H* generator négyzete a H® generatora, vagyis

valéban 1 a szignatura.

p1(TX)-et is meg tudjuk hatarozni, sét elegendd ezt az S*-re megszoritva megadni. Ez a TX |54+ nyalab két komponensre

bomlik T'S* @ &. Tovabba mivel T'S* stabilan trivialis, ezért az hogy & hozzé lett adva &-hez, az nem véltoztat a
2
karakterisztikus osztalyokon, tehat p1 (TX ) = p1 (€) = 6u. Kovetkezik, hogy p}[X] = 36.0 = 7pigp1 a szignattraformula,

eszerint 45 = 7py — 36, ami lehetetlen, hiszen p2 [ X | egy egész szam, és 7 }81. Az egyetlen feltevésiink amit hasznaltunk,

hogy egy D8-at hozzaragasztva sima sokasagot kaptunk, kévetkezésképpen ez az S¢ nem lehet a standard S7.

Nem tudjuk, hogy S§*-en hany diffhaté struktira van, C.P? harom pontban felfGjva mar birtokol egzotikus struktirakat. R*-en
kontinuum sok van, stb. Fix dimenziéra az egzotikus gombok 6sszefliggd unidra egy kommutativ (fél)csoportot alkotnak
természetes modon, 7-re ez eqy Zog (8).
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19.

0= X% C X' C...filtralas, relativ lancokat néziink. Definidljuk Z;, = im(Hyq(X?, XP™") = Hpyo(X?, XP71)) és
By, = im(Hp g1 (XPT1, XP) — H, ,(XP, XP~1)), vagyis azokat a lancokat nézziik, amiknek a pereme alacsonyrl
jon, illetve azokat, melyeknek a pereme valami magasrél jon. A leképezések az (XP, XP~1 XP~") ésa (XPH -1 XP XP~1)
harmasok egzakt sorozatabol jonnek.

E, = Z;q/B;q. Minél kisebb az r annal nagyobb a szabadsag Z,,-ban, csdkkend lancot alkotnak Z' 572> ... ¢és
forditva a B"-ek ndvekednek, ahogy T novekszik, egye fentebbrél johetnek peremek. Allitjuk tovabba, hogy az 6sszes B benne
van az 6sszes Z-ben. A B-t definial6 leképezések mind athizédnak Hpiq(X?)-n a térpar egzakt sorozata miatt, ezek pedig
mind benne vannak a Z-kben, mint allitottuk, definialhatjuk UB;q = ng C Z;,’f; = ﬁZ;q-t.

Ebbél pedig Egg = Z;E/ng. Most ezek kdzétt is csindlunk leképezéseket.

Zyy/Bpy — Z;q/Z;qH sziirjektiv leképezés étezik a tartalmazas miatt.

(i

£-1
{’/mi(y /X
RSt

v \3
Ty

p ! A
iy L’L& /fy )\/5 HHEL (;( / X — H”*ﬂ—‘ / /X /

v

N S
H |°+£Z/>( ! X

({

A térharmasok egzakt sorozatai, a két aladhlzott részben a két leképezés képének a faktorai egyenléek a pillangd(?) lemma
miatt.

Allitjuk, hogy imjs /im fi = imjy /imfa, legyen a +
imfi egy elem az elsé faktorbél. Ez bennevan a o képében,

a = j2(B), I6kjik ezt elére j1(3)-ként, kellene hogy ez L <
joldefinialt, izomorfizmus. Elegendé a jéldefinialtsagot I (’LN
ellenérizni, a tobbi kb automatikus. j2(8) — j2(8') € imfi . > NN
, tehét el6all jo o 41 () alakban. Elérelokjik, és megnézzik, A Jy

. I .. : / . P _l__._ ’ \—fb C
hogy mennyiben kiildnbéznek. 51 (8 — '), fiiggéleges | ) )

egzaktsag miatt B — B’ — i1(A\) = 42(u) valamilyen pu € .

Aj-re. Erre alkalmazzuk a ji-et j1 8 — j18' = j1(i1 A + r Jaz

o) = Jitoft = fapu, az utolsé sor definicié szerint az fo. \/
AN

A diagram kicsit kevesebb betlvel, a vizszintes és fliggdleges rész
egzakt
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Mostmér folytatva az el6z6 egyenléséget Z;, / Zi ' = B”: gir—1/Bpr gir—1. s innen injektiven képezhetiink
T 'I' —_ T " T T
VAN 1/ —rgtr—1 = Ep_y g1r—1-be a "nevezd” kicserélésével. Ezt a kompozmlot hiviuk dpg : Epg — Ep_p g p_1-nek.

Ez valoban egy dlfferenual lesz, kiszamolhatjuk a homologiat jee. ker d ZTH/ csak a szirjektiv résznél csokkenhet a

g’
mag a kompozicidban. A kép pedig im de’q,Hl = B”l/ pq: csak az injektives résznél csokkenhet a kép a

kompozicidban, a fakorizaciét elvégezve latjuk, hogy ker d /zm = E;;l a homoldgia pont a kévekezé lap

p+q,q—r-1
megfelel6 eleme! A differencalok egyre messzebbre nyL’JInak, a pozitiv negyedsikon kiviil a mi esetiinkben nullak vannak, tehat

véges id6 utan a homoldgidja stabilizalodik, ez adja az E* lapot.

Fpy = im(Hp1q(X?) — Hpiq(X)), tehat hogy p magassagbol “mennyit latunk”. Allitjuk, hogy Egy = Fpq/Fp-1,4+1.
Pt
P'I,\’L[S( >\

g () = Haus [ 27 > Ha )

N
’H 3,(7(/7( )

Erre a diagramra is aIkaImazhatjuk a pillang6 lemmat.

Példa alkalmazasra a Gysin. S& —> B,azE! lapon a sorokban a bazis, az oszlopokban a fibrum homolégiajat latjuk ha a
bazis egy filtralasat emeltik fel.

Ugyan ez a konstrukcié megy kohomoldgiékkal is, csak a nyilak megfordulnak, és az indexek elcsisznak, ezeket forditva szokas
indexelni, hogy megkulonboztessiik. A gylrlstruktira nem marad meg, mert a kohomoldgiat is szét kell szedni szintekre.
Fibralasnal legalabb annyi megmarad, hogy modulus a bazis kohomologiaja felett, ez kompatibilis a térharmasos dolgokkal.

Ez barmilyen, akar extraordinaris (ko)homoldgiaelméletre mikodik. Példaul a vazfiltralas a bordizmus homoldgiaelméletben a
masodik lapon Ezq = H,(X,M,) fog latszani, és a végtelen lapon N, (X)-hoz fog konvergalni.

20.

Hogy néz ki az Eilenberg-McLane terek kohomolégiaja?
K(Z,1) = S',K(Z,2) = CP®,K(Z,,1) = RP>-ket ismerjik, a kohomoldgiajukat is persze. K6z6ttiik vannak

QK (Zn)~K(Zn—1 0
mindenféle dsszefliggések. Korabban mér lattunk példat erre, * (Zn)~K(Zn—1) K (Z,n) fibralasunk van.

Elkezdjlik felimi a spektralis sorozatot K (Z, 3)-ra. Mi van mondjuk az E lapon? A Hurewicz miatt a kezdetet latjuk,
Z 0,0, Z, mert osszefuggo és 2-szeresen osszefuggo A fibrum C P*-nek is ismerjiik a kohomolégisjat, Z,0, Z, 0, .

CP>
v zy?
y zy
1 T z2

K(Z,3

Az y altal generalt csoportot meg kell hogy élje a d3, ami counterintuitive modon azt kell hogy jelentse, hogy d3y = Az nem
nulla A-ra, hiszen &t faktoréljuk. Az z-be ds szerint az 1, 1-es cella j6n ahol 0 van, a negyedik lap utan pedig méar csak nullak
jonnek bele, tehat ezt is a d3-nak kell megennie, ehhez sziirjektivnek kell lennie ra, tehat d3y = £x, a generator ambiguitasa
miatt feltehetd, hogy ez az egyiitthat6 pont +1. Az y-hatvanyokon is nulldba megy és nullabdl jén a da differencial.
Handwaving time, mivel ds differencial, ezért d3(y?) = 2dsy - y = 2xy a Leibniz szabaly szerint. d3(zy) = dsz -y + = -
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dsy = z%. Az EZ”Z elem tehat igy vagy egy Zs, vagy nem marad semmi, attdl fiiggéen, hogy az 2 nulla-e, vagy sem, és a

négyes lap utan mar nem valtozik ez a cella, ott pedig nullanak kell lennie hiszen a pont kohomoldgiait kell latnunk, vagyis 22

d d
nem nulla, de 2-torzié. A tovabbiakban y* — kxy*~1, s igy tovabb, zy* ! — (k — 1)2?yF 2.

_— .
()

1 fe
Owl e Jmﬁﬂw

o |l
! ...QX\._ 2N

7 0 © Kz 3)

mll B

NoNo N
=

A kettes lap also sarka a sarkanyokkal egytt

A piros részrél sokat nem latunk, legfeljebb annyit, hogy mindenki aki beleérkezik 2-torzid, igy a négyes lapon legfeljebb egy
Z5-vel mddosultak a csoportok. Milyen lenne egy nem torzi6 és nem z elem a K (Z, 3) kohomolégiaiban? Félétte akkor
latnank egy oszlopot az y hatvanyaival vett tenzorszorzatokbdl. Ha egy differenciél beérkezik ebbe az u-ba példaul a piros
részrél, akkor az csak torzidcsoportbdl johet, mert 6 volt az elsé nemtorzié elem a piros részben, ha az elsé négy oszlopbdl jon,
akkor a negyedik lapig ez nem torténhetett meg, mert nem ér el oda differencial, majd pedig mar az elsé négy oszlopban
torziécsoportok vannak csak. Tehat ezt az u elemet nem talaljuk el soha, és a beldle kimend differencialok persze mind nullaba
mennek, tehat é minden lapon ottmarad, tehat a végtelenedik lapon is, ez lehetetlen, tehat a piros részben minden elem torzié.
Tehat minden esetre a 3. gradics utan torzidcsoportok vannak csak, H*(K(Z,3); Q) = A < x >, egy elem éltal generalt
szabad alternalé algebra (ahol grad x = 3).

Kz, ) X
/ (€
(4

X x\\ %

4 - | %\""

/'h---’

KIZ 4

A iA\=d, x15-r2

A3 — 4 eset.

Next step K (Z,4), ennek az els6 4 szintjét tudjuk, illetve fiiggélegesen K (Z, 3), amit csak racionalisan tudunk. & mellett
generaljav a H*(K(Z,4))-et. Ha torziot képziink Z-be, a kép nulla, ha Z-bé| képziink torziba a mag még mindig Z, tehat
ahol Z-t latunk, tehat x és v altal generalt rész minden esetre a negyedig lapig tulél, itt pedig £-nek musz4j a v-t eltalalnia,
méghozza a +1szeresét, hogy az a két cella megszinjén. xv hasonléképpen megmarad az F4-ig, ha itt nem sz(inik meg, akkor

2 ismét a Leibniz szabaly

mar nincs is aki eltintesse, mert aki bele érkezik z% az torzi6 az elébbi szamolés szerint. dy(zv) = v
szerint, neki és xv-nek is most kell elt(innie, tehat 6 nem torzid, HS(K(Z, 4);,Q)=2Z < v2 >, és elétte nem tud nem-
torzié csoport lenni. £v2-tél balra-fel csak torzié van, onnan nem jén semmi érdekes, bel6le kiindulé differencial is csak a 4-es
érdekes, és itt el is kell tlnnie, ergo d4($v2) = 03 egy nem torzi6 elem, kapunk egy djabb racionalis generatort,
H2(K(Z,4); Q) =< v® >, s igy tovabb. Kovetkezik, hogy H* (K (Z,4); Q) = Q[v], a kovetkezé Iépés innen teljesen
hasonlé, minta 2 — 3 lépés, az 6tédik oszloptdl jobbra csak torzidelemeket kapunk, H*(K (Z,2n); Q) = Q[z2n)], és
H*(K(Z, 2n + 1), Q) =A< Tont1 >
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Mivan az RP>-el? K (Z,,2) ésszes kohomolégiaja valamilyen 2-hatvany torzié kell legyen, mert RP>

kohomoldégiagyUrijében mindenki az. Egy lehetséges jarhato Ut, hogy mindent beszorzunk a 2-adikus szamok testével, ez
megdrzi a 2-hatvany torzidt, a szabad részt is le tudjuk kdvetni, minden mast eltlintet.

&b
p —

10 4 K(Z, 2)
HX( qut J 2’\; Z) 2-hatvdny torzié

Felirva a kévetkezd spektralis sorozatot K (Zs, 2)-rél K (Z5, 3)-ra latjuk, hogy itt is csak 2-hatvany torzié jelenhet meg (a
nulladik fokot kivéve), s igy tovabb minden n-re.

Megprobalhatjuk példaul K (G, 1)-re, ami latszik szépen, hogy folyamatosan véges csoportokat kapunk, ha G véges.
Allités: Ha G véges, akkor H* (K (G, 1); Z) mind torzi6.

A szokasos konstrukcidja ennek a térnek, hogy van félotte egy G fibrumu fedés a végtelen joinos trikkézésbél, EG —
K (G, 1). Ez a fliggvény a pont homolégiéja

racionalis izomorfizmus legyen, megprobalunk inverzet gyartani neki. Nem elegendd szimplexenként felemelni, mert ciklus
felemeltje nem lesz ciklus, ehelyett a teljes 6sképet vessziik. Cx(BG) — Cyx(EGQG), minden szimplexet a teljes ésével

helyettesitlink, a két leképezés kompozicidja a rétegszammal vald szorzas, racionalis egyitthatdkkal ez valéban invertalhatéd
leképezés lesz.

Q Torzié+végesen generalt=véges

Minden esetre ezekbdl a végesen generalt Abel-csoportokra értjik, hogyan néz ki a kohomoldgiagydrd, legalabbis racionélisan.
Tétel (racionalis Hurewicz, Serre): Ha X k-8sszefiiggé, akkor Hy, (X; Q) = mn(X) ® Qhan < 2k.

X|n — X fibralas, a totalis terének ugyanazok a homotopikus csoportjai, kivéve az n., amelyik nulla, s igy tovabb épitjik
folé a tornyot, spektralis sorozattal lekdvetjiik majd, hogy hogyan véltoznak a homoldgiak.

21.

Racionalis Hurewicz
Tétel (Serre): Ha X n-szeresen 6sszefiiggé, akkor m, X ® Q@ = Hp X ® @ minden k < 2n-re.

Csinalunk egy fibralast ami kioli az n. csoportot
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Felirjuk a fibralas spektralsorozatat
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Most K (m,11(X),n) = Z%®torzié, igy K (G, n) = K(Z*,n) x K(tors,n). Ebbél az egész homolégiagydr(i mint a
mult 6ran meggondoltuk H, (K (G,n)) = Z[uq, ..., u,]|®torzié ha n paros, és A < uq,...,u, > ® torzié ha
paratlan. A sarokban Z-t kivéve az elsé n X n + 1-es négyzet csupa nulla a tér magas dsszefiiggésége miatt, s6t egy egész

>
| Al

savban.

I~
NA

") X

Az elsé érdekes differenciél a lenti G-t kéti a fentihez izomorf médon. Azért izo mert a végeredmény n + 1 8sszefliiggd
konstrukcio szerint, tehat el kell tinnie az n. atlénak.

Az n + 1. oszlop utan csak véges csoportok vannak, tehat az ide jové differencialok csak valami véges indexG részcsoportra
tudjak kicserélni a 0. sor elemeit, ez a szabad rész dimenziéjan nem valtoztat.

Emiatt Hi (X |n+1) ® @ = Hi(X) ® @ mindenn + 1 < k < 2n esetén, a homotopikus csoportokra pedig

k(X |n+1) = (X)) minden n + 1 < k-ra. Ezt most ismételjik, Hi (X |n+2) ® @ = Hp(X|n+1) ® @ mindenn +
2 <k <2n+2 ésezegyenld Hp(X) ® Q mindenn + 2 < k < 2n-re. Kisljik a megfelelé sok homotopikus
csoportot, és aztan alkalmazzuk a valodi Hurewiczet, ha két csoport izomorf, akkor a szabad részik is izomorf, a homoldgia
torzidrésze valahogyan valtozhat, ezért azt kidobjuk.

Kévetkezmény: 7k Qy, = p(n), és 0 mashol.
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Q, = TN (MSO(N)), N >> n. A Serre tétel szerint, mivel MSO(N) N — 1-szeresen &sszefiiggé, ezért
racionélisan ez megegyezik a homolégiacsoporttal Hy ., (MSO(N); Q) ha N + n < 2N — 2. Ez teljesil, ha N-et
kelléen nagynak vessziik (N > mn + 2). MSO(N) egy Thom-tér, tehat neki ugyanazok a homolégiai, mint a bazisanak,
csak elcstsztatva a ranggal. H, (BSO(N); @), ennek tudjuk, hogy a Pontrjagin és/vagy az Euler osztalyok generaljak,
stabilizal6dés utan csak a Pontrjagin osztélyok maradnak meg. H*(BSO(N); Q) = Q[p1, - - -, Pn/2-1], vagy
Qlpi,--- yPN/2-1, €], racionalisan mindegy hogy homolégia vagy kohomolégia, a pontrjagin osztalyok szabadon
generalnak itt, pontosan annyiféle szorzatuk/hatvanyuk lesz a megfelelé szintben, mint amennyi az i particidinak a szama.

Hasonléan az MU (N )-et tekintve megkaphatjuk a komplex kobordizmusgy(ir(t racionélisan, ennek a homolégiéit a Chern
osztalyok (dudlisai) generaljak szabadon, nem 4, hanem 2-es szorzéval. Az iranyitatlan esetben persze nem kapunk semmi Gjat,
hiszen minden elem torzié.

El tudjuk-e ugyanezt mondani a szabad rész helyett Z-es részekkel? Nem j6 csak naivan kidobni mindent ami nem 2-torzid,
hanem a 2-adikus egészekkel kell tenzorozni, erre vannak az approximacios tételek, de ezt késébb.

And now for something completely different.

Allitas: A szignatdra kobordizmusinvarians

Vegyilk M — N egy W41 nullkobordizmusat (tehat egy kobordizmust kézsttiik, elhajtva). Az N -nek volt valami
metszetformaja H?" x H?" — H*"(N) = Z, az iranyitast megvaltoztatva a H>" nem valtozik, H*"-et pedig a —1-es
szorzéassal azonositjuk Z-vel. Tehat a metszetforma matrixat elemenként meg kell szorozni —1-el, vagyis o (—N) =

—o (), diszjunkt uni6ra pedig 6sszeadédik, hiszen a metszetformak is direkt 8sszeadodnak. o(M U —N) = o(M) —
o(N), azt kellene latni tehat, hogy irdnyitott nullkobordans sokasag szignaturaja 0 (a tovabbiakban OW = M). Erre
latvanyos bizonyiték egy fél dimenzids izotrép (amire megszoritva azonosan nulla a forma) altér megadasa HQ"(M)-ben.
Ha két osztaly a W-bél jon, azoknak a metszete biztosan nulla, H**(W) — H?"(M), ez a leképezés pedig beleillik a
hosszu egzakt sorozatba. A hattérben csendben mindent () egyitthatokkal néziink, ez a szignatlran persze nem véltoztat.
H?1 (W) Poincaré dualitas miatt egyenlé Ho, (W, M), stb a HES elemeire. Ez annyira természetes dolog, hogy a
kohomologikus egzakt sorozatbdl pont a homologikusat kapjuk meg, és ha a leképezést a PD-vel csinaljuk egzakt marad a
diagram.

n 2AF (a)zb
H B 1Y () i 120
15 I > S

< Hm(w’ ”)FH:% r)— Hzm(”)'f\-l-fw’ (WM) <

H™(M) an H™ (W), és Ha (W) A Hjn (M) lesz a kedvenc dulélis leképezésparunk. Allitjuk, hogy k¢ =
dim Ho, (M) /2. Egzaktsag miatt ker¢ = ime* a Poincaré dualitssal thlzva, mivel ez a két leképezés dualis parok,
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dim ime = dim Hs, (M) — kerd, és kész vagyunk mert fiiggvénynek és dualisanak ugyanaz a rangja. Vilagos végiil,
hogy im¢* egy izotrép altér lesz, mert a W-bél jévé osztalyok metszete nulla lesz. < i*a ~— ¢* B[ M] >, ahol 7 a perem
beagyazasa. Tekintsiik a szorzatot, és értékeljiik ki M-en. < i*(a — B), [M] >=< a — B,i[M] >=< a — 5,0 >,
hiszen [M| = 9[W].

22.

Approximacids tételek, kézirott jegyzet 4. kotet 66.0.

Tétel (mod ¢ Hurewicz): Ha my (X) = 0 k < n-re, és m,(X) € C akkor Hy(X) € C ugyanekkor, és m,(X) — H,(X) C-
izomorfizmus, ahol C egy osztalya Abel csoportoknak, amely teljesiti a lenti 1,2a,3 tulajdonsagokat.

Definicié: f : A — B egy C-izomorfizmus, ha ker f,coker f € C.
C-r6l feltessziik, hogy leszallo példaul, illetve “elhanyagolhatd” csoport faktora is legyen az.
1. Ezt egyszer(bben gy mondhatjuk, hogy 0 — A" —+ A — A” — 0 bévitésnél A € C pontosan akkor ha A'; A” € C.

Az elhanyagolhatésagi analdgiat folytatva szeretnénk, hogy elhanyagolhaté terek szorzatara is elhanyagolhat6 csoportokat
kapjunk.

2. a.véltozat A, B € C akkor AQ B € C,ésTor(A,B) € C
b. valtozat A € C, akkor AQ B € C

3. A€, akkor H,(K(A,1); Z) =¢ H,(*) (az egyenléség C-izomorfizmust jelent).
A relativ mod C Hurewiczhez a 2b feltétel kell!

Tétel (mod C Whitehead): X, Y 1-8sszefiggd, f« : m2(X) — m2(Y") szurjektiv, akkor ekvivalens:

e Hj(f) C-izomorfizmus k < n-re, epimorfizmus k = n-re.
o m(f) C-izomorfizmus k < n-re, epimorfizmus k = n-re.

Példak: C = {0} gydnyérien teljesit mindent, erre visszakapjuk a klasszikus tételeket. Cpg :={végesen generalt csoportok}, a
generatorszam szubadditiv, a 2a teljesil, a 2b viszont nem, egy végtelenil generalt csoporttal tenzorozva elronthatjuk. A
harmas is teljesiil, K (A, 1) végesen generalt lesz a konstrukciét tekintve.

Itt alkalmazva a mod C Hurewiczet, mar latunk valami Gjdonsagot, nevesll hogy egy egyszeresen ¢sszefliggé CW-komplexus
homotopikus csoportjai végesen generaltak. Ha kivesszik az egyszeres 6sszefliggdséget kidobva nem is igaz az allitas, példaul
St és S? csokranak my-je egy Z°°.

Tovabba C, ={p-hez relativ prim exponensi csoportok}, ahol p primszam. Egy bévitésben az elemrendek a részcsoport és a
faktor elemrendjeibdl szorzdédnak Gssze (és esetleg ennek valami osztéjat vessziik), tehat a rész és a faktor exponensének a
szorzata tobbszorose a bdvités exponensének, és visszafelé, a rész és faktor elemrendjei a bovités elemrendjeinek osztdi, tehat
valdban 1 teljesul. Tetsz6leges csoporttal vald tenzorszorzés nem tudja az exponenst novelni persze, nem csak 2a, hanem 2b is
teljestil. a harmashoz megint a kontrukciot tekintsiik, ha A-ban van egy Z, direkt ésszeadandd, akkor az egész homoldgia tgy
fog kinézni hogy minden pozitiv fokban Z,-kat latunk.

S3-on hat Zy, szabadon, kapjuk az L(p, 1)-et faktorként, a faktorizacio cellularis lesz és kapjuk hogy a homolégiék a
megfeleléek. Ezt tovabbtolva S kelléen pontrahlzhat6, ezzel eljatszva ugyanezt kapjuk a K (Z;, 1)-et.

Definialhatjuk még Cy-t, mint az 8sszes véges exponensi csoportot, erre is megy minden (vehetnénk csak a véges csoportokat,
de az nem hasznos nekiink).

Most jojjenek a bizonyitasok, mod C Hurewicz elészor.

A C-beli csoportok helyére nullakat akarunk irni. Tegyik fel, hogy m(X) = 0 n < m-re tudjuk az éllitast (m = n-reeza
standard Hurewicz). Indukcioés 1épés hogy w1 = ... = 7,9 = 0. Csinéljuk a ki®lés fibralast X |,,—1 — X —
K(my,_1(X), m — 1), mi térténik a homolégiakon? Felrajzoljuk a spektralis sorozatot, az X homolégiéit Iatjuk, illetve a
fibrum, K (mm—1, m — 2)-éit. X -nek az m-1. helyen van egy C-beli dolog, a végtelen lapon, mivel indukcié szerint X | —1
homoldgidiban csak C-beli csoportot kapunk az n. fok alatt, hiszen ezek az atldk egy bévités lancat adjak a megfeleld
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homolégiaknak. Mit latunk az n. fokban? Megjelenik 7, (X ) tgy ahogy van indukcié szerint. Azt allitjuk/kapjuk hogy
Hi (X|m_1) =c Hl (X), 1 S n.

Lemma: Ha ker d/im d € C egy A" — A — A" félig egzakt sorozatban ahol A & C, akkor vagy A’ ¢ C, vagy A" ¢gcC.
Lemma: Ha A € C, akkor Hy (K (A, n); Z) = H,(x).

Teljes indukcié n-re, a ¥ — K (A, n) fibralast tekntsiik, a fibrum K (A, n — 1). Felirjuk a spektralis sorozatot, a nulladik
oszlopban csupa C-belit latunk, keressiik meg a nulladik sorban az elsé nem C-beli elemet, el6tte mindenki C-ben van, ezért
az Osszes oszlop is C-ben van (a celldkban a homoldgidk tenzorszorzatai lesznek, ez két C-beli szorzata, tehat C-beli), a
beldle mend differencialok C-beli csoportokba mennek, tehat abban a cellaban megmarad a nem C-beli csoport egészen a
végtelen lapig, ugyanakkor ott a ponttal C-izomorf dolgot kellene latnunk, ellentmondas.

Ebbdl kifolydlag ha a végén nem latunk nem C-beli csoportot a végtelen lapon, azt mar a kettes lapon is latnunk kellene, tehat
az n-1. fokig X homoldgiai C-beliek, és az els6 n oszlop C-beli, a végtelen lap n,0 eleme pont a fibralas totalis terének H,-jébél
a vetités altal indukalt képe a H,, (X )-ben, a kiilénbsz4 lapokon ezen az indexen egymasba agyazott csoportokat latunk, amik
C-izomorfak egymassal, hiszen a mag nulla, a faktor pedig C-beli ,tehat Hn(X) «— H, (X|m71) =0 T (X) ahol a nyil egy
C-izomorfizmus.

23.

Imm(2,1) = Zg-et allitjuk. Kvadratikus alakokat néziink, de most g : (V, (.)) — Zu, és a skalaris szorzattal g(z + y) =
q(z) + q(y) + 2(z, y) azonossag teljesiil.

Havanegy (V1,q1) ® (Va,q2) = (V, q) a g 6sszeadassal szarmazik q1 , g2 -bdl, ezért egy félcsoportot alkotnak. -t
neutralisnak hivjuk, ha létezik H < V amire dim H = dim V' /2, és q|g = 0. Ezekkel kifaktoralhatunk, és csoportot kapunk!
(V,q)! = (V, —q) lesz az inverz. Jelsljuk W Q(Z2, Z1)-el. Ezekhez Braun kitalalt valami fiiggvényt, v(q) =
—dimV

> 90 /27 T ként. Erre teljesil, hogy

1. direkt 6sszegre szorzatta bomlik

2. ha g neutrélis, akkor yq = 1

3. Ha V skalaris szorzésa nem izortop, akkor V.= V; @ ... & V,, 1-dimenzidsak dsszege

4. 4q ~ —4q

Ezekbd| kévetkezik, hogy v : WG(Za, Z4) — Zs homomorfizmus, sét izomorfizmus.
. — dim V; +dim V5
1. vq = ZVI v 2‘11”1+q”2\/§ e 2, és ez pont szétesik szorzatta.
—dimV
2.V =H® L hogy qlg =0, és H fele dimenziés. yqg = ZHL jahtat2(hl) /o " Legyen [ i 0 fix, akkor
Sy 020D = 0, és h — hl egy nemelfajulé linearis forma lesz, ezért az 6sszegben 6sszeadunk ugyanannyi darab
Test, és -1est, és igy gl = 0. Mostmar az 6sszegben csak az | = 0 tag érdekes, ezt kidsszegezve \H\/Zdim Viz =1

lesz.
nh H : ' ﬁ " Y 0
We < 2 MPM 50(4) inden Mio felemelnetd
Koirdwyitott (40 (i))ﬂ'\J @Idz,l«) X‘:;K %/ M
] izo #<N-re
k ; K
Yy >l Uk = "Dy m[mb}' B
Jl\/J —5350(k) 0 J Kig,ky  felemeis téng: k6 esotén vines

Mn
Hog S aHiTS)

példa kohomologikus operdciéra:
SPHTLZYSH™ %2
természetes: ér’ X ’7Y
(o) = I (5)
XKz m)
HEZ oty pet k(T 7,

RELCA)
MH 2

24.

Hogyan tudunk, illetve lehet-e kohomoldgiaosztalyt részsokasaggal reprezentalni?
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a € H*(M, Z) megfelel egy M — K (Z, k) leképezésnek, konkrétan a = f*1, | € H¥(K(Z, k), Z) a fundamentalis
osztaly visszahuzottja. Valoban minden osztaly eléall, a gémbre megmondjuk hogy minden szimplexet a cellafelbontasban jo
fokkal képezzen, és leellendrizhetd hogy ez kiterjed az egész Eilenberg-McLance térre (Id alabbi konstrukcid).

T S* = Z, Th+1 Sk = Z,, ezta csoportot kidlhetjik egy DF+2 Uy Sk ragasztassal, a generator mentén ragasztjuk
be a golydt, s igy tovabb kidlhetlink minden homotopikus csoportot.

Egy k dimenzi6s kohomoldgiaelemhez egy k kodimenzids részsokasagot szeretnénk keresni, erre Pontrjagin-Thom. N? % ¢
M™, koiranyitott, ergo a normalnyalabja visszahtzhaté BSO (K )-bél, a konstrukcié pedig ezt megfelelteti egy M —
MSO(k) leképezésnek, a N = ¢~ 1(BSO(k)) képlet adja vissza a részsokasagot (bordizmus erejéig).

Q MSO a vk, — BSO(k) fibralas Thom tere.

ML K(Z,k), ezt szeretnénk valahogy &thtzni az MSO(k)-n. Most megprébaljuk értelmezni a Poincaré dualitast az
MSO(k)-n belil, ez nem teljesen evidens, mert nem sokasagok. P Dxsso(k) [BSO(k)] tgy lesz megmondva, hogy := (L
tehat a Thom osztaly, ami H* (Dvk,, Svk,) = H*(Tyk)-ban él. Ez olyan értelemben j6 definicio, hogy ha a targyalas alatt
lévé tereket sokasagokkal approximaljuk, akkor a valédi Poincaré dualitasbdl jott képek “tartanak” ehhez valamilyen értelemben.
A CW approximécioé utan beagyazhatjuk valami magas dimenzids euklideszi térbe, majd itt a csészerl kérnyezet mar egy

peremes sokasag, homotdp ekvivalens a térrel és az itt kapott valédi PD az ennek az osztalynak a visszahuzottja.

Ennek a Thom osztalynak a visszahtzottja lesz az a PDjs (¢~ BSO(k)g) = ¢*u kohomolégiaosztaly, amit reprezental az
M- MSO(k) éltal klasszifikalt N" 7% u € H*(MSO(k), Z), neki megfelel egy leképezés a K (Z, k)-ba ami 6t
klasszifikalja. Ezzel az egész térténet redukalva van arra, hogy tudunk-e olyan ¢-t produkalni, amire ezzel az u-t klasszifikalo
leképezéssel prekomponalva eltalaljuk az adott « klasszifikald leképezését, ergo hogy ez a leképezés felemelheté-e MSO(k)-
ba?

Ez nem ad sok okot reményre. Mi van akkor, ha mindenki reprezentalhaté lenne? Ugye minden M — K (Z, k) leképezés

felemelkedik ekkor M — MSO(k)
leképezésnek egy egyoldali homotopikus inverze. Merthogy ha van a K (Z, k)-nak valami X approximécidja ami tudja azt,

kl
i K (Z, k). Ez ekvivalens lesz azzal is, hogy létezik-e ennek az u-t klasszifikalé

hogy az elsé par (sok) homotopikus csoporton izomorfizmusokat indukal, akkor akarhogy van leképezésiink K (Z, k)-ba egy
kis dimenzi6s sokasagba, akkor ezt vissza tudjuk hizni ebbe az X approximéacioba.
Algebrai topoldgiaval leellenérizhetjik, hogy van-e akadalya egy ilyen leképezés létezhet-e.
Fact: k > 6 esetén nem lesz ilyen.
A kohomoldgiagy(rit nézzik, a gyGristruktira még okés lenne, de a kohomologikus operaciok elrontjak.

Példa kohomologikus operaciéra: Sq? : H™(X, Z,) — H™%(X, Z,) természetes, vagyis havanegy f : X — Y
folytonos leképezéstink, akkor ez kompatibilis a visszahizassal Sq? f*a = f*Sq?a. o € H" (X, Z5) egy eleme megfelel egy
X — K(Z2,m) fuggvénynek. Ezért ha van egy Sq? € H™ 2 (K (Z2,m), Z2) kohomolégiaelemiink, akkor az a-t
klasszifikal6 leképezéssel ezt is visszahlzhatjuk és kapunk egy H™2(X, Z,) elemet.

Fact: K (Z5, m) kohomolégidinak (Z felett) az alsé része mindenhol ugyandgy indul, vagyis dim H™" (K (Zy,m)) =
dim H"*" (K (Z3),n) har < n,m, és az elemek valahogy megfelelnek egymasnak.

. .. P . . 1z AT Lz K(Z2>")
Ezt az m=n+1 esetben egész kdnnyen lathatjuk is a fibralas spektralis sorozatabél. x ———— K (Za,n + 1)-re.
Ezért ha valahol talalunk egy Sq? nevii elemet, akkor az egyel magasabbban is, és ezeket mind vehetjiik egy kalap alé igy.

Van egy masik konstrukcié is ami elkeriili ezt a dimenziétologatast, X X X -en hat a Z3, de nem szabadon, X x X x S§%-n
mar szabad azonban, és ezzel kell babralni.

Z5 felett ezek lesznek a kohomologikus operacidk, nem jelenik meg semmi egzotikus bs.
Z felett mindez nem igaz, a kohomologikus operaciok nem szépek stabilan, nem mindig lehet igy eltologatni 6ket.

Ha egy osztaly egydimenzidsaknak a szorzata, akkor ez az Sq2 osztély azt csinalja, hogy mindenféleképpen kivalaszt kettét,
négyzetreemeli és a teljes szorzatot (ami valéban m+2 fokban lesz persze) 6sszeadja az Osszes lehetséges mddon.

A Stiefel Whitney osztalyokra példaul, ha gy gondolunk rajuk hogy 6k a gyokok szimmetrikus polinomjaiként élinak eld,

amikor vonalnyalabok &sszegére huzzuk vissza, akkor pl qu(ws) = qu(z xi1...208) = Y, LELEL 7 wgwy, de persze
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csaltunk, lehet hogy az indexek nem jél alinak Gssze, lehet 9 elem Gsszeszorozva, és egy csak négyzetreemelve, illetve hogy tiz
tagu szorzatok vannak mindenféle médon, ez még pont a wyg-et adja, tehat a valddi eredmény Sq? (ws) = wgws + wio.
Tehat példaul ha a wg = 0, akkor wyg is nulla.

25.

immerziécsoport folytatas.

Ha nem izotrop a skaléris szorzat a vektorterlinkon, akkor a vektortertink felbomlik egydimenzidsak 6sszegére. Ha alapbdl nem
1 dimenziés volt, akkor vesziink egy nem nulla & vektort, aminek a "hossza” egy, akkor a meréleges kiegészitdje az y +— <

Y, T > leképezés magja. Az x —< x, T > linedris funkcionalt reprezentalhatjuk < ¢, z > alakban valami fix c-re, és
megnézziik hogy ennek a hossza 1-e vagy sem.

A négyes allitashoz g®* ~ (—q)®* kellene. Legyen e négyszeres dsszeg V @ ... @ V = W, és tekintsik azta V — W
figgvényt, ami ¢1 (z) = (0,2, z, z). ¢®* (41 (z)) = 3q(x) = —q(z) teljesiil hiszen Z;-be megyiink. ¢®(a, b, ¢, d) hogy
nézki? Legyenz; =b+c+d,...,zs =a+b+c és > ¢;(x;) = (a,b, c,d) mert a kételem( test felett vagyunk. Ezért
q® (X pi(mi)) =D q®(¢i(mi)) = D —q(zs) = (—q)® (1, .., z4), pont ezt akartuk.

Az elsé két allitas miatt a 7y leképezés homomorfizmus, és a négyesbdl latjuk hogy a képe C Zg. Ez azért van, mert alkalmazva
alemmat (V,q)®8 = (V,q)® @ (V, —q)®*, és ez neutralis, ergo nulla a faktorban. g, : Zy — Z, amire ¢, (1) = 1
generalja is a Zg-at, izomorfizmust kaptunk, a WQ(Z3, Z4) = Zs.

Imm(2,1)-hez veszink F — R3 immertalt feliiletet. Ennek az 1-vaza is be van immertalva persze, ha ezt latjuk, egy kis
kérnyezetre a D?-jét ra tudjuk képezni a peremnél fogva hogy becsukjuk. Ap-nek van 2p hurka, az A;—nak pedig q darab az
egy vazaban. Ezek persze a Hy (F'; Zy) generatorai. A sakalris szorzat a metszet lesz. A szalag az 1-véaz kériil a nullanak felel
meg, az dvtriikkel eltGntethetjiik. Ezért legyen g(c) = hanyszor fordul meg a szalag (mod 4).

Kellene hogy ez az &sszegformulankkal kiterjed mint kvadratikus alak. ¢ + 3 reprezentéalhatd metszés nélkil, ha volt neki
eredetileg, és egy ilyen tekeredés utan pont két félfordulatot tesz meg a szalag, vagyis valdban kétszer a mod 2 metszésszamot
rendeljik hozza. Ha nincs metszés akkor persze nem torténik semmi. De még nem tudjuk hogy ez homoldgiainvarians-e. Az kell
hogy ha hatarral valtoztatjuk a reprezentansunkat akkor a q érték nem valtozik. Ezt elég 1-1 kis szimplexre leellendrizni, harom
eset van, vagy diszjunktan vessziik hozza a szimplexet, akkor nem térténik semmi, vagy az egyik éle hozzakeril a
reprezentansgorbénkhez, vagy pedig két agat kot dssze, ezesetben létrejon két Uj metszéspont ami pont 4-el valtoztatja meg az
étréket, ergo invariansan hagyja.

Most kobordizmusinvariancia. W kobordizmus Fy, Fy kézétt. R® x I-be immertalva. Ezen vesziink egy Morse fiiggvényt.
Kritikus pontok kdzott ez végig reguléaris homotdpia, vehetiink végig immertalt reprezentanst minden bazisgérbéhez. Mi
torténik kritikus pontoknal? Ha 0, 3 az index akkor diszjunkt uniét csinalunk egy S2-vel a szintben, g nem valtozik. Ha 1 az
index, akkor egy csévet ragasztunk be. Ha kiilénb&z6 komponensek kdzétt megy ez, akkor csak 6sszefliggd unio torténik, a Hy
-ek dsszeadddnak. Ha azonos komponensek ragadnak dssze akkor létrején két Gj homoldgiaelem a, 8. Ha a y leképezést
tekintjuk akkor négyfajta elemiink lesz, z,  + a, .., + a + f, ezek rendre g(z), ¢(z) + g(@) + 2 < z,a >, a g(a) nulla,
mert a szalag koruldtte nem forog, ha kitoljuk a ragasztasi rész peremére, a metszete pedig minden eredeti homoldgiaelemmel
nulla, hiszen diszjunktnak is valaszthat6 télik. A 8-val lehetnek gondok, 6 metszheti a régi elemeket, de mivel nemelfajult a
metszetforma van olyan régi y homologiaelem, ami ugyandgy metszi a régi ohmolégiaelemeket, mint 3, tehat az y + 8
nullaként metsz mindenkit, 6t valasztjuk inkdbb reprezentansnak, és akkor ott is eltlnik, a harmadik elem is invarians, a
negyediknél bejon 2 < a, B >= 2. irjuk ezt be a y deiniciéjaba.

1

SERTTE Z 9@ 4 44@) 4 a(@)+a(B) | ja(@)+a(B)+2
9(dim H;

A maésodik két tag kidli egymast, az elsé két tag pedig ugyanaz, leosztunk kettével és latjuk hogy a 7y invaridns. A kettd
indextinél ugyanez torténik csak forditva kell nézni. Kell még, hogy ha valakinek a 7y-ja nulla, akkor immerzié-nullkobordans is,
ez is hasonld szalak mentén megy mint az elébb.

A fentebb megadott g, a Boy-fellilethez tartozik, illetve a hasonlé6 médon megadhaté g_ a tiikdrképe, 6k a generéatorok.

Most, ha az 6sszes SW szam nulla, akkor nullkobordans valaki.

Lemma: V& (TM)([M]) = 0 ekvivalens azzal, hogy (7ar)«[M] = 0, az érintényalab klasszifikalé leképezésénél az M
fundamentalis osztalyanak el6relokottje nulla. W pedig valami top dimenziés SW monom.
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A is visszah(zodik persze az univerazlis nyalabbol, ezért ha a fundamentalis osztaly képe nulla, akkor a természetesség
miatt kapjuk hogy minden SW szorzat nulla lesz.

A mésik iranyban hasznaljuk hogy ha F' test, akkor Homp (H,(X; F), F) = H"(X; F), ez az univerzalis egyiitthatd
tételbdl latszik. Mivel a SW osztalyok szabadon generaljak a Grassman kohomoldgiait, és ezeken kiértékelve mind nullakat
latunk, készen vagyunk.

n szerinti indukcio. M™ sima zart sokasag. n = 1-re S* van csak, 6 nullkobordans persze, a Tyr,[M] = 0 feltételbdl akarunk
lépdelni. a7 : M — BO(n). Cellularis approximaciét hasznalunk? Gr(n) < Gr(K), szeretnénk valami szép nagy térben
dolgozni. Az approximaci6 miatt feltehetjik hogy Tas : M — sk, X, ahol X = G’I"(K, N + K) Saard lemma, kritikus
értékek halmaza nullmértékd. E™ cella kdzéppontja feltehetéen regularis érték, T_l(é) = Upontok a dimenzi6 miatt. ¢ :
sk, X — X altal indukalt leképezés a homoldgiak n. gradicsaban is izomorfizmust indukal, ezt a konkrét Schubert-
cellafelbontéasbél lehet latni, p(n) darab cella van a gradicsban és a nagy homolégiaban pont ugyanennyi.

™M« M] =0
Lemma: 7‘1\_41 (&) paros sok pontbdl 4ll.
A homologikus fok miatt kb vilagos.
Lemma: T és valami f1 : M7 — sk, X bordansak, ahol f; marazn — 1 vazba képez.

1 (€) paros sok pont, tehét a hatara valami R-nek. D" 3 é, beleképzédik ez a paros sok pont, parbaallitva szakaszokkal,
m(tét ezen az 1-sokasagon kikergeti a cellakdzéppontokbdl a fliggvénytinket, ezt ismételgethetjiik.

Allitas: V% = £ 71 (&},) ahol a pont valami k dimenzi6s cella kzéppontja k < n-re (és regularis érték), allitiuk hogy ez
nullkobordans.

Most hasznaljuk az indukcids feltevést, elegendd velatni hogy az érintényalab klasszifikalo leképezése nullaba viszi a
fundamentalis osztélyat. Belatjuk hogy minden kohomoldgiaelem visszahtzasa kiértékelve [V]-n nulla.

Ty = T © j, ahol j a bedgyazasa V' < M. A az a kohomoldgiaelem ami €, cellajan 1 mashol nulla,
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