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Affin sokasagok: k algebrailag zart test, polinomgyrd hozza. Mindne I idealhoz
tekinthetjik azon pontokat az affin térben, amiken minden idealelem eltlnik. Hilbert
bazistétel miatt mindig van véges sok polinom, ami ezt generalja, ezeken elég ellendrizni.
Ha I} C I, akkor Z(Iy) C Z(Iy). |dedlok unidjara metszet, szorzatara uniozni kell a
varietasokat. Ebbdl kapjuk a Zariski topoldgiat, a zart halmazok az idealok nullhelyei
lesznek (ezeket hivjuk algebrai halmaznak), a fenti 3 tulajdonsag plusz hogy a 0 idealon
mindenki eltlnik, a teljes gylrin pedig senki pont a topolégia definicidja. Sokkal
nagyobbak a nyilt halmazok, durvabb.

Forditva, tekinthetiinnk egy S C A" halmazhoz az 6 ideéljat, azokat a polinomokat, amik
rajta eltinnek.

[] HF: ez egy ideal.

A tartalmazast ez az I operétor is megforditja, tovabba Z (I(S)) pont a Zariski
topolégiaban vett lezartja lesz az S halmaznak. Még tovabbmenve I(Z(I(S))) = VI
fog teljesiilni.

Példa: k[x]-en az (x2) ideal, a nullhelyei az {x = 0} halmaz, ennek az ideélja pedig az
(z), ezt &llitja a nullstellensatz.

Def: I gyskidedl, ha v/I = I. Az, hogy V/ VI=+T mindig teljesul.

Az algebrai halmazok megfelelnek a gyokidealoknak a megfelelé polinomgyUriben.

Def: X zart reducibilis, ha létezik X = X; U X9 nemtrivialis
felbontas két zartra, ha nem reducibilis, akkor irreducibilis (nevezzik
még ezeket affin varietasnak).

A Noether tulajdonsag (és/vagy a bazistétel) miatt felirhaté minden zart véges sok

irreducibilis komponens unidjaként. Az irreducibilis halmazok a primidealoknak felelnek
meg.
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Figyelem, nem igaz, hogy az idealt general6 polinomok adjak meg a
komponenseket, még az sem, hogy az irreducibilis komponenseik!

p < k[z| prim ekvivalens azzal, hogy k[z]/p integritasi tartomany, képezhetjiik a
hanyadostestét.

Fliggvenyek affin varietason

X = Z(I) legyen a varietds, A(X) = k[x]/I(X) a koordinatagyir(. Ha megszoritunk
X -re polinomokat, a megszoritasok pontosan akkor egyeznek meg, ha a kilénbség

eltinik X -en, ergo az ideélban van, ez az intuitiv kép A(X)—re.

K (X) aracionalis fliggvények teste, ez A(X) hanyadosteste (vagyis A(X) \ (0)
multiplikativ rendszer, ezzel lokalizalunk).
Ugyan racionalis fliggvénynek nevezzik &ket, de persze 5 : X — k csak ott lesz jé ahol

g nem nulla.

pe€ X-re0 — mxp — A(X) — k — 0 rovid egzakt sorozat definialja a p pontban
eltiing fuggvények idealjat, az ennél vett lokalizalas (S = A(X) \ mx , mult.
rendszerrel) lesz a pontbeli lokalis gylrd. A p-ben nem eltiiné nevezdju racionalis
figgvények halmazat Ox p,-vel jeloljik.

Egy pont altalaban megfelel a maximalis idealjanak bijektiven, a lokalizalassal csak ezt az
egy pontot fogjuk latni (minden fliggvény, ami nem tlnik el p-ben invertalhatova valik).

X -en is kapunk egy topoldgiat, a Zariski 4ltal indukalt altértopolégiat. X = Z(J), akkor
egy I ideélt beagyazva (I + J)/J-ként A(X)-be kapjuk az indukalt zart halmazt az
altértopoldgiaban.

Példa: (0, 0) pont, ideéljaaz I = (x,y), azx = 1 egyenes idedljaa J = (z — 1), és
(J+1I)/I = A(X), hiszen a pont nincs rajta az egyenesen.

Def: U nyilt egy X irreducibilisben. Ox (U) := NpeyOxp C
K(X)

Ox(U) = {¢: U — k halmazelméleti fv Vp e UTV : pe V C

UV nyilt3f,, g, € k[z] : go|lv # 0 f,/gp, = ¢ V-n}, ez megegyezik Ox (U)-val!

[] HF: egy X irreducibilis nemdtires nyiltjanak a lezatrja mindig az egész X.

Példa: X legyen zy = 2t C A% x/t; z/y két kiilonbozé fliggvény az affin téren, de
K (X)-en megegyeznek. az x/t kifejezésnek t=0-ban nincs értelme, ekkor xy=0, a masik
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fuggvény a t=0,x=0-ban értelmes viszont! Ezzel kiterjesztettliik az értelemzési tartomanyat
ennek a fliggvénynek, mivel X-en megegyeznek.

U nyilt egy X irreducibilisben, akkor U = X \ Z, ahol Z polinomok nullhelyeként ll

eld. Tekintsiink most olyan nyiltakat, amelyek egyetlen polinom nullhelyének
komplementerei Uy = X \ Z(f).

Megjegyzés: f = 0, akkor a hatvanyai egy S = {1, f, f2 ...} multiplikativ rendszert
alkotnak (irreducibilitas miatt ez integritasi tartomany, f hatvanyai nem nullak, vagy mert
radikalideal faktoraban van, vagy elég egy pontban nézni). S~ A(X) = {g/f"|g €
A(X),r > 0} az Us-en nem eltiné fiiggvények egy gytrdje, ergo C Ox (Uy).

v Tétel STLA(X) = Ox (Uy)

Biz.: valasztunk egy ¢ € Ox (Uy)-et. J = {g € A(X)|g¢p € A(X)} egy idedl
A(X)-ben a gy(irGaxiomak és a kommutativitas miatt. Legyen p € Uy Ox (Uy) =
Npev, Ox p definici6 szerint, ezért ¢ = h/g, ahol g(p) = 0.g¢ = h € A(X)
eszerint, vagyis minden p € Uy-re létezik g € J, hogy g(p) # 0. Kovetkezik, hogy p
€ Z(J). Z(J) C {f =0}, fz(s) = 0, vagyis a nullstellensatz miatt fAr\in J,
vagyis g az ideal része.

[] HF: a forditott irany. A™-ben vesszik az Ug-et, f polinom. Z zért halmaz A™-ben.
O(Uy) = S~'k[z]-bdl bizonyitsuk be a nullstellensatzot, f|z = 0, akkor f" €
I(2).

oy
— — . Ane— Lirn \FWL‘”Q" (9=
I(Z)  SekP) o=

A= o e
6%1 c%% ~

2.

k algebrailag zart test, A™ /k az affin tér felette.
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X = Z(I) algebrai halmaz, I C k[z1,..,x,], a {‘]
koordinatagy(rt A(X) = k[xy,..,z,]/1, ez X \?
megegyezik a nagy térbdl vett polinomok 7 k/
megszoritasaival { f|,; f : A™ — k polinomidlis}. /;5\“ 4(< )
Tehat egy affin algebrai halmazhoz rendeltiink egy

egységelemes végesen generalt kommutativ gy(rat
(k-algebrat).

Mit ériz meg A(X) a bedgyazasbol???

Semmit lol, egy be4dgyazas megadasa az A(X) generatorai megvélasztasanak felel meg.
g1,---,9gN generdlja az algebrét. k[x1, .., zy| — A, ahol z; — g;, az hogy ezek
generalnak pont azt mondja, hogy ez a leképezés szirjektiv, vehetjik ennek a magjat,
homomorfizmustétel szerint persze a faktor pont A, ugyanakkor a mag mint ideal
megadja egy beagyazasat X -nek AN _pe.

Példa: A = k[x], X = A, és kapunk egy beagyazast. Mashogy, ha g1 = z, g2 = 22,

akkor ehhez tartozik az (y? — 2) ideél kly, z]-ben, ez is az egyenes beagyazésa, valami
mas modon.

Be szeretnénk latni, hogy a gylr( meghatarozza a varietasat.

Affin halmazok morfizmusai
1. Regularis fuggvények {X — k} = A(X)
2. Figgvények X — A"™7? Ez persze megy koordinatanként.

Két kilonb6z6 algebrai halmaz kdzotti morfizmus mit jelent?

Vagyis hi, . .., hy, € k[z] figgvények

>( v 5y agy, hogy (hi,...,hy)|x C Y.
\ 2 Forditva, hogy X C h1(Y), vagyis

1 P h*g; = g; o h jeldléssel h*g; € I(X), és

A, > ﬁ%:\'j% igy h*I(Y) C I(X) kell hogy teljesiiljon.

Ez az algebrai leirasa annak, hogy h

T S= (ke =(9an-\ e
Toomther ) () =lannde) morfizmus X — Y.

Ezzel kapunk egy morfizmust a koordinatagyUriket definialé rovid egzakt sorozatok
kozott.
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Kovetkezik, hogy a koordinatagy(r( egy kontravarians funktor. Minden algebrai
halmazhoz van koordinatagy(r(, és minden algebrai halmazok kdz6tti morfizmushoz van

o —>"L(X)

eqy leképezés a koordinatagyuriik kozott.

X AM W] —— A

W, &) (et WA S Ly
\T s AT QY{& f\(\r\

X — A" Y < A™, és a koordinatagylrik kozétt egy ¢ : A(Y) — A(X). Talalunk-e
gy(lrlleképezéshez polinomokat? Talalunk hat. y; generélja k[y]-t, 6k 4tmennek a
faktorleképezésen g;-vé, majd ¢(g;) € A(X). A koordinatagy(r( szirjektiven képzédik
a polinomgy(rabél, tehét taldlunk egy reprezentanst A™ polinomgy(r(jében h; € k[z]
agy, hogy hi = &(7i), ezzel kapunk egy lehetséges felemelést (a megszoritas X -re
egyértelm(, hiszen ¢ adott!).

¢ : Ay — Aj végesen generdlt k-algebrak. A1 = k < f1,..,fs > Ay =k <
Ji,---,0: >, vehetlink megfeleld szabad algebrakat (polinomgyuraket), amikbdl

faktorként kaphatjuk az A;-ket. Itt is elvégezhetjiik a felemelést mint az el8bb.

Tehét affin algebrai halmazok morfizmusai megfelelnek az A(Y) — A(X) k-
algebramorfizmusoknak.

Def.: X izomorf Y -al, ha léteznek f : X — Y g : Y — X morfizmusok, hogy f o
g =1y ésgo f = 1x, vagy algebrailag, hogy az A(X) és az A(Y") gyGrGk izomorfak.
HE X 15 ¥ —% Z, akkor (g o f)* = f* o g*, tovabba id* = ida(x)

Tehat az algebrai affin halmazok kategodriaja/izomorfizmus megegyezik a végesen generalt

e sz

Példa: y = 22 egyik irdnyban vetitlink, a masik iranyban y = :c2; zZ=2.

Példa: y* = 3, ezt paramétereztetjik y = t3; = t%-el. Az indukélt k[z, y]/(v* —
x3) < k[t] nem izomorfizmus, t-t nem generaljuk ki! K = C'-vel a paraméterezés ugyan
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bijektiv, de algebrailag nem izomorfak!
[] HF nincs semmilyen izomorfizmus a két gyard kozott.
h
Megjegyzés X — Y algebrai affin varietasok kézétt h* : A(Y) — A(X) a gyGruik
kdzott a visszahuzas. Létezik-e hasonlé fliggvény a hanyadostestek kozott?

Al < A2 ahol z — (z,0), és tekintjik az 1/y fuggvényt, ezt nem tudjuk visszahuzni!
Létezik ilyen, hogyha VU = {g = 0} : U Nimh = (). mashogy, az kell, hogy
cl(imh) =Y, ezeket hivjuk domindns fiiggvénynek. Ezeket lehet visszahuzni.

Affin esetben m(h) nem feltétlendl zart. Pl zy = 1 algebrai halmazt levetitjik
az elsé koordinatara az A' \ 0-t kapjuk.

] HF X Iy affin, h morfizmus. Lassuk be, hogy h folytonos a Zariski topoldgiaban.
Ox (U) a regularis figgvények U -n, folytonossagbol vilagos hogy ha V' C Y nyilt,
h~1V is nyilt, X-ben. Allitjuk hogy Ox (h™1V) D h*Oy (V). Tovabba hap € X,
h(p) € Y, akkor Ox p O h*Oy p(p)

X, f € A(X), X varietas, f nem invertalhato. {f = 0} = Z — X a zérohlamaz,
Ur = X \ Z nyilt. Malt 6ran volt, hogy Ox (Uy) = Alz][1/f] = SJTIA(X).

Allitas: Uy nyiltak bazist alkotnak a Zariskiben (lasd gyak).

[] HF Uy beagyazhatd A™-be mint affin halmaz (az nem igaz, hogy minden nyilt affin,
de ezek példaul igen).

[] HFA? D U = {(=,y) # (0,0)} nem affin halmaz.

Ox:(U) C klz,y][1/y] N k[z,y][1/z] = K[z, y]

Affin esetben X-et jellemzik teljesen a globalis regularis fliggvények gyurije.
Nemaffin esetben ez nem lesz igaz, last az elébbi példa.

X affin, hozza A(X) a figgvénygyir, ebbdl K (X), Ox ,, Ox (U) megkaphato,
O(Uy) = A(X)[1/ f] is latszik. Altaldban nem ennyire egyszer( az élet, nem lehet
mindenkit jellemezni a globalis regularis fliggvények gyurajével.

Kéveéek

Hogyan hidaljuk at azt a nehézséget, hogy nemaffin esetben az el6bbi megjegyzés ez nem
igaz?

file:///C:/Users/marci/Documents/Egyetem 8e23ac4bc4e044e397ce29ef6133af37/AlgGeo b14374ad9aa945db879dc683ae19ee99/alggeo.html 6/28



2022. 05. 14.17:10 1.

Ez lesz a regularis figgvények kévéje.

Definicié: X egy toptér. Egy el6kéve egy VU — F(U) (nyilt—gy(irG) megfeleltetés tgy,
hogy a “megszoritast tudja”. Vagyis VU C V : F (V) o, F(U) megszorité
gyartmorfizmusok léteznek, és ha U C V' C W, akkor pw,v o pv.u = pw,u teljestl,
Ugy mint egy kontravarians funktor. Illetve van még egy identikus “megszoritas” is

puu = idy.
Kéve: Legyen adott egy F' el6kéve. Hogyha UU; = U, ésf; € F(U;) tovabba
filv.nu, = filuinu, teliesal minden i, j-re, akkor létezik pontosan egy f € F'(U),

amiknek a megszoritasai egyeznek az f;-kkel.

Q Megszoritas alatt a PU,U:NU; morfizmus képét értjik.

Ergo0 — F(U) — IIF(U;) — IL;<; F(U; N Uj) egzakt jelenti azt, hogy egy el6kéve
valddi kéve.

Példa arra, hogy nincs kiterjesztés: S1 = X, F(U) = C°(U) /konstans. Az arg
fuggvény globaélisan persze nem létezik, de minden valédi nyilton igen. Tudjuk

konzisztensen definialni modulo konstans, még a kdzos részen is megegyeznek, de
globalisan nem tudjuk 6sszeragasztani. Kovetkezik, hogy ez egy el6kéve, de nem valodi.

Példa arra, hogy tobb kiterjesztés van: S és a differencialformak U-n az elékéve modulo
a primitiv formak. da: egy differencialforma nem nulla akinek nincs primitivfiiggvénye
(hiszen ez pont az argumentum lenne). Lokalisan ez nulla, hiszen lokalisan tudnank
primitivet ekresni, de globalisan nem, megintcsak nem ragad.

Példa: X toptér, H?(X) = 0, F(U) = H?(U, Z) is hasonléan viselkedik.

X affin varietds. F(U) = Ox (U) egy (valédi) kéve (neve struktirakéve)! Ha X affin,
akkor az Ox (U)-k teljesen jellemzik a varietast, hogy ezt lassuk, vissza kéne beléle kapni
az A(X)-et. Allitas O x (X)) = A(X). Arra hajtunk, hogy a struktdrakéve meghatéarozza
az algebrai halmazt nemaffin esetekben is.

L i

3.

X C A" affin varietas, a koordinatagyrije k[z|/I(X) = A(X). Meggondoltuk itt, és
gyakon, hogy bijektiven megfelelnek egymasnak az affin varietasok, és a végesen generalt
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k-algebrak. Ox , a p-beli regularis fliggvények, ami reprezentélhatok racionalis
polinomként p-ben nem elt(in nevezdvel, masik konstrukcié az A(X) hanyadosteste,
egy nyilton vehetjik az O x (U)-t, mint az U-n regularis fliggvényeket.

Ez motivélta a kévék definicidjat, Ox (U) = F(U), vilagos hogy az algebrai halmaz
meghatarozza a struktlrakévéjét, kellene a masik irany. Vissza akarjuk kapni a kéve
szarat/kocsanyat és az egész A(X)-et. Tekinthetjiik a dorelt limeszét az &sszes olyan
F(U)-nak, amire p € U a megszorit6 leképezésekkel. Alternative {U, f|U nyilt, p €
U, f € F(U)}/ekvivalencia, ha két fiiggvény ugyanazza szorul meg egy kisebb
kérnyezeten a metszetben. Ez visszaadja az Ox p lokalis gyGr(t.

R integritasi tartomany, van hozza a hanyadostest, minden maximalis idealnal ha vessziik
az S,,_I1 Riokalizalasokat az 6sszes m maximalis ideadlnal, ez egyértelmGen ott van a
hanyadostestben, hiszen S1R = {r/s|r,s € R, s ¢ S}, teljestilnie kell, hogy

NS 'R=R.

¥ Belatjuk, hogy Ox (X ) = A(X), elébbi a regularis fliggvények halmaza X -en,
kellene, hogy van reprezentans mindegyikhez ahol nincs nevezd.

Tekintstk a potencialis nevezék altal generalt idealt I, és az altala generalt zartat
Z(I) C X, ez ires kell legyen, hiszen egy pontban sem tlinhet el egy ilyen nevezé. A
nullstellensatz miatt 1 € I, vagyis 1 = Y bz, ¢z, ahol ¢z; gylr(elemek. ha egy ¢ =
a /by, dtszorozva by, ¢ = a,,, dsszeadjuk az elébbi azonossag szerint, ¢ =

(Z bmz Ca; )¢ - Z Qgz; Co;

Projektiv eset

Projektiv térben, a homogén polinomok egy gradalt gylrat alkotnak a homogenitasi fok
szerint. A konstans tag nélkiili polinomok egy max ideéalt alkotnak. S = @S5y, Sq =d.
fokd homogének.

Definicié: A C S ide&l homogén, haa = ®a N Sy
[] HF Ez ekvivalens azzal, hogy homogén elemekkel lehet generalni.

[] HF I1, Iz homogén idealok, akkor az 6sszeglik, metszetik, szorzatuk gyokik
homogén. Tovabba ha I prim homogén, akkor elég a primséget homogén elemekre
megnézni.

f € S; polinom, akkor f nem hataroz meg egy fliggvényt! f : kP™ — k
értelmetlen!!! Csak a nullhelynek van.
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Tehét definidlhatjuk megintcsak a Z(a) = {p € kP"|f(p) = 0Vf € a} halmazt, ezek
a projektiv algebrai halmazok.

Megjegyezziik, hogy két algebrai halmaz unidja, tetszéleges metszete projektiv algebrai
halmaz, az egész tér, és az Ureshalmaz is algebrai persze, megint kapunk egy Zariski
topoldgiat. Projektiv algebrai varietas egy irreducibilis projektiv algebrai halmaz.
Quasiprojektiv algebrai varietds egy nyilt halmaz egy projektiv algebrai varietasban.

Homogén idealok<projektiv algebrai halmazok. Minden idealhoz kapunk egy algebrai
halmazt, és minden algebrai halmazhoz kapunk egy gyokidealt. Vigyazat, nem teljesen
bijektiv a kapcsolat, a @4-0.54 maximalis ideél algebrai halmaza tres! (csaka [0 : - - - : 0]
lenne benne, de ilyen nincs). Hasonldan a legalabb d fokd homogén monomok éltal
generalt ideal zartja is Ures.

Altaldban Z(a) = O ha+/a = S, S, vagy mashogy 3d : Sy C s.
Alités: Xy C Xy akkor I(X;) D I(X3), két projektiv algebrai halmazra I(X7) N
I(X2) = I(X1 U X3), haay C az hom idedlok és Z(a) = 0, akkor [ Za = 1/a.

Tovabba X algebrai halmazra ZI X = X, tehat a projektiv algebrai halmazok
megegyeznek a homogén gyodkidealoknak, amik nem egyenlék S -al.

Affin térképek.

k P™-en vannak a szokasos koordinatazasok. Az affin algebrai halmazok egy térképen
megfelelnek a térképkornyezeten megadott projektiv algebrai halmazoknak. Ehhez meg
kell feleltetni az affin polinomokat a gradalt gy(rG elemeivel, és forditva. Az egyik iranyban
az eljaras a homogenizalas, minden monom tagot felszorzunk a térképen "kihagyott” a;-
fel Ugy hogy minden tag azonos foku legyen. A masik irdnyban a térképezésnek
megfeleléen 1-et helyettesitliink a polinom megfelel6 valtozojaba. Ebbdl ezt minden
térképen elvégezve latjuk hogy minden projektiv algebrai halmaz eléall, mint affin algebrai
halmazok 6sszeragasztasa.

J
Y = (A,_=Y)

e T
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Emlékeztetd, az affin algebrai halmazok megfelelnek a koordinatagyaraiknek, ennek
szeretnénk analogonjat gyartani. X C kP™ prjektiv algebrai, neki van egy idealja

I(X) C S, ittis elvégezhetjiik a faktorizaciot, S(X) = S/I(X) egy gradalt k-algebra.
Ha I(X) = S, akkor 6 részhalmaza S, -nak, tehét a 0. gradics megmarad k-nak,

S(X) = ®&5(X)q. Figyelem, ezek nem fiiggvények! Ez a gradalt gyard valamit mégis
mond nekiink. S6t, a bedgyazasrol is mond valamit (emlékezziink, hogy A(X) csak a
halmaztdl fliggott, a generdtorok adtak meg egy beagyazast).

Gradaltsag: So = k, S1 =k < xg, - >,5 =k < xz;T; > és
igy tovabb, mint vektortér. kSy; C Sy, és S3Sy C Sqrq teljesil, ez
egy gradalt gydrd. Ha f € S homogén elem, akkor S/(f) gradalt
gy(r(, a direkt felbontast tagonként szétbontjuk, (f) = fS =

fSo ® fS1 ® ... hadeg f = d, akkor az elsé d gradicson nem
torténik semmi, majd elkezdhetlink faktoralni, kapva egy kanonikus

gradalast a faktoron. Hasonléan ha a homogén ideal.

Legyen R = @R, gradalt k-algebra, tegyiik fel hogy dimy, Ry < oo, Pr(t) =
3" dimy, (R,)t? a gy(rii Poincaré polinomja, tétel, hogy ez egy racionalis fiiggvény t-ben.

Példa: P! C P!, a gylréi maga Slao, a1], dim Sy = d + 1, tehat P(t) = 1 + 2t +
32 ... = 1/(1—t)2.HiszenSO =k, S1=k<ag,a1 >, So=k<
at,apar,a? >,. ..

Mésik példa, a Veronese beagyazas P! <2 P? : [ag : ay] — [ad : agay : a?], ez a
v1,2, a képe zox2 — 5. S(X) = k[zo, 21, 22]/(zox2 — x2), hany d-fokd elem van?
(d+1)(d + 2)/2 darab van a haromvaltozds polinomgydriben, a faktoralas utan
viszont valtozik:1, 3, 5, . . ., hiszen a masodfokuak kézott mar van egy 6sszefliggés
4ltaldban dim S(X )4 = dim Sy — dim S;_», hiszen ha egy kett6vel kevesebb fokut
megszorzok f-el egy d-fokdt kapok, de 6k elt(innek a faktoralasnal. kiszamolva a d
gradicson 2d + 1 elem lesz, tehat a Poincaré polinom Y (2d + 1)t%. Ha a projektiv teret
Onmagaban tekintettiik nem ezt kaptuk!

d — dim S(X)q, had >> 0, akkor apd? /D! + . . ., itt D-lesz a
dim X, és ag az X — P™ fokszdma lesz.

X C P feletti affinktp. I(X) = a = (f1,..., fr), ahol f; € Sg,, vehetjik a
polinomok dehomogenizaltjat az A(A"H)—ben. Mivel homogén elemekkel generaltuk,
egy affin kiipot kapunk A" -ben.
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P <5 A" van a vetitésink A"\ 0 — P™ ha X C P", vehetjik az ésképet a
vetitésnél, és lezarhatjuk (topologikusan) A" pen, ez is az lesz.

Veronese beagyazas. P* — P ,itt N nyilvan (n:d) — 1. Példaul v1,4 ami a projektiv

egyenest agyazza be a d dimenzios térbe [ag : a1] — [ad : ad la; : - - - : af] képlettel,
ez egy szamtani sor gyakorlatilag, a rk(xg, €1, ..., %4 1;T1,-..,2q) < 1 képlet adja

meg az algebrai 6sszefliggéseket a koordinatak kdzott. Hasonldan Al — A9 ahol t —
(td, e ,t), ezt attéve a projektiv térre és lezarva pont a Veroneset kapjuk.

Altaldnosabban a vy, g képének egyenletét olyan algebrai egyenletek irjak le, hogy
ToZg = THT5 : @+ [ =+ 0, az bszes ilyen.

] HF 23

Mire j6 ez? Mik a hipersikok P"-ben? H, = {>_ a;x; = 0}, ahol a a duélis projektiv tér
egy eleme. Hogy osztalyoznank a d-foku hiperfellleteket? l/;’é (hipersik) ad egy-egy
hiperfelliletet.

Segre beagyazas: P" x P™ « PH)mA)=1 (g0 2.1 q,], [by:---:by]) —
lapbo : agby @ -+ a;bj 1 ... ], aparonkénti szorzatokba kiildjik a koordinatakat. Milyen
egyenlet irja le a képet? T;; Tk = XiiTk; mindenképpen teljesiil a paronkénti
szorzattulajdonsag miatt, allitjuk, hogy az 6sszes ilyen pont kivagja a képet, és realizaltuk
két projektiv tér szorzatat, mint projektiv algebrai halmaz.

prmintm — (g, ezt megintcsak tekinthetjik egy matrixként, és az egyenletiink ismét
hasonlo, rk(z;;) < 1 (a beagyazasnal az a;b; = x;; koordinatazassal éltunk).

Példa: P! x P! — P3, TooxL11 = T1L10 vVagja ki a képet.

Tudjuk mostmar, hogy projektiv algebrai halmazok szorzata is projektiv algebrai. X X

Y C P x P« PO)(m+1)=1 mik lesznek a szorzat egyenletei? Van elészér is a
Segre képének az egyenletei, majd ha X = {f;(a) = 0} ahol deg f; = d. Ha
megszorozzuk a definial6 figgvényeket egy tetszéleges d foki monommal a b-kben, ezt a
fliiggvényt mar tudjuk értelmezni a szorzaton f;(a) M (b), ezt elvégezve az dsszes
médon, és szimmetrikusan Y -ra megkapjuk a szorzat egyenleteit. Osszevonva
leolvashatjuk az f(wzj) fliggvényt.

Allitas: Z C P™ x P™ mikor algebrai halmaz? Ha Z =
{Gi(ag,-.-,an,by...,by) = 0} alakd, ahol G; homogén az a és a b koordinatakban

kalon kulon.

Ugyanakkor, ha bedgyazzuk a Segrével, leirjuk az egyenletét, majd visszaértelmezziik a
helyettesitéssel kapunk egy egyenletet, ami ismét homogén lesz a, b-ben, de ugyanazzal a
fokszammal'! A kisebb fokszamut homogenizaljuk minden lehetséges valtozdjaval, és mint
egyenletrendszer tekintiink ra, azt mar at tudjuk nyomni a Segrén. Altalaban egy rakas
egyenletet kapunk ilyenkor.
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[] HF {p} x P! egyenlete P3-ban?
[e]
4.

Projektiv algebrai halmazokat kezdtiink el a mult éran. P}’ -ben egy halmaz projektiv
algebrai, ha néhany homogén polinom kézds nullhelyeként all el6. Ha X irreducibilis
projektiv algebrai halmaz, azokat neveztiik projektiv varietasnak. Meg akarjuk érteni a
regularis figgvényeket.

P"™-en egy homogén polinom nem hataroz meg fuggvényt! f, g € Sy, vagyis d foku
homogének, az f /g fiiggvényt értelmez P™ \ {g = 0} — A, ezeknek megszoritasai
lesznek a regularis fliggvények. X C P", a kovetkez6t fogjuk regularis figgvényeknek

hivni:
Ox(U):={¢:U— ANz € U3z CV CU:3f2,90 € Sa : fa/ge|v =¢|v}.

Magasabb dimenzidéban regularis fliggvényeket koordinatanként értelmezzik, kozos
nevezére is hozhatjuk ha Ugy tetszik. Reguléris fugvények U — P -be hasonldan,
lokalisan a fiiggvény [fo : f1 : -+ : fi] alakd lesz, ahol a koordinatafiiggvények azonos
fokdak, és a V' kornyezeten nincs kézos nullhelyik. Mégeggyel tovabb, ha X C P™ és
Y C P™, kozottuk regularis figgvényt értelmeziink, ha létezik egy X — P fuggvény,
aminek a képe Y -ban van.

[] HF ¢ : X — Y, akkor létezik Oy (U) N Ox (¢ 1(U)), a visszahtzas.

Példa: Athlzhatjuk az affin térbe mend fiiggvényeket a

beadgyazason f/g +— [g : f] modon, ez X \ {g = 0}-rél X \ >< >/4/
{f = 0,9 = 0}-ra terjeszti ki a leképezést. . /]

N
UW’

Példa: X = {xy = 2t} C P3, azx/z, és azt/y ugyanazt a figgvényt adja meg az
értelmezési tartomanyok metszetén, globalisan csak két kilon reprezentanssal lehet
értelmezni (egy tdgabb halmazon, de nem az egész X -en). Hasonléan [z : z]|x = [y :
t]| x. a két reprezentanssal ez egy regularis fliggvény, mig az affin esetben ki kellett dobni
pontokat.
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% Megjegyzés, az elébbi példaban X = P! x P! a Segre beagyazassal.

Cremone transzformacio

P? — P%ahol [z :y: 2] = [yz : zz : xy], nincs értelmezve az [1: 0: 0],[0: 1 :
0], [0 : 0 : 1] pontokban, tehat valéjaban C' : P?\ {A, B,C} — P? leképezés, és itt
regularis.

{z =0} \ {B,C} — [1:0: 0], hasonldéan mindegyik koordinatatengelyet
Osszeroppant egy pontta.

HF C : P2\ {zyz = 0} — P? a képére bijekcio.

lgaz tovabb4, hogy C' o C' = id. Ez ellendrizhetd, [zyzx : yzay : yzza| = [z : y : 2]
atosztva xyz-vel.

Fujjuk fel a harom kidobott pontot, kapunk harom extra egyenest, és kdzottik a
koordinatatengelyeket, szimmetrikus képet kapunk, felcserélhetjik a tengelyek, és a felfujt

goOrbék szerepét, a vetités utan megintcsak P2t kapunk, és rajta elvégeztiik a Cremona
transzformaciot.

A Cremone geometriai jelentése

Coolidge-Nagata sejtés: C' biracionalis P!-el, létezik Cremone transzformok egy véges
sorozata ugy, hogy C' képe ezalatt egy siman beagyazott P'-lesz. Belatta Koras és Palka
lengyel matematikusok 2015-ben.

Tétel: X C P™, Y C P™, regularis leképezés ¢ kdzottik. Kovetkezik, hogy ime Zariski
zart Y -ban.
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Q Ellenpélda A2 D X = {zy = 1}, ennek az elsé koordinatara val6 vetitése nyilt
halmaz A'-ben.
Al \0— Al t— 1/t, vagy t — t ugyanugy nyiltak lesznek, pusztan az
algebraisdg nem garantalja, hogy a kép zart lenne.

Megjegyzés: A\ 0 5 A" nem biztos, hogy kiterjeszthets egy A'-en értelmezett
leképezéssé, de

[] HF Ha A \ 0 — P™, ez mindig kiterjed egy A' — P™ leképezéssé.
Tétel: X C P™, Y C P™, regularis leképezés ¢ kozottik. Kévetkezik, hogy ime Zariski
zart Y -ban.

[0 HF T := {(z, ¢z) € X X Y} zart halmaz a Zariski topolégidban (beagyazva a

szorzatban, azt Segrével P™Mn M)

Ezt elhive im¢ = pro(T'), ennek kellene a zartsagat meggondolni.
Lemma: Z C P™, P™ = UAT", Z zart pontosan akkor, ha minden affin térképen zart.

Végsésoron amit be akarunk latni, hogy egy zart Z C P™ x A™, akkor pre(Z) C A™
zart.

«se s

kulon-kalon (esetleg mas fokkal!) az els6, és a masodik tag koordinataiban.
Z C P™ x A™ zart pontosan akkor, ha Z = {g;(x,y) = 0} gy, hogy a g;-k
homogének x-ben.

p2(Z) ={y: 3z € P": g;(x,y) = 0 Vi van megoldas}. Most régzitett y-ra a

I, = (gi(z,y)) < S, hay nincs benne a képben, ennek nincs megoldsa, vagyis a zartja
ures, és a projektiv Nullstellensatz miatt ekvivalens azzal, hogy \/E D S5, vagy
ekvivalensen Sj-t tartalmazza valamely d-re.

Megforditva y € pry(Z) pontosan azt jelenti, hogy minden d > 0-ra Sy % \/E Elég
lenne, hogy ha fix d-re {y € A™ : Sy ¢ \/E} =: Dy, a vetiilet képe ezeknek a
metszete, elég azt latni, hogy ezek kilon-kilon zartak. x-ben a g; generatorok fokait
jeloljuk d;-vel. I, NSy 2 Sq kellene, szintenként. Ha d; > d ez nincs benne a szintben,
ha d; < d, akkor raszorozhatunk valamilyen d — d; fokd monommal ami pont a d.
szinten lesz. Kovetkezéleg Iy N Sq = {g; * * : |a| = d — d;} alakd a
generatorrendszere az idealnak. Akkor kisebb ez az ideal szigordan, ha az y-ra van egy
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egyenletlink. Felirunk egy nagy matrixot az egyltthatdkbol, és megmutatjuk, hogy minden
d X d-es minor nulla lesz.

S, vektortér k felett, z° : | 3| = d alaki monomok generaljak. A metszetet

> y|=d, @ (y)@7 T alak polinomok generaljak, ebbdl kapjuk az (a.,(y)) matrixot. Ha a
rangja maximalis, akkor az egész metszet lires, mert kigeneraltuk az egész szintet. Ha nem
maximalis, akkor az 6szses megfelel6 méretll minornak a determinansa nulla kell legyen,
ezek megadjak az egyenleteit ennek a szintnek, latjuk hogy zart. g.e.d

Példa: P* — P? veronese [z} : z122 : x3]. P x A%-ben uzi = 23, z2v = z122

alaku zartat leprojektaljuk A2-be.

NV T SRS N2 R A
[. o \ o —u m
o { & -
7.2 ° { ~V o f —V ©
© © J —V

a masodfokd monomoknal nincs elég tag,

esélytelen kigeneralni Sy-t. o
Itt pontosan ennek a determinansnak kell

eltdnnie.

2

A harmadfokd determinanst kiszamolva v* — wu-t latunk, a tovabbiakban sem fogunk

tobbet talalni, ez a kép, és valdban zart.

v Tétel: X irreducibilis projektiv algebrai halmaz, akkor Ox (X) = k, csak konstans
globalis regularis fliggvények vannak.

¢ : X — Al regularis, athizhatjuk a A < P! beagyazason, im¢ C P! zart. A
projektiv egyenesen zart halmaz véges sok pont, vagy az egész tér/ires, de mivel a
képe Al-ben van, az egész egyenes nem lehet. Mivel irreducibilis képe irreducibilis,
ezért nem lehet egynél tdbb pont, vagyis valoban allandé.

Alkalmazas: P* O {X;| X, d-ed foku hiperfeliilet}, ennek a paramétertere a vy, 4 :
P™ — PN Veronese leképezés képe(nek a dudlisa). Az a feltétel, hogy valamely d.fokd
Mo P, PNud 3 szorzassal egy

regularis leképezés (PMnt = X4|Sq = Sk * Sq_i, a hasadd hiperfeliiletek tere). Ezen ¢y,

hiperfeliilet hasad egy zart feltétel lesz. PVet x P

-k képének unioja lesz a hasado polinomk tere, véges sok zart halmaz unidja pedig zart,
mint allitottuk.
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5.

X C P" projektiv varietas.

S =k[0 ...,x,] gradalt gyrt. P,Q € S, és a fokuk egyenld, akkor P™ \ {Q =
0} — Al-en joldefinialt a P/Q fuggvény. Racionalis fliggvények lesznek ezek
megszoritasai lesznek X -en, ha Q ¢ I(X'). Masképp, az ilyen P /() alak fiiggvények
egy gy(r(t alkotnak, ezt a gy(r(t faktorizaljuk a P € I(X) ideéllal. Ez egy test is lesz,
hiszen a nemnulla elemeket kell invertélni, ergo a P 7 I(X) elemeket, de ekkor @/ P-
nek is van értelme.

Egy adott reprezentans persze csak ott értelmes, ahol a nevezdje nem nulla, kiilonb6z6
reprezentansok viszont lehet hogy méshol értelmezettek. ¢ € K (X)), akkor létezik egy
P/Q\Q;o reprezentans, ami megegyezik ¢-vel. Ez elengendd, ha egy irreducibilis
halmazon tudunk egy (folytonos) fliggvényt, akkor kiterjed folytonosan mindenhova, igy
hasonléan definidlhaté K (U), ahol Unyilt része egy irreducibilisnek, és ez mindig meg
fog egyezni a K (X)-el.

Kontrasztban a regularis fliggvények estével itt nem az izomorfiatipust kédoljuk, csak azt,

hogy egy-egy nyilt izomorf-e a két varietasban.

xz € X, nézziink egy ¢ € K (X), ¢ regularis z-ben, ha létezik reprezentans, aminek a
nevezdje nem tlnik el a pontban. Ez lesz az Ox - a regularis figgvények gydrije. Ha
vesziink egy nyiltat, ugyanigy értelmezhetjik az Ox (U)-t, az U-n regularis fliggvényeket.

Q Vigyazat, lehet, hogy kiilonb6z6 pontokhoz kiilénb6zd reprezentans kell!

Ebbdl kapunk megint egy kévét, a regularis fliggvények kévéjét.

X D U — A™ koordinatanként regularisként tudjuk definialni, ebbdl kapunk két

varietas nyiltjai kozott is figgvényeket. P* D X D U-r6l' Y N AT"-be legyen regularis

mindegyik térképen, igy kapunk egy « +— [pg : - - - : p,,| azonos foki homogén

polinomok, és minden ponthoz legalabb az egyik nem nulla.

Példa P™ ——» P™ 1 vetités. [zg : -+ : @] > [To -+ : T,_1], ugye ez csak az [0 :
-+ : 1] pont komplementerén értelmezett, de itt regularis, és minden jo. {:132 + y3 +

23 = 0} = C C P2 ezen a kidobott pont nincsen rajta, tehat ez regulérisan vetil P-
be.

Mikor tudunk visszahdzni egy regularis fliggvényt?
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Legyen U — V regularis, minde V -n regularis fliggvényt prekomponalhatunk ¢-vel, ez
egy Ox (¢ H(W)) < Oy (W) leképezést ad. Mivan ha racionélis leképezéseket
akarunk visszah(zni? Egy racionalis figgvény csak egy nyilton van értelmezve, ha a ¢ képe
benne van a figgvényiink értékkészletében. Ezt tudjuk garantalni, ha a ¢ domindns, vagyis
a képe tartalmaz nyiltat.

[] HF az el6bb megadott vetités dominans, sét szlrjektiv.

P'-en a racionalis fiiggvények pont az egyvaltozds racionalis fliggvények teste, a
leképezés utan Q(k[z,y]/(z3 + y> + 1))-et kapunk, a faktoralt polinomgytirG
hanyadostestét. Ez egy harmadfokd bévités, ami megfelel annak, hogy egy haromszoros
fedésiink van a vetitésnél C — P

Segre

prox pm 22y plntl)m+l) -1 hasqvazas az Gsszes lehetséges paronkénti szorzatokkal.
A képe X, .. Vessziik a valtozokat, mint egy [z;;] € My, 11 m+1, mikor vagyunk a
képben? Tekintstk az (g, - - ., Zn )T (Y0, - - - , Ym ) diadikus szorzatot, ennek a képe a
Segre képe, ergo hogy mikor lehet egy k™! — k™! |eképezést athizni az
egydimenzios vektortéren. Tehat pontosan az 1 rangu matrixok kellenek (a nullmatrix
projektivizalas utan eltnik). Olyan tipusu egyenleteket kapunk, hogy

det(zijxir; Tz ) = 0, ezekbdl az dsszeset.

Ebbdl, a szorzatban a zartak megkaphatdak ugy, hogy vesziink két homogén polinomot,
és egyutt homogenizalva kapunk egy visszahuzottat.

A projektiv tér hipersikjait parametrizalja a dualis projektiv tér. Valamilyen linearis forma
kell nulla legyen. Huzzuk vissza H, = ) x;;a;;-t a Segrével, ez > | x;y;a;;. Ez pont az
imSnm N H, metszet, valodi zart a szorzatban.

Dualis tér

C C P% F(zg,...,%,) = 0 egyenlettel, deg F' = d. Legyen sima, p = [z : 1 :
x2] € C. A hatvanysort felirva F'(yo,y1,y2) = F(xo,z1,22) + > 0 F(p)(y; —
z;)+ > 0;;F . ... Minden ponthoz felirhatjuk az érinté egyenletét ebbdl, ha szingularis

ez mindenhol egy nemelfajult egyenes, ez (illetve ennek az iranya) egy pont a dualis P2
ben.

P%2 x P¥ 5> {(x,H,) : © € H,}, ezt vetitve az els6 tagra pont a projektivizalt
érintényalabot kapjuk. Ezt a nyalabot visszahUzhatjuk egy gorbe f6lé, ennek lesz szelése,
mert egyértelmU érintdiranya van, mig a teljes nyaldbnak nem lesz, van egy Euler
obstrukcionk. Ha a gorbérdl a dualis térbe megylink, minden ponthoz az érintgjét
rendeljiik ez lesz C' dudlis gorbéje.
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A dualis gorbe dudlisa visszaadja az eredetit, de a fokszdm nagyon valtozhat, a dudalis
gorbe lehet nagyon szingularis. Sima gérbénél d(d — 1) foku lesz, egy generikus egyenes
metszése a dualis gorbével pont azt jelenti, hogy egy adott ponton keresztili
egyenessereg hany tagja érinti az eredeti C' gorbét, ez egy Bezout tétel.

Nem sima gorbék esetén sok mas torténhet, egy linearis goérbe dualis sokasaga egyetlen
pont példaul. Sima duélisa sosem sima példaul.

[] HF 23 + 9% + 23 = 0-nak mi a duélisa? [z2 : y? : 22| a parcialis derivaltak, kétszer

négyzetreemelve [u : v : w] dudlis térbeli elemekkel megoldhaté. z3 + y3 = —7"

Mi a projektiv tér (ko)homolégiaja? Csak paros cellaink vannak, H,(PZ) = Z paros
dimenziéban ¢ = 2n-ig, nulla egyébként. Dualisan H*(P") = Z|[a]/a™ ", ahol a €
H? Ebbél H*(P™ x P™) = Z[a, B]/(a™, B™1). Visszahlzunk a Segrével egy
hipersikot, ennek a H?-ben kell élnie, mert a kodimenzidja 2. Mivel a visszahuzas
fuggetlen attol h melyik hipersikot valasztjuk, a viszahuzottat valaszthatjuk olyannak, hogy
hasadjon egy Tes és egy yos tag szorzataként, és latjuk hogy a visszahuzott elem o + 3
lesz.

(njlm) foku lesz a Segre, elvagjuk nn + m darab hipersikkal, ez megfelel a
kohomolégidban az (o + B)™ ™ hatvanynak, ebben csak egy tag lesz, ennek az

e sz

1.

X egy kvaziprojektiv varietas, irreducibilis. Legyen X = Z1 \ Z2 ahol Z; C P™ zértak.
K = K(X) aracionlis fliggvények teste rajta, akar kéveként is kezelhetjik, de ez persze
mindenkihez K (U) = K (X)-et rendeli irreducibilitds miatt.

Kell még az Ox struktirakéve is, a szokasos definicioval, ez persze egy kéve. K* =
U(K(X)) = K(X)\O0, és hasonléan az O% is egy kéve lesz, definicidja hasonlé Ox -
hez, de csak a seholsem nulla fliggvényeket tekintjik, ez egy multiplikativ csoport lesz.

Cartier Divizorok
Definicié: D = (Ua, fa), ahol U, véges fedés X -en, és fo € K(Uy) = K*, és
falvanus - f8lvanus € OL(Us N Upg).

Ez valami olyasmi, hogy az egyik fliggvény gyokei a masik reciprokanak
poélusaival kiejtik egymast, ez kel lahhoz, hogy 6sszeragadjanak ezek a
fuggveények egy globalis divizorra.
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Lesz még egy ekvivalenciarelacié is. Mikor lesz D1 = Dy?
1. Finomitas: (Uy, fa)-nak finomiasa (V3, g3) hogy VB3aVs C Uy, és g = falu..

2. (Ua, fa) = (V3, g8). ha létezik kdzds finomitasuk (W, f) és (W5, gy) dgy, hogy
ffyg,?1 € O*(WV). (a fUggvényeket megszoritottuk a k6zds finomitashoz.)

Q Ezek a szelései a K*/O* faktorkévének.

Jelslés: CaDiv(X) = {(Uq, fa)}/ = a Cartier divizorok halmaza.

Ez egy csoport! Egységeleme (U,, 1) = (X, 1), a mavelet (Uy, fo) + (V3, 9p)
definialasahoz vesziink egy kézos finomitast (W, fy), (W, gy) — (W,, f1g,) lesz a
szorzat. Végiil az inverz (Ua, fa) = (Ua, fo ).

Példa: P! -en egy pontnak a divizora. Lefedjik C; U+ Cy a szokésos médon, z = 1/y,

stb. Vegyiik az elsé térképen a (Cy, 1) dolgot, a masikon akkor (Cy, y)-t kell vegyiik, a
kozos részen 1y~1 € O* (P! \ {0, c0}) valdban teljesl.

Példa: (Cz,x — 1), (Cy, (y — 1)y*) megint egy jol ragadé divizor lesz, (y —
1)y*/(z — 1) = —y®*1, és ez is valdban invertalhato.

HF: P™-en hasonlot lehet csinalni. Cy,, stb térképeket vehetiink, az elsén megint
(Cy,, 1)-et vegyik, (Cy, , @) 1<i<n, €z 8sszeragad és megadja a végtelen tavoli
hipersikjat az elsd térképnek.

Principialis Cartier divizorok

K* — CaDiv(X) f — (X, f), a divizorok amiket globalisan egy racionalis fliggvény
vag ki, ez nyilvan részcsoport lesz, ezeket hivjuk principialisnak. D1 ~ Da lineérisan
ekvivalensnek mondjuk éket, ha Dy — D egy principialis Cartier divizor (natur
csoportfaktorizalas). Ezt jelsljuk CaCl(X).

Példa: {(Cq, @), (Cs,1)} = Dy lesz az egyik, mondjuk D;. A masik legyen
{(Ca,1),(Cs,B)} = D2, allitjuk hogy D1 ~ D3. Valéban D1 — Dy =

{(Ca, ), (Cs,1/B)}, ez megfelel a globalisan definialt z /y fiiggvénynek.

Kis térképezési gondok, [a : 1], [1 : B] a két affin koordinatazas, és
ezekbél all 6ssze a [z : y] homogénekkel a P,

HF {(Ca, [[(a — @;)™), (Cp,...)} ahol a B = 0 nem eleme a divizornak amikor
kiterjesztjiik. Allitjuk, hogy két ilyen alakd Cartier divizorra Dy ~ Dy <> > my; =

Z m;o.
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Példa: C' C P?, deg C = 2 allitjuk, hogy barmely pont ekvivalens barmely masikkal.

b g1

A két egyenes egyenletét elosztva ez K*(C') beli elemet reprezental, vagyis p ~ ¢
tetszéleges pontparra.

Ha a fokszam harom ez elromlik, egy pont képét elbirhatjuk, de a masikat ez mar kijeldli.

Példa: CaCl(A™) = 0.U; = {g; = 0} két térkép (fedjék le A"-et!), ahol g1, g2 €
klx1,..., o). Vegyik {(U1, f1), (U2, f2)} divizort. Szorzunk £, *-el globalisan,
elérhetjik hogy { (U1, h1), (Us, 1)} alaki legyen. A ragasztasi feltétel miatt hy |y, np, €
O*(U, NUy), ez a gyara k[x1, ..., 2,][gr ", g5 1] lesz. Vagyis hy itt g7 g8 alakd lesz.
Modulo linearis ekvivalencia atszorozhatunk g;b—vel, majd a divizorok korabbi
ekvialenciaja szerint g; invretalhat6 U;-n, és kapjuk, hogy ezek mind trivialisak.

Q (X, f) = D, ahol f € K* egy principiélis divizor, D ~ 1

HF: CaCl(P") = Z

Invertalhato kévék

X irreducibilis. Van az Ox struktirakévénk. Szeretnénk egy olyan kévét legyartani, ami
Ox modulus lesz.

Ez azt jelenti, hogy V U : F'(U) egy Ox (U) modulus Ggy, hogy kompatibilis
legyen a megszoritassal.

Egy F' kéve invertdlhaté, ha lokalisan F' szabad 1-rangii O x modulus. Vagyis létezik U,
fedés, hogy F'(Us) = fo - Ox(Ua), ahol fo € F(Uy).

Lokalisan trivialis vonalnyalabok
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a5 X tgy, hogyVz € X p 1(x) = k avonalnyalab.

Va3U >z, hogy p 1 (U) Uk és p = pri ¢ teljesiil, ekkor lokalisan trivialis.
Attérési fiiggvények, kociklusstrukturak, stb.

Jeldliuk T'(V, ) a V' C X feletti szeléseit a-nak. Ha vesziink egy f € Ox (V) elemet,
s € T'(V, ), akkor fs a fibrumonkénti szorzassal megint egy ilyen lokalis szelést ad,
tehat ez egy kéve lesz, ami modulus Ox felett.

Invertalhato is lesz, hiszen lokalisan trivialis nyalabot a lokalis trivializalas kifesziti, ez adja
hogy ¢ lokalisan szabad kéve lesz.

Ha F invertalhatd, akkor létezik egy L lokalisan trivialis vonalnyalab Ggy, hogy F'(U) =
(U, L).

Az invertalhat6sag miatt létezik egy olyan fedése X -nek ugy, hogy F'(U,) egy szabad
Ox (U,) modulus vagyis F(Uy,) = fo - Ox(Uy,) valamilyen f, fuggvényre. ...

8.

X kvaziprojektiv irreducibilis. Van rajta a K racionalis fliggvénytest.

CaDiv(X) &ll U, fedésekbdl, és mindegyik nyilton egy f, € K (U, ) fliggvény, és
kikotjiik, hogy fa]mfgl |n € O*(N) a megfeleld nyiltak metszetén. Volt a naiv
ekvivalenciank finoitassal, és a masik, hogy szorozhatunk O* (Uy ) elemekkel, ez
ugyanazon divizort eredményezi. Ez a komponensenkénti szorzasra csoportot alkot.

f = (X, f) egy leképezés K* — CaDiv(X), ezeket hivjuk principialis Cartier
divizoroknak, ezekkel ha lefaktoralunk (ezt hivjuk linearis ekvivalencianak) kapjuk meg a
CaCl(X) Cartier osztalycsoportot.

A masik oldalon k-vonalnyalabok X felett, vagyis olyan JF lokalisan szabad Ox
modulusok, amiknek a rangja 1, ergo minden pontnak van olyan kérnyezete, amire az
Flva = baOx |y, teljestl valami b, € F(U,). Ezzel ekvivalensen a standard lokalisan
trivialis vektornyalab, ahol a fibrumdimenzié 1. U, fedés, és gag ragasztoleképezések

k* = GL(1, k)-ba amikre teljesiil a kociklusfeltétel (ggygas = Gay)- Most L = LU, X
k x a/ ~. Ahol (z,7,a) ~ (x,9ss(T), B) az ekvivalenciarelacio.

Pic(X) avonalnyalabok csoportja modulo izomorfizmus.

Szeretnénk egy C'aDiv(X ) elemhez szerkeszteni vonalnyalabot. A gg, : Usg N U, —
k* a fojlf/g képlettel definialva, kociklus lesz a divizortulajdonsagai miatt.

Vilagos, hogy a divizorok 6sszege pont a tenzorszorzatot fogja indukalni ennél a
konstrukciénal, vagyis ez egy csoporthomomorfizmus lesz. Vilagos tovabba, hogy
principialis divizorokhoz a trivialis nyalab tartozik, egy ragasztoleképezésiink lesz, és az az
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A , .
identitas, vagyis ez a leképezés athuzodik CaCl(X ) — Pic(X) homomorfizmussa.
Azt szeretnénk megmutatni, hogy ez izo.

Hogyan lehet egy vonalnyalabbél divizort kapni? L egy vonalnyalab, egy szelés X felett
egy X — L leképezés az identitas felett. Egy ilyen slu, = (z, so(x), @) alaku lesz
lokalisan, és kompatibilis a trivializaciokkal, vagyis s () = gga () sa () teljesil a
metszet minden pontjaban.

Ha kiindulunk egy Uy, fao divizorbdl, megszerkesztjik hozza L-et. Ha veszek ennek egy
racionalis szelését azt kapjuk, hogy sgs, " = gga lokalisan, ami tovabb egyenld fs f, t-
val, és latjuk, hogy sg/fz € K*(Ug), s igy a masik térképen. Eszerint, mivel ezek a
hanyadosok identikusan ragadnak, létezik egy globalis racionalis figgvény h, ami minden
U, -n megszorul 8,/ fo-ként. Mindez azza kulminalédik, hogy az U, f, Cartier divizor
linearisan ekvivalens Uy, $q-val. A szirjektivitashoz sziikséges még, hogy létezzen mindig
racionalis szelés, ez a priori egyaltalan nem vilagos.

Injektivitdshoz meghatarozzuk a magot. Az egységelem a Picard csoportban a trivialis
nyalab, ekvivalensen maga a struktdrakéve. Vesszik a konstans 1 szelést a szorzaton, az
eddigiekbdl visszakapjuk a trivialis divizort, vagyis pontosan a principialis divizorok
alkotjak a magot.

Meggondoljuk, hogy létezik mindig racionalis szelés, és ezzel a szlrjektivitas is készen lesz.
Kivalasztjuk a kedvenc U,, -t, ezen s = 1 legyen. Barmely két nyilt 6sszemetsz az
irreducibilitas miatt, és kapjuk, hogy valamely U, térképen s, = gqq, alaku lesz. Vegyiik
észre, hogy a metszeteken valéban O*-beli lesz ez a fiiggvény, hiszen a
ragasztoleképezések ilyenek. O*(N) C O(N) C K(N) C K. A kociklus relaciok adjak
azt, hogy ez eqgy joldefinialt szelést fog adni.

Vegylk észre, hogy vastagon ki van hasznalva, hogy a racionalis fliggvények
kévéje konstans kéve X -en!

[ masképp. Minden Cartier divizorhoz akarunk egy lokalisan szabad O x modulust.
F(U,) = f;1O(U,) C K, két kérnyezet metszetén ez szépen fog viselkedni, mert
fafﬂ_l invertalhato Ox (M)-ben.

Weil divizorok

X irreducibilis, normalis. D C X zart irreducibilis, kodimenzidja 1. Div(X) :=

{d n;D;|n; € Z, D; Weil divizor} a divizorosztalycsoport. f € K* racionalis
figgvényhez divf = > n;D; alaki lesz, venni kell f zérushelyeit, és pSlushelyeit, ezek
irreducibilis komponensein megnézhetjiik mekkora f multiplicitasa, ezek lesznek az n;-k,
a Div(X)/K*-ot nevezzik Cl(X )-nek.
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Sima esetben ez megegyezik a Cartier divizorosztallyal, de altalaban nem
mindig!

Példa: {zy = 2%} = X, egy kip egy szinguléris ponttal. Felfijunk az origéban, X -ban a
gorbe felemeltjének -2 lesz az Gnmetszése. Az x tengely benne van ebben a sokasagban,
két egyenlettel ki tudjuk vagni, de nem vilagos, hogy lehet-e egyel. {y = 0} ennek az
egyenesnek a kétszeresét metszik ki, pont érinteni fogja ezt a kipot, ez Cartier divizor.

Allités: {y = z = 0} C X nem Cartier.

Meggondoltuk, hogy a blowupdiagramja egyponti —2-es euler szammal. Az
invertalos egyenletbdl, ha 1 multiplicitassal akarunk egy principialis divizort tenni r3,
akkor —2m + 1 = 0-t kellene egészek felett megoldanunk, ez nem fog menni.

9.

C' sima gérbe (projektiv). Div(C) = {ZpGC npp}, ez ugye Z < p >pec, csoport az
dsszeadasra. Princ(C')-hez tekintiink racionalis fliggvényeket, dsszeadjuk a gydkoket,
kivonjuk a polusokat algebrai multiplicitassal. Ebbdl kapjuk az osztalycsoportot
faktorizacioval, CI(C) = Div(C)/Princ(C).

Mult 6ran néztik, hogy CaDiv(C) <+ Div(C), ez el6bbiben lokalisan megadott
fuggvények vannak, értelmes a divizorukat tekinteni, mert a metszeten se polusa se gyoke
nem lesz a kiilénb6z6 nyiltakon megadott fliggvényeknek. A masik irdnyhoz az kell, hogy
minden divizornak van lokalis egyenlete. Globalisan ugye nem feltétlenil lehet, de
lokalisan maybe. Kellene, hogy minden p-hez létezik U, nyilt, és egy f lokalis egyenlet,
amire div f = p.

Most p zart, hiszen tekinthetjik a p-n atmend hipersikokat, ezek idealja kivagja a
pontot. Egy generikus egyenest vegytink p-n keresztul, ennek a divizorap +¢q1 + . . .,
ezt a tobbi metszéspontot kidobva, és hasonldéan egy masik egyenesre ami elkerdli p-t,
kidobva a gydkeit Ly / Lo divizora pontosan az lesz amit szeretnénk a C' \

{q1...,71,...} nyilton.
Cél: kiszamolni a divizorosztalycsoportot.
Példa: C = A, erre C1(C) = 0, hiszen &=p ~ (), azx — p és 1/(x — p) figgvényeken
keresztul.

Példa: C = Pl, itt is barmelyik két pont ekvivalens szintén, de nem az Uressel.
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Létezik egy Div(X) — Z morfizmus, projektiv esetben ez athizédik egy Cl(X) — Z
morfizmussa, ehhez kell az a tétel, hogy projektiv varietason principialis divizorra a
gyokok-polusok szam mindig nulla. Ezt lattuk komplex esetben kftn, de altalaban is igaz.

Visszatérve a példara Y . n, P = (D _ n,)po alakban atirhatjuk, hiszen barmelyik pont
kicserélhetd barmelyik masikra, és latjuk, hogy ennek a deg-nek nevezett leképezésnek a
magja pont a principialis divizorok, tehat azok, ahol az egyitthatok dsszege 0, tehat az
osztalycsoport pontosan Z, hiszen vilagos, hogy deg szlirjektiv.

C C P? sima. Kivagja a ¢ = 0 egyenlet, a fiiggvények f /g alaktak azonosfoku
homogének ugy, hogy ¢ /kf, g, hogy a K*-beli elemet reprezentaljanak. Mi lesz ennek a

divizora? Pontosan > o7 1) i (S5 F)P — 2o 4ccnz(q) ta (€ 9)q alakban adddik, ezt a
metszetmultiplicitast, mint tavaly tanultuk a lokalis gylr( faktoranak a dimenziéjaként
szamolhatjuk.

Bézout tétel: f, c két homogén polinom, tekinthetsiik a metszéspontokra a Y %,( f, c)
dsszeget, a tétel azt allitja, hogy ez deg cdeg f. Ebbél kévetkezik valdban, hogy egy
principiélis divizornak valéban 0 lesz a képe a Div(X ) — Z leképezésnél, és projektiv
esetben kapunk egy deg : Cl(X) — Z szirjektiv leképezést. Ez val6jaban a divizorhoz
tartozd L vonalnyalab elsé chern osztalyat adja meg (kiértékelve a bazison?).
Definicié: C°(X) := ker deg. Ezt szeretnénk megértenia 0 — C1°(X) —

d
CI(X) =25 Z — 0 sorozatban, a t&bbi vilagos lol.
deg C' = 2, mit kapunk? Vegylink két pontot p és g, vegyiink egy s pontot, kdssiik ssze
mindkettével, a hanyadosuk fogja tanusitani, hogy p ~ g, hiszen a divizorap + s —

(g +s).
Allités: C' sima, génusza g, akkor C1°(C) = C9/729 ~ (S1)%.

C C CP? degC = d, akkor g(C) = (d — 1)(d — 2)/2, ha egy, vagy ketté
a fok, akkor a C1° = 0, ha 3 a fok, akkor kapunk egy C’/Z2—et.

Csoda: Létezik harmadfokl gérbén egy dsszeadas, és (C', +) komplex Lie-csoport

izomorf C1%(C)-vel.

C C CP? harmadfoki sima gérbe. Valasztunk rajta egy O pontot, és definialni

szeretnénk rajta egy 6sszeadast. Vesziink egy L xy egyenest, a metszete a C-vel X +

Y 4+ 5, ha X =Y, akkor érint6t hizunk be, ha inflexios pont, akkor S'is X lesz X @Y
az Lso N C harmadik metszéspontja lesz. Kommutativitas vilagos, egységelem az O lesz,
a mUvelet két gyenese egybe fog esni, és visszakapjuk, hogy X + O = X. Keresiink
inverzet is. Hizzunk érint6t az O-ba, a harmadik metszéspont legyen K, és tekintsiik az
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L x i harmadik metszéspontjat a gorbével, ez lesz az inverz. Asszociativitas nehéz, hazi
feldat.

Van most egy (C, O, @) csoportunk, lehet szerkeszteni egy izomorfizmust, hogyha
ugyanzen a goérbén egy masik O’-t valasztunk nullasnak.

Hasonlitsuk most dssze a divizorosztalycsoporttal ezt. C1°-ban > npp alakd dolgok
éInek, a masik csoportban csak sima pontok a C-n. p — p — 0 lesz az egyik leképezés,
ellendrizni kell, hogy joldefinialt, és h csoportmorfizmus. Utébbihoz arra van sziikség,
hogy p @ q — 0 ~ p — 0 + q — 0. Ezt pontosan tanusitja az 6sszeghez szlikséges két
egyenes hanyadosa, ennek a divizorap® g+ o0 + s — p — q — 8, és ez ekvivalens azzal
amit allitottunk. Injektivitas, szlrjektivitds nem vildgos egyeldre.

A masik iranyban elészor vegytnk egy Div®(C) — (C, o, @) leképezést, ezt tigy
csinaljuk, hogy ¥ : > npp — P, @17 p (esetleg kivonva, hogyha n, < 0). Ahhoz, hogy
ez értelmes legyen a divizorosztalycsoportban kellene, hogy principialis divizorok képe 0.

Tétel: (D ip(c, f)p) = deg fK, vagyis csak deg f-tél fiigg.

Ellenérizhetjik példaul egyenesekre, harom pont 6sszege mindig a K pont lesz.

10.

Tétel (Bézout): C', D C C'P? gy, hogy nincs kzos komponensiik. Y onp i(C, D)o =
deg C deg D.

Tétel (1. hasadasi): C, D C CP? azonos foktak, mondjukc. CN D = P, + -+ + P..
Ha létezik egy E irreducibilis, aminek a foka e < ¢, hogy Py, ..., P.. € E, akkor létezik

egy masik F' gorbe, aminek a foka ¢ — e, és a tobbi metszéspontot tartalmazza

PC€+17"'7PC2 EF

C = {c =0}, és D = {d = 0}, tekinthetjik az acc + Bd alakl egyenleteket egy
CP!-el paraméterezve. Ez nevezziik Cy.5-nak, vilagos, hogy mindegyik tartalmazza a
metszéspontokat, szintén d-fokd. Tovabba minden Q € CP?-re létezik « : B, hogy
Q € Cq:5. Ha a Q nem valamelyik P;, akkor valamelyik tag a kombinacidban nem
nulla, és megoldhatjuk a homogén linearis egyenletet a paraméterekre. Vegylink az E -
n egy generikus pontot (nem metszéspont). Vessziik azt a tagot a pencilbél, ami ezt a
() € E-ttartalmazza, eza Cy.5 az E-t ec + 1 pontban metszi, vagyis van k6zos
komponensiik, mivel E irreducibilis, emiatt Cy.5 = E U F', ismét a Bézout tétel miatt
ez az F' megfeleld.

C C CP? harmadfokd sima, O € C, kellene
hogy ez egy csoport. Asszociativitast nem lattuk
még. Kell, hogy A, B & C, Q kollinearis.
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Hasadasi tételt akarjuk alkalmazni, C = C'
legyen, D = Lapp U L¢ 4¢B,0 U Lo,BaC,R-
Most C' N D pont az érdekes pontok a gérbén
az 6sszeadashoz. Lehasitjuk az LcBr-t, ezen
rajta van 3 pont, a maradék 6 egy masodfokdn
fog elhelyezkedni, létezik egy F', masodokfu
aminrajtavan A,0,B + C, A+ B, P, Q. Itt
most O, A + B, P is kollinearis, de egy
masodfokulval csak két metszéspont lehetne,

A harmadfokud csoportjanak az

vagyis ez a masodfoku két egyenesre bomlik, és ©50pO
pont ezt akartuk belatni. asszociativitass

Tétel (2. hasadasi): Most legyen C' n fokd, D m fokd, P; az nm darab metszéspont. Ha
létezik egy L egyenes, hogy P, ..., P, € L, akkor létezik egy F' m — 1 fokd, ami
tartalmazza a tobbi pontot.

Ham = m az 1. hasadasibdl készen vagyunk. Ha m < n, akkor megint Bézout. L N
D-nek tdobb metszéspontja van mint lehetne a tétel miatt, ezért mar maga a D hasad.
A masik iranyban legyen L = {zy = 0}, ¢, d a megfelelé gérbék egyenletei. D|, C

C|-bdl kdvetkezik, hogy d|zo—0|¢|zo—0. tehat c(0, z1, z3) =

a(z1,x2)d(0, 21, z2), tehat a kildénbség oszthatd xp-al, kiemelés utan ami f marad

megfeleld lesz.

C harmadfoku sima komplex projektiv, O € C fix. Elvagjuk egy D d-fokuval, kapunk 3d
pontot, de ez nem akarmilyen divizor lehet! Azt allitjuk, hogy a harmadfokd csoportjaban
a pontok dsszege mindig @4K, ahol K az Loo N C pontot jeldli.

Indukciéhoz szeretnénk talalni 3 kollinearis
pontot, ilyen nem mindig lesz sajnos, ugyhogy
kell egy csel. d = 1 vilagos. Ha d > 2, akkor
3d > 6. Hozzavessziik D-hez Lrgg-et, ennek a
C-vel vett metszete a P, pontok, ésaT, S, R
pontokat. Ebbdl lehasitjuk az L p, p, r-et, marad
aPs,...,P3,T,S pontokat, majd lehasitjuk
az Lp, p, 7-t, és kapjuk, hogy a P5, ..., S rajta

van egy d — 1 fokd gérbén. Indukciobol Abra a bizonyitashoz
ezeknek az dsszege (d — 1) K, tovabba a két

lehasitott pontharmas 6sszege is K lesz

kdnnyen ellendrizhetéen, ezzel az indukcio kész.
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Van egy leképezésiink a Divizorcsoportbdl a harmadfoku belsé 6sszeadasaba az evidens
maodon, joldefinialt, mert a divizorcsoport szabad. Az kellene, hogy ennél a leképezésnél a
principialis divizorok nullaba menjenek, hogy athuzdodjon a divizorosztalycsoportra. Az
el6bb bizonyitott tétel szerint minden principialis divizor dK — dK -ba megy, vagyis
valoban (hiszen a szamlald és a nevez6 azonosfokl és a metszéspontokat adjuk dssze a
gydkokben s a pdlusokban). Tehat van egyCl(C), + — C, O, & leképezésiink.

A masik iranyban C, O, ®-bél képezziink C1°-ba egy leképezés P — P — O, mert
nulla fokd divizorokat akarunk most. Latjuk, hogy a kompozicio identikus az egyik
iranyban P — P — O — P © O = P, tehat ez a leképezés injektiv. Ha van egy

> P, — > Q; nullfokd divizorunk szeretnénk belatni, hogy Ot lehet indukalni a belsé
dsszeadasbol. Két pont 6sszeadasahoz kapott két egyenes hanyadosat felirva Py + Py +
S — O — P, & P, — S linearisan ekvivalens a nullaval, tehat a két pont divizorésszege
linearisan ekvivalens a belsé 6sszegével plusz még O-val. Ezt olytatva d pont dsszege a
belsé dsszegiik, és d — 1-szer az O. Tehét tetszbleges divizor lineéris ekvivalens P’ — Q’-
vel, és erre a két pontra elvégezve az 6sszegzést mégegyszer latjuk, hogy valamely P-re
P + O alaku. Latjuk tehét, hogy a C1°(C') nullfokd divizorosztalycsoport izomorf a belsé
geometria csoportjaval. Ebbél kdvtkezéen a belsé dsszeadas csoportja fiiggetlen az O
pont valasztasatol, hiszen ClO(C) definiciéjaban nem vettlink semmi ilyesmit, a pontot a
konkrét izomorfizmus valasztasa jeldli ki.

Integralas algebrai gorbéken

gyok alatt egy masodokd mondjuk, altalaban nem lehet kiszamolni explicite, de
atkoordinatazva mar egy masodfoku gorbén kell integralni, nem csak a valds egyenesen,
ez biracionalis egy projektiv egyenessel, azt fel tudjuk paraméterezni, és igy kiszamolhato
az integral. Ez megvan, johet most harmadfoku a gyok alatt, ezt atparaméterezve y2 =
ax3 + - -+ + d, ez mar nem biracionalis valami széppel.

/ Vaz® + bz + cR(z)dz — / o () R(z (b)) (t)dt

v =ax’ +bz+c

Legyen most C' sima d foku projektiv gérbe. p € C régzitett. Az affin egyenesen 1-
formakat szeretlink integralni pl. fv w fluggetlen az Gt homotdpiaosztalyatél ha dw = 0. A
gorbénk egy Riemann feliilet, valamennyi génusszal, vesziink egy masik po pontot, egy v
utat a két pont kozott, legyen tovabba w egy holomor globalis 1-forma. Ip, - (w) jelolje az
integralt, ez zart forméakra csak a homotopikus tipustol fligg. Bazist valasztunk a

HO(C', Qé)—nek, Riemann egy tétele azt mondja, hogy a dimenzidja pont a génusz lesz.
A téruszon pl ez a dz-nek a faktora lesz, hiszen ez eltolasra invarians.

(Ipyy(W1)y -y Iy y(wy)) € C9, ahol w; a bazisa a globalis holomorf
differencialformaknak. 1, . . . , y24 bézis legyen a H1(C, Z)-ben. Kiszdmoljuk
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mindegyiken az integralokat, kapjuk a I, -, (wj) matrixot. Ezzel kapunk egy
racspontrendszert CY-ben. Ezzel kifaktorizalva kapjuk, hogy a fenti

(Ipgy(w1), -« -+ s Ipy v (wyq)) € C9/A vektor fiiggetlen az Ut valasztasatdl, vagy homotdp
két Ut, vagy az Osszelizésiik egy zart gorbe, és pont azokkal altal generalt raccsal
faktorizaltunk ki. Milyen ambiguitas van a pgp pont megvalasztasaban Ugyanezen
leképezést tekinthetjik a Div(C)-bél is, a megfeleld egyiitthatokkal dsszeadva az
integralokat, mindegy hogy milyen Gton megytink a kedvenc pontunkbél a divizor
pontjaiba az eddigi konstrukcié miatt. Most kicseréljik pg-t valami gg-ra. Vesziink egy «
utat a két pont kozott, és az integralok additivitasat hasznaljuk. A divizorcsoportra ha ezt
4tvissziik, ugyanez fog térténni, de ha a divizor fokszama » | m;, akkor ennyiszer lesz
hozzéadva az f;;o w I, ~(w)-hoz, hogy Iy, ~ (w)-t kapjunk. Vilagos tehat, hogy a
DivO(C)—re ez igy bazispontfliggetlen lesz. Végsdsoron kapunk egy DivO(C’) —
C9/Z* leképezést.

Tétel (Abel): Az imént megadott leképezés magja pontosan a principialis divizorokbal all.
Kovetkezmény: Dy, Dy € Div?(C) Dy ~ Dy lineéaris ekvivalensek pontosan akkor, ha
I(D) = I(D,).

d > 0-ra tekintsuk Divgf(C)—t, olyan d foku divizorok, ahol minden egyitthato pozitiv.

Ezt Ugy is nézhetjik, mint a C' n. szimmetrikus hatvanyat, a leképezésnél a fibrum pont a

D-vel linearisan ekvivalens divizorokbdl fog alini, ez pedig pont a szelései valamely
nyalabnak, P(H°(C, L(D))) lesz maga a fibrum.
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