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0.1. megjegyzés. A továbbiakban a valós egyenes ´8-nel és 8-nel vett bővítését a természetes ren-
dezéssel ellátva R̄ jelöli. A r0,8s jelölés az összes nemnegatív valós szám halmaza 8-vel kiegészítve.

0.2. megjegyzés. A továbbiakban J a Jordan-mérhető halmazok halmaza, és t a Jordan-mérték.
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1. Alapfogalmak
1.1. definíció (véges additivitás). X nemüres alaphalmaz, A Ď PpXq, Ø P A, µ : A Ñ R̄ esetén
végesen additív, ha n P N, A1, A2...An P A páronként diszjunkt halmazok, YAi P A esetén

µ

˜

n
ď

i“1

Ai

¸

“

n
ÿ

i“1

µpAiq

1.2. definíció (σ-additivitás). X nemüres alaphalmaz, A Ď PpXq, Ø P A, µ : A Ñ R̄ esetén
σ-additív, ha µpØq “ 0 és A1, A2... P A páronként diszjunkt halmazok, YAi P A esetén

µ

˜

8
ď

i“1

Ai

¸

“

8
ÿ

i“1

µpAiq

1.3. megjegyzés. A két definícióhoz az is hozzátartozik, hogy a jobb oldali összeg létezik. ˘8 véges
számmal való összeadását természetesen kezeljük, ´8`8 értéke nem értelmezett.

1.4. megjegyzés. A Jordan-mérték σ-additív J -n.

1.5. definíció (σ-algebra). X nemüres alaphalmaz esetén M Ď PpXq σ-algebra, ha 1. Ø PM, 2.
H PM esetén XzH PM és 3. H1, H2... PM esetén YHi PM.

1.6. Állítás. Ha M σ-algebra X-en, akkor 1. X P M, 2. A1, A2... P M esetén XAi P M és 3.
A,B PM esetén AzB PM.

Bizonyítás. 1. Ø PM és X “ XzØ, így X PM.
2. Mivel a komplementerek M-ben vannak, a de Morgan-azonosság miatt a metszet is M-ben lesz.
3. AzB “ AX pXzBq.

1.7. Állítás. Ha A egy X alaphalmazon vett σ-algebrák egy nemüres családja, akkor XA is σ-algebra.

Bizonyítás. A definícióból triviálisan következik.

1.8. következmény. Tetszőleges H Ď PpXq esetén létezik legszűkebb H-t tartalmazó σ-algebra.

Bizonyítás. Legyen A az összes H-t tartalmazó σ-algebrák halmaza. Ekkor A nemüres, mert
PpXq P A. Ekkor XA σ-algebra, és nyilván a legszűkebb H-t tartalmazó.

1.9. definíció (generált σ-algebra). X alaphalmaz, H Ď PpXq esetén a legszűkebb H-t tartalmazó
σ-algebra a H által generált σ-algebra.

1.10. definíció (Borel-halmaz). pX,Ωq topologikus térben az Ω által generált σ-algebra elemei a
Borel-halmazok.

1.11. megjegyzés. A továbbiakban Rp Borel-halmazai családjának jele B.

1.12. definíció (Gδ-halmaz). A megszámlálható sok nyílt metszeteként előálló halmazok a Gδ-
halmazok.

1.13. definíció (Fσ-halmaz). Amegszámlálható sok zárt uniójaként előálló halmazok az Fσ-halmazok.

1.14. definíció (mérhető tér). Egy pX,Mq rendezett pár mérhető tér, ha M Ď PpXq σ-algebra.

1.15. definíció (mérték). pX,Mq mérhető tér esetén egy µ : M Ñ r0,8s függvény mérték, ha
σ-additív.
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1.16. definíció (mértéktér). Egy pX,M, µq rendezett hármas mértéktér, ha pX,Mq mérhető tér és
µ : MÑ r0,8s mérték.

1.17. definíció (számlálómérték). Tetszőleges X alaphalmaz esetén a µ : PpXq Ñ r0,8s függvény
számlálómérték, ha A Ď X esetén µpAq “ |A|, ha |A| véges és µpAq “ 8 ha |A| végtelen.

1.18. definíció (Dirac-mérték). Tetszőleges X alaphalmaz és x0 P X esetén µ : PpXq Ñ r0,8s
Dirac-mérték vagy x0-ra koncentrált mérték, ha A Ď X esetén µpAq “ 1 ha x0 P A és µpAq “ 0 ha
x0 R A.

1.19. Állítás. Ha pX,M, µq mértéktér, akkor 1. µ végesen additív, 2. µ monoton és 3. A,B P

M, A Ď B, µpAq ă 8 esetén µpBzAq “ µpBq ´ µpAq.

Bizonyítás. Triviális.

1.20. Állítás (mérték folytonossága). pX,M, µq mértéktér esetén ha A1 Ď A2 Ď A3 Ď ... M-beli
halmazok, akkor

µ

˜

8
ď

k“1

Ak

¸

“ lim
kÑ8

µpAkq

Bizonyítás. Legyen B1 “ A1, n ą 1 esetén Bk “ AkzAk´1. Ekkor n ‰ k esetén Bn X Bk “ Ø.
Ekkor

µ

˜

8
ď

k“1

Ak

¸

“ µ

˜

8
ď

k“1

Bk

¸

“

8
ÿ

k“1

µpBkq “ lim
kÑ8

k
ÿ

n“1

µpBnq “ lim
kÑ8

µ

˜

k
ď

n“1

Bn

¸

1.21. Állítás. pX,M, µq mértéktér esetén ha A1 Ě A2 Ě A3 Ě ... M-beli halmazok, ahol létezik
n P N, hogy µpAnq ă 8, akkor

µ

˜

8
č

k“1

Ak

¸

“ lim
kÑ8

µpAkq

Bizonyítás. Nyilvánvalóan feltehető, hogy n “ 1. Legyen Bk “ A1zAk, ekkor k P N esetén
Bk Ď Bk`1. Mivel µpAkq ă 8, µpBkq “ µpA1q ´ µpAkq. Ekkor a mérték folytonossága miatt

µ

˜

8
č

k“1

Ak

¸

“ µ

˜

A1z

8
ď

k“1

Bk

¸

“ µpA1q ´ lim
kÑ8

µpBkq “ µpA1q ´ lim
kÑ8

µpA1q ´ µpAkq

1.22. definíció (teljes mértéktér). 2Az pX,M, µq mértéktér teljes, ha B P M, A Ď B, µpBq “ 0
esetén A PM.

1.23. tétel. Ha pX,M, µq mértéktér, akkor létezik M˚ Ď PpXq σ-algebra és µ˚ : M˚ Ñ r0,8s
mérték, hogy M ĎM˚, µ˚

|M “ µ és pX,M˚, µ˚q teljes.
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Bizonyítás. Legyen M˚ “ tM Y K : M P M DN P M, µpNq “ 0, K Ď Nu, tehát azon A-k
halmaza, amelyek előállnak mint egy M mérhető halmaz kiegészítve egy nullmértékű halmaz egy
részhalmazával. Ekkor a tétel teljesüléséhez µ˚pAq “ µpMq kell, hogy teljesüljön, amihez szükséges
az, hogy ez az érték jóldefiniált legyen.
Legyen A PM˚, M1, N1, K1 és M2, N2, K2 a definíció szerinti halmazok, hogy M1YK1 “M2YK2 “

A. M1 XK1 “ Ø, M2 XK2 “ Ø feltehető. Ekkor K1 “ AzM1, M2 Ď A, K1 Ď N1, így M2zM1 Ď N1.
Mivel M1,M2 P M és M σ-algebra, M2zM1 P M. Ekkor µpM2zM1q ď µpN1q, így µpM2zM1q “ 0.
Hasonlóan µpM1zM2q “ 0. Így µpM1q “ µpM1 XM2q “ µpM2q.
Legyen µ˚pAq “ µpM1q “ µpM2q. Ekkor minden A P M˚ esetén µ˚pAq jóldefiniált. Most legyen
A1, A2... P M˚ és Mi, Ni, Ki olyan, hogy Mi, Ni P M, Ki Ď Ni, µpNiq “ 0, Mi X Ki “ Ø, Ai “
Mi YKi. Legyen

A “
8
ď

i“1

Ai,M “

8
ď

i“1

Mi, N “

8
ď

i“1

Ni, K “

8
ď

i“1

Ki

Ekkor M,N P M, mivel M σ-algebra, µpNq “ 0, mivel µ σ-additív, K Ď N , M X K “ Ø és
M YK “ A. Így A PM˚ és

µ˚pAq “ µpMq “
8
ÿ

i“1

µpMiq “

8
ÿ

i“1

µ˚pAiq

Így µ˚ σ-additív. M˚ σ-algebra, mert XzA “ pXzMqzN Y pNzKq. pXzMqzN P M, NzK Ď N ,
µpNq “ 0, így XzA PM˚. Ø PM˚ triviális, így M˚ σ-algebra, pX,M˚, µ˚q mértéktér.
Ha M P M, akkor M “ M Y Ø, ahol M X Ø “ Ø, µpØq “ 0, így M P M˚, M Ď M˚. Legyen
K P M˚, µ˚pKq “ 0 és L Ď K. Ekkor létezik N P M, hogy µpNq “ 0 és K Ď N . Ekkor L Ď N ,
Ø PM, L “ LYØ, így L PM˚, pX,M˚, µ˚q teljes.

1.24. definíció (σ-szubadditivitás). X tetszőleges alaphalmaz, A Ď PpXq esetén ϕ : A Ñ r0,8s
σ-szubadditív, ha H,A1, A2... P A esetén ha

H Ď

8
ď

k“1

Ak, ϕpHq ď
8
ÿ

k“1

ϕpAkq

1.25. definíció (relatív külső mérték). X tetszőleges alaphalmaz, A Ď PpXq, Ø P A esetén ϕ : AÑ
r0,8s relatív külső mérték, ha σ-szubadditív és ϕpØq “ 0.

1.26. megjegyzés. Mivel Ø P A, ha ϕ relatív külső mérték, akkor ϕ monoton és végesen szubadditív.

1.27. definíció (külső mérték). X tetszőleges alaphalmazon egy ϕ : PpXq Ñ r0,8s relatív külső
mérték külső mérték.

1.28. Állítás. Minden mérték relatív külső mérték.

Bizonyítás. Legyen pX,M, µq mértéktér, H,A1, A2... PM, hogy H Ď YAk. Legyen

Bn “ Anz
n´1
ď

k“1

Ak

Ekkor

µpHq ď µ

˜

8
ď

n“1

Bn

¸

“

8
ÿ

n“1

µpBnq ď

8
ÿ

n“1

µpAnq
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1.29. definíció (asszociált külső mérték). Legyen X tetszőleges alaphalmaz, A Ď PpXq, Ø P A,
α : A Ñ r0,8s olyan, hogy αpØq “ 0. Ekkor ϕα : PpXq Ñ r0,8s az α-hoz asszociált külső mérték,
ahol

ϕαpHq “ inf

#

8
ÿ

k“1

αpAkq : Ak P A, H Ď

8
ď

k“1

Ak

+

1.30. megjegyzés. inf Ø “ 8.
1.31. megjegyzés. ϕα külső mérték.

1.32. definíció (külső mérték szerint mérhető halmaz). Adott X alaphalmazon vett ϕ külső mérték
esetén A Ď X mérhető ϕ szerint, ha tetszőleges H Ď X esetén ϕpHq “ ϕpH X Aq ` ϕpHzAq.

1.33. megjegyzés. A ϕ szerint mérhető halmazok halmaza Mϕ.
1.34. megjegyzés. A külső mérték szubadditivitása miatt A PMϕ ekvivalens azzal, hogy tetszőleges
H-ra ϕpHq ě ϕpH X Aq ` ϕpHzAq.

1.35. definíció (halmazrendszer megszorítása). X tetszőleges alaphalmaz, A P PpXq, H Ď X esetén
A megszorítása H-ra az A|H “ tAXH Ď X : A P Au halmaz.

1.36. megjegyzés. Ha A σ-algbera, A|H is.

1.37. lemma. Legyen ϕ külső mérték X-en, A1, A2... PMϕ páronként diszjunktak, Y Ď X. Ekkor

ϕ

˜

8
ď

k“1

Ak X Y

¸

“

8
ÿ

k“1

ϕpAk X Y q

Bizonyítás. Legyenek A,B PMϕ diszjunktak. Ekkor
`

pAYBq X Y
˘

XA “ AX Y ,
`

pAYBq Y
Y
˘

zA “ B X Y , így ϕ
`

pA Y Bq X Y
˘

“ ϕpA X Y q ` ϕpB X Y q. Innen ϕ monotonitása miatt n P N
esetén

ϕ

˜

8
ď

k“1

Ak X Y

¸

ě ϕ

˜

n
ď

k“1

Ak X Y

¸

“

n
ÿ

k“1

ϕpAk X Y q

Ekkor

ϕ

˜

8
ď

k“1

Ak X Y

¸

ě lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

ϕpAk X Y q “
8
ÿ

k“1

ϕpAk X Y q

ϕ σ-szubadditivitása miatt a másik oldali egyenlőtlenség triviálisan teljesül.

1.38. tétel. Ha ϕ külső mérték X-en, akkor Mϕ σ-algebra és pX,Mϕ, ϕ|Mϕq teljes mértéktér.

Bizonyítás. Legyen A PMϕ, H Ď X tetszőleges. Ekkor HXpXzAq “ HzA, HzpXzAq “ HXA,
így XzA PMϕ.
Legyen B P Mϕ. Ekkor ϕ

`

H X pA Y Bq
˘

“ ϕpH X Aq ` ϕpH X Bq. B P Mϕ, így ϕpHzAq “
ϕ
`

pHzAqzB
˘

` ϕ
`

pHzAq XB
˘

. pHzAqzB “ HzpAYBq.
pHzAq X B “ pH X BqzA, így ϕ monotonitása miatt ϕ

`

H X pA Y Bq
˘

` ϕ
`

HzpA Y Bq
˘

“ ϕpH X

Aq ` ϕpH X Bq ` ϕpHzAq ´ ϕ
`

pHzAq X B
˘

“ ϕpHq ` ϕpH X Bq ´ ϕ
`

pH X BqzA
˘

ď ϕpHq. Tehát
AYB PMϕ.
Hasonlóan a monotonitás miatt ϕ

`

pH X Aq X B
˘

` ϕ
`

pHzpA X Bq
˘

ď ϕ
`

pH X Aq X B
˘

` ϕ
`

pH X

AqzB
˘

` ϕpHzAq “ ϕpH X Aq ` ϕpHzAq “ ϕpHq. Így A X B PMϕ. Innen indukcióval tetszőleges
n P N esetén ha A1, A2... PMϕ,

ϕpHq “ ϕ

˜

H X
n
ď

k“1

Ak

¸

` ϕ

˜

Hz
n
ď

k“1

Ak

¸
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Ha ϕpHq “ 8, akkor triviálisan

ϕpHq ě ϕ

˜

H X
8
ď

k“1

Ak

¸

` ϕ

˜

Hz
8
ď

k“1

Ak

¸

ϕ monotonitása miatt

ϕ

˜

Hz
n
ď

k“1

Ak

¸

ě ϕ

˜

Hz
8
ď

k“1

Ak

¸

Ha ϕpHq véges, akkor létezik

lim
nÑ8

ϕ

˜

H X
n
ď

k“1

Ak

¸

(A sorozat monoton növő és korlátos.) Ekkor határátmenettel a mérték folytonossága miatt

ϕpHq ě lim
nÑ8

ϕ

˜

H X
n
ď

k“1

Ak

¸

` ϕ

˜

Hz
8
ď

k“1

Ak

¸

“ ϕ

˜

H X
8
ď

k“1

Ak

¸

` ϕ

˜

Hz
8
ď

k“1

Ak

¸

Így Mϕ σ-algebra, így pX,Mϕ, ϕ|Mϕq triviálisan mértéktér. Ha ϕpAq “ 0, akkor A P Mϕ, így ϕ
monotonitása miatt ϕ|Mϕ teljes.

1.39. definíció (félgyűrű). X alaphalmaz esetén A Ď PpXq félgyűrű, ha zárt a metszetre, és A,B P
A esetén létezik n P N és H1, H2...Hn P A páronként diszjunktak, hogy

AzB “
n
ď

k“1

Hk

1.40. példa. Rp-ben a balról nyílt, jobbról zárt intervallumok szorzataként előálló téglák félgyűrűt
alkotnak.
1.41. megjegyzés. J félgyűrű.

1.42. tétel. Ha X tetszőleges alaphalmaz, A Ď PpXq félgyűrű, α additív relatív külső mérték A-n,
akkor A ĎMϕα és α ϕα megszorítása A-ra.

Bizonyítás. ϕα definíciójából egyenesen következik, hogy α ϕα megszorítása.
Legyen A P A, H P X. Ha ϕαpHq “ 8, akkor ϕαpHq ě ϕαpH X Aq ` ϕαpHzAq triviálisan teljesül,
tehát H PMϕα .
Tegyük fel, hogy ϕαpHq véges, ekkor létezik A1, A2... P A, hogy

H Ď

8
ď

k“1

Ak, ϕαpHq ď
8
ÿ

k“1

αpAnq

Ekkor, mivel A zárt a metszetképzésre,

ϕαpH X Aq ď
8
ÿ

k“1

αpAk X Aq

Legyen k P N adott, és nk P N, Bk
1 , B

k
2 ...B

k
nk

olyanok, hogy i ‰ j esetén Bk
i XB

k
j “ Ø és

AkzA “
nk
ď

i“1

Bk
i

Ekkor α additivitását használva
8
ÿ

k“1

αpAkq “
8
ÿ

k“1

˜

αpAk X Aq `
nk
ÿ

i“1

αpBk
i q

¸

ě ϕαpH X Aq ` ϕαpHzAq

Mivel ez igaz H tetszőleges fedésére, ϕα definíciója miatt H PMϕα , tehát A ĎMϕα .
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1.43. definíció (σ-végesség). X tetszőleges alaphalmaz, A Ď PpXq, α : A Ñ r0,8s relatív külső
mérték esetén H Ď X σ-véges α szerint, ha létezik A1, A2... P A, hogy minden k-ra αpAkq véges, és

H Ď

8
ď

k“1

Ak

pX,A, αq σ-véges mértéktér, ha X σ-véges α szerint.

1.44. megjegyzés. Rp σ-véges: előáll például a racionális gömbök uniójaként, amelyek mindegyike
véges mértékű.

1.45. tétel. X tetszőleges alaphalmaz, A Ď PpXq félgyűrű, α : A Ñ r0,8s σ-véges relatív külső
mérték esetén ha pX,M, µq mértéktér, A ĎM ĎMϕα, µ|A “ α, akkor µ ϕα megszorítása.

Bizonyítás. Mivel X σ-véges, létezik A1, A2... P A, hogy minden k-ra αpAkq véges és
8
ď

k“1

Ak “ X

Legyen

Bk “ Akz
k´1
ď

n“1

An

Ekkor indukcióval könnyen látható, hogy minden Bk felbomlik véges sok A-beli halmaz diszjunkt
uniójára, így léteznek C1, C2... P A véges mértékű diszjunkt halmazok, amelyek particionálják X-et.
Legyen E PM. Ekkor

ϕαpEq “ inf

#

8
ÿ

k“1

αpAkq : Ak P A,
8
ď

k“1

Ak Ě E

+

Így µ monotonitása miatt

µpEq ď µ

˜

8
ď

k“1

Ak

¸

ď

8
ÿ

k“1

µpAkq “
8
ÿ

k“1

αpAkq

Így µpEq ď ϕαpEq. Ekkor, mivel H PMϕα ,

µpCkq “ µpCk XHq ` µpCkzHq ď ϕαpCk XHq ` ϕαpCkzHq “ ϕαpCkq “ αpCkq

Mivel α µ megszorítása, mindenhol egyenlőség áll fenn, így µpH X Ckq “ ϕαpH X Ckq. Ekkor

µpHq “
8
ÿ

k“1

µpH X Ckq “
8
ÿ

k“1

ϕαpH X Ckq “ ϕαpHq

1.46. következmény (Carathéodory kiterjesztési tétele). Ha X tetszőleges alaphalmaz, A Ď PpXq
félgyűrű, α additív relatív külső mérték A-n, akkor α kiterjeszthető az A által generált σ-algebrán
mértékké, és ha X σ-véges, akkor ez a kiterjesztés egyértelmű.

2. Lebesgue-féle külső mérték
2.1. tétel. Nem létezik PpRnq Ñ R̄ nemnegatív eltolásinvariáns σ-additív függvény, amely az egy-
ségkockán véges nemnulla értéket vesz fel.
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Bizonyítás.[Vitali-konstrukció] Tegyük fel, hogy µ ilyen függvény. Legyen H Ă
“

0, 1
2

‰n olyan
halmaz, amely Rn{Qn-beli mellékosztályból pontosan egy elemet tartalmaz. p, q P Qn, p ‰ q esetén
p ` H és q ` H diszjunkt, és az eltolásinvariancia miatt µpp ` Hq “ µpq ` Hq “ µpHq. Legyen
Q “ Qn X

“

0, 1
2

‰n. Ekkor a σ-additivitás miatt

µ

˜

ď

qPQ

q `H

¸

“
ÿ

qPQ

µpq `Hq

Mivel µ nemnegatív, monoton. Így a bal oldal véges, mert az unió része r0, 1sn-nek. Így a jobb oldal
miatt µpHq “ 0. Másrészt

Rn
“

ď

qPQn
q `H

r0, 1sn Ă Rn pozitív, így Rn nemnulla. Ez ellentmondás, így nincs ilyen µ.

2.2. Állítás. A P Rp esetén

inf

#

8
ÿ

k“1

tpBkq : Bk P J , A Ď
8
ď

k“1

Ak

+

“ inf

#

8
ÿ

k“1

p
ź

n“1

bkn ´ a
k
n : A Ď

8
ď

k“1

p
ź

n“1

“

akn, b
k
n

‰

+

Bizonyítás. A bal oldal triviálisan felülről becsli a jobb oldalt, mert egy bővebb halmaz infí-
mumáról van szó. A másik irányú egyenlőtlenség következik abból, hogy minden mérhető halmaz
tetszőlegesen jól (például 1

n2 pontossággal) közelíthető téglákkal.

2.3. definíció (Lebesgue-féle külső mérték). A P Rp Lebesgue-féle külső mértéke a fenti állításbeli
két mennyiség bármelyike. (Jelölés: λ̄pAq.)

2.4. Állítás. λ̄ külső mérték Rp-n.

Bizonyítás. A definícióból triviális.

2.5. következmény. λ̄ monoton és végesen szubadditív.

2.6. definíció (Lebesgue-mérhető halmaz). A P Rp Lebesgue-mérhető, ha mérhető λ̄ szerint. A
Lebesgue mérhető halmazok halmaza L, λ “ λ̄|L a Lebesgue-mérték.

2.7. megjegyzés. A külső mérték megszorításáról szóló tétel miatt pRp,L, λq teljes.

2.8. Állítás. A P Rp esetén λ̄pAq ď kpAq, ahol k a Jordan-féle külső mérték, és ha A kompakt, akkor
egyenlőség áll fenn.

Bizonyítás. kpAq definíció szerint egy szűkebb halmaz infímuma. Ha A kompakt, akkor minden
nyílt fedéséből kiválasztható véges részfedés, így az λ̄pAq által meghatározott infímumhoz véges
fedésekkel is közelíthetünk.

2.9. Állítás. λ̄|J “ t.

Bizonyítás. A definícióból és a monotonitásból triviális.

2.10. Állítás. λ̄ egybevágóságinvariáns.

Bizonyítás. t egybevágóságinvarianciájából triviális.
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2.11. Állítás. Minden pozitív mértékű Lebesgue-mérhető halmaznak van nem mérhető részhalmaza.

Bizonyítás. Legyen A P L pozitív mértékű. Feltehető, hogy A korlátos, mert ha A-nak minden
korlátos részhalmaza nullmértékű, akkor minden n-re Bp0, nq X A is, így a mérték folytonossága
miatt λpA X Rpq “ λpAq “ 0. Így A-nak van pozitív mértékű korlátos részhalmaza. Legyen V Ă A
olyan, hogy Rp minden Qp szerinti mellékosztályából legfeljebb egy elemet tartalmaz, és akkor nem
tartalmaz belőle elemet, ha A diszjunkt attól a mellékosztálytól. Ekkor létezik Qp-nek olyan korlátos
Q részhalmaza, hogy V `Q lefedi A-t és Q végtelen. Ekkor ha V mérhető, akkor vagy λpV `Qq “ 8,
ami nem lehet, mert korlátos halmazok összege korlátos, és λ monotonitása miatt minden korlátos
halmaz véges mértékű, vagy λpV `Qq “ 0, amiből λpAq “ 0, ami szintén nem lehet. Így V R L.

2.12. következmény. H P L pontosan akkor nullmértékű, ha minden részhalmaza mérhető.

2.13. Állítás. |B| “ c.

Bizonyítás. Legyen B0 az Rp-beli nyíltak halmaza, és minden α ą 0 rendszámra legyen

Bα “

#

8
ď

k“1

Bβk : Bβk P Bβk , βk ă α

+

Y tRp
zB : B P Bβ, β ă αu

|B0| “ c. Tegyük fel, hogy β ă α esetén |Bβ| “ c. Ekkor ha |α| ď c,

|Bα| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

βăα

Bβ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ℵ0

ď p|α| ¨ cqℵ0 “ c

Legyen B P Bω1 . Tegyük fel, hogy létezik κ ă ω1 és Bκ P Bκ, hogy B “ RpzBκ. Ekkor RpzB P Bκ,
tehát RpzB P Bω1 .
Tegyük fel, hogy léteznek Bκ0 , Bκ1 ... halmazok, hogy tetszőleges n P N esetén κn megszámlálható, és
Bκn P Bκn , és

B “
ď

nPN

Bκn

Legyen κ “ suptκn : n P Nu. Ekkor κ megszámlálható, mivel

|κ| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

nPN

κn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ℵ0 ¨ |κn| “ ℵ0

(Neumann-rendszámokkal dolgozva.)
Ekkor B P Bκ`1. Ezzel tehát beláttuk, hogy ha B P Bω1 , akkor létezik κ ă ω1, hogy B P Bκ.
Így ha B0, B1... P Bω1 , akkor létezik κ0, κ1... ă ω1, hogy n P N esetén Bn P Bκn , és létezik ha
κ “ suptκn : n P Nu, akkor

Ť

tBn : n P Nu P Bκ`1. Tehát Bω1 zárt a komplementerképzésre és a
megszámlálható unióra, tehát σ-algebra. B0 Ă Bω1 , így B Ď Bω1 . Mivel ω1 ď c, |Bω1 | “ c.

2.14. megjegyzés. A bizonyítás gondolatmenetéből látszik, hogy B “ Bω1 .

2.15. Állítás. B Ĺ L.

Bizonyítás. A racionális nyílt téglák triviálisan mérhetőek, és megszámlálható bázist alkotnak
Rp-ben, így minden nyílt mérhető. Mivel B a legszűkebb σ-algebra, amely tartalmaz minden nyíltat,
B Ď L.
Legyen C a Cantor-halmaz. Ekkor tpCq “ 0, így C Lebesgue-nullmértékű. Mivel λ teljes, PpCq Ď L.
|C| “ c, |PpCq| “ 2c “ |PpRpq|, így |L| “ 2c. Mivel |B| “ c, B ‰ L.
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2.16. Állítás. λ az egyetlen 1. kiterjesztése t-nek B-re, 2. az egyetlen normált, eltolásinvariáns
mérték B-n, illetve 3. az egyetlen µ mérték, amelyre tetszőleges a1 ă b1, a2 ă b2...ap ă bp esetén

µ

˜

p
ź

k“1

rak, bks

¸

“

p
ź

k“1

bk ´ ak

Bizonyítás. Az alábbi feltételek t-re teljesülnek J -n, így Carathéodory kiterjesztési tétele miatt
λ-ra is B-n, és Rp σ-végessége miatt a kiterjesztés egyértelmű.

3. Lebesgue–Stieltjes-mérték. Lokálisan véges Borel mértékek
reguláritása

3.1. definíció (Borel-mértéktér). pX,ΩqHausdorff-tér esetén pX,M, µq Borel-mértéktér, ha Ω ĎM.

3.2. definíció (lokálisan véges tér). Egy X lokálisan véges, ha adott rajta egy pX,M, µq mértéktér
és egy pX,Ωq topológiastruktúra, és minden pontnak van véges környezete.

3.3. definíció (lokálisan kompakt tér). Egy pX,Ωq topologikus tér lokálisan kompakt, ha minden
x P X esetén létezik U nyílt és K kompakt, hogy x P U és U Ď K.

3.4. Állítás. Egy pX,M, µq lokálisan kompakt Borel-mértéktér pontosan akkor lokálisan véges, ha
minden kompakt részhalmaza véges mértékű.

Bizonyítás. Mivel X Hausdorff-tér, minden kompakt részhalmaza zárt, tehát mérhető.
Tegyük fel, hogy pX,M, µq lokálisan véges, és legyen K kompakt. Ekkor minden x P K esetén
választható x-nek egy Ux véges mértékű környezete. tUx : x P Ku nyilván fedése K-nak így kivá-
lasztható belőle véges részfedés. Ekkor K fedhető véges sok véges mértékű halmazzal, tehát véges
mértékű.
Tegyük fel, hogy minden kompakt halmaz véges mértékű, és legyen x P X. Ekkor létezik x-nek U
nyílt környezete és K kompakt halmaz, hogy U Ă K. Mivel µpKq véges és U PM, µpUq létezik és
véges.

Lebesgue-Stieltjes-mérték a számegyenesen

3.5. Állítás. G Ď R nyílt intervallum (megengedve 8 vagy ´8 végpontot is), A “ tra, bq : a, b P
G, a ď bu esetén (az ra, aq “ Ø definícióval élve) egy α : AÑ r0,8q függvény pontosan akkor additív,
ha létezik F : GÑ R, hogy α

`

ra, bq
˘

“ F pbq ´ F paq.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy létezik ilyen F . Ekkor α triviálisan additív.
Most tegyük fel, hogy α additív, és legyen x0 P G tetszőlges. Legyen F px0q “ 0, x ă x0 esetén
F pxq “ ´α

`

rx, x0q
˘

és x ą x0 esetén F pxq “ α
`

rx0, xq
˘

.

3.6. Állítás. G Ď R nyílt intervallum, A “ tra, bq : a, b P G, a ă bu, α : AÑ r0,8q additív függvény
és F : G Ñ R esetén, ahol α

`

ra, bq
˘

“ F pbq ´ F paq, 1. F monoton nő és 2. ha µ lokálisan véges
Borel-mérték és α “ µ|A, akkor F balról folytonos.

Bizonyítás. 1. triviális. 2.

F pbq ´ F paq “ µ
`

ra, bq
˘

“ µ

˜

8
ď

n“1

„

a, b´
1

n

˙

¸

“ lim
nÑ8

F

ˆ

b´
1

n

˙

´ F paq
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3.7. megjegyzés. A mérték folytonossága miatt

µ
`

pa, bq
˘

“ F pbq ´ lim
xÑa`

F pxq

µ
`

ra, bs
˘

“ lim
yÑb`

F pyq ´ F paq

µ
`

pa, bs
˘

“ lim
yÑb`

F pyq ´ lim
xÑa`

F pxq

3.8. tétel. Legyen G Ď R nyílt intervallum, F : GÑ R monoton növő, S F folytonossági pontjainak
a halmaza, A “ tra, bq Ď G : a, b P Su, α : A Ñ R, ra, bq ÞÑ F pbq ´ F paq. Ekkor α relatív külső
mérték.

Bizonyítás. Mivel F monoton, GzS megszámlálható, így S sűrű. Legyen a, b, c1, d1, c2, d2... P S
olyan, hogy

ra, bq Ď
8
ď

n“1

rcn, dnq

Legyen ε ą 0. Mivel S sűrű, létezik bε P S, hogy 0 ă F pbq ´ F pbεq ă
ε
2
, és minden n-re létezik

cnε P S, hogy 0 ă F pcnq ´ F pcnεq ă
ε

2n`1 . Ekkor

ra, bεs Ă
8
ď

n“1

pcnε , dnq

Mivel ra, bεs kompakt, létezik N P N, hogy

ra, bεq Ă ra, bεs Ă
N
ď

n“1

pcnε , dnq Ă
N
ď

n“1

rcnε , dnq

Az így megkapott cnε és dn osztópontok által meghatározott intervallumok véges sok diszjunkt részre
bontják ra, bεq-t. α-ról tudjuk, hogy additív és nemnegatív, így

α
`

ra, bεq
˘

ď

N
ÿ

n“1

α
`

rcnε , dnq
˘

ď

8
ÿ

n“1

α
`

rcnε , dnq
˘

ď

8
ÿ

n“1

α
`

rcn, dnq
˘

`
ε

2

Így

α
`

ra, bq
˘

ă α
`

ra, bεq
˘

`
ε

2
ď

8
ÿ

n“1

α
`

rcn, dnq
˘

` ε

Tehát α σ-szubadditív, így relatív külső mérték.

3.9. megjegyzés. G σ-véges α szerint, így α-nak létezik egyértelmű kiterjesztése B|G-re.

3.10. definíció (Lebesgue–Stieltjes-mérték). G Ď R nyílt intervallum, F : GÑ R monoton növő, S
F folytonossági pontjainak a halmaza, A “ tra, bq Ď G : a, b P Su, α : A Ñ R, ra, bq ÞÑ F pbq ´ F paq
esetén ϕα az F által indukált Lebesgue–Stieltjes-külsőmérték. A ϕα által indukált mérték az F által
indukált Lebesgue–Stieltjes-mérték.

3.11. megjegyzés. A fenti definíció triviálisan kiterjeszthető Rp-re és minden változójában monoton
növő F -re.
3.12. megjegyzés. A fentiek alapján tetszőleges monoton növő függvény generál R-en egy lokálisan
véges Borel-mértéket.
3.13. megjegyzés. Mivel tetszőleges lokálisan véges Borel-mérték additív, minden ilyen mérték előáll
mint egy monoton növő függvény által indukált Lebesgue–Stieltjes-mérték.
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3.1. Lokálisan véges Borel mértékek regularitása, Lebesgue-Stieltjes mér-
ték Rp-ben (még normális előadás utólag letitsztázva)

Legyen µ0 lokálisan véges Borel mérték Rp-n, azaz Rp Borel halmazain értelmezett mérték, mely
minden kompakt (így minden korlátos) halmazon véges. Álljon A a balról zárt, jobbról nyílt Rp-beli
téglákból, azaz legyen

A “ tra1, b1q ˆ . . .ˆ rap, bpqu.

Ekkor A félgyűrű, α “ µ0|A σ-véges, additív relatív külső mérték A-n, így a kiterjesztési tétel szerint
az α-hoz asszociált ϕα külső mérték a µ0 Borel mérték kiterjtesztése lesz.

Az így megkapható ϕα külső mértékek a Lebesgue-Stieltjes féle külső mértékek, a ϕα szerint mér-
hető halmazokra megszorítva kapjuk a Lebesgue-Stieltjes féle mértékeket illetve a Lebesgue-Stieltjes
féle mértéktereket.

A fenti definíció alapján minden lokálisan véges Borel mérték egy Lebesgue-Stieltjes mérték meg-
szorítása a Borel halmazokra. Bár R-en máshogy definiáltuk a Lebesgue-Stieltjes féle mértéket, de
ott is beláttuk ezt a megfeleltetést a lokálisan véges Borel mértékekkel, ezért a két definíció ugyanazt
adja. Lehet és szokás p ą 1 esetén is eloszlásfüggvénnyel vagy additív téglafüggvénnyel definiálni a
Lebesgue-Stieltjes féle mértéket.

Az alábbi tétel ezen mértékek regularitási tulajdonságait adja.

Tétel. Tetszőleges pRp,M, µq Lebesgue-Stieltjes féle mértéktérre a következők teljesülnek.

(0) A mértéktér teljes.

(1) Bármely E P M halmazhoz és ε ą 0-hoz vannak olyan G nyílt és F zárt halmazok, melyekre
F Ă E Ă G és µpGzF q ă ε.

(2) Tetszőleges E PM halmazra

µpEq “ inftµpGq : E Ă G nyíltu “ suptµpKq : K Ă E kompaktu.

(3) Bármely E P M halmazhoz vannak olyan A Fσ és B Gδ halmazok, melyekre A Ă E Ă B és
µpBzAq “ 0.

(4)
M “ tAYN : A Fσ, µpNq “ 0u “ tBzN : B Gδ, µpNq “ 0u “

“ tAYN : A Borel, µpNq “ 0u “ tBzN : B Borel, µpNq “ 0u.

Megjegyzés. A (2) tulajdonsággal rendelkező (Boreleket tartalmazó σ-algebrán értelmezett) mér-
tékeket hívjuk regulárisnak.

Bizonyítás.
(0) Ez világos a mérhetők jól kettévágós definíciójából.
(1) Először azt látjuk be, hogy van olyan G Ą E nyílt halmaz, amelyre µpGzEq ă ε{2. Mivel

a korlátos halmazok véges mértékűek, ezért felbontható E megszámlálhatóan sok véges mértékű En
uniójára. Ha minden En-hez találunk Gn Ą En nyíltat, melyre µpGnzEnq ă ε{2n`1, akkor G “ YnGn

jó lesz. Tehát a továbbiakban feltehetjük, hogy µpEq ă 8.
Mivel definíció szerint µ az A-ra vett megszorításához asszociált külső mérték megszorítása M-re,

ezért

µpEq “ inf

#

8
ÿ

i“1

µpTiq : E Ă YiTi, Ti P A

+

.

Vegyük észre, hogy minden A-beli T “ ra1, b1q ˆ . . . ˆ rap, bpq tégla előáll egymásba skatulyázott
pa1 ´ 1{n, b1q ˆ . . .ˆ pap ´ 1{n, bpq nyílt téglák metszeteként. Mivel ezek véges µ mértékű halmazok,
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ezért a µ mértékük tart µpT q-hez. Emiatt, a fenti képlet és µpEq ă 8 miatt vannak olyan T 1i nyílt
téglák, melyekre E Ă YiT

1
i és

ř

i µpT
1
i q ă µpEq ` ε. Ekkor G “ YiT

1 olyan nyílt halmaz, melyre
µpGzEq ă ε{2.

Az eddig belátottak szerint E komplementerét nyílttal fedve, majd annak komplementerét véve
kapunk megfelelő F -et.

(2) Az infimumra vonatkozó állítás ď része világos a monotonitás miatt, ě pedig (1)-ből követke-
zik. A szuprémumra vonatkozó állításból a ě világos, a ď kompakt helyett elsőre zártra következik
(1)-ből. Viszont Rp-ben minden zárt halmaz kompaktak felszálló uniója, így a mértékek folytonossága
miatt a zárt halmazok kompakt halmazokkal belülről tetszőlegesen jól közelíthetőek µ szerint.

(3) Következik (1)-et ε “ 1{n-re alkalmazva.
(4) Az, hogy M része ezeknek a halmazrendszereknek, következik (3)-ből, a másik irány pedig

abból, hogy M tartalmazza a Boreleket és σ-algebra.

Speciális eset. A fenti (0)-(4) állítások igazak a Lebesgue mértékre (M “ L, µ “ λ-ra).

Következmény. Tetszőleges lokálisan véges Borel mértékre igazak a fenti (1)-(4) állítások (M “ B-
re).

Megjegyzések.
1. Ebben a következményben a lokális végesség nem hagyható el, ezt mutatja például a számos-

ságmérték.
2. A Tétel (4)-es állítása azt adja, hogy a Lebesgue-Stieltjes féle mértékek épp a lokálisan véges

Borel mértékek teljessé tételével adódó mértékek.

4. Mérhető függvények
4.1. definíció (mérhető függvény). pX,Mq mérhető tér és pY,Ωq topologikus tér esetén f : X Ñ Y
mérhető, ha minden G nyíltra f´1pGq PM.

4.2. definíció (Borel-függvény). Egy f : X Ñ Y mérhető függvény Borel-függvény, ha az X mérhető
struktúráját megadó σ-algebra X Borel-halmazainak a rendszere.

4.3. megjegyzés. Minden mérhető téren értelmezett folytonos függvény Borel-függvény.

4.4. Állítás. Ha f : X Ñ Y mérhető, g : Y Ñ Z folytonos, akkor g ˝ f mérhető.

Bizonyítás. Triviális.

4.5. Állítás. Ha pX,Mq mértéktér, pY,Ωq topologikus tér, u, v : X Ñ R mérhetőek és Φ : R2 Ñ Y
folytonos, akkor h : x ÞÑ Φ

`

upxq, vpxq
˘

mérhető.

Bizonyítás. Legyen g : x ÞÑ
`

upxq, vpxq
˘

. Ekkor ha g mérhető, akkor az előző állítás szerint
h “ Φ ˝ g is mérhető.
Legyen a, b, c, d P R, G “ pa, bq ˆ pc, dq. Ekkor g´1pGq “ u´1

`

pa, bq
˘

X v´1
`

pc, dq
˘

, ez két mérhető
metszete. Ha G Ď R2 tetszőleges nyílt, akkor előáll, mint megszámlálható sok nyílt tégla uniója,
amelyek ősképe külön-külön mérhető, így az uniójuk is. Tehát g mérhető, így h is mérhető.

4.6. lemma. Legyen pX,Mq mérhető tér, pY,Ωq topologikus tér, f : X Ñ Y mérhető. Legyen
N “ tA Ď Y : f´1pAq PMu esetén pY,N q mérhető tér.

Bizonyítás. N -re triviálisan ellenőrizhető a σ-algebrák összes tulajdonsága.
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4.7. következmény. Borel-halmaz mérhető függvénynél vett ősképe mérhető.

4.8. definíció. f kiterjesztett valós értékű függvény esetén f` : x ÞÑ max
`

fpxq, 0
˘

, f´ : x ÞÑ
max

`

´ fpxq, 0
˘

.

4.9. megjegyzés. f “ f` ´ f´, |f | “ f` ` f´.

4.10. definíció (M–N -mérhető függvény). pX,Mq és pY,N q mérhető terek esetén f : X Ñ Y
M–N -mérhető, ha H P N esetén f´1pHq PM.

4.11. Állítás. Ha pX,Mq mérhető tér, akkor egy f : X Ñ R̄ függvény pontosan akkor mérhető, ha
minden c P R esetén f´1

`

pc,8s
˘

PM.

Bizonyítás. c P R esetén pc,8s Borel-halmaz R̄-ban, így ha f mérhető, akkor f´1
`

pc,8s
˘

mérhető.
Tegyük fel, hogy tetszőleges c P R esetén f´1

`

pc,8s
˘

mérhető. Ekkor a ă b esetén pa,8szpb,8s “
pa, bs, az ilyen alakú halmazok által generált σ-algebra pedig pont a Borel-halmazok rendszere lesz.
Az általuk generált σ-algebra minden elemének az ősképe triviálisan mérhető, tehát f mérhető.

4.12. Állítás. Ha f : X Ñ Y mérhető, g : Y Ñ Z Borel-függvény, akkor g ˝ f mérhető.

Bizonyítás. Triviális.

4.13. Állítás. Ha pX,Mq mérhető tér, f1, f2... : X Ñ R̄ mérhető függvények, akkor 1. suppfnq, 2.
infpfnq, 3. lim suppfnq, 4. lim infpfnq mérhetőek.

Bizonyítás. 1.
`

suppfnq
˘´1`

pc,8s
˘

elemei X-nek pont azon x pontjai, amelyekre fnpxq ą c
valamely n-re. Így

`

suppfnq
˘´1`

pc,8s
˘

“

8
ď

n“1

f´1
n

`

pc,8s
˘

Ez mérhető halmazok megszámlálható uniója, így mérhető.
inf, lim inf és lim sup triviálisan következik ebből.

4.14. következmény. 1. Mérhető X Ñ R̄ függvények pontonkénti határértéke mérhető, ha létezik.
2. Ha f, g : X Ñ R̄ mérhető, akkor minpf, gq, maxpf, gq mérhető. 3. Ha f : X Ñ R̄ mérhető, akkor
f`, f´ mérhető.

4.15. Állítás. pX,Mq mérhető tér esetén E Ď X pontosan akkor mérhető, ha χE mérhető.

Bizonyítás. Tetszőleges G Ď R esetén χ´1
E pGq X, Ø, E és XzE valamelyike. Ha E mérhető,

akkor ezek mindegyike mérhető.
E “ χ´1

E p1q, t1u Borel-halmaz, így ha χE mérhető, akkor E is mérhető.

4.16. definíció (egyszerű függvény). Egy kiterjesztett valós értékű függvény egyszerű, ha a képhal-
maza véges.

4.17. Állítás. f : X Ñ R̄ pontosan akkor egyszerű, ha létezik n P N, A1, A2...An Ď X páronként
diszjunkt halmazok és c1, c2...cn P R̄ páronként különböző számok, hogy

f “
n
ÿ

k“1

ckχAk
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Bizonyítás. Ha f felírható a fenti alakban, akkor triviálisan egyszerű. Ha f egyszerű, akkor
létezik c1, c2...ck véges értékkészlete, Ak “ f´1pckq megfelelő.

4.18. megjegyzés. Ha megköveteljük, hogy az Ak halmazok particionálják X-et, akkor a fenti felírás
egyértelmű.

4.19. lemma. Ha pX,M, µq mértéktér, f : X Ñ r0,8s mérhető, akkor 1. léteznek e1 ď e2 ď e3 ď ...
nemnegatív egyszerű mérhető függvények, hogy en Ñ f , 2. ha f korlátos, akkor az penq sorozat
választható úgy, hogy egyenletesen tartson f -hez, és 3. ha fpXq Ď r0, 1q, akkor létezik E1, E2... PM,
hogy

f “
8
ÿ

n“1

1

2n
χEn

Bizonyítás. 1., 2. fpxq ă n, k P N, k
2n
ď fpxq ă k`1

2n
esetén legyen enpxq “ k

2n
, fpxq ě n esetén

legyen enpxq “ n. Ekkor en triviálisan egyszerű, létezik ε ą 0, hogy e´1
n

`

k
2n

˘

“ f´1
`

B
`

k
2n
, ε
˘˘

, így
en mérhető. en ď en`1 triviális.
n ą fpxq esetén |enpxq ´ fpxq| ă 1

2n
, így en Ñ f , és ha f korlátos, akkor n helyett választható egy

N konstans is, így ekkor en Ñ f egyenletesen.
3. En legyen azon x-ek halmaza, amelyekre fpxq n. bináris jegye 1. (Ha fpxq többféleképpen
is felírható, válasszuk azt az alakot, amelyikben nincsen végtelen sok 1-es.) Ekkor En balról zárt,
jobbról nyílt intervallumok uniójának ősképe, így mérhető, és

f “
8
ÿ

n“1

1

2n
χEn

4.20. tétel (Luzin). Ha pRp,M, µq Lebesgue–Stieltjes-mérték, f : Rp Ñ R mérhető és ε ą 0, akkor
létezik g : Rp Ñ R folytonos, hogy µ

`

tx P Rp : fpxq ‰ gpxqu
˘

ă ε.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy f korlátos, ekkor fpRpq Ď r0, 1q nyilván feltehető, így a lemma
szerint létezik E1, E2... PM, hogy

f “
8
ÿ

n“1

1

2n
χEn

µ regularitása miatt léteznek Fn zártak és Gn nyíltak, hogy Fn Ď En Ď Gn, és µpGnzFnq ă
ε

2n`1 .
Ekkor az Uriszon-lemma miatt létezik hn : Rp Ñ r0, 1s folytonos, amely Fn-en 1 és RpzGn-en 0.
Legyen g : x ÞÑ

ř8

n“1
1

2n
hnpxq

1
2n
hpxq ď 1

2n
, így a Weierstraß-kritérium miatt g folytonos függvények

egyenletes limesze, tehát g folytonos.

tx P Rp : fpxq ‰ gpxqu Ď
8
ď

n“1

GnzFn

Így µ
`

tx P Rp : fpxq ‰ gpxqu
˘

ď ε
2
ă ε.

Most tegyük fel, hogy f nem korlátos. Legyen T Ă Rp tégla, An “ tx P T : |fpxq| ą nu. Ekkor az An
halmazok triviálisan mérhetőek, a metszetük üres, így a mértékük 0-hoz tart, tehát létezik n, hogy
µpAnq ă

ε
2
. Ekkor f -et An-en 0-ra változtatva a fentebb bizonyított eset szerint létezik ilyen g a T

téglán.
Rp-ben vehető megszámlálhatóan sok diszjunkt zárt tégla úgy, hogy legfeljebb ε

2
mértékű rész ne

legyen lefedve. Ekkor minden ilyen Tk téglán vehető gk függvény úgy, hogy a Tk-n legfeljebb egy ε
2k`1

méretű halmazon térjen el f -től. Legyen g˚ az ezek által a gk-k által meghatározott függvény, ekkor
g˚ egy zárt halmazon értelmezett folytonos függvény, így a Tietze-tétel szerint kiterjeszthető Rp-re.
Ez a kiterjesztés megfelelő g.
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5. Integrálás
5.1. definíció (egyszerű függvény integrálja). Legyen f : X Ñ r0,8s egyszerű mérhető függvény,
A1, A2...An Ď X diszjunkt mérhetőek, c1, c2...cn P R páronként különbözük, hogy

n
ď

k“1

Ak “ X, f “
n
ÿ

k“1

ckχAk

Ekkor ha E Ď X mérhető, akkor
ż

E

fdµ “
n
ÿ

k“1

ckµpAk X Eq

5.2. megjegyzés. A fenti definícióban 0 ¨8 “ 8¨0 “ 0. Ha E “ X, akkor az integráljel alól elhagyható
a halmaz jelölése.

5.3. megjegyzés. Ha µpEq “ 0, akkor tetszőleges egyszerű mérhető függvény integrálja E-n 0.

5.4. lemma. pX,M, µq mértéktér, f : X Ñ R nemnegatív egyszerű mérhető, akkor pX,M, ϕq
mértéktér, ahol

ϕpEq “

ż

E

fdµ

Bizonyítás. ϕpØq “ 0 triviális.
Legyen A1, A2...An PM páronként diszjunktak, c1, c2...cn páronként különbözőek, hogy

f “
n
ÿ

k“1

ckχAk

Legyenek E1, E2... PM diszjunktak, ekkor µ σ-additivitását használva

ϕ

˜

8
ď

`“1

E`

¸

“

n
ÿ

k“1

ckµ

˜

Ak X
8
ď

`“1

E`

¸

“

n
ÿ

k“1

8
ÿ

`“1

ckµpAk X E`q

Mivel a külső összeg véges, a két szumma felcserélhető, így

ϕ

˜

8
ď

`“1

E`

¸

“

8
ÿ

`“1

n
ÿ

k“1

ckµpAk X E`q “
8
ÿ

`“1

ϕpE`q

5.5. lemma. Ha pX,M, µq mértéktér, f, g : X Ñ r0,8s egyszerű mérhető függvények, E mérhető,
akkor

ż

E

fdµ`

ż

E

gdµ “

ż

E

f ` gdµ

Ha f ď g, akkor
ż

E

fdµ ď

ż

E

gdµ

Bizonyítás. Triviális.
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5.6. definíció (nemnegatív függvény integrálja). Legyen f : X Ñ r0,8s mérhető, E Ď X mérhető,
ekkor

ż

E

fdµ “ sup

"
ż

E

edµ : e ď f egyszerű
*

5.7. megjegyzés. 1. A fenti definíció értelmes, mert a konstans 0 függvény egyszerű és minden nem-
negatív függvényt alulról becsül, így az integrál egy nemüres halmaz szuprémuma.

2. Vegyük észre, hogy ugyan egyszerű függvények esetén most két definíció van, de ez a kettő
egybeesik az előző lemma második fele miatt.

5.8. Állítás. Legyen pX,M, µq mértéktér, f, g : X Ñ r0,8q mérhetőek, A,B,E mérhető halmazok.
Ekkor
1. ha f ď g,

ş

E
fdµ ď

ş

E
gdµ,

2. ha A Ď B,
ş

A
fdµ ď

ş

B
gdµ,

3. 0 ď c ă 8 esetén
ş

E
cfdµ “ c ¨

ş

E
fdµ,

4. ha f|E ” 0, akkor
ş

E
fdµ “ 0,

5. ha µpEq “ 0, akkor
ş

E
fdµ “ 0 és

6.
ş

E
fdµ “

ş

X
χEfdµ.

Bizonyítás. Triviális.

5.9. tétel (monoton konvergencia-tétel). Ha pX,M, µq mértéktér, 0 ď f1 ď f2... nemnegatív mér-
hetőek X-en, E PM, akkor

ż

E

lim
nÑ8

fndµ “ lim
nÑ8

ż

E

fndµ

(És mindkét határérték létezik.)

Bizonyítás. pfnq triviálisan konvergens. Tegyük fel hogy fn Ñ f , ekkor f nemnegatív mérhető
függvény. A fenti állítás szerint az integrálálás monoton, így

ş

E
fndµ is konvergens. Triviálisan

lim
nÑ8

ż

E

fndµ ď

ż

E

fdµ

Legyen 0 ď e ď f egyszerű mérhető, 0 ă c ă 1. Legyen En “ tx P E : fnpxq ě cepxqu. Ekkor En
triviálisan mérhető, En Ď En`1, és tetszőleges x P E eleme valamelyik En-nek. Ekkor

ż

E

fndµ ě

ż

En

fndµ ě

ż

En

cedµ “ c ¨

ż

En

edµ

Ekkor a mérték folytonossága miatt

lim
nÑ8

ż

E

fndµ ě c ¨ lim
nÑ8

ż

En

edµ “ c ¨

ż

E

edµ

5.10. következmény. Ha f, g : X Ñ r0,8s mérhetők, E Ď X mérhető, akkor
ż

E

f ` gdµ “

ż

E

fdµ`

ż

E

gdµ

Bizonyítás. Legyenek penq, pdnq egyszerű nemnegatív mérhetők, hogy en Ñ f , dn Ñ g, en ď
en`1, dn ď dn`1. Ekkor

ş

E
en` dndµ “

ş

E
endµ`

ş

E
dndµ, innen a monoton konvergencia-tétel miatt

látható.
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5.11. tétel (Beppo Levi). Legyenek f1, f2...X Ñ r0,8s mérhetőek, E Ď X mérhető, ekkor

ż

E

8
ÿ

n“1

fndµ “
8
ÿ

n“1

ż

E

fndµ

Bizonyítás. Véges összegre a fenti következményből indukcióval következik, és a monoton
konvergencia-tétel miatt vehető határérték.

5.12. következmény. an,k ě 0 esetén

8
ÿ

n“1

8
ÿ

k“1

an,k “
8
ÿ

k“1

8
ÿ

n“1

an,k

Bizonyítás. Az állítás a Beppo Levi-tétel elmondva pN,PpNq, ξq-n, ahol ξ a számlálómérték.

5.13. lemma (Fatou). Ha pX,M, µq mértéktér, f1, f2... : X Ñ r0,8s mérhető függvények, akkor
ż

lim inf fndµ ď lim inf

ż

fndµ

Bizonyítás. Legyen gk “ inftfn : n ě ku. Ekkor

lim inf fn “ lim
kÑ8

gk, lim
kÑ8

ż

gkdµ “

ż

lim
kÑ8

gkdµ “

ż

lim inf fndµ

gn ď fn, mivel gn egy fn-t tartalmazó halmaz infímuma, így

lim inf

ż

gndµ ď lim inf

ż

fndµ

Mivel
ş

gndµ konvergens, ebből következik a lemma állítása.

5.14. tétel. Legyen pX,M, µq mértéktér, f : X Ñ r0,8s mérhető, ϕ : E ÞÑ
ş

E
fdµ. Ekkor 1.

pX,M, ϕq mértéktér és 2. ha g : X Ñ r0,8s mérhető, akkor
ż

gdϕ “

ż

f ¨ gdµ

Bizonyítás. 1. ϕpØq “ 0 triviális.
Legyenek E1, E2... PM páronként diszjunktak, és legyen az uniójuk E. Ekkor

ϕpEq “

ż

E

fdµ “

ż

X

f ¨ χEdµ “

ż

X

8
ÿ

n“1

χEnfdµ

Innen a Beppo Levi-tétel miatt következik ϕ σ-additivitása.
2. Ha létezik E PM, hogy g “ χE, akkor teljesül, hogy

ż

X

gdϕ “

ż

X

χEdϕ “ ϕpEq “

ż

X

f ¨ χEdµ

Ha g egyszerű, akkor felbontható véges sok karakterisztikus függvény lineáris kombinációjára. Innen
a monoton konvergencia-tétel miatt az állítás teljesül.

18



5.15. definíció (Lebesgue-integrál). Ha pX,M, µq mértéktér, f : X Ñ R̄ mérhető, E PM, akkor
ż

E

fdµ “

ż

E

f`dµ´

ż

E

f´dµ

(Ha ez az érték létezik.)

5.16. definíció (integrálhatóság). Egy kiterjesztett valós értékű függvény integrálható, ha az integ-
rálja létezik és véges.

5.17. definíció (komplex értékű függvény integrálja). Ha pX,M, µq mértéktér, f : X Ñ C mérhető,
E PM, akkor

ż

E

fdµ “

ż

E

Re fdµ` i ¨

ż

E

Im fdµ

5.18. definíció (Lp függvény). pX,M, µq mértéktér esetén

LppX,M, µq “

"

f : X Ñ C mérhető :

ż

x

|f |pdµ ă 8

*

5.19. Állítás. Adott halmaz L1 függvényeinek a halmaza vektorteret alkot a pontonkénti műveletekre
nézve, és ezen a vektortéren az integrálás lineáris forma.

Bizonyítás. Triviális.

5.20. Állítás. pX,M, µq mérhető tér, f : X Ñ C L1 függvény esetén
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

fdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

|f | dµ

Bizonyítás. Legyen
ş

fdµ “ z. z “ 0 esetén az állítás triviális, ekkor a bal oldal 0, a jobb oldal
pedig nemnegatív.
Tegyük fel, hogy z ‰ 0, és legyen α “ z

|z|
. Ekkor

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

fdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |z| “
z

α
“

1

α
¨

ż

fdµ “

ż

f

α
dµ “

ż

Re
f

α
dµ` i ¨

ż

Im
f

α
dµ

Mivel |z| P R,
ş

Im f
α

dµ “ 0, így (mivel |α| “ 1)
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

fdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ż

Re
f

α
dµ ď

ż

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f

α

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dµ “

ż

|f |dµ

6. Függvénysorozatok integrálja
(Van egy kis átfedés az előző anyag végével.)

Előjeles és komplex függvények integrálja. Az L1 tér. Az L1 tér egységgömbje zárt a pontonkénti
konvergenciára. Fatou-Lebesgue tétel. Korlátos kovergencia tétel. Dominált konvergencia tétel. Az
integrál kiterjesztése majdnem mérhető függvényekre. Ha

ř

||fn||1 konvergens, akkor fn Ñ 0 m.m.
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6.1. definíció. Valós értékű függvényekre
ż

X

fdµ “

ż

X

f`dµ´

ż

X

f´dµ

ha kivonhatók.
Az f mérhető függvény a µ mérték szerint "integrálható", ha

ş

X
f`dµ és

ş

X
f´dµ is véges.

Komplex értékű függvényre valós + képzetes rész, de csak akkor értelmezzük, ha mindkettő véges.

6.2. tétel. (1)
ş

X
fdµ véges ô

ş

X
|f |dµ véges.

(2)
ş

X
cf “ c

ş

f (komplexre is).
(3)

ş

X
pf ` gq “

ş

f `
ş

g, ha mindkettő értelmes és összeadható.
(4)

ˇ

ˇ

ş

X
fdµ

ˇ

ˇ ď
ş

X
|f |dµ.

Bizonyítás. (1) trivi.
(2a) a valós esetben pozitív és negatív valós c-re is trivi:

ż

cf “

ż

pcfq` ´

ż

pcfq´ “ c

ż

f` ´ c

ż

f´ “ c

ˆ
ż

f` ´

ż

f´

˙

“ c

ż

f pc ě 0q;

ż

cf “

ż

pcfq` ´

ż

pcfq´ “

ż

|c|f´ ´

ż

|c|f` “ ´|c|

ˆ
ż

f` ´

ż

f´

˙

“ c

ż

f pc ă 0q.

(2b) A komplex esetben kibontjuk valós és képzetes részekre: legyen u “ Re f , v “ Im f , d “ Re c,
e “ Im c;

ż

cf “

ż

pd` eiqpu` ivq “

ż

´

pdu´ evq ` pdv ` euqi
¯

“

ż

pdu´ evq ` i

ż

pdv ` euq “

“ d

ż

u´ e

ż

v ` di

ż

v ` ei

ż

u “ pd` eiq

ˆ
ż

u` i

ż

v

˙

“ c

ż

f.

(3): Elég valósra. Szétbontjuk az alaphalmazt 6 részre a két függvény előjele és nagysága szerint:

A1 “ tx P X : fpxq ě 0, gpxq ě 0u; A2 “ tx P X : fpxq ă 0, gpxq ă 0u;

A3 “ tx P X : fpxq ě 0, gpxq ă 0, fpxq ě |gpxq|u; A4 “ tx P X : fpxq ě 0, gpxq ă 0, fpxq ă |gpxq|u;

A5 “ tx P X : fpxq ă 0, gpxq ě 0, |fpxq| ě gpxqu; A6 “ tx P X : fpxq ă 0, gpxq ě 0, |fpxq| ă gpxqu;

részenként igaz az állítás.
(4) Először elforgatjuk f -et úgy, hogy

ş

X
fdµ pozitív valós legyen; egy alkalmas egységnyi ω

komplex számmal
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X

fdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ Re

ˆ

ω

ż

X

fdµ

˙

“ Re

ˆ
ż

X

pωfqdµ

˙

“

ż

X

Repωfqdµ ď

ż

X

|f |dµ.

6.3. tétel (kis Lebesgue-tétel; korlátos konvergencia tétel). Ha µpXq véges, fn egyenletesen korlátos,
és fn Ñ f pontonként, akkor

ż

X

fdµ “ lim

ż

X

fndµ,

avagy
ż

X

plim fnqdµ “ lim

ż

X

fndµ.
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6.4. tétel (nagy Lebesgue-tétel; dominált konvergencia tétel). Ha g ě 0 integrálható, |fn| ď g és
fn Ñ f pontonként, akkor

ż

X

fdµ “ lim

ż

X

fndµ,

avagy
ż

X

plim fnqdµ “ lim

ż

X

fndµ.

A g a "domináns" függvény.

6.5. tétel (Fatou-Lebesgue). Ha g ě 0 integrálható, és |fn| ď g, akkor
ż

X

plim inf
nÑ8

fnqdµ ď lim inf
nÑ8

ż

X

fndµ ď lim sup
nÑ8

ż

X

fndµ ď

ż

X

plim sup
nÑ8

fnqdµ.

Bizonyítás. A nagy Lebesgue-tételből következik a kis Lebesgue-tétel: ha |fn| ď M minden
n-re, akkor g “M jó domináns.

A Fatou-Lebesgue tételből következik a nagy Lebesgue, mert lim inf fn “ lim sup fn “ lim fn.
A Fatou-Lebesgue tételben a egyenlőtleségek bizonyítása: Fatou-lemma a g ` fn függvényre;

triviális; Fatou-lemma a g ´ fn függvényre.

6.6. definíció. Legyen T : X Ñ tigaz, hamisu. T az A halmazon µ-m.m. teljesül, ha van olyan N
nullmértékű halmaz, hogy AzN -en T konstans igaz.

Trivi: Ha f “ g m.m., akkor
ş

X
f “

ş

X
g.

f µ-majdnem mérhető, ha egy nullmértékű halmazon megváltoztathatjuk/definiálhatjuk úgy,
hogy mérhető legyen.

6.7. megjegyzés. KT Teljes mértéktéren ekvivalens az a definíció, hogy T : X Ñ tigaz, hamisu. T
az A halmazon µ-m.m. teljesül, ha a tx|x´ en T hamisu halmaz µ-nullmértékű

6.8. megjegyzés. KT A fent definiált m.m. “ reláció ekvivalencia-reláció

6.9. megjegyzés. KT Egy nem mindenütt, csak m.m. értelmezett függvénynek is definiálható az
integrálja. Pl.

ş

p´1,2s
|x|1 dx értelmes.

6.10. következmény. Az pX,M, µq mértéktéren integrálható, valós vagy komplex értékű függvények
valós, illetve komplex vektorteret alkotnak. Ezt L1pXq-szel vagy L1pX,M, µq-vel vagy csak L1-gyel
fogjuk jelölni.

Egy f P L1 függvény "normája": }f}1 “
ş

X
|f |dµ.

A háromszög-egyenlőtlenség triviálisan teljesül.
Ez így még nem metrikus tér, de faktorizálhatunk a m.m. nulla függvények terével.

6.11. megjegyzés. KT Hasonlóan megy más normá(k)ra is:
f P L2 függvény "normája": }f}2 “

ş

X
|f |2dµ.

6.12. tétel. Ha }fn}1 ď 1, és fn Ñ f , akkor }f}1 ď 1.

Bizonyítás. A Fatou-lemmából

}f}1 “

ż

X

plim inf |fn|q dµ ď lim inf

ż

X

|fn|dµ ď 1.

6.13. tétel. Ha
ř

}fn}1 ă 8, akkor m.m. x-re
ř

fnpxq konvergens.
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Bizonyítás. Legyen g “
ř

|fn|. A Beppo Levi tétel miatt
ż

X

gdµ “
ÿ

ż

X

|fn|dµ “
ÿ

}fn}1 ă 8,

ezért g ă 8 m.m.. Akkor viszont
ř

fnpxq m.m. x-re abszolút konvergens, tehát konvergens.

6.14. tétel. KT fn : X Ñ C mérhető,
ř8

n“1 ||fn||1 ă 8 ñ
ř

fn konvergens és
ş
ř

fnpxq “
ř

ş

fnpxq

Bizonyítás. KT Használjuk a D.K.T.-t: |
řN
n“1 fn| ď

ř8

n“1 |fn| :“ g ñ
ş

g ă 8.

6.15. lemma. KT f ě 0 mérhető,
ş

E
f ă 8 ñ f ă 8 m.m.

Bizonyítás. KT Ha azon pontok halmaza, melyen f végtelen, nem nullmértékű, akkor f nem-
negativitása és az integrál definíciója alapján az integrál értéke végtelen lenne. Vegyük ugyanis azt
az egyszerű függvényt, ami pontosan ott végtelen, ahol f , a többi helyen nulla. Ennek integrálja
végtelen, ami f nemnegativitása miatt definíció szerint alsó becslés az integrál értékére.

6.16. tétel (Borel-Cantelli). KT E1, E2, . . . P M,
ř8

n“1 µpEnq ă 8 ñ m.m. x P X csak véges sok
En-ben van benne.

Bizonyítás. KT tétel állítása ô
ř

χEn m.m. véges ð
ş
ř

χEn
B-L
“

ř
ş

χEn “
ř

µpEnq ă 8
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7. Riemann- és Lebesgue-Stieltjes integrálok
Alsó és felső burkoló. A burkoló függvények félig folytonosak, ezért Borel-mérhetők. Kapcsolat az alsó és
felső Stieltjes integrállal. A Riemann-Stieltjes integrál létezésének feltétele. A Riemann-integrálhatóság
Lebesgue-féle ekvivalens feltétele.

Alsó és felső burkoló; félig folytonos függvények

7.1. definíció. Legyen A az R vagy Rp vagy egy más metrikus tér részhalmaza és f : AÑ R.
Az f függvény felső és alsó burkolója

fpaq “ inf
rą0

´

sup f
`

Bpa, rq X A
˘

¯

“ lim
rÑ`0

´

sup f
`

Bpa, rq X A
˘

¯

“ max
´

lim sup
xÑa

fpxq, fpaq
¯

és

fpaq “ sup
rą0

´

inf f
`

Bpa, rq X A
˘

¯

“ lim
rÑ`0

´

inf f
`

Bpa, rq X A
˘

¯

“ min
´

lim inf
xÑa

fpxq, fpaq
¯

.

7.2. lemma.
(1) f ď f ď f ;
(2) fpaq “ fpaq akkor és csak akkor, ha f folytonos a-ban.

7.3. definíció. Legyen A az R vagy Rp vagy egy más metrikus tér részhalmaza és f : AÑ R.
Az f függvény "felülről félig folytonos" (f.f.f.) az a P A pontban, ha fpaq “ fpaq; ezzel ekvivalens,

hogy
@c ą fpaq Dδ ą 0 @x P Bpa, δq X A fpxq ă c.

Az f függvény "alulról félig folytonos" (a.f.f.) az a P A pontban, ha

@c ă fpaq Dδ ą 0 @x P Bpa, δq X A fpxq ą c.

7.4. megjegyzés. Ha fpaq véges, akkor c helyett fpaq ˘ ε-t is írhatunk: az ekvivalens feltételek

@ε ą 0 Dδ ą 0 @x P Bpa, δq X A fpxq ă fpaq ` ε,

illetve
@ε ą 0 Dδ ą 0 @x P Bpa, δq X A fpxq ą fpaq ´ ε.

7.5. lemma.
(1a) f : AÑ R akkor és csak akkor f.f.f., ha bármely c P R-re f´1

`

r´8, cqq relatív nyílt.
(1b) f : AÑ R akkor és csak akkor a.f.f., ha bármely c P R-re f´1

`

pc,8sq relatív nyílt.
(2) A felső burkoló f.f.f., az alsó burkoló a.f.f..

7.6. következmény. Az alsó és a felső burkoló is Borel-mérhető.

7.7. lemma. Ha I1, I2, . . . intervallumsorozat, amelyeknek a közös belső pontja, és |In| Ñ 0, akkor
inf fpIn X Aq Ñ fpaq és sup fpIn X Aq Ñ fpaq.

7.1. Riemann- és Lebesgue-integrálok

7.2. A Riemann-integrál létezésének feltételei

7.8. tétel.
ż b

a

f dx “

ż

ra,bs

fdλ és
ż b

a

f dx “

ż

ra,bs

fdλ.
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Bizonyítás. Az integrálok léteznek, mert a burkolók Borel-mérhetők.
Vegyük a következő felosztássorozatot: F0 “ ta, bu. Ha Fn´1 már van: vegyünk egy-egy olyan

G1, G2, G3 felosztást, amire δpG1q ă
1
n
; sG2 ą

şb

a
f dx´ 1

n
; SG3 ă

şb

a
f dx` 1

n
. Ezek után legyen Fn az

Fn´1, G1, G2, G3 egy közös finomítása.
az Fn felosztásból készített alsó és felső lépcsősfüggvény legyen αnpxq, illetve βnpxq.
A finomodás miatt αn ď αn`1 és βn ě βn`1.
Majdnem minden x P ra, bs pontra ráhúzódnak a felosztások intevallumai, így αnpxq Ñ fpxq és

βnpxq Ñ fpxq, kivéve azokat a pontokat, amik valamelyik felosztásnak belső osztópontjai, de ezekből
megszámlálható sok van, így ezek halamaza λ-nullmértékű.

A felosztás belső intervallumainak mértéke λprxi´1, xisq “ xi´xi´1. A végpontokban λpra, x1sq “

x1 ´ a és λprxm´1, bsq “ b´ xm´1. αn, βn egyszerűek, ezért
ż

ra,bs

αndλ “
m
ÿ

i“1

inftfpxq : x P rxi´1, xisu ¨ λprxi´1, xisq “ sFn

Hasonlóan βn-re. Továbbá, mint láttuk αn Ñ f és βn Ñ f , λ-m.m. Tehát

ż b

a

f dx “ lim sFn “ lim

ż

ra,bs

αndλ
KKT
“

ż

ra,bs

limαndλ “

ż

ra,bs

fdλ

és
ż b

a

f dx “ limSFn “ lim

ż

ra,bs

βndλ
KKT
“

ż

ra,bs

lim βndλ “

ż

ra,bs

fdλ

7.9. Állítás. f ě 0 mérhető,
ş

E
f “ 0 ñ f “ 0 E-n m.m.

Bizonyítás. F “ tx P E : fpxq ą 0u
Kéne µpF q “ 0. Ehhez legyen Fn “ tx P E : fpxq ą 1

n
u. F “

Ť8

i“1 Fi

0 “

ż

E

f ě

ż

Fn

f ě
1

n
µpFnq ñ µpFnq “ 0 ñ µpF q “ 0

7.10. tétel. (1) Az
şb

a
f dx Riemann-integrál akkor és csak akkor létezik, ha az f függvény λ-m.m.

folytonos.
(2) Ha az

şb

a
f dx Riemann-integrál létezik, akkor az f függvény λ-mérhető, és

şb

a
f dx “

ş

ra,bs
fdλ.

Bizonyítás. (1) A Riemann-integrál létezik ô
şb

a
f dx “

şb

a
f dx ô

ş

ra,bs
fdλ “

ş

ra,bs
fdλ ô

ô
ş

ra,bs
pf ´ fqdλ “ 0 ô f ´ f “ 0 λ-m.m. ô f λ-m.m. folytonos.

(2) Ha a Riemann-integrál létezik, akkor f “ f λ-m.m., tehát f λ-majdnem Borel-mérhető.

7.11. megjegyzés. Abból, hogy az
şb

a
f Riemann-integrál létezik, nem következik, hogy f Borel-

mérhető. Például a Jordan-nullmértékű Cantor-halmaznak létezik nem Borel-mérhető N részhal-
maza (mert csak kontinuum sok Borel-hamaz létezik). A χN függvény Riemann-integrálható, de
nem Borel-mérhető.

7.12. megjegyzés. A bizonyítások átvihetők például a többdimenziós Jordan-mérték szerinti integrá-
lokra. Ha A Ă Rp Jordan-mérhető és f : A Ñ R korlátos, akkor az

ş

A
f Riemann-integrál akkor

és csak akkor létezik, ha f az A λ-m.m. pontjában folytonos, ilyenkor f Lebesgue-mérhető is, és a
Riemann- és a Lebesgue-integrál értéke ugyanaz.
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A Riemann- és Riemann-Stieltjes integrál létezésének feltételei

A továbbiakban G Ă R nyílt intervallum és g : G Ñ R monoton növekvő; µ a g megváltozásából
származtatott LS-mérték. Továbbá ra, bs Ă G és f : ra, bs Ñ R korlátos, és feltételezzűk, hogy f -nek
és g-nek az ra, bs intervallumra megszorítva nincs közös szakadási helye.

7.13. definíció. Felosztás: a “ x0 ă x1 ă . . . ă xn “ b; az x1, . . . , xn´1 pontok g-nek folytonossági
pontjai.

sF “
n
ÿ

i“1

´

inf f
`

rxi´1, xis
˘

¯

`

gpxiq ´ gpxi´1q
˘

, SF “
n
ÿ

i“1

´

sup f
`

rxi´1, xis
˘

¯

`

gpxiq ´ gpxi´1q
˘

ż b

a

f dg “ sup
!

sF : F felosztás
)

,

ż b

a

f dg “ inf
!

SF : F felosztás
)

7.14. lemma.
(1) Ha F2 finomítása F1-nek, akkor sF1 ď sF2 ď

şb

a
f dg és SF1 ě SF2 ě

şb

a
f dg.

(2)
şb

a
f dg ď

şb

a
f dg.

(3) Minden ε ą 0-hoz van olyan δ ą 0, hogy bármely, δ-nál finomabb F felosztásra sF ą
şb

a
f dg´ε

és SF ă
şb

a
f dg ` ε. A bizonyítás ugyanaz, mint a Riemann-integrálnál, házi feladat végiggondolni.

(A kis gusztustalan lemma visszatér az előadás tanulsága szerint)

(4) A RS-integrál akkor és csak akkor létezik, ha
şb

a
f dg “

şb

a
f dg; ilyenkor persze

şb

a
f dg “

şb

a
f dg “

şb

a
f dg.

A bizonyítás ugyanaz, mint a Riemann-integrálnál, házi feladat végiggondolni.

7.15. lemma. Van olyan Fn felosztássorozat, amiben
(1) mindegyik felosztásnak finomítása a következő felosztás;
(2) δpFnq Ñ 0;
(3) sFn Ñ

şb

a
f dg és SFn Ñ

şb

a
f dg.

Bizonyítás. Rekurzívan, F0 “ pa, bq. Ha Fn´1 már van: vegyünk egy-egy olyan G1, G2, G3

felosztást, amire δpG1q ă
1
n
; sG2 ą

şb

a
f dg ´ 1

n
; SG3 ă

şb

a
f dg ` 1

n
. Ezek után legyen Fn az Fn´1, G1,

G2, G3 egy közös finomítása.

7.16. tétel. Tegyük fel, hogy g balról folytonos a-ban és jobbról folytonos b-ben.
Legyen µ a g megváltozásából származtatott LS-mérték. Ekkor

ż b

a

f dg “

ż

ra,bs

fdµ és
ż b

a

f dg “

ż

ra,bs

fdµ.
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Bizonyítás. Az integrálok léteznek, mert a burkolók Borel-mérhetők.
Vegyük az előbbi felosztássorozatot; az Fn felosztásból készített alsó és felső lépcsősfüggvény

legyen αnpxq, illetve βnpxq.
A finomodás miatt αn ď αn`1 és βn ě βn`1.
Majdnem minden x P ra, bs pontra ráhúzódnak a felosztások intevallumai, így αnpxq Ñ fpxq és

βnpxq Ñ fpxq, kivéve azokat a pontokat, amik valamelyik felosztásnak belső osztópontjai.
A belső osztópontok a g-nek folytonossági pontjai, ezért az összes belső osztópontok halmaza µ-

nullmértékű. A felosztás belső intervallumainak mértéke µppxi, xjqq “ gpxjq´gpxiq. A végpontokban
g a belső odalról folytonos, ezért µpra, x1qq “ gpx1q ´ gpaq és µppxi, bsq “ gpbq ´ gpxiq. Tehát αn Ñ f

és βn Ñ f , µ-m.m., és
ż b

a

f dg “ lim sFn “ lim

ż

ra,bs

αndµ
kkt
“

ż

ra,bs

fdµ

és
ż b

a

f dg “ limSFn “ lim

ż

ra,bs

βndµ
kkt
“

ż

ra,bs

fdµ

7.17. tétel. Tegyük fel, hogy g balról folytonos a-ban és jobbról folytonos b-ben, és legyen µ a g
megváltozásából származtatott LS-mérték.

(1) Az
şb

a
f dg Riemann-Stieltjes integrál akkor és csak akkor létezik, ha nincs olyan pont, ahol f

és g is szakad, és az f függvény µ-m.m. folytonos.
(2) Ha az

şb

a
f dg Riemann-Stieltjes integrál létezik, akkor az f függvény µ-majdnem mérhető, és

şb

a
f dg “

ş

ra,bs
fdµ.

Bizonyítás.
(1) A RS integrál létezik ô

şb

a
f dg “

şb

a
f dg ô

ş

ra,bs
fdµ “

ş

ra,bs
fdµ ô

ş

ra,bs
pf ´ fqdµ “ 0 ô

f ´ f “ 0 µ-m.m. ô f µ-m.m. folytonos.
(2) Ha a RS integrál létezik, akkor f “ f µ-m.m., tehát f µ-majdnem Borel-mérhető.

8. Mérhető függvény közelítése függvénysorozattal
8.1. emlékeztető (Luzin-tétel). pRp,Mµ, µq L-S mértéktér, f : Rp Ñ C mérhető, ε ą 0 akkor létezik g
folytonos, hogy µpf ‰ gq ă ε.

8.2. tétel. A Luzin-tétel feltételei mellett minden mérhető f -hez létezik pgnq folytonosak egy sorozata,
melyre gnpxq Ñ fpxq µ-m.m..

8.3. megjegyzés. A konvergencia erős értelemben teljesül, ha nem kivételes egy pont, akkor elég nagy
n-re gnpxq “ fpxq.

Bizonyítás. Alkalmazzuk ε “ 1{n2-re a Luzin tételt, igy kapva a gn függvénysorozatot. A Borel-
Cantelli lemmát használjuk. Legyen Gn az n. függvényhez tartozó kivételhalmaz, a konstrukció
miatt ezek összmértéke véges. A B-C lemmából kapjuk, hogy minden x P Rp csak véges sok Gn-ben
van benne, a legutolsó ilyen indexnél nagyobbat választva kapjuk, hogy valóban gnpxq “ f .

8.4. megjegyzés. A µ-m.m. feltétel nem elhagyható, hiszen az azt jelentené, hogy minden mérhető
függvény Baire-1, de ez pl. a Dirichlet-fvre nem teljesül.
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II. rész:
Differenciálás

9. Előjeles mértékek és variációik
Előjeles és komplex mértékek. Előjeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent. Majoráns mérték.
Pozitív, negatív és totális variáció. A totális variáció majorálja a pozitív és a negatív variációt.

Eddig olyan mértékekkel foglalkoztunk, amelyeknek minden értéke nemnegatív. Most egy kicsit
az olyan halmazfüggvényeket fogjunk megvizsgálni, amelyek negatívak (sőt, komplexek) is lehetnek,
mint például a gazdasági növekedés vagy az intelligencia.

Mindig ugyanazon az pX,Mq mérhető téren fogunk játszani.

9.1. definíció.
ϑ : MÑ R előjeles mérték, ha ϑpHq “ 0 és σ-additív.
ϑ : MÑ C komplex mérték, ha ϑpHq “ 0 és σ-additív. (Az értéke csak véges lehet.)

9.2. példa. Hogy gyárthatunk előjeles és komplex mértékeket?
Pl. előjeles mértéket készíthetünk úgy, hogy vesszük két mérték különbségét: ϑ “ µ1 ´ µ2.

Fontos, hogy µ1pXq és µ2pXq közül legalább az egyik véges legyen, hogy mindig el lehessen végezni
a kivonást.

A komplex mértékeknek a valós és a képzetes része is egy-egy véges előjeles mérték. Ennek a
mintájára gyárthatunk vektorértékű mértékeket is: minden koordináta egy-egy előjeles mérték...

Egy másik, nagyon fontos lehetőség, ha egy függvényt integrálunk: vegyünk egy f mérhető függ-
vényt, egy µ mértéket, és legyen ϑpAq “

ş

A
fdµ.

9.3. tétel. Előjeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent.

Bizonyítás. Ha pX,M, ϑq előjeles mérték, és felveszi a `8 értéket, tehát ϑpP q “ 8 valamilyen
P Ă X halmazra, akkor az additivitás miatt ϑpXq “ ϑpP q ` ϑpXzP q “ 8

Ha pedig ϑpNq “ ´8 valamilyen N Ă X halmazra, akkor az additivitás miatt ϑpXq “ ϑpNq `
ϑpXzNq “ ´8.

9.4. definíció. Az pX,M, µq mérték majorálja az pX,M, ϑq előjeles mértéket, ha minden A PM-re
ϑpAq ď µpAq. Illetőleg abszolút értékben majorálja, ha |ϑpAq| ď µpAq.

Variációk

9.5. definíció. KT Az pX,M, ϑq előjeles mérték totális variációja

τpAq “ sup

" 8
ÿ

k“1

|ϑpBkq| : Bk Ă A, Bk XB` “ H

*

.

Az pX,M, ϑq komplex mérték totális variációja

τpAq “ sup

" n
ÿ

k“1

|ϑpBnq| : n P N, Bk Ă A, Bk XB` “ H

*

“ sup

" 8
ÿ

k“1

|ϑpBkq| : Bk Ă A, Bk XB` “ H

*
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Az pX,M, ϑq előjeles mérték pozitív variációja

πpAq “ suptϑpBq : B Ă Au

Az pX,M, ϑq előjeles mérték negatív variációja

νpAq “ supt´ϑpBq : B Ă Au

9.6. Állítás. KT

τpAq “ sup
 

|ϑpBq| ` |ϑpCq| : B,C Ă A, B X C “ H
(

“ sup

" n
ÿ

k“1

|ϑpBkq| : n P N, Bk Ă A, Bk XB` “ H

*

.

Bizonyítás. Legyenek B1, B2... Ă A páronként diszjunktak. Legyen B “
Ť

ϑpBkqă0Bk, C “
Ť

ϑpBkqě0Bk. Ezzel beláttuk, hogy a kéttagú és a megszámlálható összeges definíció ekvivalens. A
véges összegek szuprémuma pedig alulról becsülhető a kéttagú összegek, felülről a megszámlálható
összegek szuprémumával.

9.7. tétel.
1. τ , π, ν mértékek.
2. τ majorálja ϑ-t.
3. Ha ϑ előjeles mérték, akkor τ majorálja π-t és ν-t.
4. A τ a legkisebb mérték, ami majorálja ϑ-t.

9.8. megjegyzés. KT Ha ϑ előjeles ez már a Hahnból megvan, illetve meg lesz, de komplexekre még
nem tudjuk.

Bizonyítás. (1a) π mérték: trivi, hogy πpAq ě ϑpHq “ 0, tehát π ě 0. Az is trivi, hogy
πpHq “ 0. Azt kell bizonyítani, hogy π σ-additív. Tegyük fel, hogy A1, A2, . . . P M diszjunktak és
A “

Ť

An. Azt kell igazolnunk, hogy πpAq “
ř

πpAnq.
Mindegyik n-hez vegyünk egy olyan Bn,1, Bn,2, . . . Ă An sorozatot, amelyre 0 ď ϑpBn,kq Ñ πpAnq.

Ekkor minden k-ra és N -re
N
ÿ

n“1

ϑpBn,kq “ ϑ

ˆ N
ď

n“1

Bn,k

˙

ď πpAq.

Most k Ñ 8, majd N Ñ 8 határátmenet:

N
ÿ

n“1

πpAnq ď πpAq

8
ÿ

n“1

πpAnq ď πpAq. p˚q
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Megfordítva, legyen C1, C2, . . . Ă A olyan sorozat, amelyre ϑpCkq Ñ πpAq, és legyen Cn,k “
An X Ck. Ekkor

ϑpCkq “ ϑ

ˆ 8
ď

n“1

Cn,k

˙

“

8
ÿ

n“1

ϑpCn,kq ď
8
ÿ

n“1

πpAnq;

A k Ñ 8 határátmenetből

πpAq “ lim
kÑ8

ϑpCkq ď
8
ÿ

n“1

πpAnq. p˚˚q

Az p˚q és p˚˚q együtt azt adja, hogy πpAq “
ř

πpAnq.

(1b) τ mérték: τpHq “ 0, és triviális, hogy τpAq ě ϑpHq “ 0; most is a σ-additivitás kell; Legyen
megint A “

Ť

An, diszjunktak.
Mindegyik An-hez és mindegyik k-hoz vegyük τpBnq-nek egy közelítő összegét úgy, hogy ezek k Ñ

8 esetén τpBnq-hez tartsanak, vagyis vegyük Bn,k,` Ă An halmazok sorozatának egy sorozatát úgy,
hogy mindegyik n, k-ra a Bn,k,1, Bn,k,2, . . . Ă An halmazok diszjunktak, és limkÑ8

ř8

`“1 |ϑpBn,k,`q| “

τpAnq. Rögzített k-ra a Bn,k,` halmazok diszjunkt részei A-nak, ezért minden N -re

N
ÿ

n“1

˜

8
ÿ

`“1

|ϑpBn,k,`q|

¸

ď τpAq.

k Ñ 8:
N
ÿ

n“1

τpAnq ď τpAq.

N Ñ 8:
8
ÿ

n“1

τpAnq ď τpAq.
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A megfordításhoz vegyük τpAq közelítő összegeinek egy sorozatát, vagyis Ck,` Ă A halmazokat
úgy, hogy rögzített k-ra Ck,1, Ck,2, . . . diszjunktak és limkÑ8

ř8

`“1 |ϑpCk,`q| “ τpAq.
Legyen Cn,k,` “ An X Ck,`. Ekkor:

8
ÿ

`“1

|ϑpCk,`q| “
8
ÿ

`“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϑ

ˆ 8
ď

n“1

Cn,k,`

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

8
ÿ

`“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

n“1

ϑpCn,k,`q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ď

8
ÿ

`“1

8
ÿ

n“1

ˇ

ˇϑpCn,k,`q
ˇ

ˇ “

8
ÿ

n“1

ˆ 8
ÿ

`“1

ˇ

ˇϑpCn,k,`q
ˇ

ˇ

˙

ď

8
ÿ

n“1

τpAnq

k Ñ 8:

τpAq ď
8
ÿ

n“1

τpAnq.

Az triviális, hogy τ majorál, és a legkisebb.
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10. Előjeles mértékek felbontási tételei
Előjeles mérték szerint létezik maximális és minimális mértékű halmaz.
Hahn-felbontás. Jordan-felbontás. τ “ π ` ν.

10.1. tétel (Hahn felbontási tétele). Legyen ϑ előjeles mérték az S Ă P pXq σ-gyűrűn. Ekkor létezik
egy N Ă X halmaz úgy, hogy bármely H P S halmazra HXN, HzN P S, és ϑpHXNq ď 0 ď ϑpHzNq.
Másképp: N minden részhalmaza nempozitív és minden N-től diszjunkt halmaz nemnegatív mértékű.

Bizonyítás. Feltehetjük, hogy ϑ ą ´8, hiszen ϑ nem veheti fel8 és ´8mindegyikét, és szükség
esetén áttérhetünk ´ϑ vizsgálatára. Emlékeztető: adott ϑ mellett π jelöli a pozitív variációt, azaz
πpHq “ suptϑpAq : A Ă H, A P Su minden H P S-re. Most definiáljuk az N halmazt. Legyen

a “ inftϑpHq : H P S, πpHq “ 0u,

legyenek Nk P S olyan halmazok, melyekre πpNkq “ 0 és ϑpNkq Ñ a és végül legyen N “
Ť

kNk.
Tegyük fel indirekt, hogy πpNq ą 0. Ekkor létezik A Ă N , hogy ϑpAq ą 0. Legyen Ak “ Nk XA.

Ekkor ϑpAkq ą 0 valamely k-ra. Ez ellentmondás, így πpNq “ 0. Az a definíciója miatt ϑpNq ě a
nyilvánvaló, most belátjuk az egyenlőséget. Legyen Bk “ Nkz

Ť

iăkNi. Ekkor Bk Ă Nk, így πpBkq “

0 és ϑpBkq ď ϑpNkq ď 0. Nyilván N “
Ť

Bk, vagyis ϑ p
Ť

Bkq “
ř

ϑpBkq ď
řn
k“1 ϑpBkq ď ϑpBkq ď

ϑpNkq. Tehát azt kaptuk, hogy a ď ϑpNq ď ϑpNkq, így a rendőrelv miatt ϑpNq “ a. Az infimum
felvétetik az N halmazon.

Ebből egyrészt azonnal következik, hogy a ą ´8. Másrészt ha egy H P S halmaz diszjunkt
N -től és πpHq “ 0, akkor ϑpHq “ 0, különben N mértékét csökkenthetnénk. Tehát már csak azt
kell belátni, hogy N -től diszjunkt H P S-re, πpHq ą 0 esetén is ϑpHq ě 0 teljesül, egyéb esetben
ugyanis, H Ă N mellett ϑpHq ď 0 áll (mivel πpNq “ 0 miatt ϑpHq ekkor nem lehet pozitív).

Ha tehát H XN “ H és πpHq ą 0, válasszunk egy B1 Ă H, B1 P S halmazt, amelyre

ϑpB1q ě minp1, πpHq{2q.

Ha a B1, . . . , Bn halmazokat már kiválasztottuk, akkor legyen Cn “ Hz
Ťn
i“1Bi, és válasszunk egy

olyan Bn`1 Ă Cn, Bn`1 P S halmazt, amelyre

ϑpBn`1q ě minp1, πpCnq{2q.

Az így definiált Bn halmazokra nyilván ϑpBnq ě 0 pn “ 1, 2, . . .q.
Legyen B “

Ť8

n“1Bn. Ha
ř8

n“1 ϑpBnq “ 8, akkor ϑpBq “ 8, tehát ϑpHq “ 8. Ha viszont
ř8

n“1 ϑpBnq ă 8, akkor ϑpBnq Ñ 0. Így ϑpBnq ă 1 ha n ą n0. Mivel

πpHzBq ď πpCnq ď 2ϑpBn`1q

ha n ě n0, így πpHzBq “ 0. Mint fentebb láttuk, ebből következik, hogy ϑpHzBq “ 0, tehát
ϑpHq “ ϑpBq “

ř8

n“1 ϑpBnq ě 0.

10.2. következmény.
(1)Legyen ϑ Hahn felbontása X “ P YN , ekkor @A Ă X :

πpAq “ ϑpAX P q

νpAq “ ´ϑpAXNq

(2) (Jordan felbontási tétel) ϑ “ π ´ ν.
(3) τ “ π ` ν.
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Bizonyítás. (1) π-re bizonyitunk. Bármilyen B Ă A-ra ϑpBq “ ϑpB X P q ` ϑpB X Nq ď
ϑpAX P q ` 0. Ha B “ AX P , akkor egyenlőség van. Tehát

πpAq “ max
 

ϑpBq : B Ă Au “ ϑpAX P q.

(2) Legyen a Hahn-felbontás X “ P YN . Bármilyen H mérhető halmazra

ϑpHq “ ϑpH X P q ` ϑpH XNq “ πpHq ´ νpHq.

(3) Legyen a Hahn-felbontás X “ P Y N . Bármilyen H mérhető halmazra és bármilyen A,B Ă H
diszjunkt részeire

ˇ

ˇϑpAq
ˇ

ˇ`
ˇ

ˇϑpBq
ˇ

ˇ ď

´

ˇ

ˇϑpAX P q
ˇ

ˇ`
ˇ

ˇϑpAXNq
ˇ

ˇ

¯

`

´

ˇ

ˇϑpB X P q
ˇ

ˇ`
ˇ

ˇϑpB XNq
ˇ

ˇ

¯

“

“
`

πpAq ` νpAq
˘

`
`

πpBq ` νpBq
˘

“ πpAYBq ` νpAYBq ď πpHq ` νpHq;

például ha A “ H X P és B “ H XN , akkor egyenlőség van. Ezért

τpHq “ max
 

|ϑpAq| ` |ϑpBq| : A,B Ă H diszjunktak
(

“ πpHq ` νpHq.

10.3. következmény. Minden előjeles mértéknek van maximuma és minimuma, avagy:
Ha ϑ előjeles mérték, akkor léteznek olyan A,B Ă X halmazok, amelyekre ϑpAq “ πpXq és

ϑpBq “ ´νpXq.

Azt eddig is tudtuk, hogy ´νpXq ď ϑpAq ď πpXq; az a kérdés, hogy ϑ felveszi-e a ´νpXq és
πpXq értékeket.

Bizonyítás. A válasz pedig igenlő, a Hahn felbontásból adódó P és N pont ezt szolgáltatja.

10.4. kérdés. Egyértelmű-e a Hahn-felbontás?
Nem, de τ -majdnem: ha X “ P1 Y N1 “ P2 Y N2 két Hahn-felbontás, akkor a P14P2 “

N14N2 “ pP1YP2qXpN1YN2q halmazon π “ ν “ 0, vagyis τpP14P2q “ 0; a szimetrikus differencia
részhalmazain ϑ konstans 0.

10.5. következmény. πpXq és νpXq közül legalább az egyik véges.

Bizonyítás. A 10.3 lemma szerint πpXq és ´νpXq is értéke ϑ-nak, de a 9.3 tétel szerint nem
lehet mindkettő végtelen.

10.6. következmény. ϑpXq akkor és csak akkor véges, ha πpXq és νpXq véges.
Minden komplex mérték totális variációja véges.

Bizonyítás. Az első állitás triviális, a komplexhez pedig bontsuk fel ϑ-t a valós és komplex
részére. Nyilvánvaló, hogy Reϑ és Imϑ véges előjeles mértékek. Állitjuk, hogy τ ď τReϑ ` τImϑ. Ez
azért igaz, mert

τReϑ ` τImϑ ě |Reϑ| ` |Imϑ| ě |ϑ|

. Mivel τ a legkisebb |ϑ|-t majoráló mérték, kész vagyunk.
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Az előjeles mérték, mint integrál

10.7. következmény. Ha ϑ előjeles mérték, a pozitív, negatív és totális variációi π, ν és τ , akkor
bármely A PM mérhető halmazra

ϑpAq “

ż

A

pχP ´ χNq dτ.

Tehát, minden előjeles mérték előáll integrálként...

10.8. kérdés. Vajon igaz-e valami hasonló összefüggés komplex mértékekre? Avagy, ha ϑ komplex
mérték, akkor létezik-e olyan mérhető f függvény, amelyre |f | “ 1, és bármely A mérhető halmazra

ϑpAq “

ż

A

f dτ?

11. Lebesgue-felbontás
Mérték tartója. Abszolút folytonos és szinguláris mértékek. Adott mértéknél nem nagyobb maximális
szinguláris mérték. Lebesgue-felbontás. Egyértelműség.

11.1. mese. A következő fejezetekben azt fogjuk vizsgálni, hogy milyen előjeles és komplex mértékek
írhatók fel integrál alakban.

Vegyük elő újra azt az esetet, amikor mértéket valamilyen függvény integráljaként definiáltunk:
mondjuk pX,M, µq mértéktér, f olyan mérhető függvény, amelynek létezik integrálja X-en, és bár-
mely A P M-re ϑpAq “

ş

A
fdµ. Speciálisan, ha f : R Ñ R Borel-mérhető, és létezik a Lebesgue-

integrálja, akkor ϑpAq “
ş

A
fdλ egy előjeles Borel-mérték.

Könnyű mutatni olyan mértéket, amely nem áll elő Lebesgue-integrál alakban, pl. a számlálómér-
ték, vagy a Dirac-delta (δpAq “ 1, ha 0 P A, egyébként 0). Nincs olyan Borel- vagy Lebesgue-mérhető
f függvény, amelyre

ş

A
fdλ “ |A| vagy

ş

A
fdλ “ δpAq teljesülhetne.

Mindkét példánkban közös, hogy van egy olyan λ-nullmértékű A halmaz, amelyben ϑpAq ‰ 0.
Márpedig nullmértékű halmazon az integrál is nulla.

Most is egy közös pX,Mq mérhető téren fogunk dolgozni.

11.2. definíció. Az A PM halmaz a ϑ előjeles/komplex mértéknek "tartója", ha az XzA halmazon
ϑ konstans 0.

Például az X “ P YN Hahn-felbontásban π-nek a P , a ν-nek N egy tartója.

11.3. definíció. Legyen α és β két komplex vagy előjeles mérték az pX,Mq mérhető téren.
(1) Az α abszolút folytonos a β-ra nézve, ha bármely H P M esetén, ha βpHq “ 0, akkor

αpHq “ 0. Jele: α ! β,
(2) Az α és a β szinguláris egymásra nézve, ha X felbomlik két diszjunkt halmazra, X “ AY B

úgy, hogy α|B “ 0 és β|A “ 0. Avagy, α-nak és β-nak van diszjunkt tartója. Ezzel ekvivalens: α-nak
van β-nullmértékű tartója. Jele: α K β.

(3) Ha előjeles vagy komplex mértékekről van szó, akkor ekvivalens definíciót kapunk, ha a mér-
tékeket a totális variációjukra cseréljük: Ha ϑ a H halmaz minden részén 0, akkor a totális variáció
is 0.

11.4. példa. Ha f : X Ñ R mérhető függvény, és µ mérték, akkor a ϕpAq “
ş

A
fdµ előjeles mérték

abszolút folytonos µ-re nézve.
Ha µ abszolút majorálja a ϑ előjeles mértéket, akkor ϑ ! µ.
Ha ϑ előjeles mérték, és a variációi τ , π és ν, akkor ϑ ! τ , π ! τ , ν ! τ , π K ν.
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11.5. lemma.
1. Ha α ! β és α K β, akkor α “ 0.
2. Ha α ! β és β ! γ, akkor α ! γ. (! egy tranzitív reláció, mint például az "osztója", a

"részhalmaza" vagy a "megette".)
3. Ha α1, α2, . . . ě 0 mértékek, akkor α1 !

ř

αk.
4. Ha α1, α2, . . . ! β, akkor

ř8

k“1 αk ! β.
5. Ha α ! β és β K γ, akkor α K γ.
6. Ha α1, α2, . . . K β, akkor

ř8

k“1 αk K β.

Bizonyítás. 1. Legyen α és β egy-egy, diszjunkt tartója A, illetve B. BármelyH-ra αpHzAq “ 0,
mert az A halmaz tartója α-nak; továbbá βpH X Aq “ 0, mert A diszjunkt β tartójától. De α ! β
miatt ebből következik, hogy αpH X Aq “ 0. Így αpHq “ αpHzAq ` αpH X Aq “ 0.

2. Ha γpHq “ 0, akkor βpHq “ 0, de akkor αpHq “ 0.
3. A tagot majorálja az összeg.
4. Ha βpHq “ 0, akkor minden k-ra αkpHq “ 0, de akkor ezek összege is 0.
5. Legyen β és γ egy-egy diszjunkt tartója B, illetve C. A B-n kívül β konstans 0, de akkor α

is. Ezért B az α mértéknek is tartója.
6. Mindegyik αn-nek van egy β-nullmértékű An tartója. Az A “

Ť

An halmaz tartója a
ř

αn
mértéknek, és β-nullmértékű.

11.6. tétel (Lebesgue-felbontás). Legyen ϑ σ-véges előjeles vagy komplex mérték, µ ě 0 σ-véges
mérték a közös pX,Mq mérhető téren.

Ekkor ϑ egyértelműen felbontható egy µ-re nézve abszolút folytonos és egy µ-re nézve szinguláris
előjeles, illetve komplex mérték összegére, azaz egyértelműen vannak olyan α ! µ és β K µ előjeles,
illetve komplex mértékek, amelyekre ϑ “ α ` β.

11.7. megjegyzés. Arra nem is lesz szükségünk, hogy µ σ-véges.

Bizonyítás.
1. eset: ϑ véges.

Konstruálunk egy maximális szinguláris mértéket; ez lesz β, a maradék α.
Legyen ϑ totális variációja τ , legyen N “ tN P M : µpNq “ 0u a µ-nullmértékű halmazok

gyűrűje, és legyen
s “ suptτpNq : N P N u.

A jobboldalon a halmazban szerepel a 0 “ τpHq, így a definíció értelmes, és s ě 0. Az is igaz, hogy
bármely N P N -re τpNq ď τpXq, így s ď τpXq, ami véges (mert véges mérték totális variációja is
véges).

A szuprémumot tetszőleges pontossággal megközelíthetjük: minden pozitív egész n-hez van egy
olyan Zn P N halmaz, amelyre τpZnq ą s ´ 1

n
. Legyen Z “

Ť

Zn; ez megszámlálható sok µ-
nullmértékű hamaz uniója, ez is µ-nullmértékű: Z P N .

Bármely n-re Zn Ă Z; a τ monotonitása miatt

@n s´
1

n
ă τpZnq ď τpZq ď s,

az nÑ 8 határátmenetből
τpZq “ s.

Tehát a szuprémum valójában maximum.
Ezek után legyen H PM esetén

αpHq “ ϑpHzZq, βpHq “ ϑpH X Zq,
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Az világos, hogy αpHq ` βpHq “ ϑpHq.
A Z halmaz a β mértéknek µ-nullmértékű tartója, tehát β K µ.
Annak igazolásához, hogy α ! µ, vegyünk egy tetszőleges µ-nullmértékű N halmazt. Erre N YZ

is µ-nullmértékű, és

0 ď
ˇ

ˇαpNq
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇϑpNzZq
ˇ

ˇ ď τpNzZq “ τpN Y Zq ´ τpZq ď s´ s “ 0.

Tehát, ha µpNq “ 0, akkor αpNq “ 0; tényleg α ! µ.

Az egyértelműség bizonyítása:
Tegyük fel, hogy kétféle Lebesgue-felbontás is van:

ϑ “ α1 ` β1 “ α2 ` β2.

Ekkor az
α1 ´ α2 “ β2 ´ β1

mérték egyszerre abszolút folytonos és szinguláris, vagyis konstans 0.

2. eset: ϑ σ-véges.
Bontsuk fel az alaphalmazt megszámlálható sok, páronként diszjunkt ϑ-véges cellára: X “

Ť8

n“1Xn. Mindegyik Xn cellán a ϑ
ˇ

ˇ

Xn
mérték véges, így van egy egyértelmű Lebesgue-felbontása:

ϑ
ˇ

ˇ

Xn
“ αn ` βn. Ezeket próbáljuk — kellő óvatossággal — összeadni.

Az αn és βn-nek diszjunkt tartója is létezik: legyen αn tartója An Ă Xn, a βn tartója Bn Ă Xn,
ekkor tehát H Ă Xn esetén αnpHq “ ϑpH X Anq és βnpHq “ ϑpH XBnq.

Ezek után legyen A “
Ť

An, B “
Ť

Bn,

αpHq “ ϑpH X Aq “
8
ÿ

n“1

ϑpH X Anq “
8
ÿ

n“1

αnpH XXnq,

βpHq “ ϑpH XBq “
8
ÿ

n“1

ϑpH XBnq “

8
ÿ

n“1

βnpH XXnq.

Világos hogy ez a definíció értelmes, α ` β “ ϑ, α ! µ és β K µ.

Az egyértelműséghez tegyük fel, hogy α1 ` β1 és α2 ` β2 is Lebesgue-felbontás; ekkor mindegyik
Xn-re megszorítva a ϑ

ˇ

ˇ

Xn
mértéknek Lebesgue-felbontása a α1

ˇ

ˇ

Xn
` β1

ˇ

ˇ

Xn
és α2

ˇ

ˇ

Xn
` β2

ˇ

ˇ

Xn
. A

véges esetben a felbontás egyértelmű, ezért α1

ˇ

ˇ

Xn
“ α2

ˇ

ˇ

Xn
és β1

ˇ

ˇ

Xn
“ β2

ˇ

ˇ

Xn
; de ezeket összeadva

visszakapjuk az eredeti mértékeket.

11.8. megjegyzés (KT). Az egyértelműséget általános esetben is bizonyíthatjuk: tegyük fel, hogy
α1 ` β1 “ α2 ` β2, αi abszulút folytonos, βi szinguláris µ-re nézve. βi K µ ñ DAi : βi|XzAi “ 0,
és µpAiq “ 0. Ezért βi|XzpA1YA2q “ 0, azaz β1|XzpA1YA2q “ β2|XzpA1YA2qp“ 0q ñ α1|XzpA1YA2q “

α2|XzpA1YA2q. Továbbá µpAiq “ 0 és αi ! µ miatt αipAjq “ 0, így α1|pA1YA2q “ α2|pA1YA2qp“ 0q.
Ismét α1 ` β1 “ α2 ` β2-re hivatkozva kapjuk, hogy β1|pA1YA2q “ β2|pA1YA2q. Ezt összevetve az előző
egyenlőségekkel adódik, hogy α1 “ α2 és β1 “ β2.

11.9. megjegyzés. Ha ϑ nem σ-véges, akkor nem biztos, hogy létezik Lebesgue-felbontás. Legyen
például X “ R, M “ B, µ “ λ és ϑ a számlálómérték. Bármely pont Lebesgue-mértéke 0, a szám-
lálómértéke poztív, így az abszolút folytonos rész tartója csak az üres halmaz lehetne. A szinguláris
rész tartója csak Lebesgue-nullmértékű lehet. Ez a kettő együtt nem adhatja ki a teljes R-et.
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12. Radon–Nikodym derivált
Radon–Nikodym derivált. Radon–Nikodym tétel. Helyettesítéses integrálás. A totális variáció szerinti
RN derivált. Előjeles és komplex mérték szerinti integrál definíciói.

12.1. definíció. Legyen µ ě 0 mérték, és legyen ϑ előjeles vagy komplex mérték az pX,Mq mérhető
téren. Az f : X Ñ R, illetve f : X Ñ C mérhető függvényt a ϑ mérték µ szerinti "Radon–Nikodym-
deriváltjának" nevezzük, ha bármely H PM-re ϑpHq “

ş

H
fdµ.

Használatos az f “ dϑ
dµ

jelölés is:
ş

H
dϑ
dµ

dµ “
ş

H
dϑ.

12.2. megjegyzés. Látni fogjuk, hogy a Radon-Nikodym derivált, ha létezik egyáltalán, csak µ-
m.m. egyértelmű; ezért kényelmesebb a függvények "µ-m.m.-egyenlő" relációja szerinti ekvivalencia-
osztályokon értelmezni.

12.3. megjegyzés. A Radon–Nikodym-derivált létezésének triviális szükséges feltétele, hogy ϑ ! µ
legyen, mert nullmértékű halmazokon az integrál is mindig nulla.

Ugyanakkor az abszolút folytonosság önmagában nem elég. Pl. R Borel-halmazain nem létezik a
Lebesgue-mértéknek Radon–Nikodym-deriváltja a számlálómérték szerint, mert

ż

H

fd|.| “
ÿ

aPH

fpaq,

és az egyelemű halmazokra ez azt adja, hogy f konstans 0, de a konstans 0 integrálja minden
halmazon 0.

12.4. tétel (Radon–Nikodym). Legyen pX,M, µq szigma-véges mérték, és legyen α előjeles vagy
komplex mérték az pX,Mq mérhető téren, és tegyük fel, hogy α ! µ.

Ekkor létezik a dα
dµ

Radon–Nikodym derivált, vagyis létezik olyan f : X Ñ R, illetve X Ñ C
µ-mérhető függvény, amelyre bármely H PM esetén αpHq “

ş

H
fdµ.

A Radon–Nikodym derivált µ-majdnem egyértelmű, vagyis ha f és g is Radon–Nikodym derivált,
akkor f “ g µ-m.m.

Bizonyítás. I.a eset: α ě 0, mindkét mérték véges.
Legyen

Φ “

"

f : X Ñ r0,8s mérhető, @H PM
ż

H

fdµ ď αpHq

*

a nem túl nagy függvények halmaza, és

s “ sup

"
ż

X

fdµ : f P Φ

*

Világos, hogy 0 ď s ď αpXq.
(1) 0 P Φ (trivi).
(2) Ha g, h P Φ, akkor m “ maxpg, hq P Φ.
Biz. Legyen A “ Xpg ě hq és B “ Xpg ă hq. Bármely H-ra

ż

H

mdµ “

ż

HXA

gdµ`

ż

HXB

hdµ ď αpH X Aq ` αpH XBq “ αpHq.

(3) Ha g1, g2, . . . P Φ és g1 ď g2 ď . . ., akkor h “ lim gn P Φ.
Biz. Bármely H PM-re és n-re

ż

H

gndµ ď αpHq;
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A monoton konvergencia tételből
ż

H

hdµ
mkt
“ lim

ż

H

gndµ ď αpHq.

(4) Van olyan f P Φ, amelyre
ş

X
fdµ “ s. Avagy, a szuprémum maximum is.

Biz. Vegyünk egy olyan g1, g2, . . . P Φ sorozatot, amelyre
ş

X
gndµÑ s, és legyen

fn “ maxpg1, . . . , gnq P Φ. Ekkor 0 ď gn ď fn ď fn`1; legyen f “ lim fn. Ekkor
ş

X
gndµ ď

ş

X
fndµ ď

s; a rendőr-elv miatt
ş

X
fndµÑ s. A monoton konvergencia tétel miatt

ş

X
fdµ “ lim

ş

X
fndµ “ s.

(5) s “ αpXq.
Biz: indirekt. tegyük fel, hogy s ă αpXq. Ekkor van olyan ε ą 0 amire ε ¨ µpXq ă αpXq ´ s “

αpXq ´
ş

X
fdµ.

Legyen

ϕpHq “ αpHq ´

ż

H

pf ` εqdµ “ αpHq ´

ż

H

fdµ´ ε ¨ µpHq.

Ekkor ϕ előjeles mérték, ϕ ! µ és ϕpXq ą 0.
Legyen ϕ Hahn-felbontása X “ P Y N . Ekkor tehát bármely H Ă P esetén ϕpHq ě 0, azaz

ş

H
pf ` εqdµ ď αpHq.
Mivel ϕpXq ą 0, ezért ϕpP q ą 0; viszont ϕ ! µ miatt ebből következik, hogy µpP q ą 0.
Legyen most g “ f ` ε ¨ χP . Ez a függvény Φ-beli, mert bármely H PM-re

ż

H

gdµ “

ż

HXN

fdµ`

ż

HXP

pf ` εqdµ ď αpH XNq ` αpH X P q “ αpHq.

Ugyanakkor
ż

X

gdµ “

ż

X

fdµ` ε ¨ µpP q ą

ż

X

fdµ “ s,

ellentmondás.
(6) Minden H-ra αpHq “

ş

H
fdµ.

Biz. ψpHq “ αpHq ´
ş

H
fdµ ě 0 (mert f P Φ) mérték, de ψpXq “ 0 (

ş

X
fdµ “ s “ αpXq miatt),

tehát ψpHq “ 0.

I.b eset: α véges előjeles mérték. (µ véges)
Vegyük α Jordan-felbontását: α “ π ´ ν, végesek. Mivel π, ν ! α ! µ, a pozitív és negatív

variációnak is létezik Radon–Nikodym deriváltja.

I.c eset: α (véges) komplex mérték. (µ véges)
Az α valós és képzetes része is véges, abszolút folytonos mérték, van Radon–Nikodym deriváltjuk.

Egyértelműség:
Elég a valós esetre. Ha f és g is Radon–Nikodym derivált, akkor legyen A “ Xpf ą gq és

B “ Xpf ă gq. Ekkor
ż

A

pf ´ gqdµ “

ż

A

fdµ´

ż

A

gdµ “ αpAq ´ αpAq “ 0;

A baloldalon az integrandus pozitív; az integrál csak úgy lehet 0, ha µpAq “ 0. Hasonlóan látjuk,
hogy µpBq “ 0. Így hát f “ g µ-m.m.

II.a eset: α előjeles, és σ-véges. ((innentől µ σ-véges))
Legyen α Jordan-felbontása α “ π ´ ν.
Osszuk fel a teret diszjunkt cellákra: X “

Ť

Xn úgy, hogy minden cellán α és µ is véges.
Mindegyik Xn cellán van π-nek és ν-nek is Radon–Nikodym deriváltja; legyenek ezek

gn “
d π|Xn
dµ|Xn

és hn “
d ν|Xn
dµ|Xn

;
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ezekből készítsünk egy-egy nagy közös g, illetve h függvényt, amelynek a cellákra vett megszorításai
a RND-k:

gpxq “ gnpxq ha x P Xn; hpxq “ hnpxq ha x P Xn.

Azt állítjuk, hogy f “ g ´ h jó lesz.
Bármely H-ra

πpHq “
8
ÿ

n“1

πpH XXnq “

8
ÿ

n“1

ż

HXXn

gndµ “
8
ÿ

n“1

ż

HXXn

gdµ “

ż

H

gdµ

és ugyanígy

νpHq “

ż

H

hdµ.

A πpXq és νpXq közül az egyik véges, ezért g és h közül valamelyik µ-m.m. véges, ezért

αpHq “ πpHq ´ νpHq “

ż

H

gdµ´

ż

H

hdµ “

ż

H

pg ´ hqdµ “

ż

H

fdµ.

Egyértelműség: az f µ-m.m. egyértelmű mindegyik cellán, tehát a megszámlálható sok cellán
együtt is.

II.b eset: α komplex, σ-véges. (µ σ-véges)
Külön-külön létezik és m. egyértelmű a valós és a képzetes rész Radon–Nikodym deriváltja.

III. eset: α nem σ-véges (µ σ-véges).
Feltehetjük, hogy αpXq “ 8 (a másik eset a ´8 lenne). Azt állítjuk, hogy X felbontható két

részre: X “ S Y V úgy, hogy S-en α σ-véges, a V részhalmazain pedig αpHq “ 8 ha µpHq ą 0.
Ha ez sikerül, akkor készen vagyunk: S-en csinálhatunk Radon-Nikodym deriváltat úgy, mint eddig;
V -n pedig f -et definiálhatjuk 8-nek: ha valamilyen H Ă V -re µpHq “ 0, akkor a H-n vett integrál
is 0; ha pedig µpHq ą 0, akkor ugyan az integrál f “ 8 miatt végtelen, de αpHq is végtelen lesz V
választása miatt.

A teret felcellázzuk olyan cellákra, amelyeken µ véges; vegyük észre, hogy az állításunkat elég egy
cellára igazolni. Tehát azt is feltehetjük, hogy µpXq véges.

Minden n-re legyen ϕn “ α ´ n ¨ µ; ez előjeles mérték, a Hahn-felbontása legyen X “ Pn Y Nn.
A definíció miatt ϕn`1 ď ϕn, így Pn`1 Ă Pn és Nn`1 Ą Nn. Legyen S “

Ť

Nn és V “
Ş

Pn.
Mivel 0 ě ϕnpNnq “ αpNnq ´ n ¨ µpNnq, ezért ´8 ă αpNnq ď n ¨ µpNnq ă 8 vagyis αpNnq véges.

Ezért α valóban σ-véges S-en (S “
Ť8

n“1Nn, és Nn-en α az előbbiek szerint véges).
Ha H Ă V “

Ş

Pn és µpHq ą 0, akkor minden n-re H Ă Pn; akkor ϕnpHq ě 0, αpHq ě n ¨µpHq.
Ez minden n-re igaz, tehát αpHq “ 8.

Ezek után a Radon–Nikodym deriváltat előállíthatjuk a σ-véges S részen úgy mint eddig, a V
halmazon pedig legyen f “ 8.

Egyértelműség: az S-en az egyértelműséget már tudjuk; azt kell igazolni, hogy a V halmazon
csak a (µ-m.m.) konstans 8 lehet a RND. Legyen tehát f RND a V halmazra megszorítva; ekkor
tehát minden H Ă V és µpHq ą 0 esetén

ş

H
fdµ “ 8.

Legyen Vn “ V pf ď nq. Mivel αpVnq “
ş

Vn
fdµ ď µpVnq ¨ n ă 8 véges, ez csak úgy lehet, ha

µpVnq “ 0. De ekkor a V pf ă 8q “
Ť

Vn halmaz µ-nullmértékű. Tehát a V halmazon f “ 8 µ-m.m.

12.5. tétel. Legyenek α ! β (pozitív) mértékek pX,Mq-en, g “ dα
dβ

és f P Lpαq. Ekkor
ż

X

f dα “

ż

X

fg dβ.

Bizonyítás. Ha f egyszerű függvény, akkor trivi, majd monoton konvergencia.

37



12.6. megjegyzés (KT). A Radon-Nikodym derivált formulájának megjegyzési módja ugyan az, mint
a helyettesítéses integrálnál: hagyjuk el az integráljelet, majd f -et. Átosztva dβ-val adódik az állítás.

12.7. lemma. Legyen pX,M, µq mérték, f mérhető függvény, amelyre létezik
ş

X
fdµ. Ekkor a

ϑpHq “
ş

H
fdµ előjeles/komplex mérték totális variációja

τpHq “

ż

H

|f |dµ.

Bizonyítás. Trivi, hogy bármely H Ă X-re

ˇ

ˇϑpHq
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

H

fdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

H

|f |dµ.

A másik irányhoz vegyünk egy n ě 4 egészt, és k “ 1, . . . , n esetén legyen
Ak “

!

x P H : 2πpk´1q
n

ď arg fpxq ă 2πk
n

)

.

τpHq ě
n
ÿ

k“1

ˇ

ˇϑpAkq
ˇ

ˇ “

n
ÿ

k“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ak

fdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě

n
ÿ

k“1

Re

ˆ

e´i
2πk
n

ż

Ak

fdµ

˙

“

“

n
ÿ

k“1

ż

Ak

Re
`

e´i
2πk
n f

˘

dµ ě
n
ÿ

k“1

ż

Ak

|f | cos
2π

n
dµ “ cos

2π

n

n
ÿ

k“1

ż

Ak

|f |dµ “ cos
2π

n

ż

H

|f |dµ.

Így hát

cos
2π

n

ż

H

|f |dµ ď τpHq ď

ż

H

|f |dµ,

és nÑ 8-vel kész.

12.8. tétel. Ha ϑ komplex mérték pX,Mq-en, és a totális variációja τ , akkor van olyan f függvény,
amelyre |f | “ 1 és

ϑpHq “

ż

H

fdτ.

Bizonyítás. Legyen g “ dϑ
dτ
, avagy ϑpHq “

ş

H
gdτ . Az előző lemma szerint τpHq “

ş

H
|g|dτ ,

vagyis
ş

H
p|g| ´ 1qdτ “ 0 minden H-ra, ami azt jelenti, hogy |g| “ 1 τ -mm. Ahol g nem egységnyi,

ott tetszés szerint megváltoztathatjuk...

12.9. definíció. Előjeles/komplex mérték szerinti integrál: ha ϑ előjeles/komplex mérték és a totális
variációja τ , akkor legyen

ż

H

fdϑ :“

ż

H

f
dϑ

dτ
dτ.

Alternatív definícó: Ha ϑ előjeles mérték és a variációi π, ν, akkor
ż

H

fdϑ :“

ż

H

fdπ ´

ż

H

fdν.

13. A maximális operátor
Differenciálbázis. Alsó és felső deriváltak. Szimmetrikus, közönséges és erős derivált. Maximális operátor.
A maximális operátor, az alsó és a felső derivált mérhetősége. A maximális operátor tétele. Lokálisan
véges mérték alsó és felső deriváltja m.m. véges.
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Most Rp-beli lokálisan véges előjeles Borel-mértékeket fogunk deriválni.

Differenciálbázisok; előjeles mérték deriváltja

13.1. definíció. Legyen G Ă Rp nyílt, B “ BpGq. A D Ă G ˆ B halmaz "differenciálbázis", ha
minden pa,Aq P D esetén A korlátos, λpAq ą 0, és a P G és ε ą 0 esetén létezik olyan pa,Aq P D,
amelyre A Ă Bpa, εq.

A D differenciálbázis "reguláris", ha minden a P G P D-hez van olyan %paq ą 0 sűrűség, hogy
minden pa,Aq-ra van olyan r, hogy AzBpa, rq nullmértékű és λpAq ě %paq ¨ λpBpa, rqq, vagyis ha
vesszük a legkisebb, az A-t majdnem tartalmazó gömböt, akkor az A a gömbnek legalább a %paq
részét kitölti.

A D differenciálbázis "egyenletesen reguláris", ha a %pxq függvény konstans.

13.2. definíció. Legyen µ előjeles Borel-mérték G-n, D differenciálbázis. A µ alsó és felső deriváltja
az a P G pontban legyen

DDµpaq “ lim
rÑ0`

inf

"

µpAq

λpAq
: pa,Aq P D, A Ă Bpa, rq

*

,

illetve
DDµpaq “ lim

rÑ0`
sup

"

µpAq

λpAq
: pa,Aq P D, A Ă Bpa, rq

*

.

Azt mondjuk, hogy a D bázis differenciálja µ-t az a pontban, ha az alsó és a felső derivált egyenlő
és véges. Ilyenkor DDµpaq-val is jelöljük.

13.3. példa. 1. Legyen µ egydimenziós Lebesgue-Stieltjes mérték, aminek az eloszlásfüggvénye F .
A D1 “ tpa, ra, a` rqq : a P G, r ą 0u bázis szerinti derivált

DD1µpaq “ lim
rÑ`0

µ
`

ra, a` rq
˘

λ
`

ra, a` rq
˘ “ lim

rÑ`0

F pa` rq ´ F paq

r
“ F 1pa` 0q;

a D2 “ tpa, ra´ r, aqq : a P G, r ą 0u bázis szerinti derivált

DD2µpaq “ lim
rÑ`0

µ
`

ra´ r, aq
˘

λ
`

ra´ r, aq
˘ “ lim

rÑ`0

F paq ´ F pa´ rq

r
“ F 1pa´ 0q;

a D3 “ D1 YD2 bázis szerinti derivált F 1paq.
2. Szimmetrikus bázis: D “ tpa,Bpa, rqq : r ą 0u, a szimmetrikus bázis szerinti derivált a

"szimmetrikus derivált".
3. Kockabázis: D “ tpa,Qq : Q Q a tengelypárhuzamos, zárt kockau, ebből lesz a "közönséges

derivált".
4. Téglabázis: D “ tpx, T q : T Q x tengelypárhuzamos, zárt téglau, ebből lesz az "erős derivált".
A szimetrikus és a kockabázis egyenletesen reguláris, a téglabázis nem reguláris.

13.4. megjegyzés (KT). Bár természetes lenne, de a differenciálbázis definíciójában nem kötjük ki,
hogy az a pont benne legyen a halmazban; például a D2 “ ta, ra ´ r, aq : a P G, r ą 0u differenciál-
bázisban a halmazok nem tartalmazzák az a pontot.
13.5. megjegyzés. Rp helyett tetszőleges metrikus térben is van értelme az előbbi fogalmaknak, ekkor
a Lebesgue-mérték helyett azt a mértéket is szabadon megválaszthatjuk, ami szerint deriválunk.

13.6. lemma.
Dpϑ1 ` ϑ2q ď Dϑ1 `Dϑ2

Dpϑ1 ` ϑ2q ě Dϑ1 `Dϑ2

Ha ϑ1 és ϑ2 is differenciálható a D bázisban, akkor

Dpϑ1 ` ϑ2q “ Dϑ1 `Dϑ2.
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Bizonyítás. A lim sup szub-, illetve a lim inf szuperadditivitásából következik
A továbbiakban D a szimmetrikus bázis, a legtöbb helyen nem is fogjuk kiírni. Sőt, egy darabig

csak pozitív mértéket (ami majd a ϑ totális variációja lesz) fogjuk deriválni.
Először is azt fogjuk megmutatni, hogy Borel-mértékek deriváltjai Borel-mérhető függvények.

13.7. lemma. Ha µ ě 0 Borel-mérték G-n, és 0 ă t ď 8 rögzített, akkor az

f tpxq “ sup

"

µpBpx, rqq

λpBpx, rqq
: 0 ă r ă t

*

függvény a.f.f., az

gtpxq “ inf

"

µpBpx, rqq

λpBpx, rqq
: 0 ă r ă t

*

függvény f.f.f., ezért mindkettő Borel-mérhető.

Bizonyítás. (a) Rögzítsünk egy a P G pontot és egy c ă f tpaq számot tetszőlegesen.
Vegyünk egy olyan c1-et, amelyre c ă c1 ă f tpaq. Ehhez létezik olyan A “ Bpa, rq úgy, hogy

r ă t és
µpAq

λpAq
ą c1.

Ha δ ď t´r
2

és x P Bpa, δq, akkor Bpa, rq Ă Bpx, r ` δq Ă Bpa, tq,

f tpxq ě
µpBpx, r ` δqq

λpBpx, r ` δqq
ě

µpBpa, rqq
`

r`δ
r

˘p
λpBpa, rqq

ą

ˆ

r

r ` δ

˙p

c1 ą c,

az utolsó előtti egyenlőtlenség akkor igaz, ha δ elég kicsi.
Tehát bármely c ă f tpaq esetén van olyan kicsi δ ą 0, hogy a Bpa, δq környezetben f t ą c. Vagyis

az f t függvény a.f.f.

(b) Ugyanígy, vegyünk egy a P G pontot és egy c ą gtpaq számot tetszőlegesen, majd ezekhez egy

c1-et, amelyre c ą c1 ą gtpaq. Ehhez létezik olyan A “ Bpa, rq úgy, hogy r ă t és
µpAq

λpAq
ă c1.

Ha δ ă r és x P Bpa, δq, akkor Bpx, r ´ δq Ă Bpa, rq Ă Bpa, tq, és

gtpxq ď
µpBpx, r ´ δqq

λpBpx, r ´ δqq
ď

µpBpa, rqq
`

r´δ
r

˘p
λpBpa, rqq

ă

ˆ

r

r ´ δ

˙p

c1 ă c,

az utolsó egyenlőtlenség most is csak elég kicsi δ esetén igaz.
Tehát bármely c ą gtpaq esetén van olyan kicsi δ ą 0, hogy a Bpa, δq környezetben gt ă c. Vagyis

a gt függvény f.f.f.

13.8. lemma. Ha µ ě 0 Borel-mérték G-n, akkor Dµ és Dµ Borel-mérhető.

Bizonyítás. Az előző lemma jelöléseivel

Dµpxq “ lim
tÑ`0

f tpxq “ lim
nÑ8

f 1{n
pxq és Dµpxq “ lim

tÑ`0
gtpxq “ lim

nÑ8
g1{n

pxq,

ahol f tpxq illetve gtpxq az előző lemma szerint a.f.f. illetve f.f.f., tehát Borel-mérhetőek, és Borel-
mérhetők pontonkénti limesze is Borel-mérhető.
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A maximális operátor

13.9. definíció. Legyen ϑ előjeles vagy komplex Borel-mérték, a totális variációja τ , és legyen
0 ă t ď 8. Ekkor legyen

M tϑpxq “ sup

"

τpBpx, rqq

λpBpx, rqq
: 0 ă r ă t

*

.

Ha t “ 8, akkor a jelölésből elhagyhatjuk a t indexet: Mϑ. Ha ϑ az f függvény integrálja, akkor

írhatjuk azt is, hogy M tf vagy Mf . Vagyis Mfpxq “ sup

#ş

Bpx,rq
|f |dλ

λpBpx, rqq
: 0 ă r

+

Az M t neve "maximális operátor" (mert mértékhez vagy függvényhez rendel függvényt), az M tϑ
a "maximális függvény".

Triviális, hogy ha ϑ előjeles mérték, akkor ´Mϑ ď Dϑ ď Dϑ ďMϑ (lim inf és lim sup az inf és
sup között van).

13.10. lemma. Az M tϑ maximális függvény a.f.f., tehát Borel-mérhető.

Bizonyítás. A 13.7 lemma első fele a τ mértékre.

13.11. lemma. Véges sok gömb közül kiválaszthatóak páronként diszjunktak úgy, hogy a háromszo-
rosuk az összes gömböt fedje (A Bpa, rq gömb háromszorosa 3Bpa, rq “ Bpa, 3rq).

Bizonyítás. Legyen a gömbök B1, . . . , Bn sorrendje olyan, hogy r1 ě . . . ě rn ą 0
A gömbök közül kiválasztunk néhányat, amelyek páronként diszjunktak. Mohón, a gömbök mind-

egyikét sorban vagy kiválasztjuk, vagy nem. A B1-et kiválasztjuk. A B2-t akkor választjuk ki, ha
nem metszi B1-et. Ha a B1, . . . , Bk´1 gömbökről már eldöntöttük, hogy kiválasztjuk-e: a Bk gömböt
akkor választjuk ki, ha nem metszi egyik korábban kiválasztott gömböt sem.

Legyenek a kiválasztott gömbök Bi1 , . . . , BiN ; ezek páronként diszjunktak. Azt állítjuk, hogy a
3-szorosra nagyított Bpxi1 , 3ri1q, . . . , pxiN , 3riN q gömbök lefedik

Ťn
i“1Bi-t. Vegyünk egy tetszőleges

x P
Ťn
i“1Bi pontot; ezt valamelyik Bk gömb lefedi. Ha Bk kiválasztott gömb, akkor ennek 3-szoros

nagyítása is fedi x-et. Ha Bk nem kiválasztott, akkor belemetsz egy nála korábban kiválasztott, tehát
egy nála nem kisebb kiválasztott gömbbe: legyen ez Bj, és legyen y a Bk és Bj gömbök egy közös
pontja. Ekkor |x´ xj| ď |x´ xk| ` |xk ´ y| ` |y ´ xj| ă rk ` rk ` rj ď 3rj, így x P Bpxj, 3rjq.

13.12. lemma (A maximális operátor tétele). Ha ϑ véges előjeles vagy komplex mérték a G Ă Rp

halmazon, akkor

λpMϑ ą tq ď
3pτpGq

t
.

Bizonyítás. Ha K Ă GpMϑ ą tq kompakt, akkor minden x P K-hoz van olyan r “ rpxq sugár,
amelyre τpBpx,rqq

λpBpx,rqq
ą t.

Ť

xPK Bpx, rpxqq lefedi K-t; a kompaktság miatt kiválasztható közülük egy
véges fedés; ezt a sugarak szerint csökkenő sorrendbe tesszük. Tehát vannak olyan x1, . . . , xn P K
pontok és r1 ě . . . ě rn ą 0 sugarak, avagy Bk “ Bpxk, rkq gömbök, amelyek fedik K-t.

Ezek után alkalmazzuk az előző lemmát a gömbökre, kapunk olyan diszjunkt Bi1 , . . . , BiN göm-
böket, amelyekre K Ă

ŤN
k“1 3Bik . Tehát

λpKq ď
N
ÿ

k“1

λpBpxik , 3rikqq “ 3p
N
ÿ

k“1

λpBpxik , rikqq ă 3p
N
ÿ

k“1

τpBpxik , rikqq

t
ď

3pτpGq

t
.

Ez minden kompakt K Ă G-re igaz, tehát a Lebesgue-mérték regularitása miatt a GpMϑ ą tq
halmazra is.
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13.13. következmény. Ha ϑ lokálisan véges, akkor Dϑ és Dϑ is λ-m.m. véges.

Bizonyítás. A G felbomlik megszámlálható sok olyan G1, G2, . . . gömbre, amelyen τ véges.
Legyen ϑnpHq “ ϑpH XGnq; ez egy véges előjeles mérték; az Gn gömbön belül ϑ és ϑn alsó és felső
deriváltja megegyezik.

Mivel ´Mϑn ď Dϑn ď Dϑn ďMϑn, bármely t ą 0 esetén

λp|Dϑn| “ 8q ď λpMϑn “ 8q ď λpMϑn ą tq ď
3pτnpGq

t
.

Az tÑ 8 határátmenetből
λp|Dϑn| “ 8q “ 0.

A Gn belsejében tehát Dϑ m.m. véges, tehát a gömbök unióján is.

13.14. megjegyzés (KT). Azt mondjuk, hogy egy L1-operátor gyenge egy-egy tulajdonságú, ha teljesül
rá a maximális operátor tétel. Azt mondjuk, hogy erős egy-egy tulajdonságú, ha tetszőleges L1

függvény L1-normáját legfeljebb konstansszorosára növeli.
A maximális operátor tétel függvényekre vonatkozó alakja a következő:

λpMf ą tq ď
3p}f}1
t

Ennél erősebb lenne, ha
}Mf}1 “ c ¨ }f}1

teljesülne alkalmas c konstansra, de ez sajnos általában nem igaz.

14. Borel-mértékek differenciálása
Lokálisan véges Borel-mérték akkor és csak akkor szinguláris, ha a deriváltja m.m. 0. Lebesgue-pont. Ab-
szolút folytonos mérték m.m. differenciálható, és a deriváltja megegyezik a Radon–Nikodym deriválttal.
Mérhető burok. Alsó és felső sűrűség. Sűrűségi tétel. [Petruska, 100–105. o.]

Lebesgue-pontok

14.1. definíció. Legyen H Ă Rp, f : H Ñ R vagy f : H Ñ C mérhető. Az x0 P intH pont az f
függvénynek "Lebesgue-pontja", ha

lim
rÑ0`

ş

Bpx0,rq
|f ´ fpx0q|dλ

λpBpx0, rqq
“ 0.

Trivi, hogy minden folytonossági pont Lebesgue-pont.

14.2. megjegyzés (KT). Ezzel a definícióval az a célunk, hogy lim
rÑ0`

ş

Bpx0,rq
fdλ

λpBpx0, rqq
“ fpx0q teljesüljön

(azaz a pont körül az integrálátlag egyenlő legyen a pontbeli függvényértékkel); és látszik, hogy a
háromszög-egyenlőtlenség miatt a Lebesgue- pontokra ez valóban fennáll.

Az is világos, hogy ez nem teljesül minden függvényre: ha egy f függvényre és egy x0 pontra
véletlenül igaz, akkor fpx0q ´ t tetszőlegesen megváltoztatva a limesz változatlan marad, míg a jobb
oldal nem.

14.3. definíció. Az f függvényt lokálisan integrálhatónak nevezzük H-n, ha minden pontnak van
olyan környezete, amelyen az integrál véges (Vagy ekvivalensen: minden K Ă H kompakt halmazon
az integrál véges. Még ekvivalensebben: minden K Ă H korlátos halmazon az integrál véges).

14.4. tétel. Ha f lokálisan integrálható H-n, akkor H m.m. belső pontja Lebesgue-pontja f -nek.
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Bizonyítás. A H-t lefedhetjük olyan gömbökkel, amelyeken f integrálható, így elég integrálható
f -re bizonyítani, vagyis f P L1 esetén.

Rögzítsünk két pozitív egészt, k-t és m-et.
Az L1 térben sűrűn vannak az olyan "szép" függvények, amelyek véges sok téglalapon konstansok,

azokon kívül az értékük 0. Legyen g egy olyan szép függvény, amelyre }f´g}1 ă 1
k
, és legyen h “ f´g;

ekkor tehát }h}1 ă 1
k
.

Ha egy x pont nem esik egyik téglalap határára sem, akkor x egy kis környezetében g “ 0, és így
ż

Bpx,rq

|f ´ fpxq|dλ “

ż

Bpx,rq

|h´ hpxq|dλ ď

ż

Bpx,rq

`

|h| ` |hpxq|
˘

dλ,

(ez utóbbi egyenlőtlenség a háromszög-egyenlőtlenség miatt teljesül),
ş

Bpx,rq
|f ´ fpxq|dλ

λpBpx, rqq
ď |hpxq| `

ş

Bpx,rq
|h|dλ

λpBpx, rqq
ď |hpxq| `Mhpxq,

lim sup
rÑ0`

ş

Bpx,rq
|f ´ fpxq|dλ

λpBpx, rqq
ď |hpxq| `Mhpxq.

Ha az x pontban lim suprÑ0`

ş

Bpx,rq |f´fpxq|dλ

λpBpx,rqq
ą 1

m
, akkor ott |hpxq| és Mhpxq valamelyike legalább

1
2m

. Ezért

λ

˜

lim sup
rÑ0`

ş

Bpx,rq
|f ´ fpxq|dλ

λpBpx, rqq
ą

1

m

¸

ď λ

ˆ

|h| ą
1

2m

˙

` λ

ˆ

Mh ą
1

2m

˙

ď

ď

ş

|h|dλ

1{p2mq
`

3p
ş

|h|dλ

1{p2mq
“ 2mp1` 3pq}h}1 ă

2mp1` 3pq

k
.

Itt

λ

ˆ

|h| ą
1

2m

˙

ď

ş

|h|dλ

1{p2mq

a triviális Csebisev-tételből következik, míg

λ

ˆ

Mh ą
1

2m

˙

ď
3p
ş

|h|dλ

1{p2mq

a maximális operátor tételéből.
Ebből k Ñ 8, majd mÑ 8 határátmenettel

λ

˜

lim sup
rÑ0`

ş

Bpx,rq
|f ´ fpxq|dλ

λpBpx, rqq
ą

1

m

¸

“ 0,

λ

˜

lim sup
rÑ0`

ş

Bpx,rq
|f ´ fpxq|dλ

λpBpx, rqq
ą 0

¸

“ 0.

14.5. megjegyzés (KT). Azt az állítást, hogy: az L1 térben sűrűn vannak az olyan "szép" függvények,
amelyek véges sok téglán konstansok, azokon kívül az értékük 0; gyakorlaton bizonyítjuk.

A továbbiakban a fenti tétel következményeit vizsgáljuk.

14.6. következmény. [KT] Ha f lokálisan integrálható H-n, akkor

lim
rÑ0`

ş

Bpx0,rq
fdλ

λpBpx0, rqq
“ fpx0q

m.m. x0 P H-ban

43



Bizonyítás.
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ş

Bpx0,rq
fdλ

λpBpx0, rqq
´ fpx0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ş

Bpx0,rq
pf ´ fpx0qqdλ

λpBpx0, rqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ş

Bpx0,rq
|f ´ fpx0q|dλ

λpBpx0, rqq
Ñ 0.

Itt az egyenlőség azért teljesül, mert fpx0q átlaga önmaga; az egyenlőtlenség pedig azért, mert az
integrál abszolútértéke legfeljebb az abszolútérték integrálja.

14.7. következmény. [KT] Ha ϑ lok. véges, abszolút folytonos (a Lebesgue-mértékre nézve) előjeles

mérték Rp-n, akkor Dϑ λ-m.m. létezik és Dϑ “
dϑ

dλ
λ-m.m.

Bizonyítás. A Radon-Nikodym tételt alkalmazva kapunk egy lokálisan integrálható f “
dϑ

dλ
függvényt, amelyre ϑpEq “

ş

E
fdλ minden E halmazra. Erre a 14.6 következményt alkalmazva kész

vagyunk, hiszen

lim
rÑ0`

ş

Bpx0,rq
fdλ

λpBpx0, rqq
“ Dϑpx0q.

14.8. megjegyzés (KT). Ezt később általánosítani fogjuk (megengedünk más differenciálbázist is a
gömbökön kívül; illetve nem abszolút folytonos ϑ esetén a Lebesgue-felbontásának abszolút folytonos
tagja fog bejönni.).

14.9. következmény (Lebesgue sűrűségi tétel mérhető halmazokra). [KT] Tetszőleges H Ă Rp

mérhető halmazra
lim
rÑ0`

λpH XBpx, rqq

λpBpx, rqq
“ 1

λ-m.m. x P H, és

lim
rÑ0`

λpH XBpx, rqq

λpBpx, rqq
“ 0

λ-m.m. x P RpzH

Bizonyítás. Alkalmazzuk a 14.6 következményt f “ χH-ra.

14.10. definíció. A
lim
rÑ0`

λpH XBpx, rqq

λpBpx, rqq

határértéket az x pont H-beli sűrűségének nevezzük, és dpx,Hq-val jelöljük.
A H halmaz sűrűségi pontjai azon x P H pontok, melyekre dpx,Hq “ 1.

Ezekkel a definíciókkal 14.9-et a következőképpen fogalmazhatjuk meg: tetszőleges H Ă Rp mér-
hető halmaznak λ-m.m. pontja sűrűségi pontja.

14.11. mese. A szakasz hátralevő részében a tételek bizonyítását az olvasóra bízzuk.

14.12. definíció (Sűrűségtopológia). H Ă Rp d-nyílt (azaz a sűrűségtopológia szerint nyílt), ha @x P
H : dpx,Hq “ 1, azaz minden pontja sűrűségi pont.

14.13. tétel. A sűrűségtopológia tényleg topológia.

Bizonyítás. Trivi: a teljes tér, illetve üreshalmaz nyílt, és véges metszetre zárt.
Nem trivi: tetszőleges unióra zárt.
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14.14. lemma. τe Ă τd, vagyis a sűrűségtopológia bővebb, mint az euklideszi.

Bizonyítás. Triviális.

14.15. definíció. f : RÑ R approximatíve folytonos, ha τe-nyílt őse τd-nyílt.
f : RÑ R approximatíve folytonos az x0 pontban, ha @ Vfpx0q τe-nyílt környezetre D Ux0 τd-nyílt

környezet, hogy fpUx0q Ă Vfpx0q.

14.16. tétel.
1. f mérhető ô f approximatíve folytonos majdnem minden pontban.
2. f korlátos és approximatíve folytonos ñ f deriváltfüggvény ( D F : F 1 “ f)
3. f approximatíve folytonos ñ f Darboux és Borel (ez következik 2.-ből)
4. Ha f korlátos és f.f.f. vagy a.f.f., akkor f approximatíve folytonos ô f deriváltfüggvény

14.17. tétel. pRp, τdq összefüggő.

Derivált és Radon–Nikodym derivált

14.18. lemma. Ha β lok. véges, szinguláris Borel-mérték, akkor Dβ “ 0 m.m.

Bizonyítás. Komplex mérték esetén a valós és a képzetes részt külön-külön deriváljuk, ezért elég
előjeles mértékekre bizonyítani. A 13.13. következményhez hasonlóan elég zárt gömbök belsejére
bizonyítani, ezért az is feltehető, hogy β véges.

Legyen τ a β totális varációja; ez is véges Borel-mérték.
Rögzítsünk két pozitív egészt, k-t és m-et.
Legyen H a β egy Lebesgue-nullmértékű tartója. A τ lok. véges Borel-mérték, tehát reguláris;

van olyan K Ă H kompakt halmaz, amelyre τpGzKq ă 1
k
.

Legyen ϑpAq “ βpAzKq; ekkor persze ϑ totális variációja τpAzKq. A K komplementuma nyílt,
ezen ϑ és β alsó és felső deriváltja ugyanaz, tehát Dϑ “ Dβ és Dϑ “ Dβ λ-m.m.

Ezek után

λ

ˆ

|Dβ| ą
1

m

˙

“ λ

ˆ

|Dϑ| ą
1

m

˙

ď λ

ˆ

|Mϑ| ą
1

m

˙

ď
3pτpGzKq

1{m
ă

3pm

k
.

k Ñ 8 majd mÑ 8,

λ

ˆ

|Dβ| ą
1

m

˙

“ 0

λ
`

|Dβ| ą 0
˘

“ 0

Ugyanígy látható, hogy
λ p|Dβ| ą 0q “ 0.

14.19. tétel (Mértékek differenciálásának fő tétele). Legyen D reguláris differenciálbázis, ϑ lok. véges
előjeles vagy komplex mérték, a Lebesgue-felbontása ϑ “

ş

fdλ` β. Ekkor DDϑ “ f λ-m.m.

Bizonyítás. Legyen α “
ş

fdλ; megmutatjuk, hogy az f minden Lebesgue-pontjában Dα “ f .
Mivel Dβ “ 0 λ-m.m. (lásd 14.18), és λ-m.m. pont Lebesgue-pontja f -nek (lásd 14.4); ez elég is.

Legyen tehát x0 Lebesgue-pont, és 0 ă ρ “ ρpx0q ď 1 a differenciálbázis regularitásában szereplő
arány. Ha A Ă Bpx0, rq és λpAq ą ρ ¨ λpBpx0, rqq, akkor

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

αpAq

λpAq
´ fpx0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ş

A
pf ´ fpx0qqdλ

λpAq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ş

A
|f ´ fpx0q|dλ

λpAq
ď

ş

Bpx0,rq
|f ´ fpx0q|dλ

ρ ¨ λpBpx0, rqq
Ñ 0.
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14.20. tétel. Egy β lok. véges előjeles vagy komplex mérték akkor és csak akkor szinguláris, ha
Dβ “ 0 λ-m.m.

A sűrűségi tétel

14.21. definíció. H Ă Rp-nek A mérhető burka, ha A P LpRpq, A Ą H és p˚q minden B P LpRpq,
B Ą H-ra λpAzBq “ 0, avagy, minden B P LpRpq, H Ă B Ă A-ra λpAzBq “ 0.

14.22. lemma. 1. Minden halmaznak létezik mérhető burka; még Gδ is.
2. Ha M1 és M2 is mérhető burok, akkor λpM14M2q “ 0.
3. Ha M mérhető burka H-nak és A mérhető, akkor M X A mérhető burka H X A-nak.

Bizonyítás. 1. Tekintsünk egy tetszőlegesH Ă Rp halmazt; ehhez konstruálunk mérhető burkot.
Osszuk fel a teret korlátos kockákra: Rp “

Ť8

n“1Kn, és legyen a H halmaznak az n-edik kockába
eső része Hn “ H XKn .

Vegyünk minden k-hoz és n-hez egy olyan Gn,k nyílt halmazt, ami 1{k-nál pontosabban fedi a Hn

halmazt: Hn Ă Gn,k, λpGn,kq ă λpH XKnq `
1
k
. Ezek után legyen

Mn “

8
č

k“1

Gn,k, M “

8
ď

n“1

Mn.

Azt állítjuk, hogy M mérhető burka H-nak. Az trivi, hogy M is mérhető, Mn Ą Hn és M Ą H.
A p˚q ellenőrzéséhez vegyünk egy tetszőleges B Ą H mérhető halmazt. A Kn kockában Hn Ă

B XMn ĂMn, ezért minden k-ra

λpHnq ď λpB XMnq ď λpMnq ď λpGn,kq ă λpHnq `
1

k
;

A k Ñ 8 határátmenetből
λpB XMnq “ λpMnq “ λpHnq,

a kettő külöbnségéből λpMnzBq “ 0, végül

λpMzBq “
8
ÿ

n“1

λpMnzBq “ 0.

2. MivelM1 ésM2 Ą H, a mérhető burok definíciójából λpM2zM1q “ 0. AzM1,M2 felcserélésével
λpM1zM2q “ 0.

3. Az világos, hogy M X A mérhető és tartalmazza H X A-t; ismét csak p˚q-t kell ellenőrizni.
Tegyük fel, hogy B mérhető és B Ą H X A. Mivel B fedi a H X A halmazt, Az M pedig a teljes H
halmazt, H-nak nem lehet eleme az pM X AqzB atomban:

Akkor viszont H-t fedi az Mz
`

pM X AqzB
˘

, és így, mivel M mérhető burka H-nak,

λ
´

pM X AqzB
¯

“ 0.
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14.23. megjegyzés. A bizonyításban egy Gδσ halmazt konstruáltunk, de nem túl nehéz meggondolni,
hogy valójában Gδ is.

14.24. definíció. Legyen H Ă Rp, a mérhető burkaM , és tekintsük a µpAq “ λpAXHq “ λpAXMq
mértéket. A H halmaz alsó és felső sűrűsége az x P Rp pontban

dpx,Hq “ Dµpxq “ lim sup
rÑ0`

λpBpx, rq XHq

λpBpx, rqq
,

illetve

dpx,Hq “ Dµpxq “ lim inf
rÑ0`

λpBpx, rq XHq

λpBpx, rqq
,

sűrűsége

dpx,Hq “ Dµpxq “ lim
rÑ0`

λpBpx, rq XHq

λpBpx, rqq
.

Az x a H-nak sűrűségi pontja, ha dpx,Hq “ 1.

14.25. tétel (Lebesgue-féle sűrűségi tétel). (a) m.m. x P H sűrűségi pont.
(b) H akkor és csak akkor Lebesgue-mérhető, ha m.m. x R H-ra dpx,Hq “ 0.

Bizonyítás. (a) LegyenM mérhető burka H-nak és f “ χM . Ekkor µpAq “ λpAXMq “
ş

A
fdλ.

Ezért Dµ “ χM m.m.; speciálisan m.m.x P H ĂM -re Dµpxq “ 1.
(b) Legyen N az RpzH mérhető burka, νpAq “ λpAXNq és g “ χN .
Ha H mérhető, akkor lehet M “ H és N “ RpzH, és a két sűrűség is komplementere egymásnak.
Ha H nem mérhető, akkor λpM X Nq ą 0. Ugyanis RpzN Ă H Ă M , vagyis H két mérhető

halmaz közé esik, ezek különbsége nem lehet nullmértékű (mivel ekkor MzppM XNqX pRpzHqq “ H
is mérhető lenne a teljesség miatt). A különbség viszont éppen M X N . A metszet pontjaiban H
sűrűsége 1 m.m. .
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15. Abszolút folytonos és szinguláris függvények
Abszolút folytonos és szinguláris függvények. Az abszolút folytonosság átfogalmazása ε, δ-val. Példa
szigorúan monoton és folytonos, szinguláris függvényre. A Lipschitz-tulajdonság, az abszolút folytonosság
és korlátos változás kapcsolata. Szinguláris függvény deriváltja m.m. 0. Abszolút folytonos függvény
m.m. differenciálható, és a derivált integrálfüggvénye. Korlátos változású (spec. monoton) függvény
m.m. differenciálható. (Petruska II, 22. fej.)

Most azzal fogunk játszani, hogy a Borel-mértékek differenciálásáról szóló tételeinket átírjuk az
eloszlásfüggvényeikre.

Monoton növő függvények

15.1. definíció. Legyen I Ă R intervallum, F : I Ñ R monoton növő, ϕF a megváltozásából
származó Lebesgue-Stieltjes mérték.

F "abszolút folytonos", ha ϕF ! λ.
F "szinguláris", ha ϕF K λ.

15.2. példa. A Cantor-függvény folytonos, és szinguláris, nem abszolút folytonos.
Végtelen sok szinguláris, folytonos mérték összegéből nyerhetünk szigorúan monoton, folytonos,

szinguláris függvényt.
(Emlékeztetőül, az eloszlásfüggvény a 0 mértékű pontokban folytonos.)

15.3. tétel. Minden monoton növő függvény felbomlik egy abszolút folytonos és egy szinguláris függ-
vény összegére. :-o

Bizonyítás. A monoton növő függvényből kapunk egy mértéket, erre alkalmazzuk a Lebesgue
felbontási tételt.

16. Abszolút folytonos függvények (részben KT által utólag le-
írt tálalása) és Newton-Leibniz szabály Lebesgue integrálra

Tanultuk, hogy a Riemann integrál és a deriválás bizonyos értelemben egymás inverzei: alkalmas
enyhe feltételekkel

(i) adott f függvény F integrálfüggvényének deriváltja f ,
(ii) adott F függvény f deriváltjának integrálfüggvénye F plusz konstans.
A pontos feltételeket az alábbi klasszikus tételek tartalmazzák:

16.1. tétel. 1. Ha f folytonos egy I nyílt intervallumon, x0 P I és F pxq “
şx

x0
fptqdt, akkor

F 1 “ f az I intervallum minden pontjában.

2. (Newton-Leibniz szabály) Ha az F függvény differenciálható egy I nyílt intervallumon, és f “ F 1

integrálható I zárt részintervallumain, akkor F pbq ´ F paq “
şb

a
fptqdt teljesül minden ra, bs Ă I

intervallumon.

Azt fogjuk vizsgálni, hogy (i) és (ii) milyen formában teljesülnek Lebesgue integrálra.
Kezdjük az (i)-essel. Ha f -et nullmértékű halmazon megváltoztatjuk, akkor a Lebesgue integ-

rálással vett integrálfüggvénye nem változik, tehát az a természetes kérdés, hogy milyen (I nyílt
intervallumon értelmezett) függvényekre teljesül az alábbi állítás:

(i’) adott f : I Ñ R függvény F integrálfüggvényének deriváltja majdnem mindenütt f .
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Az nyilván szükséges, hogy f lokálisan integrálható legyen. A jó hír az, hogy ez elég is, sőt
ehhez most már dolgoznunk sem kell, mert szinte azonnal következik a Mértékek differenciálásának
fő tételéből (14.19).

16.2. tétel. Ha f lokálisan integrálható az I nyílt intervallumon, x0 P I és F pxq “
şx

x0
f , akkor

F 1 “ f I-n majdnem mindenütt.

Bizonyítás. Legyen ϑpEq “
ş

E
fdλ és legyen D “ D1 Y D2, úgy mint a 13.3 példában. Ekkor

a Mértékek differenciálásának fő tétele (14.19) szerint DDϑ “ f majdnem mindenütt, másrészt D
definíciója miatt DDϑ “ F 1.

Ezért a továbbiakban a (ii)-es problémával foglalkozunk. Mivel az integrálfüggvény definiálásához
elég, ha f majdnem mindenütt létezik, ezért természetes azt a kérdést nézni, hogy milyen (I nyílt
intervallumon értelmezett) F függvényekre teljesül az alábbi állítás:

(ii’) Ha F 1 “ f majdnem mindenütt I-n, akkor F pbq ´ F paq “
ş

ra,bs
f teljesül minden ra, bs Ă I

intervallumon.

A F függvény m. m. differenciálhatósága és F 1 lokális integrálhatósága nyilván szükséges. Az
ördöglépcső (más néven Cantor függvény) mutatja, hogy ez nem elég: (ii’) még monoton nővő folyto-
nos függvényekre sem mindig igaz, hiszen ez egy olyan nem konstans függvény, amelynek a deriváltja
majdnem mindenütt nulla.

Vegyük észre, hogy ha F előáll integrálfüggvényként, akkor lokálisan korlátos változású, és így
előáll két mononoton növő függvény összegeként. Ezért van értelme először azt azt vizsgálni, hogy
mely monoton növő függvényekre teljesül a fenti (ii’) állítás.

Monoton függvények

16.3. tétel. Ha F monoton nő az I nyílt intervallumon, ezek ekvivalensek:
(1) Az F függvény megváltozásából származó Lebesgue-Stieltjes mérték abszolút folytonos.
(2) Az F függvény majdnem mindenütt deriválható I-n és F pbq´F paq “

ş

ra,bs
F 1 minden ra, bs Ă I

intervallumon.
(2’) Van olyan f ě 0 mérhető függvény, amelyre F pbq ´ F paq “

ş

ra,bs
f minden ra, bs Ă I inter-

vallumon.
(3) Minden ra, bs Ă I kompakt intervallumhoz és ε ą 0-hoz van olyan δ ą 0, hogy bármely n és

a ď x1 ă y1 ď x2 ă y2 ď . . . ď xn ă yn ď b,
ř

pyi ´ xiq ă δ esetén
ř

|F pyiq ´ F pxiq| ă ε.

Bizonyítás. p1q ùñ p2q: Először is ϕF ! λ, ezért minden pont mértéke 0, és ezért F folytonos.
Legyen f “ dϕF

dλ
. A D “

 

rx, x` rq, rx´ r, xq : x P I, r ą 0
(

differenciálbázisban F 1 “ DDϕF “ f
m.m.
p2q ùñ p21q: Világos.
p21q ùñ p3q: Legyen a, b, ε adott, ezekhez szeretnénk megfelelő δ számot találni.
Az f függvény integrálható ra, bs-n, ezért van olyan szép g : ra, bs Ñ r0,8q függvény, amely tehát

véges sok szakaszon konstans, és
ş

ra,bs
|f ´ g|dλ ă ε

2
. Legyen K “ max g ` 1. Azt állítjuk, hogy

δ “ ε
2K

jó lesz.
Tekintsünk egy tetszőleges a ď x1 ă y1 ď x2 ă y2 ď . . . ď xn ă yn ď b intervallumsorozatot,

amelyre
řn
i“1pyi ´ xiq ă δ. Erre a sorozatra

n
ÿ

i“1

`

F pyiq ´ F pxiq
˘

“

n
ÿ

i“1

ż

rxi,yiq

fdλ ď
n
ÿ

i“1

ż

rxi,yiq

`

g ` |f ´ g|
˘

dλ ď

ď

n
ÿ

i“1

ż

rxi,yiq

Kdλ`

ż

ra,bs

|f ´ g|dλ ď
n
ÿ

i“1

Kpyi ´ xiq `
ε

2
ă Kδ `

ε

2
“ ε.
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p3q ùñ p1q: Tekintsünk egy tetszőleges N Ă I nullmértékű halmazt; azt kell igazolnunk, hogy
ϕF pNq “ 0. A ϕF reguláris, ezért elég ezt az N kompakt részeire igazolni. Legyen tehát K Ă I
kompakt, λpKq “ 0. A K benne van egy ra, bs Ă I intervallum belsejében: K Ă pa, bq Ă ra, bs Ă I.

Tetszőleges ε-hoz vegyünk egy, a (3) tulajdonságnak megfelelő δ-t. Fedjük le K-t nyílt inter-
vallumokkal, amelyek Lebesgue-összmértéke δ-nál kisebb. Ebből válasszunk ki egy véges fedést. A
fedésben lehetnek többszörösen fedett részek, de a fedés uniója mindenképpen véges sok diszjunkt
relatív nyílt intervallumból áll; legyenek ezek px1, y1q, . . . , pxn, ynq. A fedés Lebesgue-mértéke

n
ÿ

i“1

pyi ´ xiq ă δ,

a (3) tulajdonság alapján

ϕF pKq ď
n
ÿ

i“1

ϕF
`

pxi, yiq
˘

ď

n
ÿ

i“1

`

F pyiq ´ F pxiq
˘

ă ε.

Az εÑ 0 határátmenetből ϕHpKq “ 0.
A 16.3 tétel (1) ekvivalens állítása magyarázza, hogy a monoton F függvénynek ezt a tulajdonsá-

gát abszolút folytonosságnak nevezzük. Mivel a (3) tulajdonságnak bármilyen függvény esetén van
értelme, ezért általános esetben az lesz a definíció.

16.4. definíció. Egy f : ra, bs Ñ R függvényt abszolút folytonosnak mondunk, ha minden ε ą 0-hoz
van olyan δ ą 0, hogy bármely n és a ď x1 ă y1 ď x2 ă y2 ď . . . ď xn ă yn ď b,

ř

pyi ´ xiq ă δ
esetén

ř

|F pyiq ´ F pxiq| ă ε.
Egy I nyílt intervallumon értelmezett függvényt abszolút folytonosnak mondunk, ha minden

ra, bs Ă I intervallumon abszolút folytonos.

Tehát monoton növő függvény esetén az abszolút folytonosság ekvialens a 16.3 tétel mindegyik
állításával.
16.5. megjegyzés. Sajnos nyílt intervallumon a terminológia nem egyértelmű. Sokan ott is ugyanazt
követelik meg az abszolút folytonossághoz mint amit mi ra, bs-n megkövetelünk, és lokálisan abszolút
folytonos-nak hívják azt, amit mi abszolút folytonosnak hívunk.

A 16.3 (1) ekvivalens állításának analógiájára definiálhatjuk monoton növő függvények szingula-
ritását is.

16.6. definíció. Legyen I Ă R intervallum, F : I Ñ R monoton növő, ϕF a megváltozásából
származó Lebesgue-Stieltjes mérték. Az F függvényt szingulárisnak mondjuk, ha ϕF K λ.

16.7. megjegyzés. Itt sem egyértelmű a terminológia. Van aki a konstans függvényt nem hívja szin-
gulárisnak.
16.8. példa. A Cantor-függvény folytonos, és szinguláris, nem abszolút folytonos.

A fejezet végén látni fogjuk, hogy végtelen sok szinguláris, folytonos mérték összegéből nyerhetünk
szigorúan monoton, folytonos, szinguláris függvényt.

(Emlékeztetőül, az eloszlásfüggvény a 0 mértékű pontokban folytonos.)

16.9. tétel. Minden monoton növő függvény felbomlik egy abszolút folytonos és egy szinguláris függ-
vény összegére.

Bizonyítás. A monoton növő függvényből kapunk egy mértéket, erre alkalmazzuk a Lebesgue
felbontási tételt.

16.10. tétel. Egy F monoton növő függvény akkor és csak akkor szinguláris, ha F 1 “ 0 m.m.
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Bizonyítás. Ha F szinguláris, akkor a ϕF Lebesgue-Stieltjes mérték szinguláris a Lebesgue
mértékre nézve, ezért az F deriváltját adó differenciálbázis szerint differenciálva majdnem mindenütt
nullát kapunk.

Ha F 1 “ 0 majdnem mindenütt, akkor az előző tétel szerinti F “ Fa ` Fs felbontást véve F 1a “ 0
m.m., ezért a 16.3 tétel szerint Fa konstans, tehát F szinguláris.

16.11. tétel. Ha F monoton, akkor m.m. differenciálható.

Bizonyítás. Mivel az abszolút folytonos és a szinguláris monoton függvények is majdnem min-
denütt differenciálhatóak, ezért ez következik a felbontási tételből.

16.12. kérdés. Láttuk, hogy Lebesgue integrált véve és majdnem mindenütt deriválhatóságot meg-
engedve, monoton függvényekre a Newton-Leibniz szabály pontosan akkor teljesül, ha a függvény
abszolút folytonos. Mondhatunk valamit akkor is, ha a függvény nem abszolút folytonos?

16.13. tétel. Tetszőleges F : ra, bs Ñ R monoton növő esetén
ş

ra,bs
F 1 ď F pbq ´ F paq. Egyenlőség

pedig akkor és csak akkor van, ha F abszolút folytonos.

Bizonyítás. A tétel második fele következik a 16.3 tételből.
Ha F monoton, akkor felírható F “ Fa ` Fs alakban, ahol Fa abszolút folytonos, Fs szinguláris.

Ekkor F, Fa, Fs majdnem mindenütt differenciálhatóak: F 1 “ F 1a ` F 1s m.m. Továbbá: F 1s “ 0 m.m.
ùñ F 1 “ F 1a m.m.

F pbq ´ F paq “ Fapbq ´ Fapaq ` Fspbq ´ Fspaq itt Fspbq ´ Fspaq ě 0
ş

ra,bs
F 1 “

ş

ra,bs
F 1a “ Fapbq ´ Fapaq ď F pbq ´ F paq.

Eddig a Newton-Leibniz szabálynak azt a változatát vizsgáltuk, amikor az integrált Lebesgue
értelemben vesszük, a deriválásnál pedig megelégszünk majdnem mindenütt differenciálhatósággal.
Most azt fogjuk nézni, hogy mindenütt differenciálható monoton függvényekre mikor igaz a Newton-
Leibniz szabály Lebesgue integrállal. A jó hír az, hogy mindig! Mindez az alábbi lemmán múlik.

16.14. lemma. Ha egy monoton növő F szinguláris és nem konstans, akkor van olyan pont, ahol
F 1 “ 8.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy F paq ă F pbq és legyen ϕF az F megváltozásából kapott Lebesgue-
Stieltjes mérték. Mivel ϕF szinguláris, ezért van olyan nullmértékű H Ă ra, bs halmaz, amelyre
ϕF pHq “ ϕF pra, bsq “ F pbq ´ F paq ą 0. Fedjük le H-t nagyon kis összhosszússágú intervallumokkal.
Ekkor valamelyikben nagy lesz F meredeksége a két végpont között. Erre az intervallumra ugyanezt
eljátszva, majd ezt ismételgetve, az intervallumok metszetében kapunk egy pontot, amelyben végtelen
a felső derivált.

16.15. tétel. Ha F monoton nő és mindenhol differenciálható, akkor abszolút folytonos, és F pbq ´
F paq “

ş

ra,bs
F 1dλ.

Bizonyítás. A 16.3 tétel miatt elég belátni az abszolút folytonosságot. A szokásos Fa ` Fs
felbontást véve az előző lemma miatt Fs csak konstans lehet.

Korlátos változású és általános eset

Miután a monoton függvényeket ilyen alaposan megvizsgáltuk, visszatérünk az általános esetre, és az
eddig belátott állítások jelentős részét belátjuk akkor is - alkalmas módosításokkal, megszorításokkal.

A 16.4 definícióból tetszőleges függvényekre könnyen adódnak az alábbiak.

16.16. tétel. 1. Minden Lipschitz függvény abszolút folytonos.

2. Minden abszolút folytonos függvény folytonos és lokálisan korlátos változású.
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Bizonyítás. Az első állítás világos. Ha F absz. folyt, legyen ε “ 1-hez δ jó. Ekkor egy |ru, vs| “ δ
intervallumon. VF pru, vsq ă 1. Ilyen intervallumokat összegezve: VF pra, bsq “

P

b´a
δ

T

.
Mivel minden korlátos változású, vagy akár lokálisan korlátos változású függvény előáll két mo-

noton növő függvény különbségeként, ezért az alábbi állítások azonnal következnek a monoton növő
függvényekre vonatkozó megfelelő állításokból.

16.17. tétel. Ha F lokálisan korlátos változású, akkor m.m. differenciálható.

16.18. tétel. Ha F lok. k.v. és mindenhol differenciálható, akkor abszolút folytonos, és F pbq´F paq “
ş

ra,bs
F 1dλ.

Alkalmas módosításokkal a 16.3 tétel is igaz marad lok. k.v. függvényekre, de látni fogjuk, hogy
ott az ekvivalenciák nagy részé valójában bármely függvényre teljesül.

Az egyetlen kivétel a Lebesgue-Stieltjes mértékre vonatkozó, hiszen csak monoton növő függvény
generál Lebesgue-Stieltjes mértéket. Mivel két mérték különbsége előjeles mérték (ha legalább az
egyik mérték véges), ezért két monoton függvény különbségére, vagyis k.v. függvényekre mindez
kiterjeszthető Lebesgue-Stieltjes féle előjeles mértéket definiálva.

16.19. tétel. Egy korlátos változású F függvény pontosan akkor abszolút folytonos, ha az általa
generált Lebesgue-Stieltjes féle előjeles mérték abszolút folytonos.

Az abszolút folytonosság Newton-Leibnizes ekvivalenciájához semmi extra feltétel nem kell.

16.20. tétel. Legyen F tetszőleges valós függvény egy I nyílt intervallumon. Ekkor a következők
ekvivalensek.

(1) Az F függvény abszolút folytonos.
(2) Az F függvény majdnem mindenütt deriválható I-n és F pbq´F paq “

ş

ra,bs
F 1 minden ra, bs Ă I

intervallumon.
(2’) Van olyan f függvény, amelyre F pbq ´ F paq “

ş

ra,bs
f minden ra, bs Ă I intervallumon.

Bizonyítás. (1) ñ (2): Ha F abszolút folytonos, akkor korlátos változású, tehát előáll két
monoton növő függvény különbségére, melyekre külön alkalmazható az analóg tétel.

(2) ñ (2’) világos.
(2’)ñ (1): Mivel a véges értékű F integrálfüggvénye f -nek, ezért f biztosan lokálisan integrálható.

Tehát azt kell belátni, hogy lok. integrálható függvény integrálfüggvénye mindig absz. folyt., vagy
azt, hogy mindig lok. korlátos változású, és így két monoton függvény különbsége, amire már tudjuk.
Mindkét út járható:

1. Remélhetőleg szerepelt gyakorlaton az a feladat, hogy ha f lok. integrálható egy tetsz. mér-
téktéren, akkor minden ε ą 0-hoz van olyan δ ą 0, amelyre

ˇ

ˇ

ş

E
f
ˇ

ˇ ă ε valahányszor E egy δ-nál
kisebb mértékű halmaz. Ebből kapásból következik, hogy bármely lok. intható fv. integrálfüggvénye
teljesíti az absz. folytonosság definícióját.

2. Mivel f lok. integrálható, ezért bármely véges intervallumon |f | integrálható, az pedig könnyen
látszik, hogy az integrálja felső korlát f totális variációjára az adott intervallumon.

Fubini tétele monoton függvényekből képezett sorok tagonkénti deriválá-
sáról

(Ez az alfejezet http://people.math.sc.edu/howard/Notes/fubini.pdf alapján készült.)
Fubini alábbi (a híres tételéhez képest kevésbé közismert, de szintén alapvető) tételének látszólag

nincs köze abszolút folytonos függvényekhez, de a bizonyítás a 16.13 tételen alapul, amely szerint
tetszőleges F : ra, bs Ñ R monoton függvény esetén

şb

a
F 1 ď F pbq ´ F paq. További kapcsolódás,

hogy ennek a Fubini tételnek a segítségével viszonylag könnyű szigorúan monoton növő, folytonos
szinguláris függvényt konstruálni.
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16.21. tétel (Fubini). Legyen fk : ra, bs Ñ R monoton növő, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ és az

fpxq “
8
ÿ

k“1

fkpxq

sorozat konvergáljon pontonként ra, bs-n. Ekkor ra, bs-n m.m.

f 1pxq “
8
ÿ

k“1

f 1kpxq.

Bizonyítás. Legyen

fpxq “
n
ÿ

k“1

fkpxq `Rnpxq

ahol

Rnpxq “
8
ÿ

k“n`1

fkpxq

A maradéka az n.
řn
k“1 fkpxq részösszegnek. Vegyük észre, hogy f és Rn szintén monoton növő

függvények és ezáltal a 16.13 tétel alapján m.m. differenciálhatóak. Legyen E azon pontok halmaza,
ahol az összes fk és f függvények differenciálhatóak. Nyilvánvaló, hogy ra, bszE nullmértékű. Ha
x P E, akkor az

řn
k“1 fkpxq részösszeg is differenciálható x-ben és ezáltal R1npxq “ f 1pxq´

řn
k“1 f

1
kpxq

is létezik. Tehát, mivel R1n ě 0,

f 1pxq “
n
ÿ

k“1

f 1kpxq `R
1
npxq ě

n
ÿ

k“1

f 1kpxq

minden x P E. Tehát nÑ 8 alapján

f 1pxq ě
8
ÿ

k“1

f 1kpxq (1)

minden x P E-re.
Most ismét a 16.13 tételt az Rn monoton növő függvényekre, ebből adódik

0 ě

ż b

a

R1npxq dx ě Rnpbq ´Rnpaq “
8
ÿ

k“n`1

pfkpbq ´ fkpaqq.

Mivel
ř8

k“n`1 fkpaq és
ř8

k“n`1 fkpbq sorok konvergálnak, az
ř8

k“n`1pfkpbq ´ fkpaqq sor is konvergál,
ezáltal limnÑ8

ř8

k“n`1pfkpbq ´ fkpaqq “ 0. Ezt kihasználva kapjuk, hogy

lim
nÑ8

ż b

a

R1npxq dx “ 0 (2)

Ezen felül
ż b

a

f 1pxq dx “

ż b

a

˜

n
ÿ

k“1

fkpxq

¸1

dx`

ż b

a

R1npxq dx

“

ż b

a

n
ÿ

k“1

f 1kpxq `

ż b

a

R1npxq dx

ď

ż b

a

8
ÿ

k“1

f 1kpxq `

ż b

a

R1npxq dx
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Most nÑ 8 és 2 adja, hogy
ż b

a

f 1pxq dx ď

ż b

a

8
ÿ

k“1

f 1kpxq.

De 1 miatt f 1pxq ě
ř8

k“1 f
1
kpxq m.m.. Tehát az egyetlen eset, melyben az utolsó egyenlőtlenség állhat

az f 1pxq “
ř8

k“1 f
1
kpxq m.m.. És ezt akartuk belátni.

A fenti tétel a kulcs az alábbi konstrukcióban.

16.22. tétel. Létezik szigorúan monoton növő, folytonos szinguláris függvény.

Bizonyítás. Legyen hpxq az a függvény, amelyet úgy kapunk, hogy a Cantor függvényt kiter-
jesztjük 0-ként a negatív számokra és 1-ként az 1-nél nagyobb számokra. Így h a teljes számegyenesen
monoton növő, folytonos szinguláris függvény, amely a Cantor halmazon szig. mon. nő. Legyen

fpxq “
8
ÿ

n“1

1

2n
hpx´ rnq,

ahol prnq a racionális számok egy felsorolása. Könnyen látható, hogy a kapott f függvény a teljes
számegyenesen szigorúan monoton nő és folytonos. Mivel h szinguláris, ezért h1 “ 0 m. m., ezért a
fenti Fubini tétel szerint f 1 “ 0 m. m., tehát f is szinguláris.

16.23. megjegyzés. Másik lehetőség a fenti konstrukcióra, hogy mindig a kiegészítő intervallumokba
pakolunk a Cantor függvény egy-egy megfelelő affin képét.

VI. rész:
Szorzatmértékek

17. Véges sok mértéktér szorzata
σ-additivitás két mértéktér direkt szorzatán. Két mértéktér szorzata. Fubini-tétel (bizonyítás nélkül).
Véges sok mértéktér szorzata.

Két mértéktér szorzata

17.1. lemma. Legyen pX,M, µq és pY,N , νq két mértéktér.

(a) A T “ tAˆB : A PM, B P N u, a "téglák" halmaza félgyűrű;
(b) A T félgyűrűn az αpAˆBq “ µpAq ¨νpBq halmazfüggvény σ-additív, σ-szubadditív, és additív.
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Bizonyítás. (a) Ahhoz, hogy T félgyűrű legyen, három dolog kell: H P T , bármely két tég-
la metszete tégla, és bármely két tégla különbsége előáll, mint véges sok tégla diszjunkt uniója;
mindhárom triviális. Az ábrán a T X U és Y zU felbontása látható.

Az üres halmaz is tégla, például HˆH P T .

(b) Tegyük fel, hogy a T “ AˆB tégla felbomlik a Tn “ AnˆBn téglák (n “ 1, 2, . . .) diszjunkt
uniójára. Ekkor x P X, y P Y esetén

χApxq χBpyq “ χT px, yq “
8
ÿ

n“1

χTnpx, yq “
8
ÿ

n“1

χAnpxq χBnpyq.

Előbb x, majd y szerint integrálva,

µpAq χBpyq “

ˆ
ż

X

χApxq dµpxq

˙

χBpyq “

ż

X

χApxq χBpyq dµpxq “

ż

X

˜

8
ÿ

n“1

χAnpxqχBnpyq

¸

dµpxq
Beppo Levi
“

8
ÿ

n“1

ż

X

χAnpxqχBnpyqdµpxq “
8
ÿ

n“1

µpAnqχBnpyq

αpT q “ µpAq νpBq “

ż

Y

µpAq χBpyq dνpyq “

ż

Y

˜

8
ÿ

n“1

µpAnq χBnpyq

¸

dνpyq “

Beppo Levi
“

8
ÿ

n“1

ż

Y

µpAnqχBnpyqdνpyq “
8
ÿ

n“1

µpAnqνpBnq “

8
ÿ

n“1

αpTnq

tehát α tényleg σ-additív (és persze additív is).
A σ-szubadditivitás következik abból, hogy T félgyűrű: a szokott módon minden fedés kicserél-

hető diszjunkt téglákkal való fedésre, és elmetszhető a lefedett téglával.
A 17.1. Lemma biztosítja mértékkiterjesztés feltételeit: az α téglafüggvény kiterjeszthető mér-

tékké a téglák által generált σ-algebrára.

17.2. definíció. Az pX,M, µq és pY,N , νq mértékterek szorzata a pZ,S, ϕq mértéktér, ahol Z “

XˆY , ϕα a lemmabeli α-hoz asszociált külső mérték a Z halmazon, S a ϕα szerint mérhető halmazok
rendszere, és ϕ az ϕα megszorítása S-re.

Véges sok mértéktér szorzata

A lemma és a definíció minden nehézség nélkül kiterjeszthető n mértéktér szorzatára is.

17.3. definíció. (véges sok mértéktér szorzata)
Ha pXk,Mk, µkq (k “ 1, 2 . . . , n) mértékterek, akkor T “ tA1ˆ. . .ˆAn : A1 PM1, . . . , An PMnu

a téglák félgyűrűje, ezen az αpA1ˆ . . .ˆAnq “ µ1pA1q¨ . . . ¨µnpAnq függvény σ-additív. A mértékterek
szorzata pZ,S, ϕq, ahol Z “ X1 ˆ . . . ˆ Xn halmazon, ϕα : Z Ñ r0,8s az α-hoz asszociált külső
mérték, S a ϕα szerint mérhető halmazok rendszere, és ϕ a ϕα megszorítása S-re.
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A σ-additivitásának bizonyítása ugyanúgy megy, mint a 17.1 lemmában, csak a Beppo Levi tételt
nem kétszer, hanem n-szor kell alkalmazni.
17.4. példa. Ha µ a p-dimenziós, ν a q-dimenziós Lebesgue-mérték, akkor a szorzat a pp`qq-dimenziós
Lebesgue-mérték. Ez majdnem triviális, a valamelyik mérték szerint nullmértékű halmazokat kell
egy kicsit diszkutálni: minden mérhető halmaz egy Fσ halmaz és egy nullmértékű halmaz uniója stb.

A szorzatmérték szerinti integrál átírása többszörös integrállá

17.5. tétel (Fubini). Legyen a pZ,S, ϕq az pX,M, µq és pY,N , νq mértékterek szorzata, és f ϕ-
m.mérhető Z-n. Ha f (végesen) integrálható, vagy ha Z σ-véges és

ş

Z
fdϕ létezik, akkor

(a) µ-m.m. x-re létezik a gpxq “
ş

Y
fpx, yqdνpyq paraméteres integrál;

(b)
ş

X
gdµ “

ş

Z
fdϕ, avagy

ż

Z

fpx, yqdϕpx, yq “

ż

X

ˆ
ż

Y

fpx, yq dνpyq

˙

dµpxq.

Bizonyítás. Külön fejezetben.

17.6. megjegyzés (KT). Az f ě 0 esetet szokás Tonelli-tételnek is nevezni.

17.7. következmény (17.5). [KT] Tegyük fel, hogy az pX,µq, pY, νq mértékterek szorzata, pZ, ϕq σ-
véges, f : Z Ñ R mérhető, és

ş

X

`ş

Y
|f | dν

˘

dµ,
ş

X

`ş

Y
f` dν

˘

dµ,
ş

X

`ş

Y
f´ dν

˘

dµ közül legalább az
egyik véges. Ekkor

ş

X

`ş

Y
f dν

˘

dµ és
ş

Y

`ş

X
f dµ

˘

dν léteznek, és
ş

X

`ş

Y
f dν

˘

dµ “
ş

Y

`ş

X
f dµ

˘

dν.

Bizonyítás. A Tonelli-tétel szerint (|f |, f`, f´ nemnegatívak, ezért a tétel feltételei automa-
tikusan teljesülnek) például 8 ą

ş

X

`ş

Y
f` dν

˘

dµ “
ş

Z
f`dϕ, így

ş

z
fdϕ létezik (ha a pozitív és

negatív rész közül legalább az egyiknek véges az integrálja, akkor a függvény integrálja létezik.), ezért
a Fubini-tétel miatt készen vagyunk.

Ez a következmény a Fubini-tételnek egy használhatóbb alakját adja a kezünkbe, hiszen a Fubini-
tétel eredeti alakjában a feltételek ellenőrzéséhez gyakran magát a tételt kellene használni.
17.8. megjegyzés. A Fubini-tétel lehetőséget ad az integrálok felcserélgetésére, feltéve, hogy a szor-
zatmérték szerinti integrál létezik. A Jordan-mértéknél szokott eljönni az a kérdés, hogy tudunk-e
olyan nemnegatív f : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ r0,8q függvényt mondani, amelyre

ş1

x“0

´

ş1

y“0
fpx, yq dy

¯

dx

és
ş1

y“0

´

ş1

x“0
fpx, yq dx

¯

dy is létezik, de az értékük különböző. A Fubini-tétel szerint Lebesgue-
mérhető függvényekre a két integrál mindig egyenlő, mi pedig csak Borel-mérhető függvényeket tu-
dunk felírni. Nem mérhető függvények konstruálásához muszáj a kiválasztási axiómát használni.
17.9. példa. Tegyük fel, hogy igaz a kontinuumhipotézis, és legyen ă a r0, 1s halmaz egy ω1 típusú
jólrendezése. Tekintsük a következő függvényt:

fpx, yq “

#

1 x ă y

0 x ľ y

Bármely x-re csak megszámlálható sok olyan y van, amely megelőzi x-et a jólrendezésünkben. Ezért
bármely rögzített x-re fpx, yq “ 1 m.m. y-ra, és így

ş

r0,1s
fpx, yqdλpyq “ 1, tehát

ż

xPr0,1s

ˆ
ż

yPr0,1s

fpx, yq dλpyq

˙

dλpxq “ 1.

Megfordítva, bármely y P r0, 1s-hez csak megszámlálható sok x ĺ y létezik, tehát rögzített y esetén
fpx, yq “ 0 m.m. x-re, ezért

ż

yPr0,1s

ˆ
ż

xPr0,1s

fpx, yq dλpxq

˙

dλpyq “ 0.
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17.10. megjegyzés (KT). A kontiuumhipotézis nélkül is tudunk példákat gyártani, amelyre a Fubini-
tétel nem igaz: legyen pX,µq mértéktér, ahol X “ ω1, és

µpEq “

#

0, ha |E| ď ω

1, ha |XzE| ď ω,

a többi halmaz nem mérhető. Erre az előbbi konstrukció ismét egy ellenpéldát szolgáltat.

17.11. megjegyzés. Mindkét esetben a Fubini-tétel azon feltétele sérült, hogy az f függvénynek mér-
hetőnek kell lennie. Ez mutatja azt, hogy f mérhetősége nem hagyható el a feltételek közül.

17.12. tétel (Friedman, 1980). A ZFC-vel konzisztens a következő állítás: Legyen f : r0, 1s2 Ñ r0,8q

tetszőleges függvény. Ha az
ş

xPr0,1s

´

ş

yPr0,1s
fpx, yqdλpyq

¯

dλpxq és
ş

yPr0,1s

´

ş

xPr0,1s
fpx, yqdλpxq

¯

dλpyq

kettős integrálok létezniek, akkor egyenlők.

Tehát, ha akarjuk, legalábbis pozitív függvények esetén, szabadon szabad cserélgetni a többszörös
szummákat és Lebesgue-integrálokat. Ha akarjuk, létezik olyan eset, amikor nem, de nem tudunk
konkrét ellenpéldát felírni a ZFC-nél erősebb plusz feltételek felhasználása nélkül.

17.13. megjegyzés (KT). 17.12-ben f : r0, 1s2 Ñ R-re nem igaz az állítás:
ż 1

0

ż 1

0

x2 ´ y2

px2 ` y2q2
dy dx “

π

4
,

de
ż 1

0

ż 1

0

x2 ´ y2

px2 ` y2q2
dx dy “ ´

π

4
.

(Ennek igazolásához használjuk fel, hogy Dxy arctan y
x
“

y2 ´ x2

px2 ` y2q2
.)

Ez látszólag ellentmond 17.7-nek, vagyis az ottani feltételek sérülnek:
ş1

0

´

ş1

0
|f | dx

¯

dy,
ş1

0

´

ş1

0
f` dx

¯

dy,
ş1

0

´

ş1

0
f´ dx

¯

dy egyike sem véges.

17.14. megjegyzés (KT). Eddig láttunk pédát arra, hogy a Fubini-tétel feltételei közül nem hagyható
el f mérhetősége, és

ş

z
fdϕ létezése. Most arra is mutatunk példát, hogy a σ-végesség sem hagyható

el (még nemnegatív esetben sem).
Legyen a szorzatterünk pr0, 1s, λq ˆ pr0, 1s, számlálómértékq, és f “ χtpx,xq:xPr0,1su az átló karakte-

risztikus függvénye. Ekkor
ş ş

f dx dy “
ş

0 dy “ 0, de
ş ş

f dy dx “
ş

1 dx “ 1.
Itt tényleg a σ-végesség sérül, mert f mérhető (lásd 17.16).
Vegyük észre, hogy ez egyben arra is példa, hogy f (végesen) integrálható voltára is szükség van

a tétel feltételei között.

17.15. megjegyzés (KT). A Fubini-tételt gyakran alkalmazzák halmazok karakterisztikus függvényére.

17.16. példa. [KT] Legyen µ a számlálómérték r0, 1s-en; határozzuk meg a pr0, 1s, λq ˆ pr0, 1s, µq
szorzattér mérhető részhalmazait.

Legyen ϕ a szorzattéren λ-ból és µ-ből származó külső mérték. Először a ϕ szerint véges külső
mértékű halmazokat vizsgáljuk, azon belül is a véges külső mértékű téglákat (mérhető ˆ mérhető
alakú halmazok).

A tr0, 1s ˆ H : |H| ă 8u, illetve a tK ˆ r0, 1s : λpKq “ 0u alakú halmazok (illetve ezek
részhalmazai) lesznek a véges külső mértékű téglák. Ha ugyanis egy T “ A ˆ B téglára µpBq ă 8
igaz, akkor ϕpT q ă 8 biztosan teljesül (ez volt az első eset); ha pedig µpBq “ 8, akkor ahhoz, hogy
ϕpT q “ λpAq ¨ µpBq ă 8 teljesüljön, λpAq “ 0-nak kell állnia (2. eset).

Egy halmaz véges külső mértékűségéhez kell, hogy le lehessen fedni a fenti halmazok közül meg-
számlálható sokkal. A tr0, 1s ˆ H : |H| ă 8u halmazok megszámlálható uniója tr0, 1s ˆ H :
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Hmegszámlálhatóu alakú (továbbiakban 1-es típus), míg tK ˆ r0, 1s : λpKq “ 0u alakú halma-
zok megszámlálható uniója még mindig tK ˆ r0, 1s : λpKq “ 0u alakú (továbbiakban 2-es típus). Ha
tehát ϕpAq ă 8, akkor A Ă B Y C, ahol B 1-es, C pedig 2-es típusú.

Ha ϕpAq ă 8, akkor fedjük le vízszintes szekciókkal: A Ă
Ť

pr0, 1s ˆ txuq. Itt az olyan szekciók,
amelyekre A X pr0, 1s ˆ txuq Lebesgue-nullmértékű, C-be kerülnek; amelyekre a A

Ş

pr0, 1s ˆ txuq
halmaz Lebesgue-mértéke pozitív, B-be kerülnek. Vagyis B és C definíciója miatt az előbbi halmazok
uniójának x tengelyre vett vetülete Lebesgue-nullmértékű kell, hogy legyen (a rövidség kedvéért ezt
a tulajdonságot T-nek hívjuk); az utóbbiakból pedig legfeljebb megszámlálható sok lehet.

Ezek tehát mind szükségesek ahhoz, hogy ϕpAq ă 8 teljesüljön, és ekkor ϕpAq “
ř

yPr0,1s

λpAyq,

vagyis a vízszintes szekciókkal vett metszetek összmértéke (ez értelmes, hiszen legfeljebb megszám-
lálható nem 0 tag van az összegben). Ekkor nyilván A pontosan akkor véges külső mértékű, ha ez a
szumma véges. Tehát ϕpAq ă 8 ðñ

ř

yPr0,1s

λpAyq ă 8, és ebben az esetben ϕpAq “
ř

yPr0,1s

λpAyq.

Most vizsgáljuk a mérhető halmazokat. Definíció szerint egy halmaz pontosan akkor mérhető, ha
mindent jól vág ketté; de valójában elég, ha minden véges külső mértékűt (azaz a fentebb vizsgált
halmazokat) jól vágnak ketté. Tehát H mérhető ϕ szerint ðñ @y : Hy P L (Itt ñ világos, ha pedig
Dy : Hy R L, akkor a Lebesgue-mérhetőség definíciója alapján van olyan Lebesgue-mérhető halmaz,
amely része r0, 1s ˆ tyu-nak, és Hy nem vágja jól ketté. Mivel ez a halmaz HzHy-tól diszjunkt, ezért
ezt a halmazt H sem vágja jól ketté, tehát H nem mérhető). Ekkor

ϕpHq “

$

&

%

ř

yPr0,1s

λpHyq, ha T teljesül

8, különben

Speciálisan látszik, hogy a D “ tpx, xq : x P r0, 1su átló mérhető (mert @y : λpDyq “ λptyuq “ 0),
és ϕpDq “ 8, mert a T tulajdonság nem teljesül, hiszen a nullmértékű vízszintes szekciók (azaz az
összes szekció) x tengelyre vett vetülete a teljes r0, 1s intervallum, ami nem Lebesgue-nullmértékű.

18. Végtelen sok mértéktér szorzata
Akárhány valószínűségi mértéktér szorzata. Bizonyítás a σ-szubadditivitásra.

Ha a szorzatmértékek definícióját végtelen sok mértéktér szorzatára akarjuk átvinni, többféle ne-
hézségbe ütközünk: biztosítanunk kell, hogy a tégláink mértékét kifejező — most már végtelen sok
tényezős — szorzatok sorrendfüggetlenek legyenek; ráadásul végtelen sok σ-algebra direkt szorzata
nem lesz félgyűrű. Az is előfordulhat, hogy megszámlálható soknál több mértékteret szeretnénk
összeszorozni, mert éppen olyanunk van, hogy 22ℵ0 független valószínűségi változót szeretnénk konst-
ruálni.

Ezeknek a nehézségeknek egy lehetséges feloldása az, hogy csak valószínűségi mértéktereket szor-
zunk össze, amelyekben a teljes tér mértéke 1, (r0, 1s-beli számok végtelen szorzata már nem függ
a sorrendtől, hiszen logaritmusra áttérve minden nempozitív lesz, és így a logaritmusok összegében
fel lehet cserélni a sorrendet, ez az összeg értékén és létezésén nem változtat), továbbá csak olyan
téglákat használunk, amelyeknek véges sok kivétellel minden éle a megfelelő teljes tér (hasonlóan
például a topologikus terek szorzatához).

Egy következő állomás lehetne az olyan téglák megengedése, amelyeknek megszámlálható sok
kivétellel minden éle az egész tér, de az ilyenek úgyis benne lesznek a generált σ-algebrában.

Mostantól tehát legyen I tetszőleges számosságú, de azért nem üres indexhalmaz, és minden
i P I-re pXi,Mi, µiq valamilyen valószínűségi mértéktér.
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A leendő szorzatmérték alaphalmaza azXi halmazok szorzata, Z “
Ś

iPI Xi lesz. Ez tekinthető az
olyan, I-n értelmezett függvények halmazának, amelyek minden i P I-hez Xi-beli pontot rendelnek.
Ha I “ N, akkor a Z “

Ś

iPI Xi “
Ś8

i“1Xi halmaz elemei végtelen sorozatok.
A téglák az olyan T “

Ś

iPI Ai "hengerhalmazok" lesznek, amelyekben minden i P I-re Ai PMi,
és véges sok i index kivételével Ai “ Xi. Az Ai halmazt (így, egymás közt, nem hivatalosan) a T
tégla i-edik "oldalának" fogjuk hívni.

A tégláink halmazát jelölje most is T , tehát

T “

#

ą

iPI

Ai : @i P I Ai PMi, és ti P I : Ai ‰ Xiu véges

+

.

A T “
Ś

iPI Ai téglához hozzárendeljük a

αpT q “
ź

iPI

µipAiq

számot. A szorzatban véges sok i kivételével minden tényező 1, így vehetjük csak az 1-nél kisebbek
szorzatát, vagy a véges részszorzatok minimumát.

18.1. lemma. (a) T félgyűrű.
(b) Az α : T Ñ r0, 1s téglafüggvény additív.
(c) Az α : T Ñ r0, 1s téglafüggvény σ-szubadditív.

Bizonyítás. (a) Ahhoz, hogy T félgyűrű legyen, három dolog kell: H P T , bármely két tégla
metszete tégla, és bármely két tégla különbsége előáll, mint véges sok tégla diszjunkt uniója.

Az üres halmaz is tégla, az egyik Ai-t választhatjuk H-nek.
Legyen T “

Ś

iPI Ai és U “
Ś

iPI Bi két tégla. Legyen J Ă I az olyan indexek halmaza,
amelyekre Ai ‰ Xi vagy Bi ‰ Xi. Átindexelve, feltehetjük, hogy J “ t1, 2, . . . , nu. Innen pedig
minden ugyanúgy megy, mint a 17.3 definícióban. :-)

(b) Tegyük fel, hogy egy T tégla az U1, . . . , Un téglák diszjunkt uniója. Legyen J Ă I az olyan
i indexek halmaza, amelyekre valamelyik téglánk i-edik éle nem az egész tér; ez véges sok véges
indexhalmaz uniója, vagyis J véges. Ismét csak átindexelve, feltehetjük, hogy J “ t1, 2, . . . , Nu
Innen pedig minden ugyanúgy megy, mint a 17.3 definícióban. :-)

(c) Indirekt tegyük fel, hogy α nem σ-szubadditív, vagyis van olyan T tégla, ami lefedhető az
U1, U2, . . . téglák uniójával úgy, hogy

ř8

n“1 αpU
nq ă αpT q. Nyilván mindegyik Un-et lecserélhetjük

az Un X T téglával, így a fedés tovább csökken. Tehát feltehetjük, hogy Un Ă T .
Az itt szereplő téglák élei összesen megszámlálható sok irányban lehetnek kisebbek, mint a meg-

felelő mértéktér; ezeket átindexelhetjük pozitív egészekkel. Az összes többi irányban minden szorzat
minden tényezője 1. Tehát feltehetjük, hogy átindexelés után I “ N, a direkt szorzatok elemei
sorozatok.

Legyen T “
Ś8

i“1Ai és minden n-re Un “
Ś8

i“1B
n
i . Mivel Un Ă T , az is igaz, hogy minden i

indexre Bn
i Ă Ai. Az indirekt feltevés szerint

8
ÿ

n“1

αpUn
q ă αpT q,

vagyis
8
ÿ

n“1

˜

8
ź

i“1

µipB
n
i q

¸

ă

8
ź

i“1

µipAiq. p1q
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Rekurzívan konstruálunk egy olyan t “ pa1, a2, . . .q P T pontot, ami a következőt fogja tudni:

8
ÿ

n“1

˜

k
ź

i“1

χBni paiq ¨
8
ź

i“k`1

µipB
n
i q

¸

ă

8
ź

i“k`1

µipAiq minden k “ 0, 1, 2, . . . esetén. p2q

Ha k “ 0, akkor az első produktum üres, ezt most is 1-nek definiáljuk.

A p2q szemléletes jelentése a következő. Vegyük az x1 “ a1, . . . , xk “ ak hipersíkot, és az összes tégláink
"nyomát" — metszetét a hipersíkkal. A baloldalon az első produktum értéke 0 vagy 1 attól függően,
hogy az Un tégla elmetszi-e a hipersíkot. A másik két produktum a hipersíkra eső vetületek módosított
mértéke, amit érthetően az első k koordináta nélkül számolunk, ezért megy az index pk ` 1q-től. A p2q
formula tehát azt fejezi ki, hogy az Un téglák nyomának összege a hipersíkon kisebb, mint a T tégla
nyoma.

A k “ 0 esetben p2q egybeesik p1q-gyel, tehát igaz.
Ha k pozitív egész, és a1, . . . , ak´1 már megvan, akkor vizsgáljuk a következő függvényt:

fpxq “
8
ÿ

n“1

˜

k´1
ź

i“1

χBni paiq ¨ χBnk pxq ¨
8
ź

i“k`1

µipB
n
i q

¸

(vagyis p2q baloldalán az ak helyére az x változót tettük). Olyan ak P Ak pontra van szükségünk,

amelyre fpakq ă
8
ś

i“k`1

µipAiq.

Az Ak halmazon integrálva,

ż

Ak

fpxqdµkpxq
B.L.
“

8
ÿ

n“1

ż

Ak

˜

k´1
ź

i“1

χBni paiq ¨ χBnk pxq ¨
8
ź

i“k`1

µipB
n
i q

¸

dµkpxq

“

8
ÿ

n“1

˜

k´1
ź

i“1

χBni paiq ¨
8
ź

i“k

µipB
n
i q

¸

(2) pk ´ 1q-re
ă

8
ź

i“k

µipAiq “

ż

Ak

˜

8
ź

i“k`1

µipAiq

¸

dµkpxq.

Az f integrálja kisebb, tehát az Ak halmaz egy pozitív mértékű részén f ă
ś8

i“k`1 µipAiq; ebből a
pozitív mértékű részből válasszunk egy ak pontot.

Ezzel megkonstruáltuk a p2q-nak eleget tevő t “ pa1, a2, . . .q sorozatot.
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Az indirekt feltevésünk szerint a t pontot fedi valamelyik Um tégla, vagyis minden i-re χBmi paiq “
1. Az Um egy hengerhalmaz, tehát véges sok i index kivételével Bm

i “ Xi, ezért elég nagy k esetén

1 “
k
ź

i“1

χBmi paiq ¨
8
ź

i“k`1

µipB
m
i q ď

8
ÿ

n“1

˜

k
ź

i“1

χBni paiq ¨
8
ź

i“k`1

µipB
n
i q

¸

p2q
ă

8
ź

i“k`1

µipAiq ď 1,

ellentmondás. Tehát α tényleg σ-szubadditív.

18.2. definíció. Az pXi,Mi, µiq valószínűségi mértékterek (i P I) szorzata a pZ,S, ϕq mértéktér,
ahol Z “

Ś

iPI Xi, ϕα az α-hoz asszociált külső mérték a Z halmazon, S a ϕα szerint mérhető
halmazok rendszere, és ϕ a ϕα megszorítása S-re.

19. A Fubini-tétel
19.1. tétel (Fubini). Legyen a pZ,S, ϕq az pX,M, µq és pY,N , νq mértékterek szorzata, és f ϕ-
m.mérhető Z-n. Ha f (végesen) integrálható, vagy ha Z σ-véges és

ş

Z
fdϕ létezik, akkor

(a) µ-m.m. x-re létezik a gpxq “
ş

Y
fpx, yqdνpyq paraméteres integrál;

(b)
ş

X
gdµ “

ş

Z
fdϕ, avagy

ż

Z

fpx, yqdϕpx, yq “

ż

X

ˆ
ż

Y

fpx, yq dνpyq

˙

dµpxq.

Bizonyítás. A komplex értékű függvények esetében külön vehetjük a valós és a képzetes részt,
ezért elég csak a valós értékű függvényekre bizonyítani.

Az f függvényt nevezzük Fubini-félének, ha
ş

Z
fdϕ létezik, és f -re teljesül a tétel, vagyis az

(a) és a (b) tulajdonság. Jelölje Φ a Fubini-féle függvények családját. Szép sorban egyre többféle
függvényről bizonyítjuk be, hogy Fubini-féle.

(I) Bármely T “ AˆB P T tégla esetén χT P Φ.
A ϕ definíciója alapján trivi:

ż

X

ˆ
ż

Y

χT px, yq dνpyq

˙

dµpxq “

ż

X

ˆ
ż

Y

χApxqχBpyq dνpyq

˙

dµpxq “

“

ż

X

ˆ

χApxq

ż

Y

χBpyq dνpyq

˙

dµpxq “

ż

X

χApxqνpBq dµpxq “

“ νpBq

ż

X

χApxq dµpxq “ νpBqµpAq “ ϕpT q “

ż

Z

χT dϕ.

(II) Ha f P Φ és c P R, akkor c ¨ f P Φ.
ż

X

ˆ
ż

Y

c fpx, yq dνpyq

˙

dµpxq “

ż

X

ˆ

c

ż

Y

fpx, yq dνpyq

˙

dµpxq “

“ c

ż

X

ˆ
ż

Y

fpx, yq dνpyq

˙

dµpxq “ c

ż

Z

fpx, yq dϕ “

ż

Z

´

c fpx, yq
¯

dϕ.

(III) Ha f1, f2 P Φ és
ş

Z
f1 dϕ`

ş

Z
f2 dϕ létezik, akkor f1 ` f2 P Φ.

A két integrál összeadható, és (II) miatt f megszorozható p´1q-gyel, ezért feltehetjük, hogy egyik
sem ´8. Legyen gipxq “

ş

Y
fipx, yq dνpyq (i “ 1, 2). Mivel

ż

X

gipxq dµpxq “

ż

Z

fi dϕ ą ´8,
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az is igaz, hogy µ-m.m. x-re gipxq létezik, és az értéke nem ´8. Akkor viszont g1pxq és g2pxq µ-m.m.
x-re összeadható. Minden egyes ilyen x értékre

ż

Y

fipx, yq dνpyq “ gipxq ą ´8,

ezért ν-m.m. y-ra fipx, yq ą ´8, vagyis értelmes az f1px, yq ` f2px, yq összeg, így

g1pxq ` g2pxq “

ż

Y

f1px, yq dνpyq `

ż

Y

f2px, yq dνpyq “

ż

Y

`

f1px, yq ` f2px, yq
˘

dνpyq “ gpxq,

és most már jogos a µ-m.m. x-re létező gpxq-ről beszélni.
Mivel

ż

X

g1pxq dµpxq “

ż

Z

f1 dϕ és
ż

X

g2pxq dµpxq “

ż

Z

f2 dϕ

összeadható,
ż

X

gpxq dµpxq “

ż

X

g1pxq dµpxq `

ż

X

g2pxq dµpxq “

ż

Z

f1 dϕ`

ż

Z

f2 dϕ “

ż

Z

f dϕ.

(IV) Ha 0 ď f1 ď f2 ď . . . nemnegatív Fubini-féle függvények egy növekvő sorozata, akkor ezek
limesze, f “ lim fn is Fubini-féle.

Legyen gnpxq “
ş

Y
fnpx, yq dνpyq; ez (a) miatt µ-m.m. x-re létezik, ezért µ-m.m. x-re az összes

gnpxq létezik, és 0 ď g1pxq ď g2pxq ď . . .. Legyen most g “ lim gn; a MKT miatt

gpxq “ lim gnpxq “ lim

ż

Y

fnpx, yq dνpyq
mkt
“

ż

Y

fpx, yq dνpyq (µ-m.m. x-re),
ż

Z

f dϕ
mkt
“ lim

ż

Z

fn dϕ
fn P Φ
“ lim

ż

X

gnpxq dµpxq
mkt
“

ż

X

gpxq dµpxq.

(V) Ha 0 ď f1 ď f2, f2 P Φ és
ş

Z
f2 dϕ “ 0, akkor f1 P Φ.

Világos, hogy

0 ď

ż

Z

f1dϕ ď

ż

Z

f2dϕ “ 0, így
ż

Z

f1dϕ “ 0.

Abból, hogy
ż

X

ˆ
ż

Y

f2px, yq dνpyq

˙

dµpxq “

ż

Z

f2dϕ “ 0,

látjuk, hogy

µ-m.m x-re
ż

Y

f2px, yq dνpyq “ 0;

µ-m.m x-re
ˆ

ν-m.m y-ra f2px, yq “ 0

˙

;

µ-m.m x-re
ˆ

ν-m.m y-ra f1px, yq “ 0

˙

;

µ-m.m x-re
ż

Y

f1px, yq dνpyq “ 0;

ż

X

ˆ
ż

Y

f1px, yq dνpyq

˙

dµpxq “ 0 “

ż

Z

f1dϕ.
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(VI) Ha A “
Ť

Tk megszámlálható sok tégla uniója, akkor χA P Φ.
Mivel a téglák félgyűrűt alkotnak, a szokásos módon kicserélhetjük az unióban szereplő téglákat

diszjunkt téglákra. Mostantól a tégláink diszjunktak, ezért χA “
ř

χTk .
Legyen fn “ χT1Y...YTn “ χT1 ` . . .` χTn ; Ekkor 0 ď f1 ď f2 ď . . ., és lim fn “ χA.
Ezután (III) miatt fn P Φ, majd (IV) miatt χA “ lim fn P Φ.

(VII) Tegyük fel, hogy A1, A2, . . . P S, mindegyikük megszámlálható sok tégla egyesítése, ϕpA1q

véges, és A “
Ş

An. Ekkor χA P Φ.
Először is, vegyük észre, hogy ha B “

Ť

k Bk és C “
Ť

`C` is megszámlálható sok tégla uniója,
akkor BXC “

Ť

k,`pBkXC`q is megszámlálható sok tégla uniója. Ezért A2-t kicserélhetjük az A1XA2

halmazra, utána A3-at kicserélhetjük A2XA3-ra. . . ; ezek után feltehetjük, hogy A1 Ą A2 Ą . . .. Ekkor
χA “ limχAn .

Legyen fn “ χA1 ´ χAn . (VI) miatt χAn P Φ, (II+III) miatt fn P Φ. Mivel 0 ď fn ď fn`1, (IV)
miatt χA1zA “ lim fn P Φ. Mivel

ş

Z
χA1dϕ “ ϕpA1q véges, (II+III) miatt χA “ χA1 ´ χA1zA P Φ.

(VIII) Ha ϕpAq “ 0, akkor χA P Φ és µ-m.m. x-re ν˚pAxq “ 0 (itt Ax “ ty : px, yq P Au az A
halmaz x szerinti szekciója, ν˚ pedig ν teljessé tétele).

Minden n-re fedjük le A-t egy olyan Bn halmazzal, amely megszámlálható sok tégla uniója és
ϕpBnq ă

1
n
, és legyen C “ XBn. Ekkor persze ϕpCq “ 0 mert minden n-re ϕpCq ď ϕpBnq ă

1
n
.

(VII) szerint χC “ χXBn P Φ, végül 0 ď χA ď χC és (V) miatt χA P Φ.
Már csak azt kell belátni, hogy ϕpAq “ 0, χA P Φ ñ µ-m.m. x-re ν˚pAxq “ 0. Itt Φ definíciója

miatt
ş

Z
χA dϕ “

ş

X
p
ş

Y
χA dνq dµ, továbbá ϕpAq “ 0 miatt

ş

Z
χA dϕ “ 0. A kettőt összevetve

ş

X
p
ş

Y
χA dνq dµ “ 0, ahonnan következik, hogy µ-m.m. x-re

ş

Y
χAx dνpyq “

ş

Y
χApx, yq dνpyq “ 0.

Itt Ax lehet, hogy nem mérhető ν szerint, de ν˚ szerint már biztosan az; tehát ν˚pAxq “ 0.

(IX) Ha A P S és ϕpAq véges, akkor χA P Φ.
Válasszunk minden n-re olyan Bn halmazt, amely megszámlálható sok tégla uniója, fedi A-t és

ϕpBnq ă ϕpAq ` 1
n
. Legyen C “ XBn. Ekkor az N “ CzA halmazra ϕpNq “ 0; (VII) miatt χC P Φ,

(VIII) miatt χN P Φ, végül (II+III) miatt χA “ χC ´ χN P Φ.

(X) Ha A P S és A σ-véges ϕ szerint, akkor χA P Φ. Valóban, mivel A “ \Aj, ϕpAjq ď 8, ezért
(III+IV+IX) miatt χA “

ř

χAj P Φ.

(XI) Legyen f ě 0 mérhető. Ha
ş

Z
fdϕ véges, vagy ha ϕ σ-véges, akkor f P Φ. Valóban, ha egy

g “
ř

ckχAk ě 0 egyszerű függvény integrálja véges, vagy ha ϕ σ-véges, akkor (II+III+X) miatt
g P Φ. (IV) alapján ugyanez mondható f -re is, mert monoton limesze egyszerű függvényeknek.

(Itt χk “ χAk ,
Ť˚Ak “ Z)

(XII) Legyen f majdnem mérhető és f ě 0 m.m. Ha
ş

Z
fdϕ véges, vagy ha ϕ σ-véges, akkor

f P Φ. Legyen f1 ě 0, és f1 “ f ϕ-m.mindenhol. Legyen A :“ tz P Z : f ‰ g1u, ekkor ϕpAq “ 0
és (VIII) szerint m.m. x-re ν˚pAxq “ 0. Rögzítve egy x-et fpx, yq “ f1px, yq m.m. y-ra, vagyis
gpxq “

ş

Y
fpx, yqdνpyq “

ş

Y
f1px, yqdνpyq :“ g1pxq is m.m. x-re létezik, és az egyenlőség fennáll.

Ekkor pedig (XI) szerint
ş

X
gdµ “

ş

X
g1dµ “

ş

Z
f1dϕ “

ş

Z
fdϕ.

(XIII) Legyen f majdnem mérhető. Ha
ş

Z
fdϕ véges, vagy ha ϕ σ-véges és

ş

Z
fdϕ létezik, akkor

f P Φ. Az eddigiek szerint ha az első feltétel teljesül készen vagyunk (f`, f´ ě 0). A második
esetben f, f`, f´ majdnem mérhetők, és nemnegatívak, (II+XII) szerint f`,´f´ P Φ, az integrál
definíciója, és (III) miatt f P Φ is teljesül.

19.2. lemma. X, Y M2 topologikus terek, pX,M, µq és pY,N , νq szorzata pZ,S, ϕq, M Ą BpXq,
N Ą BpY q ñ S Ą BpZq.

Bizonyítás. Elég: S Ą Z-beli nyíltak.
X, Y M2 ñ Z-beli nyíltak előállnak S-beli bázisnyílt ˆ bázisnyíltak megszámlálható uniójaként.
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19.3. lemma. Az alábbi tételben µ ! λ

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy B P B, λpBq “ 0
rB :“ tpx, yq : x` y P Bu Borel (Borel ˆ R elforgatva), lemma ñ λˆ µ-mérhető.
λ, µ σ-véges ñ λˆ µ σ-véges.
Fubini ñ

ş

µp rBxq dλ “
ş

µpB ´ xq dλ “
ş

µpBq “ pλ ˆ µqp rBq “
ş

λp rByqdµ “
ş

λpB ´ yqdµ “
ş

λpBqdµ “
ş

0dµ “ 0 ñ µpBq “ 0.

19.4. tétel. pRp,B, µq eltolásinvariáns, σ-véges ñ Dc P R : µpEq “ cλpEq, @E P B.

Bizonyítás. p “ 1
Radon-Nikodym ñ Df : Rp Ñ R mérhető @E P B : µpEq “ µpEq “

ş

E
fdλ.

Cél: f “ c P R λ-m.m..
µ eltolásinvariáns ñ µpEq “ µpE ` tq “

ş

E
fpx ´ tq dλpxq, fpxq ésfpx ´ tq is Radom-Nikodym

deriváltja µ-nek, Radom-Nikodym egyértelmű ñ @t : fpxq “ fpx´ tq λ-m.m. x-re.
Lemma (lenti) ñ Dc P r0,8s : f “ c λ-m.m., c “ 8 nem lehet, mert µ σ-véges ñ µ “ c ¨ λ.

19.5. lemma. p@tqfpxq “ fpx´ tq λ-m.m. x-re ñ Dc P vmi : fpxq “ c λ m.m..

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy Dc1 ă c2 : λptx : fpxq ą c2uq ą 0, λptx : fpxq ă c1uq ą 0.
tx : fpxq ą c2u “ E2, tx : fpxq ă c1u “ E1 ñ λpE2q ą 0, λpE1q ą 0.
Lebesgue sűrűségi tétel ñ Dxi: sűrűségi pontja Ei-nek.
t “ x2´x1 ñ x2 mindkettő sűrűségi pontja, ez ellentmondás. c :“ suptv : λptx : fpxq ą vuq ą 0u
Előzőek ñ f “ c λ m.m..

19.6. megjegyzés. Ha pRp,M, µq σ-véges, eltolásinvariáns, M Ą B, akkor az előző NEM igaz, de
c P r0,8s-vel már igaz. (µ|B lehet nem σ-véges).

VII. rész:
Kitekintések

20. Lp-terek
Lp-normák. Valós és komplex `p és Lp terek. Konjugált kitevők, Hölder- és Minkowski-egyenlőtlenség.
Faktorizálás a m.m. 0 függvények terével. Sűrű alterek Lp-terekben (egyszerű, szép (véges sok, téglán
konstans), kompakt tartójú folytonos függvények alterei). LppRnq-ben p ă 8 esetén sűrű halmazt
alkotnak a véges sok, racionális koordinátájú tégalapon racionális konstans függvények. Szeparabilitás.
Példa arra, hogy L8pRq nem szeparábilis. Példák arra, hogy Lp Ć Lq. Teljesség, Riesz-Fischer-tétel.
Banach-tér. (Petruska II, 24. fej.)

Egy rögzített pX,M, µq mértéktéren majdnem mérhető függvényekkel fogunk dolgozni. A kép-
halmaz R vagy C is lehet, tehát vannak "valós Lp terek" és "komplex Lp terek" is.

20.1. definíció. Egy majdnem mérhető függvény p-edik normája:
0 ă p ă 8 esetén

}f}p “

ˆ
ż

X

|f |pdµ

˙1{p

;
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p “ 8 esetén
}f}8 “ ess sup |f | “ mintK : |f | ď K µ-m.m.u.

(lényeges szuprémum)
Min: mert megszámlálható sok nullmértékű uniója nullmértékű.

HF: limpÑ8}f}p “ }f}8

20.2. tétel (Hölder-egyenlőtlenség). Ha p, q ě 1 konjugált kitevők, azaz 1
p
` 1

q
“ 1, és f, g majdnem

mérhető függvények, akkor
}f}p ¨ }g}q ě }fg}1.

Bizonyítás. P A p “ 1 eset triviális, ezért feltesszük, hogy 1 ă p ă 8.
Akkor is triviális az állítás, ha }f}p ¨ }g}p “ 0 (f vagy g m.m. 0), egyébként meg a homogenitás

miatt feltehetjük, hogy }f}p “ }g}q “ 1. |fpxq|, |gpxq| m.m. végesek, és ilyen pontban a log függvény
konkávitása miatt

1

p
log|fpxq|p `

1

q
log|gpxq|q ď logp

1

p
|fpxq|p `

1

q
|gpxq|qq

azaz

|fpxq| ¨ |gpxq| ď
1

p
|fpxq|p `

1

q
|gpxq|q

és ezt integrálva az állítást kapjuk, Ha egyenlőség áll, akkor az integrálás előtti két oldal m.m.
megegyezik, és mivel log szigorúan konkáv, ezért m.m. x-re |fpxq|p “ |gpxq|q.

20.3. megjegyzés. KT Legyen g P Lq fix, Λpfq “
ş

fg, tehát Λ :függvényÑszám, lineáris, azaz Λ
lineáris funkcionál Lp-n.

Tehát @g P Lq ad egy lineáris funkcionált Lp-n.
Igaz a megfordítás is.
Hölder szerint |Λpfq| ď }g}q ¨ }f}p, ez a normája a funkcionálnak, nincs ennél jobb konstans

(bizonyítás nélkül).

20.4. tétel (Cauchy–Schwarz–Bunyakovszkj egyenlőtlenség). Ha f, g majdnem mérhető függvények,
akkor

}f}2 ¨ }g}2 ě }fg}1.

20.5. tétel (Minkowski-egyenlőtlenség). Ha 1 ď p ď 8, és f, g majdnem mérhető függvények, akkor

}f ` g}p ď }f}p ` }g}p.

Bizonyítás. P A p “ 1 vagy p “ 8 eset triviális, legyen 1 ă p ă 8. Mivel az xp függvény
szigorúan konvex r0,8q-en, ezért

ˆ

|fpxq| ` |gpxq|

2

˙p

ď
|fpxq|p ` |gpxq|p

2

azaz p|fpxq| ` |gpxq|qp ď 2p´1p|fpxq|p ` |gpxq|pq, és ezt integrálva

}f ` g}p ď 2p´1
p}f}p ` }g}pq ă 8

azaz f ` g P Lp. Ha }f ` g}p “ 0, akkor az állítás megint csak triviális, így feltehetjük, hogy
}f ` g}p ą 0. Legyen q a p-hez tartozó konjugált kitevő, és vegyük észre, hogy ha F P Lp, akkor
pq ´ q “ p miatt |F |p´1 P Lq és }|F |p´1}q “ p}F }pq

p{q. Tehát a háromszög-egyenlőtlenség és a
Hölder-egyenlőtlenség felhasználásával
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}f ` g}pp “

ż

|f ` g|pdµ ď

ż

|f ` g|p´1
¨ |f | dµ`

ż

|f ` g|p´1
¨ |g| dµ ď }f ` g}p{qp ¨ p}f}p ` }g}pq

és ebből p´ p
q
“ 1 miatt az állítást kapjuk.

20.6. következmény. Minden egyes 1 ď p ď 8 esetén, az olyan majdnem mérhető f függvények,
amelyekre }f}p véges, vektorteret alkotnak.

20.7. definíció. Az LppX,M, µq tér a véges p-normájú függvények tere, faktorizálva a m.m. nulla
függvények alterével. Ezen a }.} tényleg norma, tehát Lp egy normált vektortér.

20.8. példa. 1. Ha X “ N, a tér neve (valós vagy komplex) `p tér. Van, amikor praktikus negatív
indexeket is megengedni, tehát X “ Z; pl. Fourier-soroknál.

2. Ha X az Rd egy pozitív mértékű részhalmaza, és µ a Lebesgue-mérték. Ilyenkor csak az
alaphalmazt adjuk meg: L2pXq; L2

`

ra, bs
˘

stb.
20.9. példa. A különböző p értékekre különböző függvényosztályokat kapunk, általában egyik sem
része a másiknak. Például ha X “ p0,8q és p ă q, akkor maxpx´1{q´1, 0q P LpzLq és maxp1, x´1{pq P

LqzLp.
Ha µpXq ă 8 véges, akkor p ă q-ból a Hölder egyenlőtlenség miatt következik, hogy Lq Ă Lp.

(1, és fp-re)

20.10. tétel. Lp-ben sűrű az egyszerű függvények altere.
Ha p véges, akkor

LppRd
q

sűrű altér
Ź egyszerű függvények

sűrű altér
Ź "szép" függvények

sűrű részhalmaz
Ź rac. "szép" függvények

ahol a szép függvények a véges sok téglán konstans, azon kívül nulla függvények; a rac. "szép"
függvények a racionális téglákon konstans racionális függvények.

Ha p véges, akkor

LppRd
q

sűrű altér
Ź kompakt tartójú folytonos függvények.

Bizonyítás. LppRdq
sűrű altér
Ź egyszerű függvények

A p “ 8 eset már szerepelt: korlátos mérhető függvény egyenletesen közelíthető egyszerű függ-
vényekkel.

Legyen pX,M, µqmértéktér, f P Lp, 1 ď p ă 8, ε ą 0, és adott n-re legyen An “ tx : |fpxq| ď 1
n
u,

Bn “ tx : |fpxq| ě nu. Mivel ϕpHq “
ş

H
|f |pdµ véges mérték, ezért limϕpAnq “ limϕpBnq “ 0

(XAn “ tx : f “ 0u ñ ϕpXAnq “ 0 + fogyó metszet tétel).
Választhatunk tehát olyan m egész számot, hogy

ϕpAmq ă
εp

3
, ϕpBmq ă

εp

3
.

Legyen
2

N ą
3µpXzpAm YBmqq

εp

(ez lehetséges, mert µptx : |fpxq| ą 1
m
uq ă 8), majd a r0,ms intervallumot osszuk N egyenlő

részre. Ezután
gpxq “ 0, ha x P Am YBm, gpxq “ k

N
, ha k

N
ď |fpxq| ă k`1

N
, x R Am YBm egyszerű függvény, és

ż

X

|f´g|pdµ “

ż

Am

|f |pdµ`

ż

Bm

|f |pdµ`

ż

XzpAmYBmq

|f´g|pdµ ď
εp

3
`
εp

3
`

1

N
µpXzpAmYBmqq ă εp

azaz }f ´ g}p ă ε.
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20.11. következmény. Ha p véges, akkor LppRdq szeparábilis.

20.12. példa. L8pRq nem szeparábilis, mert a χpcă8q (c P R) alakú függvényekből kontinuum sok van,
és bármelyik kettő távolsága 1, tehát az 1

2
sugarú környezeteik diszjunktak.

20.13. emlékeztető (Luzin-tétel). Ha pRd,M, µq Lebesgue-Stieltjes mértéktér, f : Rd Ñ R mérhető,
ε ą 0 ñ Dg : Rd Ñ R folytonos, hogy µpf ‰ gq ă ε

Ehhez a tételhez a következő kiegészítéseket tehetjük:

20.14. tétel. [KT]
20.13 feltételei mellett
1, Ha |f | ďM , akkor |g| ďM is garantálható.
2, Ha f kompakt tartójú, akkor g is választható kompakt tartójúnak.

Bizonyítás.
1, Ahol |g| ą M , ott "vágjuk le", azaz legyen g1 “ maxpminpg,Mq,´Mq. Ez továbbra is

folytonos függvény, és µpf ‰ g1q ă ε, hiszen csak olyan helyen változtattuk meg g-t, ahol |g| ą M ,
azaz ezeken a helyeken f “ g már eredetileg sem teljesült.

2, Mivel f kompakt tartójú, ezért van egy gömb, amelyen kívül f “ 0. Ekkor legyen g1 “ g ¨ h,
ahol h egy olyan függvény, amely a gömbön kívül 0, és mindenhol folytonos. A h függvény alkalmas
megválasztásával elérhető, hogy µpg1 ‰ fq ă ε még mindig teljesüljön.

20.15. tétel (KT). LppRdq-ben a kompakt tartójú folytonos függvények sűrű alteret alkotnak.

Bizonyítás. Az a rész, hogy alteret alkotnak, triviális.
Tegyük fel, hogy f P LppRdq, δ ą 0.
Először két segédállítást látunk be.

20.16. Állítás (KT). Df1 P LppRdq : }f1 ´ f}p ă
δ
2
, f1 kompakt tartójú, korlátos.

Bizonyítás. Legyen ϕpHq “
ş

H
|f |p dµ, ez véges mérték lesz. Legyen Bn “ tx : |fpxq| ě nu, és

An “ tRdzBp0, nqu
ϕ véges mérték, B1 Ą B2 Ą . . . , A1 Ą A2 Ą . . . ,

Ş8

n“1An “
Ş8

n“1Bn “ H ùñ pϕpAnq Ñ
0, ϕpBnq Ñ 0q ùñ pD n : ϕpAnq ă

δp

2p`1 , ϕpBnq ă
δp

2p`1 q. Ekkor legyen

f1pxq “

#

0, ha x P An YBn

fpxq, különben.

Ez könnyen látható módon megfelel a feltételeknek: kompakt tartójú, hiszen Bp0, nq tartója; korlátos,
mert |f1| ď n és

}f1 ´ f}
p
p “

ż

Rd
|f1 ´ f |

p dλ “

ż

AnYBn

|f |p dλ “ ϕpAn YBnq ď ϕpAnq ` ϕpBnq ă
δp

2p`1
`

δp

2p`1
“
δp

2p
,

hiszen f1 ´ f “ 0 RdzpAn YBnq-en, An YBn-en pedig f1 ´ f “ ´f . Innen }f1 ´ f}p ă
δ
2

20.17. Állítás (KT). Az előző f1-hez Dg kompakt tartójú folytonos, hogy |g| ďM (M az f1 függvény
korlátja, µpf1 ‰ gq ă p δ

4M
qp

Bizonyítás. Alkalmazzuk 20.14-et ε “ p δ
4M
qp-re. Ekkor kapunk egy g függvényt, hogy g kompakt

tartójú, folytonos, |g| ďM , µpf1 ‰ gq ă ε és

}g ´ f1}
p
p “

ż

|g ´ f1|
p dµ ď

ż

g‰f1

`

|g| ` |f1|
˘p

dµ ď ε ¨ p2Mqp ă

ˆ

δ

2

˙p

teljesül ε választása miatt. Innen }g ´ f1}p ă
δ
2
.
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Ezzel 20.15-öt beláttuk, hiszen az így kapott g kompakt tartójú folytonos függvényre }g ´ f}p ď
}g ´ f1}p ` }f1 ´ f}p ă

δ
2
` δ

2
“ δ teljesül.

21. LP-terek(folytatás)
21.1. példa. Az új metrika új konvergenciafogalmat is jelent; a pontonkénti és az Lp-beli konvergencia
nem következik egymásból:

Az fn “ χrn,n`1q függvénysorozatra fn Ñ 0 pontonként, de fn
Lp
‰Ñ 0.

Legyen n “ 2k ` r, 0 ď r ă 2k esetén gn “ χ“ r

2k
, r`1

2k

‰ (tehát egyre kisebb vakondok dugják

ki a fejüket, de minden pontban végtelen sok alkalommal). Ha p ă 8, akkor gn
Lp
Ñ 0 de gn Ñ 0

pontonként.
Az L8-beli konvergencia a majdnem egyenletes konvergenciát jelenti, tehát egy nullmértékű hal-

mazt elhagyva a függvénysorozat egyenletesen konvergál.

A következőkben sokszor felhasználjuk az alábbi állítást:

21.2. Állítás (KT). Ha fn : X Ñ R, @ε ą 0 DN : p@n,m ą N, @x : |fnpxq ´ fmpxq| ă εq ùñ fn
egyenletesen konvergens

21.3. lemma. Ha f1, f2, . . . ě 0 majdnem mérhető függvények, akkor
›

›

›

›

›

8
ÿ

n“1

fn

›

›

›

›

›

p

ď

8
ÿ

n“1

}fn}p.

Bizonyítás.
›

›

›

›

›

8
ÿ

n“1

fn

›

›

›

›

›

p

“

˜

ż

X

ˆ 8
ÿ

n“1

fn

˙p

dµ

¸1{p

“

˜

ż

X

ˆ

lim
NÑ8

N
ÿ

n“1

fn

˙p

dµ

¸1{p

“

m.k.
“ lim

NÑ8

˜

ż

X

ˆ N
ÿ

n“1

fn

˙p

dµ

¸1{p

“ lim
NÑ8

›

›

›

›

›

N
ÿ

n“1

fn

›

›

›

›

›

p

ď lim
NÑ8

N
ÿ

n“1

}fn}p “
8
ÿ

n“1

}fn}p.

Itt a monoton konvergencia tételt a gN “

ˆ

N
ř

n“1

fn

˙p

függvénysorra alkalmazzuk, és közben az
1
p
-edik és p-edik hatványra emelést felcseréltük a limeszképzéssel.

21.4. tétel (Riesz–Fischer). Az LppX,M, µq metrikus tér teljes, azaz minden Cauchy-sorozat kon-
vergens.

Bizonyítás. ha p “ 8, akkor a Cauchy-tulajdonság ugyanaz, mint a majdnem egyenletes
konvergencia:

@k P N Dn0 @m,n ě n0 |fn ´ fm| ă
1

k
m.m.

A megszámlálható sok nullmértékű halmaz uniója legyen N ; ekkor az XzN halmazra megszorítva
teljesül az egyenletes Cauchy-feltétel, tehát pfnq egyenletesen konvergens.

Legyen most 1 ď p ă 8, és vegyünk egy Cauchy-tulajdonságú pfnq sorozatot. Legyen minden
k P N esetén nk olyan, hogy

@m,n ě nk }fn ´ fm}p ă
1

2k
,
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és legyen
gk “ fnk pk “ 1, 2, . . .q

A következőket bizonyítjuk:
1. A gk sorozat m.m. pontban konvergens;
2. Ha g a gk sorozat pontonkénti limesze, akkor g P Lp és gk

Lp
Ñ g.

3. fn
Lp
Ñ g.

1. Legyen h1, h2, . . . az a függvénysorozat, amelyre gk “ h1`h2` . . .`hk, tehát h1 “ g1, és k ě 2
esetén hk “ gk ´ gk´1. Legyen d “

ř8

i“1 |hi|.
Az nk definíciója miatt

}hk}p “ }fnk ´ fnk´1
}p ă

1

2k´1
, pk ě 2q,

}d}p “

›

›

›

›

›

8
ÿ

k“1

|hk|

›

›

›

›

›

p

Lemma
ď

8
ÿ

k“1

}hk}p ď }h1}p `

8
ÿ

k“2

1

2k´1
ă 8

Emiatt d P Lp és dpxq m.m. x-re véges. Ha viszont egy x pontban dpxq “
ř

|hkpxq| véges, akkor
a
ř

hkpxq sor konvergens, azaz a pgkpxqq sorozat konvergens. Legyen g “ lim gk “
ř8

i“1 hi. (Ez
egyelőre pontonkénti limesz.)

2.

}g ´ gk}p “

›

›

›

›

›

8
ÿ

i“k`1

hi

›

›

›

›

›

p

Lemma
ď

8
ÿ

i“k`1

}hi}p ď
8
ÿ

i“k`1

1

2i´1
“

2

2k
.

3. Ha n ě nk, akkor

}g ´ fn}p ď }g ´ fnk}p ` }fnk ´ fn}p “ }g ´ gk}p ` }fnk ´ fn}p ă
2

2k
`

1

2k
“

3

2k
.

21.5. definíció. Azokat a normált vektortereket, amelyek egyben teljes metrikus terek is, Banach-
térnek hívjuk.

22. L2-terek
Skaláris szorzás. Az L2 és `2 Hilbert-terek. A Legendre- és a trigonometrikus polinomok rendszerének
teljessége. Schauder-bázis. Az L2pra, bsq izomorfiája az `2 térrel. (Petruska II, 24. fej.)

A leggyakrabban előforduló esetek persze a legegyszerűbb L1 és L8, no meg — a skaláris szorzás
miatt — az L2.

22.1. definíció. Az f, g P L2pX,M, µq függvények skaláris szorzata

xf, gy “

ż

X

fg dµ.

Ennek megvannak a véges dimenziós algebrából jól ismert tulajdonságai, pl. xf, fy “ }f}2,
valósban bi- komplexben szeszkilinearitás, lehet véges sok vektorra Gram–Schmidt ortogonalizációt
végezni stb.

A Cauchy–Schwarz egyenlőtlenség szerint
ˇ

ˇxf, gy
ˇ

ˇ ď }f}2 ¨ }g}2.

22.2. definíció. Az olyan Banach-tereket, amelyekben van skaláris szorzás, és }f}2 “ xf, fy, (valós,
illetve komplex) Hilbert-tereknek hívjuk.
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23. Mértékben való konvergencia.
Mértékben való konvergencia. Metrizálhatóság. Kapcsolat a mértékben való, az Lp-beli és a pontonkénti
konvergencia között. Teljesség.

23.1. definíció. Legyen pX,M, µq mértéktér, M a majdnem mérhető, m.m. véges függvények
vektortere, faktorizálva a m.m. nulla függvények terével.

Az f1, f2, . . . P M függvénysorozat mértékben tart a g P M függvényhez (jele: fn
m
Ñ g vagy

fn
µ
Ñ g, ha

@δ ą 0 µ
´

|fn ´ g| ě δ
¯

Ñ 0.

23.2. megjegyzés (KT). A mértékben való konvergenciát másképpen sztochasztikus konvergenciának,
a m.m. konvergenciát pedig 1 valószínűségű konvergenciának is nevezzük.

23.3. definíció. Definiálhatjuk M -en a következő metrikát:

dpf, gq “ min
´

1, inftδ ` µ
´

|f ´ g| ě δ
¯)

.

23.4. tétel. (a) A d függvény eltolásinvariáns metrika.
(b) fn

m
Ñ g akkor és csak akkor, ha dpfn, gq Ñ 0.

Bizonyítás. (a) Csak a háromszög-egyenlőtlenség nem triviális; azt akarjuk igazolni, hogy
dpf, gq ` dpg, hq ě dpf, hq. Ha dpf, gq “ 1 vagy dpg, hq “ 1, akkor persze trivi.

Ha dpf, gq ă 1 és dpg, hq ă 1 akkor vegyünk egy tetszőleges ε-t. Ehhez létezik olyan δ1 ą 0 és
δ2 ą 0, hogy

δ1 ` µ
´

|f ´ g| ě δ1

¯

ă dpf, gq ` ε,

δ2 ` µ
´

|g ´ h| ě δ2

¯

ă dpg, hq ` ε;

dpf, hq ď δ1`δ2`µ
´

|f´h| ě δ1`δ2

¯

ď δ1`δ2`µ
´

|f´g| ě δ1

¯

`µ
´

|g´h| ě δ2

¯

ă dpf, gq`dpg, hq`2ε.

Végül szokás szerint εÑ 0.

(b, ñ) Legyen ε ą 0 tetszőleges, δ “ ε{2. Ekkor van olyan n0 küszöbindex, hogy n ě n0 esetén
µ
´

|fn ´ g| ě δ
¯

ă δ. Akkor pedig

dpfn, gq ď δ ` µ
´

|fn ´ g| ě δ
¯

ă 2δ “ ε.

(b,ð) Legyen δ0 ą 0 és 0 ă ε ă minp1, δ0q. Olyan n0 kell, hogy n ě n0 esetén µ
´

|fn´ g| ě δ0

¯

ă ε.
Legyen n0, hogy n ě n0-ra dpfn, gq ă ε.

dpfn, gq ă ε ď 1

inf
δ

!

δ ` µ
´

|fn ´ g| ě δ
¯)

ă ε

Dδ ą 0 : δ ` µ
´

|fn ´ g| ě δ
¯

ă ε ď δ0

δ ď δ0,

µ
´

|fn ´ g| ě δ0

¯

ď µ
´

|fn ´ g| ě δ
¯

ă ε.
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23.5. tétel. Ha fn
Lp
Ñ g, akkor fn

m
Ñ g.

Bizonyítás. Ha p “ 8, akkor a konvergencia egy nullmértékű halmaztól eltekintve egyenletes.
Ha p ă 8, akkor

}fn ´ g}p
p
“

ż

X

|fn ´ g|
pdµ “

ż

|fn´g|ěδ

|fn ´ g|
pdµ`

ż

|fn´g|ăδ

|fn ´ g|
pdµ ě

ě

ż

|fn´g|ěδ

|fn ´ g|
pdµ` 0 ě µ

´

|fn ´ g| ě δ
¯

¨ δp,

µ
´

|fn ´ g| ě δ
¯

ď
}fn ´ g}p

p

δp
Ñ 0.

23.6. példa. Abból, hogy fn Ñ g pontonként, nem következik, hogy fn
m
Ñ g. Például az pR,L, λq

mértéktérben az fn “ χpn,8q sorozat pontonként tart 0-hoz, mégis dpfn, 0q “ 1.

23.7. tétel. Ha fn Ñ g pontonként, és µ véges, akkor fn
m
Ñ g.

Bizonyítás. Legyen δ ą 0 tetszőleges.

µ
`

|fn ´ g| ě δ
˘

ď µ

ˆ 8
ď

k“n

X
`

|fk ´ g| ě δ
˘

˙

Ñ µ

ˆ 8
č

n“1

8
ď

k“n

X
`

|fk ´ g| ě δ
˘

˙

“ µpHq “ 0.

23.8. Állítás (KT). 23.7-ben fn Ñ g m.m. is elég.

Bizonyítás. Legyen

An “
8
ď

k“n

X
`

|fk ´ g| ě δ
˘

,

ekkor A1 Ą A2 Ą . . . , µpA1q ă 8 ùñ pµpAnq Ñ µp
Ş8

n“1Anqq, és
Ş8

n“1An “ tx : lim fnpxq ‰ gpxqu.
Továbbá µptx : lim fnpxq ‰ gpxquq “ 0, mert fn Ñ g m.m.

23.9. tétel. A pM,dq metrikus tér teljes.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy fn egy Cauchy-sorozat; ehhez szeretnénk mértékbeli limeszfügg-
vényt.

Minden k-ra legyen nk olyan, hogy n,m ě nk esetén dpfn, fmq ă
1
2k
, és legyen Ak “ X

´

ˇ

ˇfnk ´

fnk`1

ˇ

ˇ ě 1
2k

¯

.
Alkalmas δ-val

δ ` µ

ˆ

ˇ

ˇfnk ´ fnk`1

ˇ

ˇ ě δ

˙

ă
1

2k
,

de akkor δ ă 1
2k

és így µ
´

ˇ

ˇfnk ´ fnk`1

ˇ

ˇ ě 1
2k

¯

ă 1
2k
.

Bármely k esetén, az Ak Y Ak`1 Y . . . halmazon kívül az pfnkq részsorozat egyenletesen Cauchy,
így az is igaz, hogy m.m.pontban konvergens. Legyen g “ lim fnk a pontonkénti limesz.

Az Ak Y Ak`1 Y . . . halmazon kívül |fnk ´ g| ă
2
2k
, ezért

µ

ˆ

|fnk ´ g| ě
2

2k

˙

ď µpAk Y Ak`1 Y . . .q ď
8
ÿ

l“k

µpAlq “
8
ÿ

l“k

1

2l
“

1

2k´1
“

2

2k
,

és így

dpfnk , gq ď
2

2k
` µ

ˆ

|fnk ´ g| ě
2

2k

˙

ă
4

2k
.

Tehát fnk
m
Ñ g; ebből következik, hogy fn

m
Ñ g.
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23.10. tétel (Jegorov). (KT) Tegyük fel, hogy µpXq ă 8, fn Ñ f m.m. Ekkor @ε ą 0 DAε PM :
µpAεq ă ε, és fn Ñ f egyenletesen XzAε-on.

Bizonyítás. Hasonlóan, mint 23.8-ban.
Legyen ε ą 0 és legyen

An,δ “
8
ď

k“n

X
`

|fk ´ f | ě δ
˘

.

23.8 alapján @δ-ra µpAn,δq Ñ 0, azaz δ “ 1
k
-hoz Dnk : µpAnk, 1k

q ă ε
2k
.

Legyen

Aε :“
8
ď

k“1

Ank, 1k
.

Ekkor a σ-szubadditivitás miatt

µpAεq ď
8
ÿ

k“1

µpAnk, 1k
q ă

8
ÿ

k“1

ε

2k
“ ε,

és fn Ñ f egyenletesen XzAε, mert ha 1
k
ď η, akkor XzAε Ă XzAnk, 1k

miatt n ě nk esetén
|fnpxq ´ fpxq| ă

1
k
ď η teljesül @x P XzAε-ra.

24. Mértéktartó leképezések
24.1. definíció. Legyen pX,M, µq és pY,N , νq mértéktér. Az f : X Ñ Y mérhető leképezést
mértéktartónak nevezzük, ha minden H P N esetén µpf´1pHqq “ νpHq.

24.2. tétel. Legyen f : X Ñ Y mértéktartó. Tetszőleges h függvény esetén
ż

Y

h dν “

ż

X

h ˝ f dµ,

ha valamelyik integrál létezik.

Bizonyítás. Legyen h egyszerű függvény az Y téren: h “
n
ř

k“1

ckχk, ahol χk az Yk halmaz

karakterisztikus függvénye. Legyen Y “
Ťn
k“1 Yk véges diszjunkt felbontás és Xk “ f´1pYkq, ekkor

ż

Y

h dν “
n
ÿ

k“1

ckνpYkq “
n
ÿ

k“1

ckµpXkq “

ż

X

h ˝ f dµ

(amennyiben létezik az integrál), hiszenX “
Ťn
k“1 is diszjunkt felbontás, és x P Xk esetén phpfpxqqq “

ck. Ha ezután hn egyszerű függvények monoton növő sorozata az Y téren, akkor hn ˝ f is ilyen az X
téren, tehát a monoton konvergencia tétele szerint a tételben szereplő egyenlőség igaz minden h ě 0
mérhető függvényre, és ebből minden olyan esetben is, amikor valamelyik oldali integrál létezik.

24.3. definíció. Legyen pX,M, µq mértéktér, µpxq ă 8, f : X Ñ R mérhető. Az F ptq “ µptf ă tuq
valós függvényt az f függvény eloszlásfüggvényének nevezzük. F nyilván monoton növekedő függvény,
jelölje α “ αF az F -ből származó Lebesgue-Stieltjes-mértéket és pR,MF , αq a megfelelő mértékteret.

24.4. lemma. A fenti jelölésekkel f : X Ñ R mértéktartó leképezés.
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Bizonyítás.
Legyen ra, bq az F függvény folytonossági intervalluma (azaz a-ban és b-ben is folytonos a függ-

vény). Ekkor αpra, bqq “ F pbq ´ F paq “ µptf ă buq ´ µptf ă auq “ µpta ď f ă buq “ µpf´1pra, bqqq,
és ebből minden H Ă R nyílt halmazra is αpHq “ µpf´1pHqq. De ekkor ez minden Gδ halmazra is
áll, és ebből a regularitási tulajdonság alapján MF minden elemére is.

24.5. tétel. Legyen pX,M, µq, f, F ptq, α mint fent. Ekkor minden h : R Ñ R MF -mérhető függ-
vényre (speciálisan minden Borel-mérhető függvényre)

ż

X

h ˝ f dµ “

ż

R
h dα,

ha valamelyik integrál létezik, és ekkor a jobb oldal lim
aÑ´8,bÑ8

şb

a
h dF alakban is írható. Speciálisan

ş

X
f dµ “

ş

R x dα, ha valamelyik integrál létezik.

Bizonyítás. 24.2 és 24.4

25. A konvolúció és alkalmazásai
Ebben a fejezetben az Rn,Ln, λ Lebesgue-mértéktérnek megfelelő Lp osztályok néhány további tu-
lajdonságát vizsgáljuk.

25.1. definíció. Az f és g függvény konvolúcióján az

f ˚ gpxq “

ż

Rn
fpx´ yqgpyq dλpyq

függvényt értjük (amennyiben az integrál értelmes).

25.2. tétel. Ha f, g P L1, akkor f ˚ g P L1. Az L1 osztály a ˚ művelettel mint szorzással ún.
kommutatív Banach-algebra, azaz pf ˚ gq ˚ h “ f ˚ pg ˚ hq, f ˚ g “ g ˚ f, pf ` tgq ˚ h “ f ˚ h` tpg ˚ hq
és }f ˚ g}1 ď }f}1 ¨ }g}1.

Bizonyítás.
Az fpx´ yqgpyq függvény mérhető az RnˆRn szorzattéren, és a Fubini-tételt kétszer alkalmazva

ż

Rn

ˆ
ż

Rn
|fpx´ yq||gpyq| dλpyq

˙

dλpxq “

ż

RnˆRn
|fpx´ yqgpyq| dλ2n “

“

ż

Rn

ˆ

|gpyq|

ż

Rn
|fpx´ yq| dλpxq

˙

dλpyq “ }f}1 ¨ }g}1 ă 8,

hiszen
ż

Rn
|fpx´ yq| dλpxq “

ż

Rn
|fpxq| dλpxq “ }f}1,

mert a Lebesgue-mérték eltolás-invariáns.
Innen

ż

Rn
|fpx´ yq ¨ gpyq| dλpyq “

ż

Rn
|fpx´ yq||gpyq| dλpyq ă 8

m.m. x-re, és így
ş

Rn fpx´ yqgpyq dλpyq létezik és véges.
Tehát f ˚ g m.m. x-re létezik és f ˚ g P L1.
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Továbbá
}f ˚ g}1 “

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
fpx´ yqgpyq dλpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dλpxq ď

ď

ż

Rn

ˆ
ż

Rn
|fpx´ yq||gpyq| dλpyq

˙

dλpxq “ }f}1 ¨ }g}1

a szokásos egyenlőtlenség alapján.
Innen adódik }f ˚ g}1 ď }f}1 ¨ }g}1.

25.3. tétel. Legyen 1 ď p ă 8. Az eltolás folytonos az Lp téren, azaz az fypxq “ fpx´ yq jelöléssel
minden ε ą 0 számhoz van olyan δ, hogy |y| ă δ esetén }fy ´ f}p ă ε.

Bizonyítás. Az állítás triviális a kompakt tartójú folytonos függvényekre, és ezek sűrűn vannak
Lp-ben (20.15).

Legyen ugyanis f kompakt tartójú folytonos, K a tartója. Ekkor f egyenletesen folytonos K-n
(hiszen K kompakt), és mivel K korlátos, ezért λpKq véges. Az egyenletes folytonosság miatt minden
η-hoz van olyan δ, hogy |fypxq ´ fpxq| ă η @x P K, ha |y| ă δ. Innen

}fy ´ f}p “

ˆ
ż

Rn
|fy ´ f |

p dλ

˙
1
p

“

ˆ
ż

K

|fy ´ f |
p dλ

˙
1
p

ď

ď

ˆ
ż

K

ηp dλ

˙
1
p

“ λpKq
1
p ¨ η ă ε,

ha η ă
ε

λpKq
1
p

.

25.4. megjegyzés. 25.3-ban az py Ñ 0q ñ pfy Ñ fq pontonkénti konvergencia nem igaz: azokban
a pontokban, ahol f nem folytonos, ez láthatóan nem teljesül (sőt ez a pontonkénti konvergencia
pontosan a folytonossági pontokban teljesül).

25.5. definíció. A t ą 0 paraméterű gt P L1 függvényrendszert approximatív egységnek nevezzük,
ha

1. gt ě 0,
2. minden t-re }gt}1 “ 1,
3. minden rögzített r-re lim

tÑ0

ş

Bp0,rq
gtpxq dλpxq “ 1.

Itt 3. ekvivalens azzal, hogy
ş

RnzBp0,rq g
t dλpxq Ñ 0, ha t Ñ 0 (felhasználva, hogy 1 “ }gt}1 “

ş

RnzBp0,rq g
t dλpxq `

ş

Bp0,rq
gt dλpxq).

25.6. megjegyzés. A 3. feltétel a legkényelmesebben úgy teljesíthető, ha |x| ą t esetén gtpxq “ 0

25.7. megjegyzés. Egységről nincs értelme beszélni, hiszen könnyen láthatóan nincs olyan e függvény,
hogy f ˚ epxq “ fpxq teljesüljön minden x-re. Ugyanakkor értelmezhetjük egy f függvény és egy µ
mérték konvolúcióját az

f ˚ µpxq “

ż

Rn
fpx´ yq dµpyq

képlettel. Ez általánosítása két függvény konvolúciójának, hiszen adott g függvényből legyárthatunk
egy µ mértéket a µpEq “

ş

E
g dλ képlettel. Ekkor már van egység. Legyen ugyanis µ a Dirac-mérték,

azaz

µpHq “

#

1, ha 0 P H

0, különben

Ekkor f ˚ µpxq “ fpxq @x P Rn-re.

25.8. tétel. Ha gt approximatív egység, akkor bármely f P L1 esetén

lim
tÑ0
}gt ˚ f ´ f}1 “ 0.
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Bizonyítás. Adott f P L1 és ε ą 0 esetén legyen δ ą 0 olyan, hogy |y| ă δ-ból }fy ´ f}1 ă ε
következzék (ilyen δ 25.3 miatt van). Legyen η olyan kicsi, hogy t ă η esetén

ş

A
gt dλ ă ε teljesüljön,

ahol A “ RnzBp0, δq (ilyen η az approximatív egység 25.5-ben szereplő 3.-mal ekvivalens tulajdonsága
miatt van). Ekkor a Fubini-tétel segítségével, és felhasználva, hogy }gt}1 “

ş

Rn g
t dλ “ 1, valamint

|gt| “ gt (hiszen gt ą 0)

}gt ˚ f ´ f}1 “ }f ˚ g
t
´ f} “

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
fpx´ yqgtpyq ´ fpxq dλpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dλpxq “

“

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
fpx´ yqgtpyq dλpyq ´

ż

Rn
fpxq dλpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dλpxq “

“

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
fpx´ yqgtpyq dλpyq ´

ż

Rn
fpxqgtpyq dλpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dλpxq “

“

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
pfpx´ yq ´ fpxqqgtpyq dλpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dλpxq ď

ď

ż

Rn

ˆ
ż

Rn
|fpx´yq´fpxq|¨|gtpyq| dλpyq

˙

dλpxq “

ż

Rn

ˆ
ż

Rn
|fpx´yq´fpxq|¨gtpyq dλpxq

˙

dλpyq “

“

ż

Rn

ˆ
ż

Rn
|fpx´ yq ´ fpxq| dλpxq

˙

gtpyq dλpyq “

“

ż

Bp0,δq

ˆ
ż

Rn
|fpx´ yq´ fpxq| dλpxq

˙

gtpyq dλpyq`

ż

A

ˆ
ż

Rn
|fpx´ yq´ fpxq| dλpxq

˙

gtpyq dλpyq “

“

ż

Bp0,δq

}fy ´ f}1 ¨ g
t
pyq dλpyq `

ż

A

}fy ´ f}1 ¨ g
t
pyq dλpyq ď

ď

ż

Bp0,δq

ε ¨ gtpyq dλpyq `

ż

A

p}fy}1 ` }f}1q ¨ g
t
pyq dλpyq “

“ ε

ż

Bp0,δq

gtpyq dλpyq ` 2}f}1

ż

A

gtpyq dλpyq ď ε

ż

Rn
gtpyq dλpyq ` 2}f}1 ¨ ε “ εp1` 2}f}1q,

és ez tetszőlegesen kicsivé tehető.

25.9. megjegyzés. Legyen
gt “

χBp0,tq
λpBp0, tqq

.

Világos, hogy ez approximatív egység, és most

f ˚ gtpxq “
1

λpBp0, tqq

ż

Rn
fpyqχBp0,tqpx´ yq dλpyq “

“
1

λpBp0, tqq

ż

Rn
fpyqχBpx,tqpyq dλpyq “

“
1

λpBpx, tqq

ż

Bpx,tq

fpyq dλpyq,

és ez 14.6 miatt m.m. x-re fpxq-hez tart, továbbá 25.8 miatt L1-normában is teljesül a gt ˚ f Ñ f
konvergencia.

25.10. tétel. Legyenek p, q konjugált kitevők, f P Lp, g P Lq. Ekkor

f ˚ gpxq “

ż

Rn
fpx´ yqgpyq dλpyq

minden x pontban definiált, }f ˚ g}8 ď }f}p ¨ }g}q, f ˚ g egyenletesen folytonos és lim
|x|Ñ8

f ˚ gpxq “ 0

(ha p, q ‰ 8).
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Bizonyítás. Mivel |f ˚ g| ď |f ˚ g| ď
ş

Rn
ˇ

ˇfpx ´ yqgpyq
ˇ

ˇ dλpyq ď }fy}p ¨ }g}q “ }f}p ¨ }g}q ă 8
(az utolsó előtti egyenlőtlenség a Hölder-egyenlőtlenség miatt igaz), ezért f ˚ g valóban mindenütt
létezik, és a lényeges szuprémum definíciója szerint fennáll a }f ˚ g}8 ď }f}p ¨ }g}q becslés. Legyen
mondjuk p ă 8 (az állítás p-re és q-ra szimmetrikus, így ha q ă 8, akkor megcserélhetjük őket).
Ekkor a háromszög-egyenlőtlenség, a Hölder-egyenlőtlenség és 25.3 miatt

|f ˚ gpxq ´ f ˚ gpyq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
fpx´ zqgpzq dλpzq ´

ż

Rn
fpy ´ zqgpzq dλpzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
pfpx´ zq ´ fpy ´ zqqgpzq dλpzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Rn
|fpx´ zq ´ fpy ´ zq| ¨ |gpzq| dλpzq ď

ď }f´xp´zq ´ f´yp´zq}p ¨ }g}q “ }f´x ´ f´y}p ¨ }g}q “ }fy´x ´ f}p ¨ }g}q ă ε}g}q,

ha |y´x| elég kicsi (ez utóbbi 25.3 miatt igaz). Végül adott ε ą 0 esetén válasszuk meg a B “ Bp0, rq
gömböt úgy, hogy az A “ RnzB halmazon

ż

A

|f |p dλ ă εp,

ż

A

|g|q dλ ă εq

fennálljon (ilyen gömb van, mert }f}p, }g}q ă 8), majd legyen |x| ą 2r. Ekkor y P B esetén
x´ y P A, ezért a Hölder-egyenlőtlenség alapján

|f ˚ gpxq| ď

ż

Rn
|fpx´ yqgpyq| dλpyq “

ż

B

|fpx´ yqgpyq| dλpyq `

ż

A

|fpx´ yqgpyq| dλpyq ď

ď }f´xp´yq|B}p ¨ }g|B}q ` }f´xp´yq|A}p ¨ }g|A}q ď }f |A}p ¨ }g|B}q ` }f}p ¨ }g|A}q ď

ď ε ¨ }g}q ` }f}p ¨ ε “ εp}f}p ` }g}qq.

Itt felhasználtuk, hogy x és y fenti választása esetén x´ y A-ban van, azaz f´xp´yq|B “ f |A.

25.11. tétel (Weierstrass). Ha f folytonos az ra, bs szakaszon és ε ą 0 tetszőlegesen adott, akkor
van olyan p polinom, amellyel }f ´ p}8 ă ε.

Bizonyítás. Feltehető, hogy az adott intervallum r´1
4
, 1

4
s, és ha ezen f egy folytonos függvény,

akkor jelölje f azt a folytonos kiterjesztést is, amelyre |x| ě 1
2
esetén fpxq “ 0, a r´1

2
,´1

4
s, r1

4
, 1

2
s

szakaszokon pedig f lineáris. cn értékét a cn ¨
ş1

´1
p1´ x2qn dx “ 1 feltétellel határozzuk meg, ekkor

gtpxq “ cnp1´ x
2qnχr´1,1spxq pt “

1
n
q approximatív egység. Legyen

Pnpxq “ g
1
n ˚ f “

ż

R
fpyqg

1
n px´ yq dλpyq “

ż 1
2

´ 1
2

fpyqg
1
n px´ yq dλpyq.

Ha még |x| ď 1
2
is teljesül, akkor |x´ y| ď 1, és emiatt

g
1
n px´ yq “ cnp1´ px´ yq

2
q
n,

ezért ilyen x értékekre Pnpxq egy (legfeljebb 2n-ed fokú) polinom, hiszen ekkor

fpyqg
1
n px´ yq “ f2npyq ¨ x

2n
` . . .` f0pyq ¨ x

0

valamilyen f2n, . . . f0 y-tól függő függvényekkel, és mivel y szerint integrálunk, ezért x hatványai (y
szerinti) konstansként kiemelhetők az integrálból; ami marad az integrálás után, az is egy legfeljebb
2n-edfokú polinomja lesz x-nek valamilyen y-tól függő együtthatókkal.
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Legyen ε ą 0 adott, és válasszuk ehhez δ-t f egyenletes folytonossága alapján (f a kompakt ra, bs
halmazon folytonos, tehát egyenletesen folytonos), vagyis legyen |fpxq ´ fpyq| ă ε, ha |x ´ y| ă

δ. Majd válasszuk n-et olyan nagyra, hogy
ş

|x|ěδ
g

1
n dx ă ε legyen (ilyen n azért van, mert gt

approximatív egység). Ekkor

|Pnpxq ´ fpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R
fpyqg

1
n px´ yq dλpyq ´ fpxq

ż

R
g

1
n px´ yq dλpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R
pfpyq ´ fpxqqg

1
n px´ yq dλpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

R
|fpyq ´ fpxq|g

1
n px´ yq dλpyq “

“

ż

|x´y|ăδ

|fpyq ´ fpxq|g
1
n px´ yq dλpyq `

ż

|x´y|ěδ

|fpyq ´ fpxq|g
1
n px´ yq dλpyq ď

ď

ż

|x´y|ăδ

ε ¨ g
1
n px´ yq dλpyq `

ż

|x´y|ěδ

p|fpyq| ` |fpxq|qg
1
n px´ yq dλpyq ď

ď ε

ż

|x´y|ăδ

g
1
n px´ yq dλpyq ` 2M

ż

|x´y|ěδ

g
1
n px´ yq dλpyq ď ε ¨ 1` 2M ¨ ε,

ahol M az f függvény korlátja (ilyen ismét a folytonosság miatt létezik). Itt megint kihasználtuk,
hogy mivel g

1
n approximatív egység, ezért 1 “ }g

1
n }1 “ }g

1
n
´xp´yq}1 “

ş

R g
1
n px ´ yq dλpyq, illetve

alkalmaztuk a háromszög-egyenlőtlenséget is.

25.12. megjegyzés. Vegyük észre, hogy a bizonyításban nem definiáltuk minden t-re a gt approximatív
egységet. De ez nem is baj, hiszen a 25.5-beli definícióban valójában elég egy részsorozatát nézni a
gt függvénycsaládnak. De azt is mondhatjuk, hogy a fent definiált gt értelmes minden t “ 1

n
-re is,

ahol n nem feltétlenül egész; és utána csak az egész n-ekből álló részsorozatát vizsgáljuk.

Most nézzük egy alkalmazását a fentieknek.

25.13. tétel (Steinhaus). Ha H Ă Rp mérhető, λpHq ą 0, akkor a H ´ H Minkowski-különbség
tartalmaz origó középpontú gömböt.

Bizonyítás. A tételt be lehet bizonyítani a sűrűségi tétel segítségével is, most azonban a konvo-
lúcióról tanultakat szeretnénk alkalmazni.

Feltehető, hogy 0 ă λpHq ă 8; különben vehetjük egy véges, de pozitív mértékű részét (ilyen
biztosan van, pl. van olyan egész csúcsú kocka, amely H-val vett metszetének mértéke véges és
pozitív). Legyen f “ χH és g “ χ´H (ekkor gp´xq “ fpxq). Mivel λpHq ă 8, ezért f, g P Lp @p P
r1,8s, pspeciálisan p “ 2-re is igaz). Ekkor 25.10-et p “ q “ 2-re alkalmazva kapjuk, hogy f ˚g “ g˚f
folytonos. Továbbá

g ˚ fpxq “

ż

Rp
gpx´ yqfpyq dλpyq “

ż

Rp
fpy ´ xqfpyq dλpyq “

“

ż

Rp
χH`xpyq ¨ χHpyq dλpyq “ λpH X pH ` xqq,

és g ˚ fp0q “ λpHq ą 0, így g ˚ f folytonossága miatt van egy olyan környezete az origónak, amelyen
λpH X pH ` xqq ą 0. Ebben a környezetben tehát H X pH ` xq ‰ H, és így a környezet minden x
pontjára x P H ´H teljesül.
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26. Fourier-sorok, Fourier-transzformáció
26.1. definíció (Trigonometrikus polinom). Egy f : RÑ R függvényt trigonometrikus polinomnak
nevezünk, ha előáll, mint sinpnxq és cospnxq alakú, valamint konstans függvények véges lineáris
kombinációja.

26.2. tétel (Weierstrass approximációs tétel trigonometrikus polinomokra). Ha f folytonos a r´π, πs
szakaszon, akkor van olyan p trigonometrikus polinom, amellyel }f ´ p}8 ă ε (v.ö.25.11)

Bizonyítás. A bizonyítás lényegében ugyan az, mint 25.11-ben; csak néhány módosítást kell
végrehajtani.

Legyen cn a cn ¨
şπ

´π
p1`cosxqn dx “ 1 képlettel definiálva, ekkor gtpxq “ cnp1`cosxqnχr´π,πs pt “

1
n
q approximatív egység. Legyen

Pnpxq “ g
1
n ˚ f “

ż

R
fpyqg

1
n px´ yq dλpyq “

ż π

´π

fpyqg
1
n px´ yq dλpyq.

Ha még |x| ď 1
2
is teljesül, akkor |x´ y| ď 1, és emiatt

g
1
n px´ yq “ cnp1` cospx´ yqqn,

ezért ilyen x értékekre Pnpxq egy trigonometrikus polinom, hiszen ekkor fpyqg
1
n px´ yq-t trigonomet-

rikus azonosságok segítségével (pl cospx ´ yq “ cosx ¨ cos y ` sinx ¨ sin y) átírhatjuk x egy trigono-
metrikus polinomjává, amelynek együtthatói valamilyen y-tól függő függvények, és mivel y szerint
integrálunk, ezért x trigonometrikus függvényei (y szerinti) konstansként kiemelhetők az integrálból;
ami marad az integrálás után, az is egy trigonometrikus polinomja lesz x-nek valamilyen y-tól függő
együtthatókkal.

Legyen ε ą 0 adott, és válasszuk ehhez δ-t f egyenletes folytonossága alapján (f egy kom-
pakt halmazon folytonos, tehát egyenletesen folytonos). Majd válasszuk n-et olyan nagyra, hogy
ş

|x|ěδ
g

1
n dx ă ε legyen (ilyen n azért van, mert gt approximatív egység). Ekkor

|Pnpxq ´ fpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R
fpyqg

1
n px´ yq dλpyq ´ fpxq

ż

R
g

1
n px´ yq dλpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R
pfpyq ´ fpxqqg

1
n px´ yq dλpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

R
|fpyq ´ fpxq|g

1
n px´ yq dλpyq “

“

ż

|x´y|ďδ

|fpyq ´ fpxq|g
1
n px´ yq dλpyq `

ż

|x´y|ěδ

|fpyq ´ fpxq|g
1
n px´ yq dλpyq ď

ď

ż

|x´y|ďδ

ε ¨ g
1
n px´ yq dλpyq `

ż

|x´y|ěδ

p|fpyq| ` |fpxq|qg
1
n px´ yq dλpyq ď

ď ε

ż

|x´y|ďδ

g
1
n px´ yq dλpyq ` 2M

ż

|x´y|ěδ

g
1
n px´ yq dλpyq ď ε ¨ 1` 2M ¨ ε,

aholM az f függvény korlátja (ilyen ismét a folytonosság miatt létezik). Itt ismét kihasználtuk, hogy
mivel g

1
n approximatív egység, ezért 1 “ }g

1
n } “ }g

1
n
´xp´yq} “

ş

R g
1
n px´ yq dλpyq, illetve alkalmaztuk

a háromszög-egyenlőtlenséget is.
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Szeretnénk értelmezni komplex értékű trigonometrikus polinomokat is, ehhez tekintsük a komplex
számsík T egységkörét. Ha F tetszőleges függvény T -n, akkor

fptq “ F peitq

egy valós periodikus függvény, 2π periódussal. Fordítva, ha f egy R-en értelmezett, 2π szerint
periodikus függvény, akkor legyárthatunk belőle egy F függvényt, amire a fenti egyenlőség teljesül.
Ennek segítségével megfeleltethetjük egymásnak a 2π szerint periodikus valós változós komplex értékű
függvényeket, és a T -n értelmezett függvényeket. A továbbiakban a két jelölést nem különböztetjük
meg egymástól.

Az eddigiek segítségével definiálhatjuk az LppT q p1 ď p ă 8q függvényteret, mint a 2π szerint
periodikus, valós változós, komplex értékű Lebesgue-integrálható függvények terét, ahol a függvények
p-normája

}f}p “

ˆ

1

2π

ż π

´π

|fptq|p dt

˙
1
p

véges.
Másszóval az Lppλq vektorteret vizsgáljuk, ahol λ a Lebesgue-mérték r0, 2πs-n, lenormálva 2π-

vel (a lenormálásra csak a formalizmus könnyítésére van szükség; például a konstans 1 függvény
normája így 1 lesz). Hasonlóan L8pT q az L8pRq-beli 2π szerint periodikus függvények tere a lényeges
szuprémum-normával; illetve CpT q a T -n értelmezett folytonos komplex értékű függvények tere az

}f}8 “ sup
t
|fptq|

normával.

26.3. definíció (Komplex trigonometrikus polinom). Az f : RÑ C,

fptq “ a0 `

N
ÿ

n“1

pan cospntq ` bn sinpntqq pt P Rq

függvényt (komplex) trigonometrikus polinomnak nevezzük, ha a0, a1, . . . aN , b1, . . . bN P C.

Az Euler-azonosság segítségével a fenti f függvényt

fptq “
N
ÿ

n“´N

cne
int

alakban is írhatjuk. Nyilvánvaló, hogy minden trigonometrikus polinom 2π szerint periodikus.

Legyen
unptq “ eint pn P Zq.

Ha L2pT q-ben a skaláris szorzatot az

xf, gy “
1

2π

ż π

´π

fptqgptq dt

képlettel definiáljuk, akkor

xun, umy “
1

2π

ż π

´π

eipn´mqt dt “

#

1 ha n “ m,

0 ha n ‰ m,
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hiszen k ‰ 0 esetén
ż

eikt dt “

ż

pcospktq ` i ¨ sinpktqq dt “
sinpktq

k
´ i ¨

cospktq

k

és k “ 0 esetén
ż

eikt dt “

ż

1 dt “ t.

Azaz tun : n P Zu ortonormált/trigonometrikus függvényrendszer.
26.4. megjegyzés. tun : n P Zu nem bázis az L2pT q vektortérben, hiszen a generátumuk definíció sze-
rint pontosan a trigonometrikus polinomokból áll; és világos, hogy nem minden L2pT q-beli függvény
trigonometrikus polinom. Ha végtelen lineáris kombinációt is megengedünk, akkor azonban már igaz
lesz, hogy minden L2-beli függvény előáll, mint un-ek (végtelen) lineris kombinációja.

26.5. definíció. Egy f P L1pT q függvény Fourier-együtthatói

f̂pnq “ xf, einty “
1

2π

ż π

´π

fptq ¨ eint dt “
1

2π

ż π

´π

fptq ¨ e´int dt pn P Zq,

Fourier-sora pedig
8
ÿ

n“´8

f̂pnq ¨ eint.

A Fourier-sor részletösszegei

SN “
N
ÿ

n“´N

f̂pnq ¨ eint.

Az f függvény valós alakja

fptq “ a0 `

8
ÿ

n“1

pan cospntq ` bn sinpntqq,

ahol
a0 “

1

2π

ż π

´π

fptq dt, an “
1

π

ż π

´π

fptq ¨ cospntq dt, bn “
1

π

ż π

´π

fptq ¨ sinpntq dt.

26.6. Állítás. L2pT q Ă L1pT q.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy f P L2pT q, azaz }f}2 ă 8. Ekkor
ż

T

|f | dt “

ż

|f |ą1

|f | dt`

ż

|f |ď1

|f | dt ď

ż

|f |ą1

|f |2 dt`

ż

|f |ď1

1 dt ď }f}22 ` λ2pT q ă 8.

26.7. megjegyzés. 26.6 igaz lesz minden véges mértéktéren, tetszőleges p ą q esetén.
Ebből következően egy f P L2pT q függvény Fourier-sorát definiálhatjuk úgy, mint L1pT q-beli

függvény Fourier-sorát.
Most az L2 Hilbert-tereket nézzük meg kicsit közelebbről (22.2).

26.8. Állítás. Legyen X egy n elemű alaphalmaz, és µ a számlálómérték X-en. Ekkor L2pµq izomorf
az X Ñ R függvények L2-normával ellátott terével, vagyis az euklideszi normával ellátott Rn térrel.
Sőt, minden véges dimenziós Hilbert-tér izomorf Rn-nel valamilyen n-re.

26.9. lemma. Legyen a H (valós vagy komplex) Hilbert-térben ω1, ω2, . . . ortonormált rendszer, f P

H tetszőleges. Legyen továbbá cj “ xf, ωjy, pN “
N
ř

j“1

cjωj, qN “
N
ř

j“1

djωj, ahol dj tetszőleges. Ekkor

}f´pN} ď }f´qN}, vagyis f -et az ωj-kre vett vetületeiből (cjωj-kből) álló sorozat közelíti a legjobban
az ωj-k által feszített altérben.
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Bizonyítás. xf ´ pN , ωky “ xf, ωky ´ xpN , ωky “ ck ´ ck “ 0, mert ωk-k ortonormált rendszert
alkotnak. Így f ´ pN K ωk, ezért f ´ pN merőleges ωk-k tetszőleges lineáris kombinációjára, tehát

f ´ pN K
N
ř

j“1

pdj ´ cjqωj “ qN ´ pN .

A 26.8 állítás szerint az f ´ pN és qN ´ pN által kifeszített 2-dimenziós Hilbert-tér izomorf R2-
tel, így alkalmazhatjuk a Pitagorasz-tételt az egymásra merőleges f ´ pN és qN ´ pN vektorokra:
}f´qN}

2 “ }pf´pNq`ppN´qNq}
2 “ }f´pN}

2`}pN´qN}
2 ě }f´pN}

2, ahonnan }f´pN} ď }f´qN}.
Sőt az is kijött, hogy }f ´ pN} “ }f ´ qN} ðñ pN “ qN .

26.10. megjegyzés. Itt Hilbert-tér helyett valójában elég lett volna H-ról föltennünk, hogy skalárszor-
zattal rendelkező normált tér.

26.11. tétel. Ha f P L2pT q, akkor sN “
N
ř

n“´N

f̂pnq ¨ eint
L2
ÝÑ f

Bizonyítás. Ha f P L2pT q, akkor Dg P CpT q folytonos függvény, hogy }g ´ f}2 ă ε (lásd 20.15).
Ekkor 26.2 miatt létezik h trigonometrikus polinom, hogy |g ´ h| ă ε teljesül T -n. Ezért

}g ´ h}22 “
1

2π

ż π

´π

|g ´ h|2 ă
1

2π
¨ ε2

¨ 2π “ ε2,

azaz }g´h}2 ă ε. Innen }f ´h}2 ď }f ´ g}2`}g´h}2 ă 2ε. Mivel h trigonometrikus polinom, ezért

hptq “
M
ř

n“´M

dn ¨ e
int alakú. Ezért 26.9 miatt @N ěM -re }f ´ sN}2 ď }f ´ h}2 ă 2ε teljesül.

26.12. kérdés. 1. Igaz-e, hogy @f P L2pT q-re sN Ñ f pontonként T -n?
2. Igaz-e, hogy @f P CpT q-re sN Ñ f pontonként T -n?
3. Igaz-e, hogy @f P L2pT q-re sN Ñ f m.m. T -n?

1. Nem, mert ha véletlenül igaz lenne egy f P L2pT q függvényre, akkor egy nullmértékű halmazon
f -et megváltoztatva már nem lesz igaz.

2. Nem igaz (biz. nélkül).
3. Igaz (Carleson-tétel, 1966).

26.13. tétel (Parseval). Ha f, g P L2pT q, akkor

xf, gy “ xf̂ , ĝy,

ahol xf̂ , ĝy “
8
ř

n“´8

f̂pnq ¨ ĝpnq, azaz f̂ és ĝ `2-beli skaláris szorzata (v.ö. 20.8)

Bizonyítás. Legyen sN “
N
ř

n“´N

f̂pnq ¨ eint és tN “
N
ř

n“´N

ĝpnq ¨ eint. Ekkor

xsN , tNy “
N
ÿ

n“´N

f̂pnq ¨ ĝpnq ÝÑ
8
ÿ

n“´8

f̂pnq ¨ ĝpnq “ xf̂ , ĝy

Ugyanakkor 26.11 szerint sN ÝÑ f, tN ÝÑ g, és így xsN , tNy ÝÑ xf, gy. Ezért xf, gy “ xf̂ , ĝy.

26.14. következmény. Ha f P L2pT q, akkor

}f}22 “
8
ÿ

n“´8

|f̂pnq|2 p“ }f̂}22q

.
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Bizonyítás. Ez 26.13 speciális esete.
Tehát azt kaptuk, hogy az ˆ: L2pT q Ñ `2 operátor skalárszorzat-, és normatartó. Mivel norma-

tartó, ezért injektív is. Felvetődik a kérdés, hogy szürjektív-e ez a leképezés. A válasz igenlő:

26.15. Állítás. Az ˆ: L2pT q Ñ `2 operátor szürjektív.

Bizonyítás. Legyen adott a pcnqnPZ P `2 sorozat, és legyen sN “
N
ř

n“´N

cn ¨e
int. Azt kell belátnunk,

hogy sN L2-ben konvergens. Az sN sorozat Cauchy, hiszen

}sN ´ sM}2 “

›

›

›

›

N
ÿ

n“N´M

cn ¨ e
int
`

´N`M
ÿ

n“´N

cn ¨ e
int

›

›

›

›

2

ď

›

›

›

›

N
ÿ

n“N´M

cn ¨ e
int

›

›

›

›

2

`

›

›

›

›

´N`M
ÿ

n“´N

cn ¨ e
int

›

›

›

›

2

“

“

N
ÿ

n“N´M

|cn|
2
`

´N`M
ÿ

n“´N

|cn|
2

az előző következmény szerint (ŝNpnq “ cn), és

N
ÿ

n“N´M

|cn|
2
`

´N`M
ÿ

n“´N

|cn|
2
ÝÑ 0` 0 “ 0,

mert pcnqnPZ P `2. A Riesz-Fischer tétel (21.4) szerint tehát sN konvergens L2-ben.
Ezzel beláttuk a következő tételt:

26.16. tétel. Az `2 és L2pT q egymással izomorf Hilbert-terek.

26.1. Fourier-transzformált általános esetben

Most általánosabban is definiálni fogjuk a Fourier-transzformáltat, nem csak periodikus függvények
esetén.

26.17. definíció. Legyen az f függvény p-normája

}f}p “

ˆ

1
?

2π

ż 8

´8

|fpxq|pdλpxq

˙
1
p

p1 ď p ă 8q,

az f és g függvények konvolúciója

f ˚ g “
1
?

2π

ż 8

´8

fpx´ yqgpyq dλpyq px P Rq,

az f Fourier-transzformáltja pedig

f̂ptq “
1
?

2π

ż 8

´8

fpxq ¨ e´ixt dλpxq pt P Rq.

26.18. tétel. Legyen f P L1, és α, λ valós számok. Ekkor
(1) Ha gpxq “ fpxq ¨ eiαx, akkor ĝptq “ f̂pt´ αq.
(2) Ha gpxq “ fpx´ αq, akkor ĝptq “ f̂ptq ¨ eiαt.
(3) Ha g P L1 és h “ f ˚ g, akkor ĥptq “ f̂ptq ¨ ĝptq.
(4) Ha gpxq “ fp´xq, akkor ĝptq “ f̂ptq.
(5) Ha gpxq “ fpx

λ
q és λ ą 0, akkor ĝptq “ λf̂pλtq.

(6) Ha gpxq “ ´ixfpxq és g P L1, akkor f̂ differenciálható és f̂ 1ptq “ ĝptq.
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Bizonyítás. Nem bizonyítjuk.

26.19. tétel (Inverz tétel). Ha f, f̂ P L1 és

gpxq “
1
?

2π

ż 8

´8

f̂pxq ¨ eixt dλpxq px P Rq,

akkor g folytonos és fpxq “ gpxq m.m.

Bizonyítás. Nem bizonyítjuk.
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