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0.1. megjegyzés. A tovabbiakban a valos egyenes —oo-nel és oo-nel vett bovitését a természetes ren-
dezéssel ellatva R jeloli. A [0, oo] jelolés az Gsszes nemnegativ valos szam halmaza co-vel kiegészitve.

0.2. megjegyzés. A tovabbiakban [J a Jordan-mérhets halmazok halmaza, és t a Jordan-mérték.



1. Alapfogalmak

1.1. definicié (véges additivitas). X nemiires alaphalmaz, A < P(X), O e A, u: A — R esetén
végesen additiv, ha n e N, A, As...A,, € A paronként diszjunkt halmazok, UA; € A esetén

H (CJ Ai) = anﬂ(Ai)

1.2. definicié (o-additivitds). X nemiires alaphalmaz, A < P(X), @ € A, p : A — R esetén
o-additiv, ha (@) = 0 és Ay, As... € A paronként diszjunkt halmazok, UA; € A esetén

7 (U Az-) - ZM(AD

1.3. megjegyzés. A két definicidhoz az is hozzatartozik, hogy a jobb oldali ¢sszeg létezik. +oo véges
szammal valo Osszeadéasat természetesen kezeljiik, —oo + oo értéke nem értelmezett.

1.4. megjegyzés. A Jordan-mérték o-additiv J-n.

1.5. definici6 (o-algebra). X nemiires alaphalmaz esetén M < P(X) o-algebra, ha 1. 0 € M, 2.
H e M esetén X\H € M és 3. Hy, Hy... € M esetén UH; € M.

1.6. Allitas. Ha M o-algebra X -en, akkor 1. X € M, 2. Ay, Ay... € M esetén nA; € M és 3.
A, B e M esetén A\B € M.

Bizonyitas. 1. O e M és X = X\0, igy X € M.
2. Mivel a komplementerek M-ben vannak, a de Morgan-azonossag miatt a metszet is M-ben lesz.
3. AB=An(X\B).

1.7. Allitas. Ha A egy X alaphalmazon vett o-algebrdk eqy nemiires csalddja, akkor NA is o-algebra.
Bizonyitas. A definiciobdl trividlisan kovetkezik.
1.8. kovetkezmény. Tetszdleges H < P(X) esetén létezik legszikebb H-t tartalmazo o-algebra.

Bizonyitas. Legyen A az Osszes H-t tartalmazo o-algebrak halmaza. Ekkor 4 nemiires, mert
P(X) e A. Ekkor nA o-algebra, és nyilvan a legsziikebb H-t tartalmazo.

1.9. definici6é (generalt o-algebra). X alaphalmaz, H < P(X) esetén a legsziikebb H-t tartalmazo
o-algebra a H altal generalt o-algebra.

1.10. definicié (Borel-halmaz). (X, (2) topologikus térben az ) altal generalt o-algebra elemei a
Borel-halmazok.

1.11. megjegyzés. A tovabbiakban RP Borel-halmazai csaladjanak jele B.

1.12. definicié (Gs-halmaz). A megszamlalhato sok nyilt metszeteként elGalld halmazok a G-
halmazok.

1.13. definicio (F,-halmaz). A megszamlalhato sok zart uniojaként elgallo halmazok az F,-halmazok.
1.14. definicié (mérhets tér). Egy (X, M) rendezett par mérhets tér, ha M < P(X) o-algebra.

1.15. definicié (mérték). (X, M) mérhets tér esetén egy p : M — [0, 0] fiiggvény mérték, ha
o-additiv.



1.16. definicio (mértéktér). Egy (X, M, u) rendezett harmas mértéktér, ha (X, M) mérhets tér és
p: M — [0, 00] mérték.

1.17. definicié (szamlalomérték). Tetsz6leges X alaphalmaz esetén a p: P(X) — [0, o] fiiggvény
szamlalomérték, ha A € X esetén u(A) = A, ha |A| véges és pu(A) = o ha |A| végtelen.

1.18. definicié (Dirac-mérték). Tetszoleges X alaphalmaz és xy € X esetén u : P(X) — [0, 0]
Dirac-mérték vagy xo-ra koncentralt mérték, ha A € X esetén pu(A) = 1 ha zg € A és p(A) = 0 ha
) ¢ A.

1.19. Allitas. Ha (X, M, ) mértéktér, akkor 1. p végesen additiv, 2. 1 monoton és 3. A,B €
M, A < B, p(A) < 0 esetén n(B\A) = u(B) — p(A).

Bizonyitas. Trivialis.

1.20. Allitas (mérték folytonossiga). (X, M, u) mértéktér esetén ha A, € Ay S Az < ... M-beli

halmazok, akkor
e}
1 (H Ak) = lim yi(Ay)

Bizonyitas. Legyen By = A;, n > 1 esetén By = Ap\Ax_1. Ekkor n # k esetén B,, n By = 0.

Ekkor
0 0 0 k k
g R e

1.21. Allitas. (X, M, pu) mértéktér esetén ha A; 2 Ay 2 Az 2 ... M-beli halmazok, ahol létezik
neN, hogy u(A,) < o, akkor
0
" (ﬂ Ak) = lim 1(Ay)

Bizonyitas. Nyilvanvaloan feltehets, hogy n = 1. Legyen By = A;\Ag, ekkor k£ € N esetén
By € Bgy1. Mivel p(Ag) < o0, u(By) = p(Ay) — p(Ag). Ekkor a mérték folytonossaga miatt

[ (ﬂ Ak) = p (Al\ U Bk) = p(Ar) = lim pu(By) = p(Ar) — lim p(Ay) — p(A)

k=1 k=1
1.22. definici6 (teljes mértéktér). 2Az (X, M, p) mértéktér teljes, ha Be M, A < B, u(B) =0
esetén A e M.

1.23. tétel. Ha (X, M, u) mértéktér, akkor létezik M* < P(X) o-algebra és p* : M* — [0, 0]
mérték, hogy M = M*, pfy = p és (X, M*, i*) teljes.



Bizonyitas. Legyen M* = {M UK : M e M 3N e M, pu(N) = 0, K < N}, tehat azon A-k
halmaza, amelyek el6allnak mint egy M mérheté halmaz kiegészitve egy nullmértékid halmaz egy
részhalmazaval. Ekkor a tétel teljesiiléséhez p*(A) = u(M) kell, hogy teljesiiljon, amihez sziikséges
az, hogy ez az érték joldefinialt legyen.

Legyen A € M*, My, Ny, K7 és My, No, K5 a definicié szerinti halmazok, hogy M; u K1 = My u Ky =
A. M1 M K1 = @, M2 M K2 = @ feltehets. Ekkor K1 = A\Mh M2 - A, K1 - Nl, igy MQ\Ml - Nl.
Mivel My, My € M és M o-algebra, My\M; € M. Ekkor pu(My\M;) < p(Ny), igy u(Mz\M;) = 0.
Hasonloan u(M;\M,) = 0. Tgy u(My) = p(My 0 M) = p(Ms).

Legyen p*(A) = p(M;) = p(Ms). Ekkor minden A € M* esetén p*(A) joldefinialt. Most legyen
Al,AQ... e M* és MZ,NZ,KZ olyan, hOgy M“Nz € M, Kz - NZ‘, /L(NZ) = O, Mz M Kz = @, Az =

M; v K;. Legyen
o0 o0
-t = Uony = (s =1
=1 =1
(N

=1

Ekkor M, N € M, mivel M o-algebra, u
MUK =A Igy Ae M* és

) = 0, mivel p o-additiv, K € N, M n K = O és

p(A) = p(M) = D p(My) = ) (A

gy p* o-additiv. M* g-algebra, mert X\A = (X\M)\N u (N\K). (X\M)\N € M, N\K < N,
u(N) =0, igy X\Ae M*. e M* trivialis, igy M* o-algebra, (X, M*, u*) mértéktér.

Ha M € M, akkor M = M u @, ahol M n O = O, u(0) = 0, igy M € M*, M < M*. Legyen
K e M*, #*(K) = 0és L < K. Ekkor létezik N € M, hogy u(N) = 0 és K < N. Ekkor L < N,
DeM,L=Lu@, igy Le M* (X, M* u*) teljes.

1.24. definicié (o-szubadditivitas). X tetszdleges alaphalmaz, A < P(X) esetén ¢ : A — [0, 0]
o-szubadditiv, ha H, A;, As... € A esetén ha

< [J Ak p(H) < Y o(Ar)

1.25. definici6 (relativ kiils6 mérték). X tetsz6leges alaphalmaz, A < P(X), O € A esetén ¢ : A —
[0, oo] relativ kiilsé mérték, ha o-szubadditiv és p(@) = 0.

1.26. megjegyzés. Mivel O € A, ha ¢ relativ kiils§ mérték, akkor ¢ monoton és végesen szubadditiv.

1.27. definicio (kiils6 mérték). X tetsz6leges alaphalmazon egy ¢ : P(X) — [0, 0] relativ kiilsé
mérték kiilsé mérték.

1.28. Allitas. Minden mérték relativ kilsé mérték.

Bizonyitas. Legyen (X, M, n) mértéktér, H, Ay, As... € M, hogy H € UA. Legyen
n—1
k=1

Ekkor

S p (U Bn) = Z w(Bn) < Z 1(An)



1.29. definicié (asszocialt kiils6 mérték). Legyen X tetszéleges alaphalmaz, A € P(X), O € A,
a: A — [0,00] olyan, hogy a(@) = 0. Ekkor ¢, : P(X) — [0, 0] az a-hoz asszocialt kiils§ mérték,

ahol
1nf{z Ak AkEA Hc UAk}
k=1 k=1

1.30. megjegyzés. inf @ = oo.
1.31. megjegyzés. @, kiils6 mérték.

1.32. definicio (kiils6 mérték szerint mérhets halmaz). Adott X alaphalmazon vett ¢ kiils6 mérték
esetén A € X mérhetd ¢ szerint, ha tetszéleges H € X esetén p(H) = o(H n A) + o(H\A).

1.33. megjegyzés. A ¢ szerint mérheté halmazok halmaza M.,.

1.34. megjegyzés. A kiils6é mérték szubadditivitasa miatt A € M., ekvivalens azzal, hogy tetszéleges
H-ra p(H) = o(H n A) + p(H\A).

1.35. definicié (halmazrendszer megszoritasa). X tetszéleges alaphalmaz, A € P(X), H € X esetén
A megszoritasa H-ra az Alyp = {An H < X : Ae A} halmaz.

1.36. megjegyzés. Ha A o-algbera, Aly is.
1.37. lemma. Legyen ¢ kiilsé mérték X-en, Ay, As... € M, pdaronként diszjunktak, Y < X. Ekkor

0 0
k=1 k=1

Bizonyitas. Legyenek A, B € M,, diszjunktak. Ekkor (AU B)nY)nA=AnY, (AuB)u
YNA=BnY,igy p((AuB)nY) =p(AnY)+ (B nY). Innen ¢ monotonitasa miatt n € N

esetén
0] n n
gp(UAka> >¢<UAka> = Z@(Aka)
k=1 k=1 k=1
Ekkor
e¢] n o0
k=1 = k=1

¢ o-szubadditivitasa miatt a masik oldali egyenlotlenseg trivialisan teljesiil.
1.38. tétel. Ha ¢ kiilsd mérték X -en, akkor M, o-algebra és (X, M, pm,) teljes mértékter.

Bizonyitas. Legyen A € M, H < X tetszéleges. Ekkor Hn(X\A) = H\A, H\(X\A) = Hn A,

igy X\A e M,.
Legyen B € M,. Ekkor ¢(H n (AU B)) = ¢(H n A) + o(H n B). B € M,, igy p(H\A) =
e((H\A)\B) + ¢((H\A) n B). (H\A)\B = H\(Au B).
(H\A) n B = (H n B)\A, igy ¢ monotonitésa miatt ¢(H n (AU B)) + ¢(H\(AuU B)) = ¢(H n
A)+ @(H n B) + o(H\A) — ¢((H\A) " B) = o(H) + ¢(H n B) — ¢((H n B)\A) < p(H). Tehat
AuBeM,.
Hasonl6an a monotonitas miatt ¢((H n A) n B) + gp((H\(A N B)) < o((HnA)nB)+e((Hn

A)\B) + o(H\A) = o(H n A) + (H\A) = o(H). Igy An B € M,. Innen indukcioval tetszoleges
n € N esetén ha Ay, As... € M.,

e (1a) oo (m ()

k=1 k=1



Ha ¢(H) = oo, akkor trivialisan

@(H)>¢<Hﬂ GM) +¢<H\©Ak)

k=1 k=1

@ (H\OAk> > ¢ (H\GAk>

lim ¢ (H N U Ak>
n—0o0
k=1

(A sorozat monoton névé és korlatos.) Ekkor hataratmenettel a mérték folytonossaga miatt

@(H))JE@(H(WOA;C) +<,0(H\6Ak> =¢<HO0Ak) +¢(H\6Ak>

k=1 k=1

© monotonitasa miatt

Ha o(H) véges, akkor létezik

gy M, o-algebra, igy (X, My, pm,) trividlisan mértéktér. Ha o(A) = 0, akkor A € M., igy ¢
monotonitdsa miatt o, teljes.

1.39. definicio (félgytri). X alaphalmaz esetén A € P(X) félgytirt, ha zart a metszetre, és A, B €
A esetén létezik n € N és Hy, H,...H,, € A paronként diszjunktak, hogy

A\B = O H,
k=1

1.40. példa. RP-ben a balrél nyilt, jobbrol zart intervallumok szorzataként elGallo téglak félgytrtt
alkotnak.

1.41. megjegyzés. J félgytrd.

1.42. tétel. Ha X tetszdleges alaphalmaz, A < P(X) félgyiri, o additiv relativ kilsé mérték A-n,
akkor A< M., és a p, megszoritisa A-ra.

Bizonyitas. ¢, definiciojabol egyenesen kovetkezik, hogy « ¢, megszoritésa.
Legyen A€ A, H € X. Ha ¢,(H) = o0, akkor ¢, (H) = po(H n A) + oo (H\A) trividlisan teljesiil,
tehat H e M, .
Tegyiik fel, hogy ¢, (H) véges, ekkor létezik Aj, As... € A, hogy

o0
Hc UAk, wo(H) <

k=1 k=1
Ekkor, mivel A zart a metszetképzésre,
0
o(H A A) Z (A 0 A)

Legyen k € N adott, és n, € N, B, Bf...BE olyanok, hogy i # j esetén Bf n B} = O és

MM=UW
i=1
Ekkor o additivitasat hasznalva

Z (Ay) = Z (a(Ak nA) + Z a<Bf)> > po(H N A) + @o(H\A)

k=1 i=1

Mivel ez igaz H tetszéleges fedésére, ¢, definicidja miatt H € M., , tehat A = M.,
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1.43. definicié (o-végesség). X tetszbleges alaphalmaz, A < P(X), a : A — [0, 0] relativ kiilsé
mérték esetén H € X o-véges « szerint, ha létezik Ay, As... € A, hogy minden k-ra a(Ay) véges, és

e}
c U A,
k=1
(X, A, a) o-véges mértéktér, ha X o-véges «v szerint.

1.44. megjegyzés. RP og-véges: elGall példaul a racionalis gobmbok unidjaként, amelyek mindegyike
véges mértékd.

1.45. tétel. X tetszdleges alaphalmaz, A < P(X) félgyird, o : A — [0,00] o-véges relativ kiilsé
mérték esetén ha (X, M, ) mértéktér, A= M < M., pa = a, akkor ji o, megszoritdsa.

Bizonyitas. Mivel X o-véges, létezik A, As... € A, hogy minden k-ra a(Ay) véges és
o0
Legyen
k-1
By = A\ U Ap
n=1

Ekkor indukciéval kénnyen lathato, hogy minden B felbomlik véges sok A-beli halmaz diszjunkt
unidjara, igy léteznek Cq, Cs... € A véges mértékd diszjunkt halmazok, amelyek particionaljak X-et.
Legyen E' € M. Ekkor

0
1nf{2 (Ag) : Ay € A, UAkDE}
k=1 k=1
Igy (4 monotonitasa miatt

n(008) < Sptao- Soin

k= k=1

[y

Igy w(E) < po(E). Ekkor, mivel H € M.,
1(Cr) = w(Cr 0 H) + p(C\H) < 9a(Cr 0 H) + 0a(Ci\H) = ¢a(Ck) = a(Cy)

Mivel o 1 megszoritasa, mindenhol egyenlgség all fenn, igy u(H n Cy) = vo(H n Cy). Ekkor

a0 a0
= > HmC’k:Z (H 0 Ci) = pal(H)
k=1 k=1

1.46. kovetkezmény (Carathéodory kiterjesztési tétele). Ha X tetszdleges alaphalmaz, A < P(X)
félgyird, o additiv relativ kiilsé mérték A-n, akkor o kiterjeszthetd az A dltal generdlt o-algebrdn
meértékké, és ha X o-véges, akkor ez a kiterjesztés egyértelm.

2. Lebesgue-féle kiils6 mérték

2.1. tétel. Nem létezik P(R") — R nemnegativ eltoldsinvaridins o-additiv figgvény, amely az egy-
ségkockdn véges nemnulla értéket vesz fel.



Bizonyitas.|Vitali-konstrukcio| Tegytik fel, hogy p ilyen fliggvény. Legyen H c [0, 2]” olyan
halmaz, amely R"/g»-beli mellékosztalybol pontosan egy elemet tartalmaz. p,q € Q", p # q esetén
p+ H és ¢ + H diszjunkt, és az eltolasinvariancia miatt u(p + H) = pu(q + H) = p(H). Legyen
Q=0Q"n [O, %]n Ekkor a o-additivitds miatt

u(Uq+H) = > ulg + H)
q€Q qeQ

Mivel ;1 nemnegativ, monoton. Igy a bal oldal véges, mert az unio6 része [0, 1]"-nek. Igy a jobb oldal
miatt p(H) = 0. Masrészt

[0,1]" < R™ pozitiv, igy R"™ nemnulla. Ez ellentmondas, igy nincs ilyen pu.

2.2. Allitas. A € R? esetén

inf{i (By):Bre J,Ac UAk} 1nf{iﬁbﬁ
Pt k=1n=1

k=1

Q
3>

w P
- Ul_[ an,bfl }
k=1n=1

Bizonyitas. A bal oldal trividlisan feliilrél becsli a jobb oldalt, mert egy b&vebb halmaz infi-
mumarol van sz6. A maésik irdnyd egyenlStlenség kovetkezik abbol, hogy minden mérhets halmaz
tetszolegesen jol (példaul =5 pontosséggal) kozelithetd teglakkal.

2.3. definicié (Lebesgue-féle kiilss mérték). A € RP Lebesgue-féle kiils6 mértéke a fenti allitdsbeli
két mennyiség barmelyike. (Jeloles: A(A).)

2.4. Allitas. \ kiilsé mérték RP-n
Bizonyitas. A definiciobdl trivialis.
2.5. kdvetkezmény. \ monoton és végesen szubadditiv.

2.6. definicié (Lebesgue-mérheté halmaz). A € RP Lebesgue-mérhetd, ha mérhets A szerint. A
Lebesgue mérhet6 halmazok halmaza £, A = Az a Lebesgue-mérték.

2.7. megjegyzés. A kiils6é mérték megszoritasarol szolo tétel miatt (RP, L, \) teljes.

2.8. Allitas. A e R? esetén MN(A) < k(A), ahol k a Jordan-féle kiilsé mérték, és ha A kompakt, akkor
eqyenldség dll fenn.

Bizonyitas. k(A) definicio szerint egy sziikebb halmaz infimuma. Ha A kompakt, akkor minden
nyilt fedésébdl kivalaszthatd véges részfedés, igy az A(A) altal meghatarozott infimumhoz véges
fedésekkel is kozelithetiink.

2.9. Allitas. Az =t.
Bizonyitas. A definiciobol és a monotonitasbol trivialis.

2.10. Allitas. \ egybevdgdsdginvaridns.

Bizonyitas. t egybevagosiginvarianciajabol trividlis.



2.11. Allitas. Minden pozitiv mértékd Lebesque-mérhetd halmaznak van nem mérhetd részhalmaza.

Bizonyitas. Legyen A € L pozitiv mértékd. Feltehetd, hogy A korlatos, mert ha A-nak minden
korlatos részhalmaza nullmértékii, akkor minden n-re B(0,n) n A is, igy a mérték folytonosséga
miatt A\(A N R?) = A(A) = 0. Igy A-nak van pozitiv mértéki korlatos részhalmaza. Legyen V < A
olyan, hogy R? minden QP szerinti mellékosztalyabol legfeljebb egy elemet tartalmaz, és akkor nem
tartalmaz bel6le elemet, ha A diszjunkt attol a mellékosztalytol. Ekkor létezik QP-nek olyan korlatos
() részhalmaza, hogy V + @ lefedi A-t és @) végtelen. Ekkor ha V' mérhetd, akkor vagy A(V + Q) = o,
ami nem lehet, mert korlatos halmazok Gsszege korlatos, és A monotonitasa miatt minden korlatos
halmaz véges mértéki, vagy A(V + Q) = 0, amibsl A(A) = 0, ami szintén nem lehet. Igy V ¢ L.

2.12. kovetkezmény. H € L pontosan akkor nullmértékid, ha minden részhalmaza mérhetd.
2.13. Allitas. |B| = «.

Bizonyitas. Legyen B, az RP-beli nyiltak halmaza, és minden o > 0 rendszamra legyen

a0
Ba:{ By, : By, eBﬁk,ﬁkm} U {R\B: BBy, f <a)
kf

=1

|By| = ¢. Tegyiik fel, hogy § < a esetén |Bs| = ¢. Ekkor ha |a| < ¢,

J B

B<a

No

1B,| < < (Jaf- o) =¢

Legyen B € B,,. Tegyiik fel, hogy létezik k < wy és B, € By, hogy B = RP\B,.. Ekkor R\ B € B,,
tehat RP\B € B,,.
Tegyiik fel, hogy léteznek B, By, ... halmazok, hogy tetszbleges n € N esetén x,, megszamlalhato, és

B, € B,,, ¢és
B =B,

neN

Legyen k = sup{k, : n € N}. Ekkor x megszamlalhato, mivel

U

neN

K| = <N - |kn| = Vo

(Neumann-rendszamokkal dolgozva.)

Ekkor B € B,.1. Ezzel tehat belattuk, hogy ha B € B,,,, akkor létezik k < wy, hogy B € B,.

Igy ha By, B;... € B,,, akkor létezik kg, x1... < wy, hogy n € N esetén B, € B,,, és létezik ha
Kk = sup{k, : n € N}, akkor | J{B, : n € N} € B,;;. Tehat B,, zart a komplementerképzésre és a
megszamlalhaté uniora, tehat o-algebra. By < By, igy B < B,,,. Mivel w; < ¢, |B,,| = «.

2.14. megjegyzés. A bizonyitas gondolatmenetébdl latszik, hogy B = B,,,.

2.15. Allitas. B< L.

Bizonyitas. A racionalis nyilt téglak trividlisan mérhetGek, és megszamlalhaté bazist alkotnak
RP-ben, igy minden nyilt mérhets. Mivel B a legsziikebb o-algebra, amely tartalmaz minden nyiltat,
Bc L.

Legyen C' a Cantor-halmaz. Ekkor ¢(C) = 0, igy C' Lebesgue-nullmértéki. Mivel \ teljes, P(C) < L.
|IC| = ¢, |[P(C)]| =2°= |P(RP)|, igy | L] = 2°. Mivel |B| =¢, B # L.



2.16. Allitas. \ az egyetlen 1. kiterjesztése t-nek B-re, 2. az egyetlen normdlt, eltoldsinvaridins
mérték B-n, illetve 3. az egyetlen n mérték, amelyre tetszdleges a1 < by, ag < be...a, < b, esetén

0 (H[%ﬁk]) = ku — ag

k=1

Bizonyitas. Az alabbi feltételek t-re teljesiilnek [7-n, igy Carathéodory kiterjesztési tétele miatt
A-ra is B-n, és R? g-végessége miatt a kiterjesztés egyértelm.

3. Lebesgue—Stieltjes-mérték. LokAlisan véges Borel mértékek
regularitasa
3.1. definicio (Borel-mértéktér). (X, Q) Hausdorff-tér esetén (X, M, ) Borel-mértéktér, ha ) < M.

3.2. definicio (lokalisan véges tér). Egy X lokalisan véges, ha adott rajta egy (X, M, u) mértéktér
és egy (X, Q) topologiastruktura, és minden pontnak van véges kornyezete.

3.3. definicié (lokalisan kompakt tér). Egy (X, Q) topologikus tér lokalisan kompakt, ha minden
x € X esetén létezik U nyilt és K kompakt, hogy x e U és U < K.

3.4. Allitas. Egy (X, M, u) lokdlisan kompakt Borel-mértéktér pontosan akkor lokdlisan véges, ha
minden kompakt részhalmaza véges mértéki.

Bizonyitas. Mivel X Hausdorff-tér, minden kompakt részhalmaza zért, tehat mérhetd.

Tegyiik fel, hogy (X, M, u) lokélisan véges, és legyen K kompakt. Ekkor minden x € K esetén
valaszthato z-nek egy U, véges mértéki kornyezete. {U, : x € K} nyilvan fedése K-nak igy kiva-
laszthato bel6le véges részfedés. Ekkor K fedhets véges sok véges mértékd halmazzal, tehat véges
mértéki.

Tegyiik fel, hogy minden kompakt halmaz véges mértékd, és legyen x € X. Ekkor 1étezik z-nek U
nyilt kornyezete és K kompakt halmaz, hogy U < K. Mivel u(K) véges és U € M, u(U) létezik és
véges.

Lebesgue-Stieltjes-mérték a szamegyenesen

3.5. Allitas. G < R nyilt intervallum (megengedve © vagy —oo végpontot is), A = {[a,b) : a,b €
G,a < b} esetén (az|a,a) = O definicioval élve) egy o = A — [0, 0) fiigguény pontosan akkor additiv,
ha létezik F : G — R, hogy a([a,b)) = F(b) — F(a).

Bizonyitas. Tegylik fel, hogy létezik ilyen F'. Ekkor « trividlisan additiv.
Most tegyiik fel, hogy « additiv, és legyen zq € G tetsz6lges. Legyen F(xy) = 0, x < x( esetén
F(z) = —a([z,20)) és & > zq esetén F(z) = o[z, z)).

3.6. Allitas. G < R nyilt intervallum, A = {[a,b) : a,be G,a < b}, a : A — [0,0) additiv figguény
és F : G — R esetén, ahol a([a,b)) = F(b) — F(a), 1. F monoton né és 2. ha p lokdlisan véges
Borel-mérték és o = pya, akkor F' balrdl folytonos.

Bizonyitas. 1. trividlis. 2.

Fb) — Fla) = u([a,b)) = s (6 [a,b— %)) ~ lim F (b— %) ~ Fla)

n=1
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3.7. megjegyzés. A mérték folytonossiaga miatt
1((a,b)) = F(b) — lim F(z)

plla,b]) = lim F(y) — F(a)
u((a;b]) = lim Fly) - lim F(z)

3.8. tétel. Legyen G' < R nyilt intervallum, F : G — R monoton névd, S F folytonossdgi pontjainak
a halmaza, A = {[a,b) < G : a,be S}, a: A — R,[a,b) — F(b) — F(a). Ekkor « relativ kilsé

mérték.

Bizonyitas. Mivel F' monoton, G\S megszamlalhato, igy S strd. Legyen a,b,cq,dy, co,ds... € S
olyan, hogy
e}
= Ui

Legyen € > 0. Mivel S stird, létezik b. € S, hogy 0 < F(b) — F(b.) <
Cn. € 5, hogy 0 < F(c,) — F(cp.) < zagr. Ekkor

0
= e d

n=

, és minden n-re létezik

N

—_

Mivel [a, b.] kompakt, létezik N € N, hogy

N N
[a,b.) U Cn.,d U Cn.,d

Az igy megkapott c,_ és d,, osztopontok altal meghatarozott intervallumok véges sok diszjunkt részre
bontjak [a, b.)-t. a-rol tudjuk, hogy additiv és nemnegativ, igy

Z cna? i Q Cngadn)) < i Oé([cn,dn)) +%
n=1 n=1

lgy B
a([a,b)) < a([a,b g Za Cnydp)) + €

Tehat o o-szubadditiv, igy relativ kiils6 mérték.
3.9. megjegyzés. G o-véges a szerint, igy a-nak létezik egyértelmd kiterjesztése Bjg-re.

3.10. definicié (Lebesgue-Stieltjes-mérték). G < R nyilt intervallum, ' : G — R monoton névs, S
F folytonossagi pontjainak a halmaza, A = {[a,b) € G :a,be S}, a: A — R,[a,b) — F(b) — F(a)
esetén @, az I altal indukalt Lebesgue—Stieltjes-kiilsémérték. A ¢, altal indukalt mérték az F' altal
indukalt Lebesgue—Stieltjes-mérték.

3.11. megjegyzés. A fenti definici6 trivialisan kiterjeszthetd RP-re és minden valtozojaban monoton
nove F-re.

3.12. megjegyzés. A fentiek alapjan tetszéleges monoton névé fiiggvény general R-en egy lokélisan
véges Borel-mértéket.

3.13. megjegyzés. Mivel tetsz6leges lokédlisan véges Borel-mérték additiv, minden ilyen mérték elgall
mint egy monoton novs fiiggvény éaltal indukélt Lebesgue—Stieltjes-mérték.
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3.1. Lokalisan véges Borel mértékek regularitasa, Lebesgue-Stieltjes mér-
ték RP-ben (még normalis el6adas utolag letitsztazva)

Legyen p lokélisan véges Borel mérték RP-n, azaz RP Borel halmazain értelmezett mérték, mely
minden kompakt (igy minden korlatos) halmazon véges. Alljon A a balrél zart, jobbrol nyilt RP-beli
téglakbol, azaz legyen

A = {[a1,b1) x ... x [ay, by)}.

Ekkor A félgytrd, a = po|4 o-véges, additiv relativ kiils6 mérték A-n, igy a kiterjesztési tétel szerint
az a-hoz asszocialt ¢, kiils6 mérték a po Borel mérték kiterjtesztése lesz.

Az igy megkaphato ¢, kiils6é mértékek a Lebesque-Stieltjes féle kiilsd mértékek, a ¢, szerint mér-
het6 halmazokra megszoritva kapjuk a Lebesgue-Stieltjes féle mértékeket illetve a Lebesque-Stieltjes
féle mértéktereket.

A fenti definici6 alapjan minden lokalisan véges Borel mérték egy Lebesgue-Stieltjes mérték meg-
szoritasa a Borel halmazokra. Bar R-en méshogy definidltuk a Lebesgue-Stieltjes féle mértéket, de
ott is belattuk ezt a megfeleltetést a lokalisan véges Borel mértékekkel, ezért a két definicié ugyanazt
adja. Lehet és szokas p > 1 esetén is eloszlasfliiggvénnyel vagy additiv téglafiiggvénnyel definialni a
Lebesgue-Stieltjes féle mértéket.

Az alabbi tétel ezen mértékek regularitasi tulajdonsagait adja.

Tétel. Tetszdleges (RP, M, 1) Lebesque-Stieltjes féle mértéktérre a kovetkezdk teljesiilnek.
(0) A mértéktér teljes.

(1) Barmely E € M halmazhoz és € > 0-hoz vannak olyan G nyilt és F' zdrt halmazok, melyekre
FcEcGépuG\F)<e.

(2) Tetszdleges E € M halmazra

w(E) =inf{u(G) : E < G nyilt} = sup{u(K) : K < E kompakt}.

(8) Barmely E € M halmazhoz vannak olyan A F, és B G5 halmazok, melyekre A ¢ E < B és
u(B\A) =0,

(4)
M={AUN:AF, u(N)=0} ={B\N: B Gs,u(N) =0} =

={AUN : A Borel, y(N) =0} = {B\N : B Borel, u(N) = 0}.

Megjegyzés. A (2) tulajdonsaggal rendelkezs (Boreleket tartalmazo o-algebran értelmezett) mér-
tékeket hivjuk requldrisnak.

Bizonyitas.

(0) Ez vilagos a mérhetdk jol kettévagos definiciojabol.

(1) El6szor azt latjuk be, hogy van olyan G > E nyilt halmaz, amelyre u(G\E) < ¢/2. Mivel
a korlatos halmazok véges mértéktek, ezért felbonthatdé E megszamlalhatoéan sok véges mértékd F,
uni6jara. Ha minden E,-hez talalunk G,, > E, nyiltat, melyre u(G,\E,) < ¢/2"*!, akkor G = u,,G,,
jo lesz. Tehat a tovabbiakban feltehetjiik, hogy u(E) < oo.

Mivel definici6 szerint p az A-ra vett megszoritasahoz asszociélt kiils6 mérték megszoritasa M-re,
ezért

W(E) = inf{Z WT): B c UT, T c A}.
=1

Vegyiik észre, hogy minden A-beli T' = [a1,b1) % ... X [ap,b,) tégla elGall egyméasba skatulyazott
(a1 —1/n,by) x ... x (a, — 1/n,b,) nyilt téglak metszeteként. Mivel ezek véges p1 mértékd halmazok,
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ezért a p mértékiik tart p(7)-hez. Emiatt, a fenti képlet és u(E) < oo miatt vannak olyan 7; nyilt
téglak, melyekre £ < U/T} és > (7)) < p(E) + €. Ekkor G = U, T" olyan nyilt halmaz, melyre
u(G\E) < g/2.

Az eddig belatottak szerint E' komplementerét nyilttal fedve, majd annak komplementerét véve
kapunk megfelel F-et.

(2) Az infimumra vonatkozo allitas < része vildgos a monotonitas miatt, > pedig (1)-b&l kdvetke-
zik. A szuprémumra vonatkozo allitasbol a > vilagos, a < kompakt helyett elsére zartra kovetkezik
(1)-bol. Viszont RP-ben minden zart halmaz kompaktak felszallo unioja, igy a mértékek folytonossaga
miatt a zart halmazok kompakt halmazokkal beliilrél tetszélegesen jol kozelithetGek p szerint.

(3) Kovetkezik (1)-et € = 1/n-re alkalmazva.

(4) Az, hogy M része ezeknek a halmazrendszereknek, kovetkezik (3)-bél, a masik irdny pedig
abbol, hogy M tartalmazza a Boreleket és o-algebra.

Specialis eset. A fenti (0)-(4) dllitdsok igazak a Lebesque mértékre (M = L, u = A-ra).

Ko6vetkezmény. Tetszdleges lokdlisan véges Borel mértékre igazak a fenti (1)-(4) dllitdisok (M = B-
re).

Megjegyzések.

1. Ebben a kdévetkezményben a lokalis végesség nem hagyhato el, ezt mutatja példaul a szamos-
sagmérték.

2. A Tétel (4)-es allitasa azt adja, hogy a Lebesgue-Stieltjes féle mértékek épp a lokalisan véges
Borel mértékek teljessé tételével adodod mértékek.

4. Mérheté fliggvények

4.1. definicié (mérhets fiiggvény). (X, M) mérhets tér és (Y, Q) topologikus tér esetén f: X — Y
mérhetd, ha minden G nyiltra f~1(G) € M.

4.2. definicié (Borel-fiiggvény). Egy f : X — Y mérhet6 fiiggvény Borel-fiiggvény, ha az X mérhetd
strukturajat megado o-algebra X Borel-halmazainak a rendszere.

4.3. megjegyzés. Minden mérhetd téren értelmezett folytonos fiiggvény Borel-fiiggvény.
4.4. Allitas. Ha f : X — Y mérheté, g: Y — Z folytonos, akkor g o f mérhetd.
Bizonyitas. Trivialis.

4.5. Allitas. Ha (X, M) mértéktér, (Y,Q) topologikus tér, u,v : X — R mérhetdek és ® : R? - Y
folytonos, akkor h : z +— ®(u(z),v(z)) mérhets.

Bizonyitas. Legyen g : x — (u(x),v(x)) Ekkor ha g mérhetd, akkor az elézd allitas szerint
h = ® o g is mérhetd.
Legyen a,b,c,d € R, G = (a,b) x (c,d). Ekkor ¢7'(G) = v ((a,b)) nv™((c,d)), ez két mérhets
metszete. Ha G < R? tetszoleges nyilt, akkor el6all, mint megszamlalhato sok nyilt tégla unioja,
amelyek Gsképe kiilon-kiilon mérhets, igy az unidjuk is. Tehat g mérhets, igy h is mérhetd.

4.6. lemma. Legyen (X, M) mérhets tér, (Y,Q) topologikus tér, f : X — Y mérhetd. Legyen
N ={AcY: f1A) e M} esetén (Y,N) mérhetd tér.

Bizonyitas. N-re trividlisan ellendrizhets a o-algebrak osszes tulajdonsiga.
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4.7. kovetkezmény. Borel-halmaz mérhetd fiigguénynél vett dsképe mérhetd.

4.8. definici6. f kiterjesztett valos értékd fiiggvény esetén f* : z +— max (f(2),0), f~ : z —

max ( — f(z),0).
4.9. megjegqyzés. f=fr—f, |fl=ft+[f".

4.10. definici6 (M-N-mérhets figgvény). (X, M) és (Y,N) mérhets terek esetén f : X — Y
M-N-mérhets, ha H € N esetén f~1(H) e M.

4.11. Allitas. Ha (X, M) mérhetd tér, akkor egy f : X — R fiigguény pontosan akkor mérhetd, ha
minden c € R esetén f~'((c, 0]) € M.

Bizonyitas. ¢ € R esetén (c,o0] Borel-halmaz R-ban, igy ha f mérhets, akkor f‘l((c, oo])
mérhetd.
Tegyiik fel, hogy tetszdleges ¢ € R esetén f~'((c, 0]) mérhets. Ekkor a < b esetén (a,o0]\(b, 0] =
(a,b], az ilyen alaku halmazok altal generalt o-algebra pedig pont a Borel-halmazok rendszere lesz.
Az altaluk generalt o-algebra minden elemének az Gsképe trividlisan mérhets, tehat f mérhetd.

4.12. Allitas. Ha f: X — Y mérhetd, g : Y — Z Borel-figguény, akkor g o f mérhetd.
Bizonyitas. Trivialis.

4.13. Allitas. Ha (X, M) mérhetd tér, f1, fo... : X — R mérhetd figguények, akkor 1. sup(f,), 2.
inf(f,), 3. limsup(f,), 4. iminf(f,) mérhetdek.

Bizonyitas. 1. (sup(fn))fl((c, w]) elemei X-nek pont azon z pontjai, amelyekre f,(z) > ¢

valamely n-re. Igy
0

(sup(£a) " (e, ]) = | £t (e, 0])

n=1
Ez mérhet6 halmazok megszamlalhatd unidja, igy mérhetd.
inf, lim inf és lim sup trividlisan kévetkezik ebbdl.

4.14. kovetkezmény. 1. Mérhetd X — R fiiggvények pontonkénti hatdrértéke mérhetd, ha létezik.
2. Ha f,g: X — R mérhetd, akkor min(f, g), max(f,g) mérheté. 8. Ha f : X — R mérhetd, akkor
f, f~ mérheté.

4.15. Allitas. (X, M) mérhetd tér esetén E = X pontosan akkor mérhetd, ha xg mérhetd.

Bizonyitas. Tetszéleges G < R esetén x5'(G) X, @, E és X\E valamelyike. Ha E mérhetd,
akkor ezek mindegyike mérhetd.
E = x3'(1), {1} Borel-halmaz, igy ha yx mérhetd, akkor E is mérhetd.

4.16. definici6 (egyszert fliggvény). Egy kiterjesztett valos értéki fiiggvény egyszertd, ha a képhal-
maza veéges.

4.17. Allitas. f: X - R pontosan akkor egyszerd, ha létezik n € N, Ay, As... A, © X pdronként
diszjunkt halmazok és cy,cs...c, € R pdronként kiilonbozd szamok, hogy

= Z CrX Ay
k=1
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Bizonyitas. Ha f felirhat6 a fenti alakban, akkor trividlisan egyszerti. Ha f egyszerd, akkor
létezik ¢y, cy...cp, véges értékkészlete, Ay = f~1(cx) megfelels.

4.18. megjegyzés. Ha megkoveteljiik, hogy az Aj halmazok particionédljak X-et, akkor a fenti felirds
egyértelmd.

4.19. lemma. Ha (X, M, ) mértéktér, f : X — [0, 0] mérhetd, akkor 1. léteznek e; < ey < e3 <.
nemnegativ egyszerd mérhetd figguények, hogy e, — f, 2. ha f korldtos, akkor az (e,) sorozat
vdlaszthato gy, hogy egyenletesen tartson f-hez, és 3. ha f(X) < [0,1), akkor létezik Ey, Es... € M,

hogy

> 1

f= Qg

Bizonyitas. 1., 2. f(z) <n, ke N, £ < f(z) < £ esetén legyen en( ) = £, f(z) = n esetén

legyen e, (z) = n. Ekkor e, trividlisan egyszer, letemk e > 0, hogy e, (2ﬁ) = f! (B (%,5)), igy
e, mérhets. e, < e, trivialis.
n > f(z) esetén |e,(z) — f(x)| < 2n, igy e, — f, és ha f korlatos, akkor n helyett valaszthato egy
N konstans is, igy ekkor e,, — f egyenletesen.
3. E, legyen azon z-ek halmaza, amelyekre f(x) n. binaris jegye 1. (Ha f(x) tobbféleképpen

is felirhato, valasszuk azt az alakot, amelyikben nincsen végtelen sok 1-es.) Ekkor E, balrdl zart,
jobbrol nyilt intervallumok uniéjanak Gsképe, igy mérhetd, és

4.20. tétel (Luzin). Ha (RP, M, 1) Lebesque—Stieltjes-mérték, f : RP — R mérhetd és e > 0, akkor
létezik g : RP — R folytonos, hogy p({x € RP : f(z) # g(z)}) <e.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f korlatos, ekkor f(RP) < [0,1) nyilvan feltehetd, igy a lemma
szerint létezik Ey, Es... € M, hogy

p regularitdsa miatt léteznek F), zartak és G, nyiltak, hogy F,, € E, < Gy, és p(G,\F,) < et
Ekkor az Uriszon- lemma miatt létezik h, : R? — [0, 1] folytonos, amely F,-en 1 és RP\G,-en 0.
Legyen g : x — >, | =h,(z) 5h(z) < 5+, 1gy a Weierstraf-kritérium miatt g folytonos fiiggvények
egyenletes limesze, tehat g folytonos.

{zeR: fx) # g(2)} = | Ga\Fn

Iy p({z e R”: f(z) # g(2)}) <5 <=

Most tegyiik fel, hogy f nem korlatos. Legyen T' < RP tégla, A, = {z € T : |f(x)| > n}. Ekkor az A,
halmazok trivialisan mérhetéek, a metszetiik tires, igy a mértékiik 0-hoz tart, tehat 1étezik n, hogy
p(A,) < 5. Ekkor f-et A,-en O-ra valtoztatva a fentebb bizonyitott eset szerint létezik ilyen g a T
téglan.

RP-ben vehetd megszamlalhatoan sok diszjunkt zart tégla gy, hogy legfeljebb 5 mértéki rész ne
legyen lefedve. Ekkor minden ilyen T}, téglan vehetd g, fliggvény tgy, hogy a Ti-n legfeljebb egy 55+
méretd halmazon térjen el f-t6l. Legyen g* az ezek éltal a gi-k altal meghatéarozott fliggvény, ekkor
g* egy zart halmazon értelmezett folytonos fiiggvény, igy a Tietze-tétel szerint kiterjeszthets RP-re.

Ez a kiterjesztés megfelels g.
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5. Integralas

5.1. definicié (egyszeri fiiggvény integralja). Legyen f : X — [0, 0] egyszerd mérhets fliggvény,
Aq, Ay A, © X diszjunkt mérhetGek, cq, cs...c,, € R paronként kiilonboziik, hogy

UAk:X7 f= ECkXAk
k=1 k=1

Ekkor ha E' < X mérhetd, akkor
f fdu =Y cxp(Ag 0 E)
E k=1

5.2. megjeqyzés. A fenti definicioban 0-00 = 00-0 = 0. Ha F = X, akkor az integraljel alol elhagyhato
a halmaz jel6lése.

5.3. megjegyzés. Ha u(E) = 0, akkor tetszéleges egyszerti mérhetd fliggvény integralja E-n 0.

5.4. lemma. (X, M, u) mértéktér, f : X — R nemnegativ egyszerd mérhetd, akkor (X, M, )
meértéktér, ahol

e(B) = | ran

Bizonyitas. p(0) = 0 trivialis.
Legyen Ay, Ay...A,, € M paronként diszjunktak, ¢y, cs...c, paronként kiilonbozéek, hogy

= Z CrX Ay
k=1

Legyenek Fi, Es... € M diszjunktak, ekkor p o-additivitasat hasznalva

n o0

@ (O Ee) = i Crft (Ak N LO_OJ Ez) = > e(Ax 0 Ey)

k=1¢=1

Mivel a kiils§ 6sszeg véges, a két szumma felcserélhets, igy

@ ( Ez) = 3 crplA 0 Ep) = (E)
/=1

0=1k=1 (=1

5.5. lemma. Ha (X, M, pn) mértéktér, f,g : X — [0,0] egyszerd mérhetd figguények, E mérhetd,

akkor
dewj gdu=f f+gdu
E E E

f fdu<f gdp
E E

Ha f < g, akkor

Bizonyitas. Trivialis.
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5.6. definicié (nemnegativ fiiggvény integralja). Legyen f : X — [0, 00] mérhets, £ < X mérhetd,

ekkor
J fdu = sup {J edp:e< f egyszen’i}
E E

5.7. megjegyzés. 1. A fenti definici6 értelmes, mert a konstans 0 fiiggvény egyszerid és minden nem-
negativ fiiggvényt alulrél becsiil, igy az integral egy nemiires halmaz szuprémuma.

2. Vegyiik észre, hogy ugyan egyszeri fiiggvények esetén most két definicié van, de ez a kettd
egybeesik az el6z6 lemma mésodik fele miatt.

5.8. Allitas. Legyen (X, M, u) mértékter, f,g: X — [0,00) mérhetiek, A, B, E mérhetd halmazok.
Ekkor

ha f <g, §p fdu < §, 9dp,

ha A< B, §, fdu < §,9dp,

0<c<ooesetén §,cfdu=c-§, fdpu,

ha fig =0, akkor §, fdu =0,

ha (i(E) = 0, akkor §, fdu =0 és

Spfdu =y xefdu.

S Crds fo o~

Bizonyitas. Trivialis.
5.9. tétel (monoton konvergencia-tétel). Ha (X, M, u) mértéktér, 0 < f1 < fa... nemnegativ mér-
hetéek X-en, E € M, akkor
J lim f,du = limf fndu
En—»oo n—0o0 E
(Es mindkét hatdrérték létezik. )

Bizonyitas. (f,) trividlisan konvergens. Tegyiik fel hogy f, — f, ekkor f nemnegativ mérhetd
fiiggvény. A fenti allitas szerint az integralalas monoton, igy SE fndp is konvergens. Trividlisan

lim | f,dp < f fdu

Legyen 0 < e < f egyszerd mérhets, 0 < ¢ < 1. Legyen E, = {vr € E : f,(x) = ce(z)}. Ekkor E,
trividlisan mérhet6, F, < F, .1, és tetsz6leges x € E eleme valamelyik F,-nek. Ekkor

f fodp = | fudp = f cedp = c- f edp
E En n n
Ekkor a mérték folytonossaga miatt

lim | fodp > c- lim edp = c- J edu
E En E

n—o0 n—0o0

5.10. kévetkezmény. Ha f,g: X — [0,0] mérheték, E = X mérhetd, akkor

JEf + gdp = L Jdu+ Lgdu

Bizonyitas. Legyenek (e,), (d,) egyszerii nemnegativ mérhetsk, hogy e, — f, d, — g, €, <
en+1, dp < dpyr. Ekkor §, e, +dndp = §, e,dp+ §, ddp, innen a monoton konvergencia-tétel miatt
lathato.
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5.11. tétel (Beppo Levi). Legyenek f1, fo...X — [0, 0] mérhetdek, E < X mérhetd, ekkor

L i fudpt = i L fudp

Bizonyitas. Véges 0Osszegre a fenti kovetkezménybdl indukcioval kovetkezik, és a monoton
konvergencia-tétel miatt vehets hatarérték.

5.12. kovetkezmény. a, ; = 0 esetén

e} a0 00] a0
PIPILTEDIPICH:
n=1k=1 k

=1n=1
Bizonyitas. Az allitas a Beppo Levi-tétel elmondva (N, P(N), £)-n, ahol £ a szamlalomérték.

5.13. lemma (Fatou). Ha (X, M, u) mértéktér, fi, fo... : X — [0, 0] mérhetd figgvények, akkor
Jlim inf f,dpy < lim infffndu
Bizonyitas. Legyen g, = inf{f, : n > k}. Ekkor
liminf f,, = lim g, lim Jgkdu = J lim gpdp = flim inf f,du
k—0o0 k—o0 k—00
In < fn, mivel g, egy f,-t tartalmaz6 halmaz infimuma, igy
lim inffgndu < liminf J frdp

Mivel { g, du konvergens, ebbdl kovetkezik a lemma allitasa.

5.14. tétel. Legyen (X, M, p) mértéktér, f : X — [0,00] mérhetd, ¢ : E — §_ fdu. Ekkor 1.
(X, M, @) mértéktér és 2. ha g : X — [0,00] mérhetd, akkor

fgdso = ff -gdp
Bizonyitas. 1. ¢(0) = 0 trivialis.
Legyenek FEi, Es... € M paronként diszjunktak, és legyen az uniojuk F. Ekkor

o(E) = L Fdp = L £ xedp = L i e, fo

Innen a Beppo Levi-tétel miatt kdvetkezik ¢ o-additivitésa.
2. Ha létezik E' € M, hogy g = x g, akkor teljesiil, hogy

L gdp = L xpde = p(E) = L [ xedp

Ha g egyszert, akkor felbonthato véges sok karakterisztikus fliggvény linearis kombinéci¢jara. Innen
a monoton konvergencia-tétel miatt az allitas teljesiil.
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5.15. definicié (Lebesgue-integral). Ha (X, M, u) mértéktér, f : X — R mérhets, E € M, akkor

[l

5.16. definici6 (integralhatosag). Egy kiterjesztett valos értéki fiiggvény integralhato, ha az integ-
ralja létezik és véges.

(Ha ez az érték létezik.)

5.17. definicié (komplex értéki fliggvény integralja). Ha (X, M, u) mértéktér, f : X — C mérhetd,
E e M, akkor

L fdp = L Re fdp +i - L Im fdy

5.18. definicié (L, fiiggvény). (X, M, ) mértéktér esetén
L,(X, M, pn) = {f : X — C mérhet6 : J |f|Pdp < oo}

5.19. Allitas. Adott halmaz L, fiigguényeinek a halmaza vektorteret alkot a pontonkénti miveletekre
nézve, €s ezen a vektortéren az integrdlds linedris forma.

Bizonyitas. Trivialis.

5.20. Allitas. (X, M, i) mérhetd tér, f: X — C L, fiigguény esetén

deu <ff|du

Bizonyitas. Legyen { fdu = z. z = 0 esetén az allitas trivialis, ekkor a bal oldal 0, a jobb oldal
pedig nemnegativ.
Tegyiik fel, hogy z # 0, és legyen o = ﬁ Ekkor

deu‘z|z|=§=é-deuzjgdu:JRegdu+i-JIm£du

Mivel |z| € R, {Im Ldp = 0, igy (mivel |a| = 1)
_ f _
fdul = | Re d,u d,u = | [fldu

6. Fuggvénysorozatok integralja

(Van egy kis atfedés az el6z6 anyag végével.)
Elgjeles és komplex fiiggvények integralja. Az L£; tér. Az L, tér egységgémbje zart a pontonkénti

konvergenciara. Fatou-Lebesgue tétel. Korlatos kovergencia tétel. Dominalt konvergencia tétel. Az
integral kiterjesztése majdnem mérhets fliggvényekre. Ha Y| || f.||1 konvergens, akkor f,, — 0 m.m.
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6.1. definici6. Valos értéki fiiggvényekre

f fdp = J fdp —J f-dp
X X X
ha kivonhatok.

Az f mérhet§ fliggvény a p mérték szerint "integralhato", ha SX fadp és SX fodp is véges.
Komplex értéki fiiggvényre valos + képzetes rész, de csak akkor értelmezziik, ha mindketts véges.

6.2. tétel. (1) §, fdu véges < (. |f|du véges.

(2) Sy cf = c§ f (komplexre is).
(3) S (f +9) =5 f+ g, ha mindketts értelmes és Gsszeadhato.

(4) }SX fdﬂ} < SX | fldpe.

Bizonyitas. (1) trivi.
(2a) a valos esetben pozitiv és negativ valos c-re is trivi:

faf=f@ﬂ+—fwﬂ=cff+—cff=c([ﬁ—iﬁf)=cff (= 0);
[er={en. ﬂdL=fMﬂ—fMﬁ=—d(fﬁ—fﬁ)=4} (c<0).

(2b) A komplex esetben kibontjuk valos és képzetes részekre: legyen u = Re f, v = Im f, d = Rec,
e =Imc;

fcf = J(d +ei)(u + iv) = J ((du —ev) + (dv + eu)z’) = J(du —ev)+1i J(dv + eu) =

:dfu—efwdzfmeifu:(d+e¢) (fuﬂfv) :cff.

(3): Elég valosra. Szétbontjuk az alaphalmazt 6 részre a két fiiggvény elGjele és nagysaga szerint:

= {a:eX:f(a:) >0,9(x) =20}; Ay={reX: f(x) <0,g9(x) <0}
Aaz{xeXif( )= 0,9(z) <0, f(z) = [g(2)[}; Av={reX:[f(z)>0g(x) <0, f(z)<|g(x)};
As={reX: f(z )<0 g(x) = 0,|f(x)] = g(x)}; As={reX: f(z)<0,9(x)=0,|f(z)] <g(z)};

részenként igaz az allitas.
(4) Elsszor elforgatjuk f-et ugy, hogy SX fdu pozitiv valos legyen; egy alkalmas egységnyi w
komplex szammal

o)) - e

6.3. tétel (kis Lebesgue-tétel; korlatos konvergencia tétel). Ha u(X) véges, f, egyenletesen korldtos,
és fn — f pontonként, akkor

) <

8

LﬂMﬂanw

avagy
J (lim f,,)dp = limf fndp.
X X
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6.4. tétel (nagy Lebesgue-tétel; dominalt konvergencia tétel). Ha g = 0 integralhato, |f,| < g és
fu — [ pontonként, akkor

| s =tim | g
X X
avagy

[ gy = tim [ pua

A g a "domindns" figguény.

6.5. tétel (Fatou-Lebesgue). Ha g = 0 integrdlhato, és |f,| < g, akkor

J (liminf f,)du < lim mff frdp < lim supJ fodp < J (lim sup f,)du.
X X

n—aon n—ao n—00 n—00

Bizonyitas. A nagy Lebesgue-tételbsl kovetkezik a kis Lebesgue-tétel: ha |f,| < M minden
n-re, akkor ¢ = M j6 dominéns.

A Fatou-Lebesgue tételbdl kovetkezik a nagy Lebesgue, mert liminf f,, = limsup f,, = lim f,,.

A Fatou-Lebesgue tételben a egyenlStleségek bizonyitasa: Fatou-lemma a g + f, fliggvényre;
trivialis; Fatou-lemma a g — f,, fliggvényre.

6.6. definicio. Legyen T : X — {igaz, hamis}. T az A halmazon p-m.m. teljesiil, ha van olyan N
nullmértéki halmaz, hogy A\N-en T konstans igaz.

Trivi: Ha f = ¢ m.m., akkor SX f= SX g.

f p-majdnem mérhets, ha egy nullmértéki halmazon megvaltoztathatjuk/definialhatjuk ugy,
hogy mérhetd legyen.

6.7. megjegyzés. KT Teljes mértéktéren ekvivalens az a definicio, hogy T' : X — {igaz, hamis}. T
az A halmazon p-m.m. teljesiil, ha a {z|x — en T hamis} halmaz p-nullmértéki

6.8. megjegyzés. KT A fent definidlt m.m. = reléci6 ekvivalencia-relacio

6.9. megjegyzés. KT Egy nem mindeniitt, csak m.m. értelmezett fliggvénynek is definialhatd az

integralja. PI.S(_1 o7 |7|" d értelmes.

6.10. kovetkezmény. Az (X, M, u) mértéktéren integrdlhatd, valds vagy komplex értékd fiigguények
valds, illetve komplex vektorteret alkotnak. Ezt L1(X)-szel vagy L£1(X, M, u)-vel vagy csak Li-gyel
fogjuk jelélna.

Egy f € L figguény "normdja”: || f[1 = §y [fldp-
A hdromszég-eqyenldtlenség trividlisan teljestil.
Ez igy még nem metrikus tér, de faktorizdlhatunk a m.m. nulla fiigguények terével.

6.11. megjegyzés. KT Hasonl6an megy més normé(k)ra is:
f € L, figgvény "normaja": ||fl = { [f?dp.

6.12. tétel. Ha ||f,|, <1, és f, — f, akkor | f] <1

Bizonyitas. A Fatou-lemméabol

17l = f (liminf | £,]) dy < lim inf J fulda <1
X X

6.13. tétel. Ha Y| fu|1 < o0, akkor m.m. x-re Y] f,(x) konvergens.
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Bizonyitas. Legyen g = > |f.|. A Beppo Levi tétel miatt

| sau= 3| 1= Flfals <.

X X

ezért g < oo m.m.. Akkor viszont ) f,(x) m.m. z-re abszolut konvergens, tehat konvergens.

6.14. tétel. KT f, : X — C mérhetd, Y, || folli < 0 =3 fu konvergens és {3, fu(x) = 2§ fu(z)
Bizonyitas. KT Hasznaljuk a D.K.T-t: [0 £l <37 |f] =g = (g < .

6.15. lemma. KT f >0 mérhetd, {, f <o = f <o m.m.
Bizonyitas. KT Ha azon pontok halmaza, melyen f végtelen, nem nullmértékd, akkor f nem-

negativitasa és az integral definicioja alapjan az integrél értéke végtelen lenne. Vegyiik ugyanis azt

az egyszerd fliggvényt, ami pontosan ott végtelen, ahol f, a tobbi helyen nulla. Ennek integralja
végtelen, ami f nemnegativitasa miatt definici6 szerint alsé becslés az integral értékére.

6.16. tétel (Borel-Cantelli). KT Ey,Es,...€ M,>"  u(E,) < 00 = m.m. x € X csak véges sok
E,,-ben van benne.

Bizonyitas. KT tétel allitasa < >, xp, m.m. véges < (> xp, s S ¥xe, =2 u(E,) <o
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7. Riemann- és Lebesgue-Stieltjes integralok

Also és felss burkolo. A burkol6 fiiggvények félig folytonosak, ezért Borel-mérhetSk. Kapcsolat az also és
fels6 Stieltjes integrallal. A Riemann-Stieltjes integral 1étezésének feltétele. A Riemann-integralhatosag
Lebesgue-féle ekvivalens feltétele.

Alsé és fels6 burkolé; félig folytonos fiiggvények

7.1. definici6. Legyen A az R vagy R? vagy egy méas metrikus tér részhalmaza és f : A — R.
Az f fiiggvény felsG és alsd burkoloja

fla) = igg (sup f(Bla,r) n A)) = lim (supf(B(a,r) N A)) = max (limsup f(z), f(a))

r—+0 T—a
és

f(a) = sup (inff(B(a,r) N A)) = lim <inff(B(a,r) N A)> = min (hminff(a:),f(a)).

r>0 r—+0 T—a

7.2. lemma.
(1) f<f
(2) f(a) =

7.3. definici6. Legyen A az R vagy R? vagy egy mas metrikus tér részhalmaza és f : A — R.
Az f fiiggvény "feliilrdl félig folytonos" (f.f.f.) az a € A pontban, ha f(a) = f(a); ezzel ekvivalens,

hogy

< f;
f(a) akkor és csak akkor, ha f folytonos a-ban.

Ve> f(a) 36 >0 Ve e B(a,0)n A f(z) <ec.
Az f fiiggvény "alulrol felig folytonos" (a.f.f.) az a € A pontban, ha
Ve < f(a) 36 >0 Ve B(a,0)nA f(z)>c.
7.4. megjegyzés. Ha f(a) véges, akkor ¢ helyett f(a) + e-t is irhatunk: az ekvivalens feltételek
Ve>0 30 >0 Vo e B(a,0) n A f(x) < fla) +e,

illetve

Ve>0 30 >0 Vo e B(a,6) n A f(z)> f(a) —e.

7.5. lemma.
(la) f: A — R akkor és csak akkor [.f.f., ha birmely c € R-re f~'([—o0,c)) relativ nyilt.
(1b) f: A — R akkor és csak akkor a.f.f., ha barmely c € R-re f=*((c, 0]) relativ nyilt.
(2) A felsé burkols f.f.f., az alsd burkold a.f.f..

7.6. kovetkezmény. Az also és a felsd burkolo is Borel-mérhetd.

7.7. lemma. Ha Iy, Iy, ... intervallumsorozat, amelyeknek a kiézos belsd pontja, és \I,| — 0, akkor
inf (1, n A) Hi(a) éssup f(I, n A) — f(a).
7.1. Riemann- és Lebesgue-integralok

7.2. A Riemann-integral létezésének feltételei

7.8. tétel. ,
, _
de:cz fd\  és de:zzz FdA.
Y [a,b] a [a,b]
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Bizonyitas. Az integralok léteznek, mert a burkolok Borel-mérhetdk.

Vegyiik a kovetkezs felosztassorozatot: Fy = {a,b}. Ha F,,_; mar van: vegyiink egy-egy olyan
G1, G, G5 felosztast, amire 6(Gy) < %; SGy > Sbf dx — %; Say < SZf dx + % Ezek utan legyen F,, az
F,_1, Gy, Gs, G3 egy koz0s finomitasa. -

az F,, felosztasbol készitett also és felss 1épessstiiggvény legyen a, (), illetve 3, (z).

A finomodas miatt a,, < a1 és B, = Bny1.

Majdnem minden z € [a,b] pontra rahtzodnak a felosztasok intevallumai, igy a,(z) — f(z) és

Bn(x) — f(x), kivéve azokat a pontokat, amik valamelyik felosztasnak belsé osztépontjai, de ezekbél
megszamlalhato sok van, igy ezek halamaza A-nullmértéki.

A felosztas belsé intervallumainak mértéke \([z;_1,x;]) = z; —x;_1. A végpontokban A([a, z1]) =
r1—a és N[xpm_1,b]) = b— Tp_1. au, B, egyszertiek, ezért

f[ ond = Mint(f() v e ey} Mz, wl) = sr,

Hasonl6an f3,-re. Tovabba, mint lattuk a,, — f és 5, — £, A-m.m. Tehat

b
f fdz =limsp, = limf apd) FET J lim o,y A\ = J fdx
ab [a,b] [ab]

~a
és

—b
f f da =1lim Sk, = hmf Bad\ “ET J limB,dA = | FdA
a [a,b] [a,b] [a,b]

7.9. Allitas. f >0 mérhetd, §, f =0= f =0 E-n m.m.

Bizonyitas. F' = {zr e E: f(z) > 0}
Kéne u(F) = 0. Ehhez legyen F, = {z € E: f(z) > }. F=J2, F,

0=J f= f>%u(Fn)©u(Fn)=0:'u(F)=0
E

Fr

7.10. tétel. (1) Az SZf dx Riemann-integrdl akkor és csak akkor létezik, ha az [ figguény A-m.m.
folytonos.
(2) Ha az SZ f da Riemann-integrdl létezik, akkor az f fligguvény X\-mérhetd, és SZ fdx = S[a o fAA.

Bizonyitas. (1) A Riemann-integral létezik < Sbf do = Ybf dr < S[a p JAA = S[a . fd\ <
S f fd)\*Oc)f f=0Amm. < f Am.m. folytonos.
(2) Ha a Riemann-integrél létezik, akkor f = f A-m.m., tehat f A-majdnem Borel-mérhetd.

7.11. megjegyzés. Abbol, hogy az SZ f Riemann-integréal létezik, nem kovetkezik, hogy f Borel-
mérhets. Példaul a Jordan-nullmértéki Cantor-halmaznak 1étezik nem Borel-mérheté N részhal-
maza (mert csak kontinuum sok Borel-hamaz létezik). A xn fiiggvény Riemann-integralhato, de
nem Borel-mérhetd.

7.12. megjegyzés. A bizonyitésok atviheték példaul a tobbdimenzios Jordan-mérték szerinti integra-
lokra. Ha A < R? Jordan-mérhets és f : A — R korlatos, akkor az § 4/ Riemann-integral akkor
és csak akkor létezik, ha f az A A-m.m. pontjaban folytonos, ilyenkor f Lebesgue-mérhetd is, és a
Riemann- és a Lebesgue-integral értéke ugyanaz.
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A Riemann- és Riemann-Stieltjes integral 1étezésének feltételei

A tovabbiakban G < R nyilt intervallum és g : G — R monoton névekvs; u a g megvaltozasabol
szarmaztatott LS-mérték. Tovabba [a,b] = G és f : [a,b] — R korlatos, és feltételezziik, hogy f-nek
és g-nek az [a, b] intervallumra megszoritva nincs kozos szakadasi helye.

7.13. definici6. Felosztas: a = xg <z < ... <z, = b; az x4, ..., x,_1 pontok g-nek folytonossigi
pontjai.

i (mff Li— 17%])) (9($1> —9(@i-1) i (supf Ti— 1,951])) (g(l‘z) - 9(951‘—1))

b —b
f f dg = sup {sF . F felosztés}, J f dg = inf {SF : F felosztés}

7.14. lemma. .
(1) Ha Fy ﬁnomz’tdsa Fy-nek, akkor sp, < sp, < Sbf dg és Sp, = Sk, = §_f dyg.
(2)§ 1 dg < 0./ dg.
(3) Minden & > 0-hoz van olyan § > 0, hogy barmely, 6-ndl finomabb F' felosztdisra sp > Sbf dg—e

b
és Sp < Saf dg + . A bizonyitds ugyanaz, mint a Riemann-integrdlndl, hdzi feladat végiggondolna.
(A kis gusztustalan lemma visszatér az eléadds tanulsdga szerint)

(4) A RS-integral akkor és csak akkor létezik, ha Sbf dg = YZf dg; ilyenkor persze SZf dg =
—b =
°fdg=7F fdg.

A bizonyitdas ugyanaz, mint a Riemann-integrdlndl, hdzi feladat végiggondolns.

7.15. lemma. Van olyan F,, felosztdssorozat, amiben
(1) mindegyik felosztasnak finomitdsa a kévetkezd felosztds;

(2) 5(F,) — 0
(3) sr, — 'f dg és S, —1.f dg.

Bizonyitas. Rekurzivan, Fy = (a,b). Ha F,_; mar van: vegyiink egy-egy olyan Gi,G2, G
—b
felosztast, amire 6(Gy) < %; SGy > Sbf dg — %; Sy < §,fdg+ % Ezek utan legyen F,, az F,,_1, Gy,
G4, G egy kozos finomitasa.

7.16. tétel. Tegyiik fel, hogy g balrol folytonos a-ban és jobbrol folytonos b-ben.
Legyen 1 a g megudltozdsdbol szarmaztatott LS-mérték. Ekkor

b —b
J fdg= fdu  és J fdg= fdu.
v [a,b] a [a,b]
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Bizonyitas. Az integralok léteznek, mert a burkolok Borel-mérhetdk.

Vegyiik az el6bbi felosztassorozatot; az F), felosztasbol készitett alsd és felsG 1épcsdstiiggvény
legyen «, (), illetve 5, (x).

A finomodéas miatt a,, < 41 és B = Bhat.

Majdnem minden x € [a,b] pontra rdhtzodnak a felosztasok intevallumai, igy oy, (z) — f(z) és
Bn(x) — f(z), kivéve azokat a pontokat, amik valamelyik felosztasnak belsé osztopontjai.

A belsé osztopontok a g-nek folytonossagi pontjai, ezért az dsszes bels§ osztopontok halmaza pi-
nullmértéki. A felosztés belss intervallumainak mértéke pu((z;, z;)) = g(x;) —g(z;). A végpontokban
g a bels6 odalrol folytonos, ezért u([a,r1)) = g(x1) — g(a) és p((x;,b]) = g(b) — g(x;). Tehat a,, — f

és B, — f, p-m.m., és
b "
J fdg =limsgp, =lim adp it f Sfdu
Ja Jlab] [a,6]

és
—b

.
J fdg =1lmSg, =lim
a J[a,b]

Badp < J fdp

[a,b]

7.17. tétel. Tegyiik fel, hogy g balrdl folytonos a-ban €s jobbrol folytonos b-ben, és legyen  a g
megudltozdsabol szarmaztatott LS-mérték.

(1) Az SZ f dg Riemann-Stieltjes integrdl akkor és csak akkor létezik, ha nincs olyan pont, ahol f
és g is szakad, és az [ figguény p-m.m. folytonos.

(2) Ha az Ss f dg Riemann-Stieltjes integrdl létezik, akkor az f fligguény p-majdnem mérhetd, és

Sfif dg = S[a,b] fdp.

Bizonyitas.

. 1 T4 b 4 - -
- (1) A RS integral létezik < Xaf dg = § fdg < S[a’b] fdp = S[a,b] fdu < S[a,b](f —fldu=0<
f—f=0pmm. < f p-mm. folytonos.

(2) Ha a RS integral létezik, akkor f = f p-m.m., tehat f p-majdnem Borel-mérhetd.

8. Mérhet6 fliiggvény kozelitése fliggvénysorozattal

8.1. emlékeztetd (Luzin-tétel). (RP, M, i) L-S mértéktér, f : R? — C mérhetd, ¢ > 0 akkor létezik g
folytonos, hogy u(f # g) < e.

8.2. tétel. A Luzin-tétel feltételei mellett minden mérhetd f-hez létezik (g,) folytonosak egy sorozata,
melyre gn(x) — f(x) p-m.m..

8.3. megjeqyzés. A konvergencia erds értelemben teljesiil, ha nem kivételes egy pont, akkor elég nagy
n-re ga(z) = f(2).

Bizonyitas. Alkalmazzuk ¢ = 1/n%re a Luzin tételt, igy kapva a g,, fiiggvénysorozatot. A Borel-
Cantelli lemmat hasznaljuk. Legyen G, az n. fiiggvényhez tartozo kivételhalmaz, a konstrukcio
miatt ezek Osszmértéke véges. A B-C lemmabol kapjuk, hogy minden x € RP csak véges sok GG,,-ben
van benne, a legutolso ilyen indexnél nagyobbat valasztva kapjuk, hogy valoban g,(z) = f.

8.4. megjeqyzés. A p-m.m. feltétel nem elhagyhato, hiszen az azt jelentené, hogy minden mérhetd
fiiggvény Baire-1, de ez pl. a Dirichlet-fvre nem teljestil.
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II. rész:

Differencialas

9. El6jeles mértékek és variacioik

ElGjeles és komplex mértékek. ElGjeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent. Majorans mérték.
Pozitiv, negativ és totalis variacio. A totalis varidcié majorélja a pozitiv és a negativ variaciot.
Eddig olyan mértékekkel foglalkoztunk, amelyeknek minden értéke nemnegativ. Most egy kicsit
az olyan halmazfiiggvényeket fogjunk megvizsgalni, amelyek negativak (s6t, komplexek) is lehetnek,

mint példaul a gazdasigi novekedés vagy az intelligencia.
Mindig ugyanazon az (X, M) mérhetd téren fogunk jatszani.

9.1. definicio.
¥ : M — R elGjeles mérték, ha 9(F) = 0 és o-additiv.
v : M — C komplex mérték, ha 9(F) = 0 és o-additiv. (Az értéke csak véges lehet.)

9.2. példa. Hogy gyarthatunk elGjeles és komplex mértékeket?

Pl. elGjeles mértéket készithetiink tgy, hogy vessziik két mérték kiilonbségét: ¥ = uy — po.
Fontos, hogy p1(X) és po(X) koziil legalabb az egyik véges legyen, hogy mindig el lehessen végezni
a kivonast.

A komplex mértékeknek a valos és a képzetes része is egy-egy véges elGjeles mérték. Ennek a
mintajara gyarthatunk vektorértékd mértékeket is: minden koordinata egy-egy elGjeles mérték...

Egy masik, nagyon fontos lehetGség, ha egy fiiggvényt integralunk: vegytlink egy f mérhetd fiigg-
vényt, egy p mértéket, és legyen 9(A) = §, fdu.

9.3. tétel. Eldjeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent.

Bizonyitas. Ha (X, M, ¥) elGjeles mérték, és felveszi a +00 értéket, tehat J(P) = oo valamilyen
P < X halmazra, akkor az additivitas miatt J(X) = 9(P) + 9(X\P) =

Ha pedig J(N) = —co valamilyen N < X halmazra, akkor az additivitds miatt 9(X) = 9(N) +
HX\N) = —

9.4. definicidé. Az (X, M, u) mérték majoralja az (X, M, 1) elGjeles mértéket, ha minden A € M-re
¥(A) < u(A). Tlletsleg abszolut értékben majoralja, ha [¢(A)] < u(A).

Variaciok
9.5. definici6. KT Az (X, M., 9) elGjeles mértek totalis variacioja

7(A) = sup { M9(B)|: Bic A, By By = @}.
k=1

Az (X, M, ) komplex mérték totélis variacioja

= sup{

210
v
—sup{Z By) :BkcA,BkmBgzg}

B,)|: neN, By c A, BkmBL/:Q}
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Az (X, M, ) elGjeles mérték pozitiv variacioja

7(A) = sup{d(B) : B < A}

.....

v(A) = sup{—9J(B) : B c A}
9.6. Allitas. KT
7(A) = sup {|9(B)| + [9(C)| : B,Cc A, BnC =g}

=sup{2|19(Bk)|: neN, B, c A, BkmBg:@}.
k=1

Bizonyitas. Legyenek Bj, Bs... © A paronként diszjunktak. Legyen B = Uﬂ(Bk)<0 By, C =
Uﬁ( Bi)>0 By. Ezzel belattuk, hogy a kéttagt és a megszamlalhato Osszeges definicié ekvivalens. A
véges Osszegek szuprémuma pedig alulrél becsiilhetd a kéttagu Osszegek, feliilrsl a megszamlalhato
Osszegek szuprémumaval.

9.7. tétel.
1. 7, w, v mértékek.
2. T majordlja 9-t.
3. Ha v eldjeles mérték, akkor T majordlja m-t és v-t.
4. A 7 a legkisebb mérték, ami majordlja 9-t.

9.8. megjegyzés. KT Ha ¢ elGjeles ez mar a Hahnbol megvan, illetve meg lesz, de komplexekre még
nem tudjuk.

Bizonyitas. (la) m meérték: trivi, hogy m(A) = () = 0, tehat # > 0. Az is trivi, hogy
() = 0. Azt kell bizonyitani, hogy 7 o-additiv. Tegyiik fel, hogy Aj, A, ... € M diszjunktak és
A =JA,. Azt kell igazolnunk, hogy m(A) = > w(A,).

Mindegyik n-hez vegyiink egy olyan B, 1, By, ... © A, sorozatot, amelyre 0 < (B, ;) — 7(A4,).

Ekkor minden k-ra és N-re v

Most k — o0, majd N — oo hataratmenet:
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Megforditva, legyen C,Cs,... < A olyan sorozat, amelyre ¥(Cy) — w(A), és legyen C,j =
A, n C). Ekkor

D(Cy) = 79( g on,k) = > 9(Cop) < D (A);
n=1 n=1 n=1
A k — oo hataratmenetbdl .
m(4) = lim 9(Cy) < D m(An). (+%)

Az (x) és (#x) egyiitt azt adja, hogy w(A) = > 7(A,).

(Ib) 7 mérték: 7() = 0, és trivialis, hogy 7(A) = J(F) = 0; most is a o-additivitas kell; Legyen
megint A = | J A,,, diszjunktak.

Mindegyik A,-hez és mindegyik k-hoz vegyiik 7( B, )-nek egy kozelits osszegét ugy, hogy ezek k —
o0 esetén 7(B,,)-hez tartsanak, vagyis vegytk B, ;s < A, halmazok sorozatanak egy sorozatat agy,
hogy mindegyik n, k-ra a By, ;1, Byga, .. © A, halmazok diszjunktak, és limy o >~ [9(Bnke)| =
7(A,). Rogzitett k-ra a B, ;, halmazok diszjunkt részei A-nak, ezért minden N-re

2 (Z |?9(Bn,k,é)|> < 7(A).

n=1 \/=1
k — oo
N
D T(An) < 7(A)
n=1
N — w©
[ee}
D 7(An) < 7(A)
n=1
‘ By ] B i1 Bk Coka
By 2 Bap.2 Copa Cnk2 Ch2
Bajs Bois [ Cak J Crks ("L‘_AJ
A, A, 4, ) 4, A, | a, -~ 4) 59

A megforditashoz vegyiik 7(A) kozelits Osszegeinek egy sorozatat, vagyis Cy, < A halmazokat
gy, hogy rogzitett k-ra Cy1, C.a, . .. diszjunktak és limg_o > [H(Cre)| = T(A).
Legyen C,, ¢ = Ap N Cy . Ekkor:

Z 1V(Crp)| = Z 19( U C’me)‘ = Z Z P Cnpe)| <
=1 /=1 n=1 £=1|n=1
< X (s = X (B P(Cusal) < Xl

Az trivialis, hogy 7 majoral, és a legkisebb.



10. ElSjeles mértékek felbontasi tételei

ElGjeles mérték szerint 1étezik maximalis és minimalis mértéki halmaz.
Hahn-felbontés. Jordan-felbontas. 7 =7 + v.

10.1. tétel (Hahn felbontési tétele). Legyen ¥ eldjeles mérték az S < P(X) o-gydrin. Ekkor létezik
egy N < X halmaz gy, hogy barmely H € S halmazra HAN, H\N € S, és9(HNnN) <0 < 9(H\N).
Masképp: N minden részhalmaza nempozitiv és minden N -tdl diszjunkt halmaz nemnegativ mértéka.

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy ¥ > —o0, hiszen 9 nem veheti fel oo és —oo mindegyikét, és sziikség
esetén attérhetiink — vizsgalatara. Emlékeztets: adott ¥ mellett 7 jeloli a pozitiv variaciot, azaz
w(H) = sup{¥(A): Ac H, Ae S} minden H € S-re. Most definialjuk az N halmazt. Legyen

a=inf{¢(H): He S, n(H) = 0},

legyenek Ny € S olyan halmazok, melyekre 7(N;) = 0 és 9(Ny) — a és végiil legyen N = | J, Ny.

Tegytik fel indirekt, hogy m(/N) > 0. Ekkor létezik A = N, hogy ¥(A) > 0. Legyen A = Ny n A.
Ekkor ¥(Ag) > 0 valamely k-ra. Ez ellentmondés, igy 7(N) = 0. Az a definicidja miatt J(N) = a
nyilvanval6, most belatjuk az egyenl@séget. Legyen By = Ni\J,_, Ni. Ekkor By, c Ny, igy 7(By) =
0 és 19(Bk> < 19<Nk) < 0. NyﬂVéIl N = UBk, Vagyis 19(U Bk) = Zﬂ(B[O < Zzzl 19(Bk) < ?9(Bk) <
¥(Ng). Tehat azt kaptuk, hogy a < 9(N) < ¥(Ng), igy a renddrelv miatt 9(N) = a. Az infimum
felvétetik az N halmazon.

Ebbdl egyrészt azonnal kovetkezik, hogy a > —oo. Masrészt ha egy H € S halmaz diszjunkt
N-t6l és m(H) = 0, akkor ¥(H) = 0, kiilonben N mértékét csokkenthetnénk. Tehat mar csak azt
kell belatni, hogy N-t6l diszjunkt H € S-re, m(H) > 0 esetén is J(H) = 0 teljesiil, egyéb esetben
ugyanis, H < N mellett ¥(H) < 0 all (mivel 7(N) = 0 miatt J(H) ekkor nem lehet pozitiv).

Ha tehat H n N = ¢ és w(H) > 0, valasszunk egy By < H, B; € S halmazt, amelyre
¥(By) = min(1, 7(H)/2).

Ha a By, ..., B, halmazokat mar kivalasztottuk, akkor legyen C,, = H\|J;_, B;, ¢s véalasszunk egy
olyan B, .1 < C,, B, € S halmazt, amelyre

V(Bp41) = min(1, 7(Cy)/2).

Az igy definialt B,, halmazokra nyilvan ¥(B,) =0 (n =1,2,...).
Legyen B = |J_, B,. Ha >,°  9(B,) = o, akkor J(B) = o, tehat J(H) = co. Ha viszont
> 9(B,) < o, akkor ¥(B,) — 0. Igy 9(B,,) < 1 han > ng. Mivel

7(H\B) < 7(Cy) < 20(Bos)

ha n = no, igy n(H\B) =

0. Mint fentebb lattuk, ebbdl kovetkezik, hogy ¥(H\B) = 0, tehat
I(H) = 9(B) = X, )(By) = 0.

10.2. kovetkezmény.
(1)Legyen O Hahn felbontisa X = P U N, ekkor YA c X :

(A) =J(An P)
v(A)=—-9(AnN)

(2) (Jordan felbontdsi tétel) 9 = m — v.
(3) T=7m+v.
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Bizonyitas. (1) m-re bizonyitunk. Béarmilyen B < A-ra 9(B) = 9(B n P) + 9(B n N) <
V(AN P)+0. Ha B=An P, akkor egyenlgség van. Tehat

7(A) = max {J(B) : B< A} = 9(An P).
(2) Legyen a Hahn-felbontas X = P u N. Barmilyen H mérhets halmazra
VWH)=9HnNP)+9dHNN)=n(H)—v(H).

(3) Legyen a Hahn-felbontas X = P u N. Barmilyen H mérhet6 halmazra és barmilyen A, B < H
diszjunkt részeire

()] + [9(B)] < (94~ P + 940 N)|) + ([9(B 0 )| + [9(B 2 N)]) =
= (7(4) + v(A)) + (7(B) + v(B)) =m(Au B) + v(Au B) < n(H) + v(H);

példaul ha A= H n P és B = H n N, akkor egyenlGség van. Ezért

7(H) = max {|J(A)| + [9(B)| : A, B < H diszjunktak} = 7(H) + v(H).

10.3. kovetkezmény. Minden eldjeles mértéknek van maximuma és minimuma, avagy:

Ha U eldjeles mérték, akkor léteznek olyan A, B < X halmazok, amelyekre 9(A) = w(X) és
¥(B) = —v(X).

Azt eddig is tudtuk, hogy —v(X) < ¥(A) < 7(X); az a kérdés, hogy ¥ felveszi-e a —v/(X) és
(X)) értékeket.

Bizonyitas. A valasz pedig igenld, a Hahn felbontasbol adodé P és N pont ezt szolgaltatja.
10.4. kérdés. Egyértelmti-e a Hahn-felbontas?

Nem, de 7-majdnem: ha X = P, u Ny = P, u Ny két Hahn-felbontas, akkor a PLAP, =
N1ANy = (Pyu Py) 0 (N7 U Ng) halmazon m = v = 0, vagyis 7(PLAP,) = 0; a szimetrikus differencia
részhalmazain ¢ konstans 0.

10.5. kovetkezmény. 7(X) és v(X) kozil legaldbb az egyik véges.

Bizonyitas. A 10.3 lemma szerint w(X) és —v(X) is értéke ¥-nak, de a 9.3 tétel szerint nem
lehet mindketts végtelen.

10.6. kovetkezmény. ¥(X) akkor és csak akkor véges, ha w(X) és v(X) véges.
Minden komplex mérték totdlis varidcioja véges.

Bizonyitas. Az elsg allitas trividlis, a komplexhez pedig bontsuk fel -t a valds és komplex
részére. Nyilvanvalo, hogy Red és Imd) véges elGjeles mértékek. Allitjuk, hogy 7 < Tgey + Trmy. Ez
azért igaz, mert

TRrey + Trmo = |Red| + |[Imd| = ||

. Mivel 7 a legkisebb |-t majoralé mérték, kész vagyunk.
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Az elGjeles mérték, mint integral

10.7. kovetkezmény. Ha 0 eldjeles mérték, a pozitiv, negativ és totdalis varidcioir w, v és T, akkor
barmely A € M mérhetd halmazra

9(A) = Lo@ ) dr

Tehdt, minden eldjeles mérték elddll integralként...

10.8. kérdés. Vajon igaz-e valami hasonl6 6sszefiiggés komplex mértékekre? Avagy, ha 9 komplex
meérték, akkor létezik-e olyan mérhets f fiiggvény, amelyre |f| = 1, és barmely A mérhets halmazra

9(A) = L fdr?

11. Lebesgue-felbontas

Meérték tartdja. Abszolat folytonos és szingularis mértékek. Adott mértéknél nem nagyobb maximaélis
szingularis mérték. Lebesgue-felbontas. Egyértelmiiség.

11.1. mese. A kovetkezd fejezetekben azt fogjuk vizsgalni, hogy milyen elGjeles és komplex mértékek
irhatok fel integrél alakban.

Vegyiik el6 djra azt az esetet, amikor mértéket valamilyen fliggvény integréaljaként definidltunk:
mondjuk (X, M, i) mértéktér, f olyan mérhets fiiggvény, amelynek létezik integralja X-en, és bar-
mely A € M-re 9(A) = {, fdu. Specialisan, ha f : R — R Borel-mérhetd, és létezik a Lebesgue-
integralja, akkor ¥(A) = {, fdX egy el6jeles Borel-mérték.

Konnytd mutatni olyan mértéket, amely nem all el§ Lebesgue-integral alakban, pl. a szamlalémér-
ték, vagy a Dirac-delta (§(A) = 1, ha 0 € A, egyébként 0). Nincs olyan Borel- vagy Lebesgue-mérhetd
[ fiiggvény, amelyre §, fdA = |A] vagy §, fd\ = 6(A) teljesiilhetne.

Mindkét példankban kozos, hogy van egy olyan A-nullmértékd A halmaz, amelyben 9¥(A) # 0.
Marpedig nullmértékd halmazon az integral is nulla.

Most is egy kozos (X, M) mérhetd téren fogunk dolgozni.

11.2. definici6. Az A € M halmaz a ¥ el6jeles/komplex mértéknek "tartoja", ha az X\ A halmazon
v konstans 0.

Példaul az X = P u N Hahn-felbontdsban m-nek a P, a v-nek N egy tartoja.

11.3. definicid. Legyen a és 8 két komplex vagy elGjeles mérték az (X, M) mérhetd téren.

(1) Az « abszolut folytonos a [-ra nézve, ha barmely H € M esetén, ha G(H) = 0, akkor
a(H) =0. Jele: a « B,

(2) Az « és a [ szingularis egymasra nézve, ha X felbomlik két diszjunkt halmazra, X = A u B
ugy, hogy a|p = 0 és f|4 = 0. Avagy, a-nak és f-nak van diszjunkt tartoja. Ezzel ekvivalens: a-nak
van S-nullmértéki tartoja. Jele: a L 3.

(3) Ha el6jeles vagy komplex mértékekrsl van szo, akkor ekvivalens definiciot kapunk, ha a mér-

1s 0.

11.4. példa. Ha f : X — R mérhet6 fiiggvény, és p mérték, akkor a ¢(A) = §, fdu elGjeles mérték
abszolut folytonos pu-re nézve.
Ha p abszolit majoralja a ¥ elGjeles mértéket, akkor ¥ « pu.

.....

32



11.5. lemma.

1. Hoa < B ésa L B, akkor a = 0.

2. Hao o < B és 8 < 7y, akkor a < 7. (< egy tranzitiv reldacio, mint példdul az "osztdja", a
"részhalmaza" vagy a "megette".)

3. Ha ay, g, ... =0 mértékek, akkor a; < D ay.

4. Ha ay, o, ... < B3, akkor Y ap < (.

5 Haoa« B és B Ly, akkor a L .

6. Ha oy, ,... L B3, akkor 3, ap L .

Bizonyitas. 1. Legyen « és ( egy-egy, diszjunkt tartoja A, illetve B. Barmely H-ra a(H\A) = 0,
mert az A halmaz tartdja a-nak; tovabba 5(H n A) = 0, mert A diszjunkt § tartéjatol. De a « g
miatt ebbél kovetkezik, hogy a(H n A) = 0. Igy a(H) = a(H\A) + o(H n A) = 0.

2. Ha y(H) = 0, akkor S(H) = 0, de akkor a(H) = 0.

3. A tagot majoralja az Osszeg.

4. Ha B(H) = 0, akkor minden k-ra ay(H) = 0, de akkor ezek Gsszege is 0.

5. Legyen [ és v egy-egy diszjunkt tartoja B, illetve C. A B-n kiviil g konstans 0, de akkor «
is. Ezért B az o mértéknek is tartoja.

6. Mindegyik a,-nek van egy S-nullmértékd A, tartéja. Az A = [ J A, halmaz tartdja a >,
mértéknek, és S-nullmértékii.

11.6. tétel (Lebesgue-felbontés). Legyen ¥ o-véges eldjeles vagy komplex mérték, p = 0 o-véges
mérték a kozos (X, M) mérhetd téren.

Ekkor v egyértelmien felbonthato eqy p-re nézve abszolit folytonos és eqy p-re nézve szinguldris
eldjeles, illetve komplex mérték dsszegére, azaz egyértelmiien vannak olyan o < p és B L p eldjeles,
illetve komplex mértékek, amelyekre ¥ = o + [3.

11.7. megjegyzés. Arra nem is lesz sziikségiink, hogy p o-véges.

Bizonyitas.
1. eset: ¥ véges.

Konstrudlunk egy maximalis szingularis mértéket; ez lesz 5, a maradék a.
Legyen ¢ totalis variacioja 7, legyen N' = {N € M : pu(N) = 0} a p-nullmértékd halmazok
gytrtje, és legyen

s =sup{r(N): N e N}.

A jobboldalon a halmazban szerepel a 0 = 7(), igy a definicié értelmes, és s > 0. Az is igaz, hogy

.....

véges).

A szuprémumot tetszdéleges pontossidggal megkozelithetjiik: minden pozitiv egész n-hez van egy

olyan Z, € N halmaz, amelyre 7(Z,) > s — % Legyen Z = |JZ,; ez megszamlalhato sok p-

nullmérték hamaz unioja, ez is p-nullmértékd: Z € V.
Barmely n-re Z,, € Z; a 7 monotonitasa miatt

Vn s —

az n — oo hataratmenetbdsl

Tehat a szuprémum val6jaban maximum.
Ezek utan legyen H € M esetén

o(H) = 9(H\Z),  B(H) =9(H n 2),
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Az vilagos, hogy a(H) + S(H) = J(H).

A Z halmaz a f mértéknek p-nullmértéki tartdja, tehat 5 L p.

Annak igazolasdhoz, hogy o « u, vegylink egy tetszéleges p-nullmértékd N halmazt. Erre N u Z
is p-nullmérték, és

0< |a(N)|=|9N\Z)| <T(N\Z)=7(NuZ)—7(Z)<s—s=0.

Tehat, ha u(N) = 0, akkor a(N) = 0; tényleg a « p.

Az egyértelmiiség bizonyitasa:
Tegyiik fel, hogy kétféle Lebesgue-felbontas is van:

V=ay+ [ =ay+ P

Ekkor az
ar—ag =By — 01
mérték egyszerre abszolit folytonos és szingularis, vagyis konstans 0.

2. eset: 9 o-véges.

Bontsuk fel az alaphalmazt megszamlalhatd sok, paronként diszjunkt -véges cellara: X =
Ule X,. Mindegyik X,, cellan a ?9| X, mérték véges, igy van egy egyértelmi Lebesgue-felbontésa:
19‘ x, = Qn+ Bn. Ezeket probaljuk — kell§ ¢vatossaggal — Osszeadni.

Az «a,, és [B,-nek diszjunkt tartoja is létezik: legyen «,, tartoja A, < X,, a 3, tartéja B, < X,
ekkor tehat H < X, esetén a,,(H) = 9(H n A,) és B.(H) = V(H n By,).

Ezek utéan legyen A = JA,,, B = B,

alH) = HmAzi (HnA,) ian(Han),
-1

n=1

8

B(H) =9(HB) =Y (HnB,) =Y, Bu(HnX,).

n=1
Viladgos hogy ez a definici6 értelmes, a + 3 =9, a < p és 5 L p.

Az egyértelmiiséghez tegytiik fel, hogy ay + 31 és as + o is Lebesgue-felbontés; ekkor mindegyik
X,,-re megszoritva a 19’X mértéknek Lebesgue-felbontasa a 041‘X + 61‘){ és ozng + 52‘)( A

véges esetben a felbontas egyértelm, ezért 041‘ v = ag‘ . 6 ﬁ1’ v = 52‘ «.; de ezeket Osszeadva
n n n n
visszakapjuk az eredeti mértékeket.

11.8. megjegyzés (KT). Az egyértelmiiséget altalanos esetben is bizonyithatjuk: tegyiik fel, hogy
aj + 1 = ag + Po, a; abszulit folytonos, f; szingularis p-re nézve. f; L p = 3A; : j4] x\4; =0,
és u(A;) = 0. Ezért Gilx\(a,04,) = 0, azaz Bilx\(4,04,) = Balx\(a,040)(= 0) = ai]x\(a,045) =
Q2| x\(4,04,). Tovabba p(A;) = 0 és a; « p miatt a;(A;) = 0, igy oufa,04,) = @2](4,04,)(= 0).
Ismét oy + B1 = ap + Bo-re hivatkozva kapjuk, hogy 514, 04,) = B2|(4,04,). Ezt Gsszevetve az el6z6
egyenlGségekkel adodik, hogy oy = g és B = [s.

11.9. megjegyzés. Ha 9 nem o-véges, akkor nem biztos, hogy létezik Lebesgue-felbontas. Legyen
példaul X = R, M = B, = X és 9 a szamlalomérték. Barmely pont Lebesgue-mértéke 0, a szam-
lalomértéke poztiv, igy az abszolit folytonos rész tartoja csak az lires halmaz lehetne. A szingularis
rész tartoja csak Lebesgue-nullmértéki lehet. Ez a ketts egyiitt nem adhatja ki a teljes R-et.
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12. Radon—Nikodym derivalt

Radon—Nikodym derivalt. Radon—Nikodym tétel. Helyettesitéses integralas. A totélis variacio szerinti
RN derivalt. ElGjeles és komplex mérték szerinti integral definicidi.

12.1. definici6. Legyen p > 0 mérték, és legyen ¢ el6jeles vagy komplex mérték az (X, M) mérhets
téren. Az f: X — R, illetve f : X — C mérhetd fiiggvényt a 9 mérték u szerinti "Radon—Nikodym-
derivéltjanak" nevezziik, ha barmely H € M-re 9(H) = {,, fdp.

Hasznalatos az f = j—z jelolés is: SH %dﬂ = SH dv.

12.2. megjegyzés. Latni fogjuk, hogy a Radon-Nikodym derivalt, ha létezik egyaltalan, csak u-
m.m. egyértelmi; ezért kényelmesebb a fiiggvények "pu-m.m.-egyenlé" relécidja szerinti ekvivalencia-
osztalyokon értelmezni.

12.3. megjegyzés. A Radon—Nikodym-derivalt 1étezésének trividlis sziikséges feltétele, hogy ¥ « p
legyen, mert nullmértékd halmazokon az integrél is mindig nulla.

Ugyanakkor az abszolut folytonossag énmagaban nem elég. Pl. R Borel-halmazain nem létezik a
Lebesgue-mértéknek Radon—Nikodym-derivaltja a szamlalomérték szerint, mert

Lfd|~| =Y fla),

acH

és az egyelemid halmazokra ez azt adja, hogy f konstans 0, de a konstans 0 integralja minden
halmazon 0.

12.4. tétel (Radon—Nikodym). Legyen (X, M, u) szigma-véges mérték, és legyen o eldjeles vagy
komplex mérték az (X, M) mérhetd téren, és tegyiik fel, hogy o < pu.

Ekkor létezik a 3—;‘ Radon—Nikodym derivdlt, vagyis létezik olyan f : X — R, illetve X — C
p-mérhetd fiigguény, amelyre barmely H € M esetén o(H) = §, fdpu.

A Radon—Nikodym derivdlt p-majdnem egyértelmi, vagyis ha f és g is Radon—Nikodym derivdlt,
akkor f =g p-m.m.

Bizonyitas. [.a eset: a > 0, mindkét mérték véges.
Legyen

(I>={f:X—>[0,oo] mérhets, VH € M de,uéa(H)}
H

a nem tul nagy fiiggvények halmaza, és

s:sup{f fdu:feq)}
b's

Vilagos, hogy 0 < s < a(X).
(1) 0 € @ (trivi).
(2) Ha g, h € ®, akkor m = max(g, h) € .
Biz. Legyen A = X (g > h) és B = X(g < h). Barmely H-ra

f mduzf gdu+f hdp < a(H nA) + a(H n B) = o(H).
H HnA HnB

(3) Ha g1,99,... € ® és g1 < go < ..., akkor h = limg, € ®.
Biz. Barmely H € M-re és n-re

f gndp < a(H);
H
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A monoton konvergencia tételbsl
J hdp "™ limf gndp < a(H).
H H

(4) Van olyan f € @, amelyre {, fdu = s. Avagy, a szuprémum maximum is.

Biz. Vegyiink egy olyan g1, ¢o, ... € ® sorozatot, amelyre SX gndp — s, és legyen
fo = max(gi,...,gs) € . Ekkor 0 < g,, < fp < fus1; legyen f = lim f,. Ekkor {, g,du < § fudp <
s; a renddér-elv miatt SX fndp — s. A monoton konvergencia tétel miatt SX fdp = lim SX fodp = s.

(5) s = a(X).

Biz: indirekt. tegyiik fel, hogy s < a(X). Ekkor van olyan € > 0 amire € - u(X) < a(X) —s =
o(X) =S, fdpu.

Legyen

G) = alil) = | (7+e)n=alih) = | fan—c-u).

Ekkor ¢ el6jeles mérték, ¢ « p és o(X) > 0.
Legyen ¢ Hahn-felbontdsa X = P u N. Ekkor tehat barmely H < P esetén ¢(H) = 0, azaz

$,(f +e)du < o(H).
Mivel ¢(X) > 0, ezért ¢(P) > 0; viszont ¢ « pu miatt ebbdl kovetkezik, hogy u(P) > 0.
Legyen most g = f + ¢ - xp. Ez a fliggvény ®-beli, mert barmely H € M-re

JH gdy = JHHN fdu + me(f L e)dp < alH A N) +a(H A P) — a(H).

Ugyanakkor
| ot = | sawseupy= [ s
X X X

ellentmondas.

(6) Minden H-ra o(H) = §,, fdpu.

Biz. ¢(H) = a(H) —§,, fdp = 0 (mert f € ®) mértek, de (X) =0 (§, fdu = s = a(X) miatt),
tehat ¢¥(H) = 0.

L.b eset: a véges elGjeles mérték. (u véges)

Vegyiik a Jordan-felbontésat: a = m — v, végesek. Mivel m,v « a <« p, a pozitiv és negativ
variacionak is létezik Radon—Nikodym derivéltja.

L.c eset: « (véges) komplex mérték. (u véges)

Az « valos és képzetes része is véges, abszolut folytonos mérték, van Radon—-Nikodym derivaltjuk.

Egyértelmitiség:

Elég a valos esetre. Ha f és g is Radon—Nikodym derivalt, akkor legyen A = X(f > g) és
B = X(f <g). Ekkor

| (¢ =aau= [ sau={ otu=at)-ata) -0

A baloldalon az integrandus pozitiv; az integral csak ugy lehet 0, ha u(A) = 0. Hasonléan latjuk,
hogy u(B) = 0. Igy hat f = g p-m.m.

IL.a eset: « elGjeles, és o-véges. ((innentdl p o-véges))

Legyen a Jordan-felbontasa oo = m — v.

Osszuk fel a teret diszjunkt cellakra: X = (JX, tgy, hogy minden cellin « és p is véges.
Mindegyik X, cellan van m-nek és v-nek is Radon-Nikodym derivaltja; legyenek ezek

drlx, dv|x,
= €s n — ;
dplx, dplx,

9n
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ezekbdl készitsiink egy-egy nagy kozos g, illetve h fiiggvényt, amelynek a cellakra vett megszoritasai
a RND-k:
g(x) = gn(x) haze Xy; h(z) = hp(zr) haxeX,.

Azt allitjuk, hogy f = g — h jo lesz.
Barmely H-ra

(H) = D) 7l 0 X,) - if“ = iL

n=1

gdp = J gdp
H

nXn

és ugyanigy
v(H) = J hdpu.
H

A (X)) és v(X) koziil az egyik véges, ezért g és h kozil valamelyik p-m.m. véges, ezért
a(H)=n(H)—v(H) = f gdu —f hdp = f (g —h)dp = J fdp.
H H H H

Egyértelmiiség: az f p-m.m. egyértelmt mindegyik cellan, tehat a megszamlélhato sok cellan
egylitt is.

IL.b eset: o komplex, o-véges. (u o-véges)
Kiilon-kiilon létezik és m. egyértelmi a valos és a képzetes rész Radon—Nikodym derivaltja.

III. eset: o nem o-véges (u o-véges).

Feltehetjiik, hogy a(X) = oo (a masik eset a —oo lenne). Azt allitjuk, hogy X felbonthato két
részre: X = S UV ugy, hogy S-en a o-véges, a V' részhalmazain pedig a(H) = oo ha u(H) > 0.
Ha ez sikertil, akkor készen vagyunk: S-en csinalhatunk Radon-Nikodym derivaltat gy, mint eddig;
V-n pedig f-et definidlhatjuk co-nek: ha valamilyen H < V-re u(H) = 0, akkor a H-n vett integral
is 0; ha pedig u(H) > 0, akkor ugyan az integral f = oo miatt végtelen, de a(H) is végtelen lesz V'
valasztdsa miatt.

A teret felcellazzuk olyan celldkra, amelyeken p véges; vegyiik észre, hogy az allitasunkat elég egy
cellara igazolni. Tehat azt is feltehetjiik, hogy pu(X) véges.

Minden n-re legyen ¢, = a« — n - pu; ez elGjeles mérték, a Hahn-felbontasa legyen X = P, u N,,.
A definicié miatt p,41 < @y, 18y Poy1 © Py é8 Nyy1 D Ny,. Legyen S =N, és V = P,.

Mivel 0 = ¢, (N,) = a(N,) —n - u(N,), ezért —oo < a(N,,) < n-pu(N,) < o vagyis a(N,,) véges.
Ezért a valoban o-véges S-en (S = (J_; Ny, és N,-en « az eldbbiek szerint véges).

Ha H <V = (P, és u(H) > 0, akkor minden n-re H < P,; akkor ¢, (H) =0, a(H) = n-u(H).
Ez minden n-re igaz, tehat o(H) = .

Ezek utdn a Radon-Nikodym derivaltat elgallithatjuk a o-véges S részen tgy mint eddig, a V'
halmazon pedig legyen f = co.

Egyértelmiiség: az S-en az egyértelmiiséget mar tudjuk; azt kell igazolni, hogy a V' halmazon
csak a (u-m.m.) konstans oo lehet a RND. Legyen tehat f RND a V' halmazra megszoritva; ekkor
tehat minden H < V és u(H) > 0 esetén §,, fdu = oo.

Legyen V,, = V(f < n). Mivel a(V,,) = Svn fdu < pu(Vy) -n < oo véges, ez csak ugy lehet, ha
(Vi) = 0. De ekkor a V(f < o) = | V,, halmaz p-nullmértéki. Tehat a V' halmazon f = oo p-m.m.

12.5. tétel. Legyenck o < 3 (pozitiv) mértékek (X, M)-en, g = 92 és f e L(a). Ekkor

ds
Lfdoz _ L fgds.

Bizonyitas. Ha f egyszerii fiiggvény, akkor trivi, majd monoton konvergencia.
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12.6. megjegyzés (KT). A Radon-Nikodym derivélt formuldjanak megjegyzési modja ugyan az, mint
a helyettesitéses integralnél: hagyjuk el az integraljelet, majd f-et. Atosztva df-val adodik az allités.

12.7. lemma. Legyen (X, M, u) mérték, f mérhetd figgvény, amelyre létezik SX fdu. Ekkor a
V(H) = §,, fdu eldjeles/komplex mérték totdlis varidcidja

() = | 11idn

Bizonyitas. Trivi, hogy barmely H < X-re

[9(H)| = f fdu‘ <J | fldpe.
H H
A mésik iranyhoz vegyiink egy n > 4 egészt, és k = 1,...,n esetén legyen
Ap = {x e H: —Qw(ffl) < arg f(x) < %}

2k < 27 2T 2
=ZJ Re (e7"= )du}ZJ |f|cos—d,u=cos—2j |f|d,u=cos—f |f|dg.
k=1 Ak n o A nJu

27
cos | |fldu < r(t) < | |ldn,
n Jg H
és n — oo-vel kész.

12.8. tétel. Ha ¥ komplex mérték (X, M)-en, és a totdlis varidcidja T, akkor van olyan f figgvény,
amelyre |f| =1 és

mmzﬁjw.

Bizonyitas. Legyen g = %, avagy O(H) = §,, gdr. Az €l6z6 lemma szerint 7(H) = {,, |g|d,

vagyis §,(]g| — 1)d7 = 0 minden H-ra, ami azt jelenti, hogy |g| = 1 7-mm. Ahol g nem egységnyi,
ott tetszés szerint megvaltoztathatjuk...

12.9. definici6. ElGjeles/komplex mérték szerinti integral: ha o el§jeles/komplex mérték és a totélis

variacidja 7, akkor legyen
f fdo = J f@dr
H H dT

.....

LﬁW:LﬁM—LﬂM

13. A maximalis operator

Differenciélbézis. Also és fels6 derivaltak. Szimmetrikus, kozonséges és erds derivalt. Maximalis operator.
A maximalis operator, az als6 és a fels6 derivalt mérhetésége. A maximalis operator tétele. Lokalisan
véges mérték also és felsg derivaltja m.m. véges.
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Most RP-beli lokalisan véges elGjeles Borel-mértékeket fogunk derivalni.

Differencialbazisok; el6jeles mérték derivaltja

13.1. definicié. Legyen G < RP nyilt, B = B(G). A D < G x B halmaz "differencialbazis", ha
minden (a, A) € D esetén A korlatos, A(A) > 0, és a € G és ¢ > 0 esetén létezik olyan (a, A) € D,
amelyre A c B(a,¢).

A D differencialbazis "regularis", ha minden a € G € D-hez van olyan o(a) > 0 strtiség, hogy
minden (a, A)-ra van olyan r, hogy A\B(a,r) nullmértékd és A\(A) = o(a) - A(B(a,r)), vagyis ha
vessziik a legkisebb, az A-t majdnem tartalmazé gombot, akkor az A a gémbnek legalabb a o(a)
részét kitolti.

A D differencialbazis "egyenletesen reguléris”, ha a o(z) fliggvény konstans.

13.2. definicié. Legyen p elGjeles Borel-mérték G-n, D differencialbazis. A p also és felsé derivéltja
az a € G pontban legyen

g i 4 A
Dpu(a) = Tl_lgl_i_ mf{)\(A) :(a,A)e D, A c B(a,r)} ,
illetve

Dppi(a) = Tlir& sup {% :(a,A)e D, Ac B(a,r)} .

Azt mondjuk, hogy a D bazis differencialja u-t az a pontban, ha az also6 és a felsé derivalt egyenld
és véges. Ilyenkor Dppu(a)-val is jeldljiik.

13.3. példa. 1. Legyen p egydimenzios Lebesgue-Stieltjes mérték, aminek az eloszlasfiiggvénye F'.
A Dy, = {(a,[a,a+ 1)) :aeG,r > 0} bazis szerinti derivalt

o lleatr)) L Flatr) - Fla) o, ,
Dp,pfa) = lim Maasr) Lim . = F'(a + 0);
a Dy ={(a,[a—r7,a)):aeG,r >0} bazis szerinti derivalt
o mle=ra) o Flo)-Fla=r) ., ,
Doyuta) = lim S0y ~ A% ; = Fl(a—0);

a D3 = D; u D, bézis szerinti derivalt F'(a).

2. Szimmetrikus bazis: D = {(a, B(a,r)) : r > 0}, a szimmetrikus bézis szerinti derivalt a
"szimmetrikus derivalt".

3. Kockabazis: D = {(a,Q) : @ > a tengelyparhuzamos, zart kocka}, ebbdl lesz a "kozonséges
derivalt".

4. Téglabézis: D = {(z,T) : T 3 x tengelyparhuzamos, zart tégla}, ebbdl lesz az "erds derivalt".

A szimetrikus és a kockabazis egyenletesen reguléris, a téglabazis nem regularis.
hogy az a pont benne legyen a halmazban; példaul a Dy = {a,[a — r,a) : a € G,r > 0} differencial-
béazisban a halmazok nem tartalmazzak az a pontot.
13.5. megjegyzés. RP helyett tetsz6leges metrikus térben is van értelme az el6bbi fogalmaknak, ekkor
a Lebesgue-mérték helyett azt a mértéket is szabadon megvalaszthatjuk, ami szerint derivalunk.

13.6. lemma. o
D9y + 9s)

D, +19s)
Ha 9, és Yy is differencidlhato a D bazisban, akkor

D(91 + ¥s) = DYy + DVs.

Y + DV,
%+ Dy

YA
o O
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Bizonyitas. A lim sup szub-, illetve a lim inf szuperadditivitasabol kévetkezik

A tovabbiakban D a szimmetrikus bézis, a legtobb helyen nem is fogjuk kiirni. S&t, egy darabig
csak pozitiv mértéket (ami majd a ¢ totalis variacidja lesz) fogjuk derivalni.

Elgszor is azt fogjuk megmutatni, hogy Borel-mértékek derivaltjai Borel-mérhets fiiggvények.

13.7. lemma. Ha p > 0 Borel-mérték G-n, és 0 <t < o rdgzitett, akkor az

Fa) = s { LB

M 0 <r <]

figguény a.f.f., az
gt(:z)zinf{w:0<r<t}

figguény f.f.f., ezért mindkettd Borel-mérhetd.

Bizonyitas. (a) Rogzitsiink egy a € G pontot és egy ¢ < f'(a) szdmot tetszdlegesen.

Vegyiink egy olyan c;-et, amelyre ¢ < ¢; < f%(a). Ehhez létezik olyan A = B(a,r) gy, hogy
1(A)
A(4)
Ha § < 5- és x € B(a,d), akkor B(a,r) © B(z,r + ) < B(a,t),

pu(B(x,r +9)) < u(B(a,r)) - ( " )pcl >c
AB(x,r+0) ~ (Z)ABlar)  \r+o ’

r<teés

> C1.

fi(z) =

az utolsd el6tti egyenlGtlenség akkor igaz, ha § elég kicsi.
Tehat barmely ¢ < f*(a) esetén van olyan kicsi § > 0, hogy a B(a, d) kornyezetben f* > ¢. Vagyis
az f! fiiggvény a.f.f.

(b) Ugyanigy, vegyiink egy a € G pontot és egy ¢ > ¢'(a) szamot tetsz6legesen, majd ezekhez egy
p(A)
A(A)

ci-et, amelyre ¢ > ¢; > ¢'(a). Ehhez létezik olyan A = B(a,r) ugy, hogy r <t és
Ha § <r és z € B(a,0), akkor B(z,r —¢§) < B(a,r) < B(a,t), és

oy < BB =0) _ u(B(a,r) L
9 < XBar =) < = ABlar) (7“—5) L6

T

< (1.

az utolsd egyenlGtlenség most is csak elég kicsi 0 esetén igaz.
Tehat barmely ¢ > ¢'(a) esetén van olyan kicsi § > 0, hogy a B(a,d) kornyezetben ¢* < c¢. Vagyis
a g' fliggvény f.1.1.

13.8. lemma. Ha p > 0 Borel-mérték G-n, akkor Dy és Dy Borel-mérhetd.

Bizonyitas. Az el6z6 lemma jeloléseivel

Du(z) = lim fi(z) = lim fY"(z) és  Dp(z) = lim g'(z) = lim ¢g"/"(z),

t—+40 n—00 t—+0 n— 00

ahol f!(x) illetve ¢g'(z) az €l6z6 lemma szerint a.f.f. illetve f.f.f., tehat Borel-mérhet6ek, és Borel-
mérhetSk pontonkénti limesze is Borel-mérhetd.
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A maximalis operator

13.9. definicid. Legyen ¢ elGjeles vagy komplex Borel-mérték, a totélis variacidja 7, és legyen
0 <t < . Ekkor legyen

7(B(z,7))
A(B(z,r))
Ha t = oo, akkor a jelolésbdl elhagyhatjuk a ¢ indexet: M. Ha 9 az f fliggvény integralja, akkor
x,r f d)\
—SB( ") 71 0<r
A(B(z,r))
Az M' neve "maximalis operator" (mert mértékhez vagy fiiggvényhez rendel fiiggvényt), az M
a "maximalis fiiggvény".

Mtﬁ(x)zsup{ :O<r<t}.

irhatjuk azt is, hogy M'f vagy M f. Vagyis M f(x) = sup {

Trivialis, hogy ha ¥ elgjeles mérték, akkor —M19 < DY < DY < M9 (lim inf és lim sup az inf és
sup kozott van).

13.10. lemma. Az M'"9 mazimdlis fiigguvény a.f.f., tehdt Borel-mérhetd.
Bizonyitas. A 13.7 lemma els6 fele a 7 mértékre.

13.11. lemma. Véges sok gomb kozil kivdlaszthatoak pdronként diszjunktak gy, hogy a hdromszo-
rosuk az dsszes gombot fedje (A B(a,r) gomb hdromszorosa 3B(a,r) = B(a,3r)).

Bizonyitas. Legyen a gombok By, ..., B, sorrendje olyan, hogy r1 > ... >r, >0

A gombdk koziil kivalasztunk néhanyat, amelyek paronként diszjunktak. Mohoén, a gombdk mind-
egyikét sorban vagy kivalasztjuk, vagy nem. A Bj-et kivalasztjuk. A Bs-t akkor vélasztjuk ki, ha
nem metszi Bi-et. Ha a By, ..., By_1 gombokrsl mar eldontottiik, hogy kivalasztjuk-e: a By gémbot
akkor valasztjuk ki, ha nem metszi egyik korabban kivalasztott gombot sem.

Legyenek a kivélasztott gdmbok B;,, ..., B;,; ezek paronként diszjunktak. Azt allitjuk, hogy a
3-szorosra nagyitott B(x;,,3r:,), ..., (Tiy, 3riy) gombok lefedik ( J! | Bi-t. Vegyiink egy tetszéleges
x € | J;_, B; pontot; ezt valamelyik By, gomb lefedi. Ha By, kivalasztott gomb, akkor ennek 3-szoros
nagyitasa is fedi x-et. Ha By nem kivélasztott, akkor belemetsz egy néla korabban kivalasztott, tehat
egy nala nem kisebb kivalasztott gombbe: legyen ez Bj, és legyen y a Bj, és B; gombok egy kozos
pontja. Ekkor |z — x| < |z — x| + |zp — y| + |y — x| <7 + 16 + 15 < 31y, igy x € B(xj,3r;).

13.12. lemma (A maximaélis operator tétele). Ha 9 véges eldjeles vagy komplex mérték a G < RP
halmazon, akkor

p
MM > 1) < 2 Tt(G).

Bizonyitas. Ha K < G(M4v > t) kompakt, akkor minden x € K-hoz van olyan r = r(z) sugar,
amelyre ;gg:;; > t. Uyex Bz, r(z)) lefedi K-t; a kompaktsag miatt kivalaszthato koziilik egy
véges fedés; ezt a sugarak szerint csokkend sorrendbe tessziik. Tehat vannak olyan zq,...,z, € K
pontok és | = ... > r, > 0 sugarak, avagy By = B(xy, rp) gombok, amelyek fedik K-t.

Ezek utan alkalmazzuk az el6z6 lemmat a gombokre, kapunk olyan diszjunkt B, , ..., B;, gom-

boket, amelyekre K Uszl 3B;,. Tehat

MEK) <

~

t t

i T(B(xik’rik)) < 3PT(G)'

=

N
A(B(i,,3r3,)) = 3" > M(B(xi,,14,)) < 37
k=1

k=1 k=1

Ez minden kompakt K < G-re igaz, tehat a Lebesgue-mérték regularitasa miatt a G(Mv > t)
halmazra is.
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13.13. koévetkezmény. Ha ¥ lokdlisan véges, akkor DO és DV is A\-m.m. véges.

Bizonyitas. A G felbomlik megszamlalhaté sok olyan Gy, G, ... gombre, amelyen 7 véges.
Legyen 0,,(H) = 9(H n G,,); ez egy véges elGjeles mérték; az G,, gdmbon beliil ¢ és 4, also és felsd
derivaltja megegyezik. o

Mivel — M9, < D9, < D9, < Mv,,, barmely t > 0 esetén

— 3F7.(G
M D0,| = o) < A(MY,, = 20) < A(My, > 1) < %

Az t — oo hataratmenetbdl o
M| DY,| = ) = 0.
A G, belsejében tehat DY m.m. véges, tehat a gombdk uni6jan is.
13.14. megjegyzés (KT). Azt mondjuk, hogy egy L;-operator gyenge egy-egy tulajdonsagi, ha teljestil
r4 a maximalis operator tétel. Azt mondjuk, hogy er6s egy-egy tulajdonsagu, ha tetszéleges £

fiiggvény Li-normajat legfeljebb konstansszorosara noveli.
A maximalis operator tétel fliggvényekre vonatkozo alakja a kovetkezd:

)\(Mf>t)<3pr‘1

Ennél erésebb lenne, ha
|Mfli=c-|flx

teljesiilne alkalmas ¢ konstansra, de ez sajnos altaldban nem igaz.

14. Borel-mértékek differenciilasa

Lokalisan véges Borel-mérték akkor és csak akkor szingularis, ha a derivaltja m.m. 0. Lebesgue-pont. Ab-
szolut folytonos mérték m.m. differencialhato, és a derivaltja megegyezik a Radon—Nikodym derivalttal.
Mérhets burok. Also és felss stirtiség. Stirtiségi tétel. [Petruska, 100-105. o.]

Lebesgue-pontok

14.1. definicié. Legyen H < RP, f : H — R vagy f : H — C mérhet6. Az xy € int H pont az f
fiiggvénynek "Lebesgue-pontja", ha

lim SB(xO,T) ‘f - f(xo)]dA B

r—0+ )\(B(xo, 7’)) B

Trivi, hogy minden folytonosségi pont Lebesgue-pont.

xo,T fd)‘
14.2. megjegyzés (KT). Ezzel a definicioval az a célunk, hogy rl—if& %

(azaz a pont koriil az integralatlag egyenld legyen a pontbeli fliggvényértékkel); és latszik, hogy a
haromszog-egyenlStlenség miatt a Lebesgue- pontokra ez valoban fennéll.

Az is vilagos, hogy ez nem teljesiil minden fliggvényre: ha egy f fliggvényre és egy xo pontra
véletleniil igaz, akkor f(xo) — t tetszélegesen megvaltoztatva a limesz véaltozatlan marad, mig a jobb
oldal nem.

= f(xg) teljesiiljon

14.3. definici6. Az f fiiggvényt lokalisan integralhatonak nevezziik H-n, ha minden pontnak van
olyan kornyezete, amelyen az integral véges (Vagy ekvivalensen: minden K < H kompakt halmazon
az integral véges. Még ekvivalensebben: minden K < H korlatos halmazon az integral véges).

14.4. tétel. Ha f lokdlisan integrdlhato H-n, akkor H m.m. belsd pontja Lebesque-pontja f-nek.
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Bizonyitas. A H-t lefedhetjiik olyan gombokkel, amelyeken f integrélhato, igy elég integralhato
f-re bizonyitani, vagyis f € L esetén.

Rogzitstink két pozitiv egészt, k-t és m-et.

Az Ly térben stirtin vannak az olyan "szép" fliggvények, amelyek véges sok téglalapon konstansok,
azokon kiviil az értekiik 0. Legyen g egy olyan szép fiiggvény, amelyre | f—g[; < 1, éslegyen h = f—g;
ekkor tehat |h[; < 1.

Ha egy x pont nem esik egyik téglalap hatarara sem, akkor = egy kis kornyezetében g = 0, és igy

f 1 — fo)ldr = f h— h(z)|d\ < f (1] + [h(z)])dA,
B(z,r) B(z,r) B(z,r)

(ez utobbi egyenlétlenség a haromszog-egyenlStlenség miatt teljesiil),

B(z,r f_fxd)\ Bla.r hld)
S ( )3(|B<x’r()))’ < ‘h(x)] + S)\((B()—x|,7|“)) < ]h(x)| + Mh(x),
lim sup SB(I,T) |f - f($)|d)\ < |h(q;)| N Mh(x)

0+ AN B(z,7))

SB(;c,r) [f—f(z)[dA

B > L akkor ott |h(x)| és Mh(x) valamelyike legalabb

Ha az x pontban limsup,_,q

ﬁ. Ezért
Spn |f = f@)dX 1 1 1
I : — < A(|h]>— Mh>—) <
A (ﬂﬁﬂp AN B(z,1)) " m A <| > Qm) A ( g 2m)
{Ihldx 37§ |hldA om(1 + 3°)
< = P LTI
vem  Temy - a3 < —=
Ttt

(1> 55) =

a trivialis Csebisev-tételbdl kovetkezik, mig

1 37 { |h|dA

a maximalis operator tételébdl.
Ebbdl k — o0, majd m — oo hataratmenettel

: SB(a:,r) |f = f(x)|dA 1y
A (113222‘) \B@))  m)

) SB(x,r) |f = fz)]dA
A <hfrl?)1ip NGB @) >0 =0.

14.5. megjegyzés (KT). Azt az allitast, hogy: az L; térben stirtin vannak az olyan "szép" fiiggvények,
amelyek véges sok téglan konstansok, azokon kiviil az értékiik 0; gyakorlaton bizonyitjuk.

A tovabbiakban a fenti tétel kdvetkezményeit vizsgaljuk.

14.6. kovetkezmény. [KT] Ha f lokdlisan integrdlhato H-n, akkor

oy JAA
lim SB( 0.7)

50 AN(B(z0,7)) f (o)

m.m. xo € H-ban
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Bizonyitas.

SB(xo,r)<f — f(xo))dA SB(%,T) |f = f(2o)|dA

AMB(o,r) | ABlwer)

SB(mo,r) fd)\ .

—)\(B(xo,r)) f(zo)

Itt az egyenlGség azért teljesiil, mert f(zo) atlaga onmaga; az egyenlStlenség pedig azért, mert az
integral abszolutértéke legfeljebb az abszolutérték integralja.

14.7. kovetkezmény. [KT] Ha ¥ lok. véges, abszolit folytonos (a Lebesgue-mértékre nézve) eldjeles
dg
mérték RP-n, akkor DY A-m.m. létezik és DY = I A-m.m.

dv
Bizonyitas. A Radon-Nikodym tételt alkalmazva kapunk egy lokélisan integralhatd f = Y

fliggvényt, amelyre ¥(F) = SE fdX minden E halmazra. Erre a 14.6 kdvetkezményt alkalmazva kész
vagyunk, hiszen
SB( fdA
lim oS~ Dy ().
0+ \(B(z0,7)) (w0)
14.8. megjegyzés (KT). Ezt késébb altalanositani fogjuk (megengediink maés differencialbazist is a
gombokon kiviil; illetve nem abszolut folytonos 9 esetén a Lebesgue-felbontésanak abszolut folytonos
tagja fog bejonni. ).

14.9. kovetkezmény (Lebesgue strtiségi tétel mérhets halmazokra). [KT| Tetszdleges H < RP

mérhetd halmazra
MNH n B(z,r))

r—0+  A(B(z,71))

A-m.m. x € H, és

A-m.m. v € RP\H
Bizonyitas. Alkalmazzuk a 14.6 kovetkezményt f = ypy-ra.

14.10. definici6. A
lim MNH n B(z,r))
i

=0+ MB(z,7))
hatéarértéket az x pont H-beli stirtiségének nevezziik, és d(x, H)-val jeloljik.
A H halmaz stirtiségi pontjai azon x € H pontok, melyekre d(z, H) = 1.

Ezekkel a definiciokkal 14.9-et a kovetkezGképpen fogalmazhatjuk meg: tetszéleges H < RP mér-
het6 halmaznak \-m.m. pontja stirtiségi pontja.

14.11. mese. A szakasz hatralevs részében a tételek bizonyitésat az olvasora bizzuk.

14.12. definicio (Strtségtopologia). H < RP d-nyilt (azaz a striiségtopologia szerint nyilt), ha Va €
H : d(xz,H) = 1, azaz minden pontja stirtiségi pont.

14.13. tétel. A siriségtopoldgia tényleg topologia.
Bizonyitas. Trivi: a teljes tér, illetve iireshalmaz nyilt, és véges metszetre zart.

Nem trivi: tetsz6leges uniora zart.
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14.14. lemma. T, © 74, vagyis a suriségtopologia bévebb, mint az euklideszi.
Bizonyitas. Trivialis.

14.15. definicio. f: R — R approximative folytonos, ha 7.-nyilt 6se 74-nyilt.
f R — R approximative folytonos az xo pontban, ha V Vj(,,) 7.-nyilt kornyezetre 3 U, 74-nyilt
kornyezet, hogy f(Usz,) © Vi)

14.16. tétel.
1. f mérhetd < f approximative folytonos majdnem minden pontban.
2. f korldtos és approzimative folytonos = f derivdltfiggvény (3 F : F' = f)
3. [ approximative folytonos = f Darboux és Borel (ez kovetkezik 2.-b6l)
4. Ha f korldtos és f.f.f. vagy a.f.f., akkor f approximative folytonos < f derivdltfiigguény

14.17. tétel. (RP,714) dsszefiiggd.

Derivalt és Radon—Nikodym derivalt

14.18. lemma. Ha B lok. véges, szinguldris Borel-mérték, akkor DB = 0 m.m.

Bizonyitas. Komplex mérték esetén a valos és a képzetes részt kiilon-kiilon derivaljuk, ezért elég
elGjeles mértékekre bizonyitani. A 13.13. kovetkezményhez hasonloan elég zart gébmbok belsejére
bizonyitani, ezért az is feltehetd, hogy [ véges.

Legyen 7 a [ totélis varacioja; ez is véges Borel-mérték.

Rogzitstink két pozitiv egészt, k-t és m-et.

Legyen H a [ egy Lebesgue-nullmértéki tartoja. A 7 lok. véges Borel-mérték, tehat reguléris;
van olyan K < H kompakt halmaz, amelyre 7(G\K) < 1.

Legyen 9(A) = B(A\K); ekkor persze 9 totalis variacioja 7(A\K). A K komplementuma nyilt,
ezen ¥ és (3 also és felsé derivaltja ugyanaz, tehat DY = DB és DY = DS A-m.m.

Ezek utan
— 1 — 1 1 P K P
A8 =LY 2 a (Do = L) <n(jpw = L) < ZTEE) _3m
m m m 1/m k
k — o0 majd m — oo,
— 1
A (]Dﬂ\ > —) =0
m
A(|DB|>0) =0
Ugyanigy lathato, hogy
A(IDB| > 0) = 0.

14.19. tétel (Mértékek differencidlasanak f6 tétele). Legyen D reguldris differencidlbazis, ¥ lok. véges
eldjeles vagy komplex mérték, a Lebesque-felbontdsa O = § fd\ + B. Ekkor Dpd = f A\-m.m.

Bizonyitas. Legyen a = { fd)\; megmutatjuk, hogy az f minden Lebesgue-pontjaban Do = f.
Mivel DS = 0 A-m.m. (lasd 14.18), és A-m.m. pont Lebesgue-pontja f-nek (lasd 14.4); ez elég is.

Legyen tehat zy Lebesgue-pont, és 0 < p = p(xg) < 1 a differencialbézis regularitdasaban szerepld
arany. Ha A < B(zg,7) és AM(A) > p- A\(B(zo, 7)), akkor

SA(f — f(x0))dA < SA |f — f(zo)|dA < SB(:L"Q,T) |f = flzo)|dA
A(4) h A(4) © pAMB(xo, 7))

a(A)

M—f(%)

—
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14.20. tétel. Egy [ lok. véges eldjeles vagy komplexr mérték akkor és csak akkor szinguldris, ha
Dp =0 A-m.m.

A strtiségi tétel
14.21. definici6. H < RP-nek A mérhets burka, ha A € L(RP), A > H és () minden B € L(RP),
B o H-ra \(A\B) = 0, avagy, minden B € L(R?), H ¢ B < A-ra A\(A\B) = 0.

14.22. lemma. 1. Minden halmaznak létezik mérhetd burka; még Gy is.
2. Ha M, és My is mérhetd burok, akkor A(MiAMs) = 0.
3. Ha M mérhetd burka H-nak és A mérhetd, akkor M n A mérhetd burka H n A-nak.

Bizonyitas. 1. Tekintsiink egy tetsz6leges H — R? halmazt; ehhez konstrualunk mérhetd burkot.

Osszuk fel a teret korlatos kockdkra: R? = | J_| K,,, és legyen a H halmaznak az n-edik kockaba
esS része H, = Hn K,, .

Vegyiink minden k-hoz és n-hez egy olyan G, ; nyilt halmazt, ami 1/k-nal pontosabban fedi a H,
halmazt: H,, © Gpp, AM(Gnr) < MH 0 K,) + % Ezek utan legyen

0 0
My = () Gur,  M=[JM
n=1

k=1

Azt allitjuk, hogy M mérheté burka H-nak. Az trivi, hogy M is mérhets, M,, > H, és M > H.
A (#) ellendrzéséhez vegyiink egy tetszéleges B > H mérhet6 halmazt. A K, kockdban H, c
B n M, < M,, ezért minden k-ra

MNH,) < MB n M,) < \M,) < XNGnr) < MNH,) + —;
A k — oo hatardatmenetbdl

MNB n M,) = XNM,) = XH,),
a kettd kiilobnségébdl A\(M,\B) = 0, végiil

A(M\B) :i M,\B) = 0.

2. Mivel M; és My o H, a mérhetd burok definiciojabol A(My\M;) = 0. Az M, M felcserélésével
A M\ M,) = 0.

3. Az vilagos, hogy M n A mérhets és tartalmazza H n A-t; ismét csak (x)-t kell ellendrizni.
Tegyiik fel, hogy B mérhets és B > H n A. Mivel B fedi a H n A halmazt, Az M pedig a teljes H
halmazt, H-nak nem lehet eleme az (M n A)\B atomban:

Akkor viszont H-t fedi az M\ ((M n A)\B), és igy, mivel M mérhets burka H-nak,

A((M A A)\B> _
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14.23. megjegyzés. A bizonyitasban egy G, halmazt konstrualtunk, de nem tul nehéz meggondolni,
hogy val6jaban Gjy is.

14.24. definicié. Legyen H — R?, a mérhet burka M, és tekintsiik a u(A) = N(AnH) = A(An M)
mértéket. A H halmaz also és felsG stirtisége az x € RP pontban

1) = Dute) = im0 5

illetve

— ) = limin AB(,1) 0 H)
d(w, H) = Dpu(w) = liminf =70

strlisége

Az x a H-nak stirtiségi pontja, ha d(x, H) = 1.

14.25. tétel (Lebesgue-féle stirtiségi tétel). (a) m.m. x € H striségi pont.
(b) H akkor és csak akkor Lebesgue-mérhetd, ha m.m. x ¢ H-ra d(x,H) = 0.

Bizonyitas. (a) Legyen M mérhets burka H-nak és f = ya. Ekkor p(A) = \(AnM) = §, fdA.
Ezért Dy = xp m.m.; specidlisan mm.x € H ¢ M-re Du(x) = 1.

(b) Legyen N az RP\H mérhets burka, v(A) = A(An N) és g = xn.

Ha H mérhetd, akkor lehet M = H és N = RP\H, és a két stirtiség is komplementere egymasnak.

Ha H nem mérhets, akkor A\(M n N) > 0. Ugyanis R°\N < H < M, vagyis H két mérhets
halmaz kozé esik, ezek kiilonbsége nem lehet nullmértékd (mivel ekkor M\((M n N) n (RP\H)) = H
is mérhetd lenne a teljesség miatt). A kiilonbség viszont éppen M n N. A metszet pontjaiban H
strtisége 1 m.m. .
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15. Abszolat folytonos és szingularis fliggvények

Abszolut folytonos és szingularis fiiggvények. Az abszolut folytonossiag atfogalmazésa e, d-val. Példa
szigortian monoton és folytonos, szingularis fliggvényre. A Lipschitz-tulajdonsag, az abszolut folytonossag
és korlatos valtozas kapcsolata. Szingularis fiiggvény derivaltja m.m. 0. Abszolit folytonos fiiggvény
m.m. differencialhato, és a derivalt integralfiiggvénye. Korlatos valtozasu (spec. monoton) fiiggvény
m.m. differencialhat6. (Petruska II, 22. fej.)

Most azzal fogunk jatszani, hogy a Borel-mértékek differencidlasarol szolo tételeinket atirjuk az
eloszlasfiiggvényeikre.

Monoton nové fiiggvények

15.1. definicié. Legyen I < R intervallum, F' : I — R monoton névs, ¢r a megvaltozasabol
szarmazo6 Lebesgue-Stieltjes mérték.

F "abszolit folytonos", ha pp « .

F "szingularis", ha pp L A.

15.2. példa. A Cantor-fiiggvény folytonos, és szinguléris, nem abszolit folytonos.

Végtelen sok szinguléris, folytonos mérték osszegébdl nyerhetiink szigortian monoton, folytonos,
szingularis fiiggvényt.

(Emlékeztetsiil, az eloszlasfiiggvény a 0 mértéki pontokban folytonos.)

15.3. tétel. Minden monoton novd fiigguény felbomlik egy abszolit folytonos és eqy szinguldris figg-
vény 08szegére. -0

Bizonyitas. A monoton nové fiiggvénybdl kapunk egy mértéket, erre alkalmazzuk a Lebesgue
felbontéasi tételt.

16. Abszolut folytonos fliggvények (részben KT altal utolag le-
irt talalasa) és Newton-Leibniz szabaly Lebesgue integralra

Tanultuk, hogy a Riemann integral és a derivalas bizonyos értelemben egymés inverzei: alkalmas
enyhe feltételekkel

(i) adott f fuggvény F' integralfiiggvényének derivaltja f,

(i) adott F fiiggvény f derivaltjanak integralfiiggvénye F plusz konstans.

A pontos feltételeket az alabbi klasszikus tételek tartalmazzak:

16.1. tétel. 1. Ha [ folytonos egy I nyilt intervallumon, xo € I és F(x) = Sio f(t)dt, akkor
F' = f az I intervallum minden pontjaban.

2. (Newton-Leibniz szabdly) Ha az F figguény differencidlhatd egy I nyilt intervallumon, és f = F’
integrdlhato I zdrt részintervallumain, akkor F(b) — F(a) = SZ f(t)dt teljesil minden |a,b] < I
intervallumon.

Azt fogjuk vizsgalni, hogy (i) és (ii) milyen formaban teljesiilnek Lebesgue integralra.

Kezdjiik az (i)-essel. Ha f-et nullmértékd halmazon megvaltoztatjuk, akkor a Lebesgue integ-
ralassal vett integréalfiiggvénye nem valtozik, tehat az a természetes kérdés, hogy milyen (I nyilt
intervallumon értelmezett) fiiggvényekre teljesiil az alabbi allitas:

(i) adott f: I — R fliiggvény F' integralfiiggvényének derivaltja majdnem mindeniitt f.
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Az nyilvan sziikséges, hogy f lokélisan integralhato legyen. A jo hir az, hogy ez elég is, s6t
ehhez most mar dolgoznunk sem kell, mert szinte azonnal kovetkezik a Mértékek differencialasénak
f6 tételébol (14.19).

16 2. tétel. Ha f lokdlisan integralhaté az I nyit intervallumon, xy € I és F(x S f, akkor
= f I-n majdnem mindenditt.

Bizonyitas. Legyen ¥(FE) = SE fdX és legyen D = Dy u Dy, tigy mint a 13.3 példaban. Ekkor
a Mértékek dlfferenmalasanak f6 tétele (14.19) szerint DptY) = f majdnem mindeniitt, masrészt D
definicioja miatt Dpt = F”.

Ezért a tovabbiakban a (ii)-es problémaéval foglalkozunk. Mivel az integralfiiggvény definidlasédhoz
elég, ha f majdnem mindeniitt létezik, ezért természetes azt a kérdést nézni, hogy milyen (I nyilt
intervallumon értelmezett) F' fliggvényekre teljesiil az alabbi allitas:

(ii") Ha F' = f majdnem mindentitt /-n, akkor F'(b) — = S )/ teljesiil minden [a,b] < T
intervallumon.

A F figgvény m. m. differencidlhatosaga és F’ lokalis integralhatosaga nyilvan sziikséges. Az
ordoglépess (més néven Cantor fliggvény) mutatja, hogy ez nem elég: (ii’) még monoton névé folyto-
nos fliggvényekre sem mindig igaz, hiszen ez egy olyan nem konstans fiiggvény, amelynek a derivaltja
majdnem mindeniitt nulla.

Vegyiik észre, hogy ha F' elgall integralfiiggvényként, akkor lokéalisan korlatos valtozéasu, és igy
elgall két mononoton nove fiiggvény Osszegeként. Ezért van értelme elGszor azt azt vizsgalni, hogy
mely monoton névs fiiggvényekre teljesiil a fenti (ii”) allitas.

Monoton fiiggvények

16.3. tétel. Ha F' monoton nd az I nyilt intervallumon, ezek ekvivalensek:

(1) Az F' fiiggvény megudltozdsdbol szdrmazd Lebesque-Stieltjes mérték abszolut folytonos.

(2) Az F fiigguény majdnem mindeniitt derivdlhato I-n és F'(b)—F(a) = S[a’b] F’ minden [a,b] c I
intervallumon.

(2°) Van olyan f = 0 mérhetd figgvény, amelyre F(b) = S ) [ minden [a,b] = I inter-
vallumon.

(3) Minden [a,b] < I kompakt intervallumhoz és € > 0-hoz van olyan 6 > 0, hogy bdrmely n és
a<T <Yy STy <Y <...< Ty <Yp <b, 2(yi — ;) <0 esetén X |F(y;) — F(z;)| <e.

Bizonyitas. (1) = (2): El6szor is pr < A, ezért minden pont mértéke 0, és ezért I folytonos.

Legyen f = d‘pF. AD={lz,z+7),[x—rz):zel,r>0} differencidlbazisban F' = Dppp = f
m.m.

(2) = (2/): Vilagos.

(2") = (3): Legyen a, b, e adott, ezekhez szeretnénk megfelels 0 szamot talalni.

Az f fiiggvény integralhato [a, b]-n, ezért van olyan szép g : [a, b] — [0, o0) fliggvény, amely tehat
véges sok szakaszon konstans, és S[a,b] |f —gld\ < 5. Legyen K = maxg + 1. Azt allitjuk, hogy
0 = 5% jo lesz.

Tekintstlink egy tetszlleges a < 21 < y1 < 22 < ¥ < ... < 2, < Y, < b intervallumsorozatot,
amelyre > | (y; — ;) < 0. Erre a sorozatra

n

; (F(y) — Flxy)) = if[w fd < Zn;f

EZRT

| (g9+1f—gl)dr <

Kd)\—IrJ
)

[a

- € £
—gld)\ < K — — < Ké+-=-¢.
’b]|f q] ; ;) 2< +2 €
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(3) = (1): Tekintsiink egy tetsz6leges N < I nullmértékii halmazt; azt kell igazolnunk, hogy
er(N) = 0. A pp regularis, ezért elég ezt az N kompakt részeire igazolni. Legyen tehat K < [
kompakt, A\(K) = 0. A K benne van egy [a,b] < I intervallum belsejében: K < (a,b) < [a,b] < 1.

Tetsz6leges e-hoz vegylink egy, a (3) tulajdonsdgnak megfelels §-t. Fedjiik le K-t nyilt inter-
vallumokkal, amelyek Lebesgue-6sszmértéke d-nal kisebb. Ebbdl valasszunk ki egy véges fedést. A
fedésben lehetnek tobbszorosen fedett részek, de a fedés unidja mindenképpen véges sok diszjunkt
relativ nyilt intervallumbol all; legyenek ezek (x1,41), ..., (Tn, yn). A fedés Lebesgue-mértéke

Z(yz — ;) <0,
i=1

a (3) tulajdonsag alapjan

er(K) < 3 or((@m) < 3 (Flu) — F(x) <e.

i=1
Az ¢ — 0 hataratmenetbdl ¢p (K) = 0.

A 16.3 tétel (1) ekvivalens éllitdsa magyarazza, hogy a monoton F' fiiggvénynek ezt a tulajdonsa-
gat abszolut folytonossagnak nevezziik. Mivel a (3) tulajdonsagnak barmilyen fiiggvény esetén van
értelme, ezért altalanos esetben az lesz a definicio.

16.4. definicio. Egy f : [a,b] — R fiiggvényt abszolit folytonosnak mondunk, ha minden € > 0-hoz
van olyan § > 0, hogy barmely n és a < 71 <3 < 2o < Y2 < ... < Ty < Y < b, D J(ys — ;) <0
esetén > |F(y;) — F(x;)| < e.

Egy I nyilt intervallumon értelmezett fliggvényt abszolit folytonosnak mondunk, ha minden
[a,b] = I intervallumon abszolut folytonos.

Tehat monoton novs fliggvény esetén az abszolut folytonossig ekvialens a 16.3 tétel mindegyik
allitasaval.
16.5. megjegyzés. Sajnos nyilt intervallumon a terminolégia nem egyértelmi. Sokan ott is ugyanazt
kovetelik meg az abszolut folytonossaghoz mint amit mi [a, b]-n megkoveteliink, és lokdlisan abszolit
folytonos-nak hivjak azt, amit mi abszolut folytonosnak hivunk.

cz 2

A 16.3 (1) ekvivalens allitasanak analogidjara definidlhatjuk monoton névé fiiggvények szingula-
ritasat is.
16.6. definici6. Legyen I < R intervallum, F' : I — R monoton novs, ¢r a megvaltozasabol
szarmazo6 Lebesgue-Stieltjes mérték. Az F fiiggvényt szinguldrisnak mondjuk, ha ¢p L A.
16.7. megjegyzés. Itt sem egyértelmd a terminolégia. Van aki a konstans fiiggvényt nem hivja szin-
gularisnak.

16.8. példa. A Cantor-fiiggvény folytonos, és szinguléris, nem abszoliut folytonos.

A fejezet végén latni fogjuk, hogy végtelen sok szingularis, folytonos mérték osszegébdl nyerhetiink
szigoruan monoton, folytonos, szingularis fiiggvényt.

(Emlékeztetsiil, az eloszlasfiiggvény a 0 mértéki pontokban folytonos.)

16.9. tétel. Minden monoton novd fligguény felbomlik eqy abszolit folytonos és eqy szinguldris fiigg-
VENY 0SSzegére.

Bizonyitas. A monoton névs fiiggvénybdl kapunk egy mértéket, erre alkalmazzuk a Lebesgue
felbontasi tételt.

16.10. tétel. Egy F' monoton novd figguény akkor és csak akkor szinguldris, ha F' =0 m.m.
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Bizonyitas. Ha F' szingularis, akkor a ¢r Lebesgue-Stieltjes mérték szingularis a Lebesgue
mértékre nézve, ezért az F' derivaltjat ado differencialbézis szerint differencialva majdnem mindeniitt
nullat kapunk.

Ha F’ = 0 majdnem mindeniitt, akkor az el6z6 tétel szerinti F' = F,, + F} felbontast véve F, = 0
m.m., ezért a 16.3 tétel szerint F, konstans, tehat F' szingularis.

16.11. tétel. Ha F' monoton, akkor m.m. differencidlhato.

Bizonyitas. Mivel az abszolut folytonos és a szingularis monoton fiiggvények is majdnem min-
deniitt differencialhatoak, ezért ez kovetkezik a felbontéasi tételbdl.

16.12. kérdés. Lattuk, hogy Lebesgue integralt véve és majdnem mindeniitt derivalhatosagot meg-
engedve, monoton fliggvényekre a Newton-Leibniz szabaly pontosan akkor teljesiil, ha a fiiggvény
abszolit folytonos. Mondhatunk valamit akkor is, ha a fliggvény nem abszolut folytonos?

16.13. tétel. Tetszdleges F : [a,b] — R monoton novd esetén S[a nt’ < F(b) — F(a). Egyenldség
pedig akkor és csak akkor van, ha F' abszolit folytonos.

Bizonyitas. A tétel mésodik fele kovetkezik a 16.3 tételbsl.

Ha F monoton, akkor felirhato F' = F, + F alakban, ahol F, abszolut folytonos, F szingularis.
Ekkor F, F,, F; majdnem mindeniitt differencidlhatoak: F’' = F. + F! m.m. Tovabba: F, = 0 m.m.
— F' = F) m.m.

F(b) — F(a) = F,(b) — Fy(a) + F,(b) — Fy(a) itt Fs(b) — Fs(a) =0

S[a,b] F' = S[aﬁ] F! = F,(b) — F,(a) < F(b) — F(a).

Eddig a Newton-Leibniz szabélynak azt a valtozatat vizsgaltuk, amikor az integralt Lebesgue
értelemben vessziik, a derivalasnal pedig megelégsziink majdnem mindeniitt differencialhatosaggal.
Most azt fogjuk nézni, hogy mindeniitt differencialhaté monoton fiiggvényekre mikor igaz a Newton-
Leibniz szabaly Lebesgue integrallal. A j6 hir az, hogy mindig! Mindez az aldbbi lemméan mulik.

16.14. lemma. Ha eqgy monoton nové F szinguldris és nem konstans, akkor van olyan pont, ahol
F' = .

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy F'(a) < F(b) és legyen ¢p az F megvaltozasabol kapott Lebesgue-
Stieltjes mérték. Mivel pp szingularis, ezért van olyan nullmértékd H < [a,b] halmaz, amelyre
or(H) = pp(la,b]) = F(b) — F(a) > 0. Fedjiik le H-t nagyon kis 6sszhosszissagt intervallumokkal.
Ekkor valamelyikben nagy lesz F' meredeksége a két végpont kozott. Erre az intervallumra ugyanezt
eljatszva, majd ezt ismételgetve, az intervallumok metszetében kapunk egy pontot, amelyben végtelen
a fels6 derivalt.

16.15. tétel. Ha F' monoton nd és mindenhol differencidlhato, akkor abszolit folytonos, és F(b) —
F(a) = S[a p FdA.

Bizonyitas. A 16.3 tétel miatt elég belatni az abszolit folytonossdgot. A szokasos F, + Fj
felbontést véve az el6z6 lemma miatt Fy csak konstans lehet.

Korlatos valtozasa és altalanos eset

Miutan a monoton fliggvényeket ilyen alaposan megvizsgaltuk, visszatériink az altaldnos esetre, és az
eddig belatott allitasok jelentds részét belatjuk akkor is - alkalmas médositasokkal, megszoritasokkal.
A 16.4 definiciobol tetszéleges fiiggvényekre konnyen adédnak az aldbbiak.

16.16. tétel. 1. Minden Lipschitz fligguény abszolit folytonos.

2. Minden abszolit folytonos fiigguény folytonos és lokdlisan korldtos vdltozdsii.
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Bizonyitas. Az elsé allitas vilagos. Ha F absz. folyt, legyen € = 1-hez 6 jo. Ekkor egy |[u, v]| = ¢

intervallumon. V([u,v]) < 1. Ilyen intervallumokat dsszegezve: Vi([a,b]) = [%52].

Mivel minden korlatos valtozasi, vagy akar lokalisan korlatos valtozasu fliggvény elGéll két mo-
noton noévé fliggvény kiilonbségeként, ezért az alabbi allitasok azonnal kévetkeznek a monoton névé
fiiggvényekre vonatkozo megfelels allitdsokbol.

16.17. tétel. Ha F lokdlisan korldtos vdltozdsi, akkor m.m. differencidlhato.

16.18. tétel. Ha F lok. k.v. és mindenhol differencidlhato, akkor abszolit folytonos, és F(b)—F(a) =
§p F/N.

Alkalmas modositéasokkal a 16.3 tétel is igaz marad lok. k.v. fiiggvényekre, de latni fogjuk, hogy
ott az ekvivalencidk nagy részé valojaban barmely fiiggvényre teljestil.

Az egyetlen kivétel a Lebesgue-Stieltjes mértékre vonatkozo, hiszen csak monoton névé fiiggvény
general Lebesgue-Stieltjes mértéket. Mivel két mérték kiilonbsége elGjeles mérték (ha legalabb az
egyik mérték véges), ezért két monoton fiiggvény kiilonbségére, vagyis k.v. fiiggvényekre mindez
kiterjeszthetd Lebesgue-Stieltjes féle elGjeles mértéket definidlva.

16.19. tétel. Egy korldtos wvdltozdsu F fiigguény pontosan akkor abszolut folytonos, ha az dltala
generdlt Lebesque-Stieltjes féle eldjeles mérték abszolit folytonos.

Az abszolut folytonossag Newton-Leibnizes ekvivalenciajahoz semmi extra feltétel nem kell.

16.20. tétel. Legyen I tetszdleges valds fiiggvény eqy I nyilt intervallumon. FEkkor a kovetkezdk
ekvivalensek.

(1) Az F fiiggvény abszolit folytonos.

(2) Az F' fiigguény majdnem mindeniitt derivdlhatd I-n és F'(b)—F(a) =
intervallumon.

(2°) Van olyan f figgvény, amelyre F(b) — F(a) = S[a’b] f minden [a,b] < I intervallumon.

) £ minden [a,b] = T

Bizonyitas. (1) = (2): Ha F abszolut folytonos, akkor korlatos valtozasu, tehat elGall két
monoton novs fiiggvény kiilonbségére, melyekre kiilon alkalmazhato az analog tétel.

(2) = (27) vilagos.

(2’) = (1): Mivel a véges értékid F integralfiiggvénye f-nek, ezért f biztosan lokalisan integralhato.
Tehat azt kell belatni, hogy lok. integralhato fiiggvény integralfiiggvénye mindig absz. folyt., vagy
azt, hogy mindig lok. korlatos valtozasu, és igy két monoton fiiggvény kiilonbsége, amire mar tudjuk.
Mindkét ut jarhato:

1. Remélhetéleg szerepelt gyakorlaton az a feladat, hogy ha f lok. integralhato egy tetsz. mér-
téktéren, akkor minden € > 0-hoz van olyan 6 > 0, amelyre ‘SE f | < ¢ valahanyszor F egy d-nal
kisebb mértéki halmaz. Ebbdl kapasbol kovetkezik, hogy barmely lok. inthaté fv. integralfiiggvénye
teljesiti az absz. folytonossag definiciojat.

2. Mivel f lok. integralhato, ezért barmely véges intervallumon | f| integralhato, az pedig konnyen
latszik, hogy az integralja fels6 korlat f totalis varidcidjara az adott intervallumon.

Fubini tétele monoton fiiggvényekbdl képezett sorok tagonkénti derivala-
sarol
(Ez az alfejezet http://people.math.sc.edu/howard/Notes/fubini.pdf alapjan késziilt.)

Fubini alabbi (a hires tételéhez képest kevésbé kozismert, de szintén alapvetd) tételének latszolag
nincs koze abszolit folytonos fiiggvényekhez, de a bizonyitds a 16.13 tételen alapul, amely szerint
tetszbleges F' : [a,b] — R monoton fiiggvény esetén SZ F' < F(b) — F(a). Tovabbi kapcsolodas,
hogy ennek a Fubini tételnek a segitségével viszonylag konnyd szigoriian monoton névéd, folytonos
szingularis fiiggvényt konstruélni.
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16.21. tétel (Fubini). Legyen f : [a,b] — R monoton névd, k =1,2,--- és az

sorozat konvergdljon pontonként |a,b]-n. Ekkor [a,b]-n m.m.

Bizonyitas. Legyen

k=1
ahol B
Roa)= Y fula)
k=n+1

A maradéka az n. Y, fy(x) részosszegnek. Vegyiik észre, hogy f és R, szintén monoton nové
fiiggvények és ezaltal a 16.13 tétel alapjan m.m. differencialhatéak. Legyen E azon pontok halmaza,
ahol az Osszes fi, és f figgvények differencidlhatoak. Nyilvanvalo, hogy [a,b]\E nullmértékd. Ha
x € E, akkor az Y _, fi(x) részosszeg is differencidlhato x-ben és ezaltal R), (x) = f'(x) — 20—, fr()
is létezik. Tehat, mivel R > 0,

= 2 i)+ Be) > 0 il
minden x € E. Tehat n — co alapjan

"(r) = ). fil) (1)

minden x € E-re.
Most ismét a 16.13 tételt az R,, monoton névé fiiggvényekre, ebbdl adodik

0> f R, (x) dz > R, (b) — Ru(a) = > (fu(b) — fi(a)).

k=n+1

Mivel >3 . fe(a) és X5, 1 fu(b) sorok konvergalnak, az Y,” . (fi(b) — fi(a)) sor is konvergal,
ezéltal limy, o D1 (fu(D) — fi(a)) = 0. Ezt kihasznélva kapjuk, hogy

b
lim | R, (z)dx=0 (2)

—
n—o0 a

J f'(z dx—J (Zi: )ldx+LbR;(x)dx
Jb R! (z) dx

)+ Jb R} (x) dz

Ezen feliil
[ 5o
<[ 5o
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Most n — oo és 2 adja, hogy
b
[ ar< [ S
a a k=1

De 1 miatt f/(x) = >~ fi(z) m.m.. Tehédt az egyetlen eset, melyben az utolsé egyenlétlenség allhat
az f'(r) = Y, fi(z) mm.. Es ezt akartuk belatni.

A fenti tétel a kulcs az alabbi konstrukciéban.

16.22. tétel. Létezik szigorian monoton novd, folytonos szinguldris figguény.

Bizonyitas. Legyen h(zr) az a fliggvény, amelyet gy kapunk, hogy a Cantor fiiggvényt kiter-
jesztjiik 0-ként a negativ szamokra és 1-ként az 1-nél nagyobb szdmokra. Igy h a teljes szdmegyenesen
monoton novd, folytonos szingularis fliggvény, amely a Cantor halmazon szig. mon. né. Legyen

e}
ahol (r,) a racionalis szamok egy felsorolasa. Koénnyen lathato, hogy a kapott f fliggvény a teljes

szamegyenesen szigoruan monoton né és folytonos. Mivel h szingularis, ezért A’ = 0 m. m., ezért a
fenti Fubini tétel szerint f' = 0 m. m., tehat f is szinguléris.

M|H

ZL‘—Tn

16.23. megjegyzés. Masik lehet&ség a fenti konstrukciora, hogy mindig a kiegészits intervallumokba
pakolunk a Cantor fiiggvény egy-egy megfelels affin képét.

VI. rész:

Szorzatmeértékek

17. Véges sok mértéktér szorzata

o-additivitas két meértéktér direkt szorzatan. Két mértéktér szorzata. Fubini-tétel (bizonyitas nélkiil).
Véges sok mértéktér szorzata.

Két mértéktér szorzata

17.1. lemma. Legyen (X, M, pn) és (Y, N,v) két mértéktér.

AY

X

>

A

(a) AT ={Ax B:AeM,BeN}, a "téglik" halmaza félgyiri;
(b) AT félgyirin az a(A x B) = u(A)-v(B) halmazfiggvény o-additiv, o-szubadditiv, és additiv.
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Bizonyitas. (a) Ahhoz, hogy T félgytri legyen, harom dolog kell: ¢§ € T, barmely két tég-
la metszete tégla, és barmely két tégla kiillonbsége elGall, mint véges sok tégla diszjunkt uniodja;
mindharom trividlis. Az abran a T'n U és Y\U felbontasa lathato.

T b
(AxC)x (B x D) (AxC)x (BN D)
A=

(ANC) x (B x D) {(,4 Ne) x (BN D)

D U
Az tires halmaz is tégla, példaul @ x e T.

(b) Tegyiik fel, hogy a T'= A x B tégla felbomlik a T;, = A, x B, tégldk (n = 1,2,...) diszjunkt
uniojara. Ekkor z € X, y € Y esetén

0
xa(@) xa(y) = xr(z,y) Z Xt (,y) Z ) X5, (1)
El6bb x, majd y szerint integrélva,

) xa) = ( [ xato du<x>) ) = [ xate) xoly) dute) =
| (2 2,y )dm )P 9 [ s 0te) = 3 A

n=1

o(T) = p(A) v(B) = L u(A) va(y) duly) = f (Z W(Ay) xs, <y>) duly) =
2107 S5 [ Ao 00) = 3 A(B) = 3l

n=1 n=1

tehat « tényleg o-additiv (és persze additiv is).
A o-szubadditivités kévetkezik abbol, hogy T félgytiri: a szokott moédon minden fedés kicserél-
hetd diszjunkt téglakkal valo fedésre, és elmetszhets a lefedett téglaval.

A 17.1. Lemma biztositja mértékkiterjesztés feltételeit: az o téglafliggvény kiterjesztheté mér-
tékké a téglak altal generélt o-algebrara.

17.2. definicio. Az (X, M, u) és (Y,N,v) mértékterek szorzata a (Z,S, ) mértéktér, ahol Z =
X XY, ¢, alemmabeli a-hoz asszocialt kiils6 mérték a Z halmazon, S a ¢, szerint mérhetd halmazok
rendszere, és ¢ az , megszoritisa S-re.

Véges sok mértéktér szorzata
A lemma és a definicié6 minden nehézség nélkiil kiterjesztheté n mértéktér szorzatara is.

17.3. definici6. (véges sok mértéktér szorzata)

Ha (X, My, pz) (k= 1,2...,n) mértékterek, akkor T = {A; x...x A, : Ay e My,..., A, e M,}
a téglak félgytirtje, ezen az a(A1 X...xAp) = p1(Ay)-. .. pn(Ay) fliggvény o-additiv. A mértékterek
szorzata (Z,S,¢), ahol Z = X7 x ... x X, halmazon, Yo @ Z — [0,00] az a-hoz asszocialt kiilsé
mérték, S a ¢, szerint mérhets halmazok rendszere, és ¢ a ¢, megszoritdsa S-re.
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A o-additivitasdnak bizonyitasa ugyanigy megy, mint a 17.1 lemmaban, csak a Beppo Levi tételt
nem kétszer, hanem n-szor kell alkalmazni.

17.4. példa. Ha p a p-dimenzios, v a g-dimenzios Lebesgue-mérték, akkor a szorzat a (p+ ¢)-dimenzios
Lebesgue-mérték. Ez majdnem trividlis, a valamelyik mérték szerint nullmértékd halmazokat kell
egy kicsit diszkutalni: minden mérhet halmaz egy F, halmaz és egy nullmértéki halmaz uni6ja stb.

A szorzatmérték szerinti integral atirasa tobbszoros integralla

17.5. tétel (Fubini). Legyen a (Z,S,¢) az (X, M,pu) és (Y,N,v) mértékterek szorzata, és f -
m.mérhetd Z-n. Ha f (végesen) integrdlhato’ vagy ha Z o-véges és SZ fdo létezik, akkor
(a) p-m.m. z-re létezik a g(x) =\, f(x,y)dv(y) paraméteres integrdl;

(b) § gdp =S, fde, avagy

foydﬂ$y ‘[(ffxy<h(0dM@-

Bizonyitas. Kiilon fejezetben.
17.6. megjegyzés (KT). Az f > 0 esetet szokas Tonelli-tételnek is nevezni.
17.7. kovetkezmény (17.5). [KT| Tegyiik fel, hogy az (X, p), (Y,v) mértékterek szorzata, (Z, ) o-
véges, [+ Z — R mérhetd, és (SY |l dv)dp, § (§, 77 dv)dp, §, (5, f~ dv) du kozil legaldbb az
eqyik véges. Ekkor SX (SY f dy) du és SY SX f dui(dl/ léteznek, és SX (SY f dy) dy = SY (SX f du) dv.
Bizonyitas. A Tonelli-tétel szerint (|f|, fT, f~ nemnegativak, ezért a tétel feltételei automa-
tikusan teljesiilnek) példaul oo > {, (SY fr dy) dp = §, ftdy, igy §, fde létezik (ha a pozitiv és
negativ rész koziil legalabb az egyiknek véges az integralja, akkor a fiiggvény integralja létezik.), ezért
a Fubini-tétel miatt készen vagyunk.

Ez a kévetkezmény a Fubini-tételnek egy hasznalhatobb alakjat adja a keziinkbe, hiszen a Fubini-
tétel eredeti alakjaban a feltételek ellenérzéséhez gyakran magét a tételt kellene hasznalni.

17.8. megjegyzés. A Fubini-tétel lehetGséget ad az integralok felcserélgetésére, feltéve, hogy a szor-
zatmérték szerinti integral 1étezik. A Jordan-mértéknél szokott eljonni az a kérdés, hogy tudunk-e

olyan nemnegativ f : [0,1] x [0,1] — [0, 00) fiiggvényt mondani, amelyre Sizo (S;:o [z, y) dy) dx

és Slfo (Slfo fx,y) da:) dy is létezik, de az értékiik kiilonboz6. A Fubini-tétel szerint Lebesgue-
y=0 \Jz=

mérhetd fliggvényekre a két integral mindig egyenls, mi pedig csak Borel-mérhets fliggvényeket tu-

dunk felirni. Nem mérhets fliggvények konstrualasahoz muszaj a kivalasztasi axiomat hasznalni.

17.9. példa. Tegyiik fel, hogy igaz a kontinuumhipotézis, és legyen < a [0, 1] halmaz egy w; tipusiu
jolrendezése. Tekintsiik a kovetkezd fliggvényt:

e - {3 T2

Barmely x-re csak megszamlalhato sok olyan y van, amely megel6zi z-et a jolrendezésiinkben. Ezért
barmely rogzitett z-re f(z,y) = 1 m.m. y-ra, és igy S[o 1 f(z,y)dA(y) = 1, tehat

Joon (L, Frm 0x0)) 0xe) =

Megforditva, barmely y € [0, 1]-hez csak megszamlalhato sok = < y létezik, tehat rogzitett y esetén

f(z,y) = 0 m.m. z-re, ezért
[ ([ senaw) o -o
y€[0,1] z€[0,1]
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17.10. megjegyzés (KT). A kontiuumhipotézis nélkiil is tudunk példakat gyartani, amelyre a Fubini-
tétel nem igaz: legyen (X, u) mértéktér, ahol X = wy, és

0, hal|F|<w
n(E) = 1B <
1, ha | X\F| <w,

a tobbi halmaz nem mérhets. Erre az el6bbi konstrukei6 ismét egy ellenpéldat szolgaltat.

17.11. megjegyzés. Mindkét esetben a Fubini-tétel azon feltétele sériilt, hogy az f fiiggvénynek mér-
hetének kell lennie. Ez mutatja azt, hogy f mérhetésége nem hagyhato el a feltételek koziil.

17.12. tétel (Friedman, 1980). A ZFC-vel konzisztens a kivetkezd dllitds: Legyen f : [0,1]*> — [0, )

tetszdleges fiigguény. Ha az Sme 0.1] <Sye[071] f(x,y)d/\(y)) d\(z) és Sye[O,l] <Sme[0,1] f(a;,y)dA(x)) dA(y)
kettds integrdlok létezniek, akk‘or egyenlo”k.

Tehéat, ha akarjuk, legalabbis pozitiv fliggvények esetén, szabadon szabad cserélgetni a t6bbszoros
szummakat és Lebesgue-integralokat. Ha akarjuk, létezik olyan eset, amikor nem, de nem tudunk
konkrét ellenpéldét felirni a ZFC-nél erésebb plusz feltételek felhasznalésa nélkil.

17.13. megjegyzés (KT). 17.12-ben f : [0,1]> — R-re nem igaz az allitas:

T
JJ x2 dydaﬁ—4

x? —y T

de dy = ——.

Jf x2+y v 4
2

y2 - )
(22 + 42)2
Ez latszolag ellentmond 17.7-nek, vagyis az ottani feltételek sériilnek:

Sé (S(l) |f] dﬁﬁ) dy, Sé (S(l) I* d$> dy, Sé (Sé [ dx) dy egyike sem véges.

17.14. megjegyzés (KT). Eddig lattunk pédat arra, hogy a Fubini-tétel feltételei koziil nem hagyhato
el f mérhetGsége, és Sz fdp létezése. Most arra is mutatunk példat, hogy a o-végesség sem hagyhato
el (még nemnegativ esetben sem).

Legyen a szorzatteriink ([0,1],A) x ([0, 1], szamlalomérték), és f = X{(z,2):we[0,1]} a2 4tl6 karakte-
risztikus fiiggvénye. Ekkor {{ fdzdy =§0dy =0,de {{fdyde =(1dz =1.

Itt tényleg a o-végesség sériil, mert f mérhets (lasd 17.16).

Vegyiik észre, hogy ez egyben arra is példa, hogy f (végesen) integralhato voltara is sziikség van
a tétel feltételei kozott.

(Ennek igazoldsahoz hasznéljuk fel, hogy D,, arctan £ =

17.15. megjegyzés (KT). A Fubini-tételt gyakran alkalmazzak halmazok karakterisztikus fliggvényére.

17.16. példa. [KT| Legyen u a szamlalomeértek [0, 1]-en; hatérozzuk meg a ([0,1],A) x ([0, 1], u)
szorzattér mérhetd részhalmazait.

Legyen  a szorzattéren A\-bol és p-bél szarmazo kiils§ mérték. ElSszor a @ szerint véges kiilsd
mértékd halmazokat vizsgaljuk, azon beliil is a véges kiilsé mértéki téglakat (mérhetd x mérhetd
alakt halmazok).

A {[0,1] x H : |H| < oo}, illetve a {K x [0,1] : A(K) = 0} alaka halmazok (illetve ezek
részhalmazai) lesznek a véges kiils6 mértéki téglak. Ha ugyanis egy T = A x B téglara u(B) < o
igaz, akkor B(T") < oo biztosan teljesiil (ez volt az els§ eset); ha pedig u(B) = oo, akkor ahhoz, hogy
?(T) = AMA) - u(B) < oo teljesiiljon, \(A) = 0-nak kell &llnia (2. eset).

Egy halmaz véges kiils6 mértékiiségéhez kell, hogy le lehessen fedni a fenti halmazok koziil meg-
szamlalhato sokkal. A {[0,1] x H : |H| < oo} halmazok megszamlalhato unioja {[0,1] x H :
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Hmegszamlalhato} alaka (tovabbiakban 1-es tipus), mig {K x [0,1] : A(K) = 0} alaka halma-
zok megszamlalhato unidja még mindig {K x [0, 1] : A(K) = 0} alaka (tovabbiakban 2-es tipus). Ha
tehat P(A) < o0, akkor A < B u C, ahol B l-es, C pedig 2-es tipust.

Ha %(A) < oo, akkor fedjiik le vizszintes szekciokkal: A < ([0, 1] x {x}). Itt az olyan szekciok,
amelyekre A n ([0,1] x {x}) Lebesgue-nullmértékd, C-be keriilnek; amelyekre a A(([0, 1] x {z})
halmaz Lebesgue-mértéke pozitiv, B-be keriilnek. Vagyis B és C definicidja miatt az el6bbi halmazok
unidjanak x tengelyre vett vetiilete Lebesgue-nullmértéki kell, hogy legyen (a révidség kedvéért ezt
a tulajdonségot T-nek hivjuk); az utébbiakbol pedig legfeljebb megszamlalhato sok lehet.

Ezek tehat mind sziikségesek ahhoz, hogy B(A) < oo teljesiiljon, és ekkor B(A) = > X(AY),

ye[0,1]
vagyis a vizszintes szekciokkal vett metszetek Gsszmértéke (ez értelmes, hiszen legfeljebb megszam-
lalhato nem 0 tag van az Osszegben). Ekkor nyilvian A pontosan akkor véges kiilsé mértékd, ha ez a
szumma véges. Tehat B(A) < o0 «== 31 A(AY) < o0, és ebben az esetben B(A) = > A(AY).
€[0,1 €[0,1
Most vizsgéaljuk a mérhets halmazgk[att.] Definici6 szerint egy halmaz pontosan aklio[r rllérhetc’i, ha

mindent jol vag ketté; de valojaban elég, ha minden véges kiils6 mértékit (azaz a fentebb vizsgalt
halmazokat) jol vagnak ketté. Tehat H mérhets @ szerint <= Vy : HY € L (Itt = vilagos, ha pedig
Jy : HY ¢ L, akkor a Lebesgue-mérhet@ség definicidja alapjén van olyan Lebesgue-mérheté halmaz,
amely része [0, 1] x {y}-nak, és HY nem vagja jol ketté. Mivel ez a halmaz H\HY-tol diszjunkt, ezért
ezt a halmazt H sem véagja jol ketté, tehat H nem mérhets). Ekkor

> ANHY), haT teljesiil
©(H) = < velo.1]
o0, kiilonben

Specialisan latszik, hogy a D = {(z,z) : = € |0, 1]} atl6 mérhets (mert Yy : A(DY) = A({y}) = 0),
és p(D) = oo, mert a T tulajdonsag nem teljesiil, hiszen a nullmértékd vizszintes szekciok (azaz az
osszes szekeid) x tengelyre vett vetiilete a teljes [0, 1] intervallum, ami nem Lebesgue-nullmértékd.

18. Végtelen sok mértéktér szorzata

Akérhany valoszintségi mértéktér szorzata. Bizonyitas a o-szubadditivitasra.

Ha a szorzatmértékek definicidjat végtelen sok mértéktér szorzatara akarjuk atvinni, tobbféle ne-
hézséghe iitkoziink: biztositanunk kell, hogy a téglaink mértékét kifejez6 — most mar végtelen sok
tényezbs — szorzatok sorrendfiiggetlenek legyenek; rdadasul végtelen sok o-algebra direkt szorzata
nem lesz félgytird. Az is el6fordulhat, hogy megszamlalhatoé soknal tobb mértékteret szeretnénk
Osszeszorozni, mert éppen olyanunk van, hogy 920 fliggetlen valoszintségi valtozot szeretnénk konst-
ruélni.

Ezeknek a nehézségeknek egy lehetséges feloldésa az, hogy csak valoszintiségi mértéktereket szor-
zunk Ossze, amelyekben a teljes tér mértéke 1, ([0, 1]-beli szamok végtelen szorzata mar nem fiigg
a sorrendt6l, hiszen logaritmusra attérve minden nempozitiv lesz, és igy a logaritmusok Gsszegében
fel lehet cserélni a sorrendet, ez az Osszeg értékén és létezésén nem valtoztat), tovabba csak olyan
téglakat hasznalunk, amelyeknek véges sok kivétellel minden éle a megfelels teljes tér (hasonloan
példaul a topologikus terek szorzatahoz).

Egy kovetkezd allomas lehetne az olyan téglik megengedése, amelyeknek megszémlalhatd sok
kivétellel minden éle az egész tér, de az ilyenek tgyis benne lesznek a generélt o-algebraban.

Mostantol tehat legyen I tetszéleges szamossagu, de azért nem iires indexhalmaz, és minden
i€ I-re (X;, M;, ;) valamilyen valoszintiségi mértéktér.
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A leendd szorzatmeérték alaphalmaza az X; halmazok szorzata, Z = X ,_; X; lesz. Ez tekinthetd az
olyan, I-n értelmezett fiiggvények halmazéanak, amelyek minden ¢ € I-hez X;-beli pontot rendelnek.
Ha I =N, akkora Z = X, ; X; = X?il X, halmaz elemei végtelen sorozatok.

A téglak az olyan T' = X ,_; A; "hengerhalmazok" lesznek, amelyekben minden i € I-re A; € M,
és véges sok i index kivételével A; = X;. Az A; halmazt (igy, egymas kozt, nem hivatalosan) a T'
tégla i-edik "oldalanak" fogjuk hivni.

A téglaink halmazat jelolje most is T, tehat

Tz{XAi:Vie[AieMi, és{ie]:Ai;éXi}véges}.

iel

AT = X.,A; téglahoz hozzarendeljik a

oAT) =] [ (A

iel

el

szamot. A szorzatban véges sok i kivételével minden tényezd 1, igy vehetjiik csak az 1-nél kisebbek
szorzatat, vagy a véges részszorzatok minimumat.

18.1. lemma. (a) T félgyird.
(b) Az . T — [0, 1] téglafiggvény additiv.
(¢c) Az o T — [0, 1] téglafiiggvény o-szubadditiv.

Bizonyitas. (a) Ahhoz, hogy T félgytri legyen, harom dolog kell: ¢ € T, barmely két tégla
metszete tégla, és barmely két tégla kiilonbsége elGall, mint véges sok tégla diszjunkt unidja.

Az tires halmaz is tégla, az egyik A;-t valaszthatjuk F-nek.

Legyen T' = X, ;A; és U = X, ;B; két tégla. Legyen J < I az olyan indexek halmaza,
amelyekre A; # X; vagy B; # X;. Atindexelve, feltehetjiik, hogy J = {1,2,...,n}. Innen pedig
minden ugyanugy megy, mint a 17.3 definicioban. :-)

(b) Tegytik fel, hogy egy T tégla az Uy, ..., U, téglak diszjunkt unidja. Legyen J < I az olyan
¢t indexek halmaza, amelyekre valamelyik téglank i-edik éle nem az egész tér; ez véges sok véges
indexhalmaz unidja, vagyis J véges. Ismét csak atindexelve, feltehetjiik, hogy J = {1,2,..., N}
Innen pedig minden ugyanigy megy, mint a 17.3 definiciéban. :-)

(c) Indirekt tegyiik fel, hogy a nem o-szubadditiv, vagyis van olyan T tégla, ami lefedhets az
U',U?, ... téglak uniojaval ugy, hogy >.°  a(U™) < «(T). Nyilvan mindegyik U™-et lecserélhetjiik
az U™ N T téglaval, igy a fedés tovabb csokken. Tehat feltehetjiik, hogy U™ < T

Az itt szerepl§ téglak élei Gsszesen megszamlalhatod sok iranyban lehetnek kisebbek, mint a meg-
felels mértéktér; ezeket atindexelhetjiik pozitiv egészekkel. Az Gsszes tobbi irdnyban minden szorzat
minden tényez&je 1. Tehat feltehetjiik, hogy atindexelés utdn I = N, a direkt szorzatok elemei
sorozatok.

Legyen T = X2, A; és minden n-re U" = X2, B". Mivel U" < T, az is igaz, hogy minden i
indexre B]' < A;. Az indirekt feltevés szerint

> a(U) < a(T),

S
—_
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Rekurzivan konstruélunk egy olyan t = (aq, as, . .

0 k 0
2 (mea»- [ m<B?>> <
n=1 i=k+1

i=k+1

H pi(A

.) € T pontot, ami a kévetkezst fogja tudni:

minden k = 0,1,2,... esetén. (2)

Ha k£ = 0, akkor az els¢ produktum iires, ezt most is 1-nek definialjuk.

A (2) szemléletes jelentése a kovetkezs. Vegyiik az z1 = aq,...,x
A baloldalon az els§ produktum értéke 0 vagy 1 attol fiiggGen,

"nyomét" — metszetét a hipersikkal.

r = ag hipersikot, és az Osszes téglaink

hogy az U™ tégla elmetszi-e a hipersikot. A masik két produktum a hipersikra esé vetiiletek modositott
mértéke, amit érthetGen az elsé k koordinata nélkiil szamolunk, ezért megy az index (k + 1)-t8l. A (2)
formula tehat azt fejezi ki, hogy az U™ téglak nyoménak Gsszege a hipersikon kisebb, mint a T tégla

nyoma.

A
Ll 2y Tht 3y -ee

4
/

T, .y T

A k = 0 esetben (2) egybeesik (1)-gyel, tehat igaz.

Ha k pozitiv egész, és aq, ...,

n(a;)

(vagyis (2) baloldalan az ay helyére az x valtozot tettiik).

0
amelyre f(ar) < [T pi(Ai).
i=k+1

Az A; halmazon integralva,

J f(@)dp(z :LZJ (HXB" (ai) - xpp (@
=§< >QMMQ

H XB"

ap—1 mar megvan, akkor vizsgaljuk a kovetkezs fiiggvényt:

XB”

) T s

i=k+1

)

Olyan a; € Ay pontra van sziikségiink,

>dﬂk( )

[Jr(A
i=k

) ] e

i=k+1

[T m

i=k+1

=[%< z>dw<>

Az f integralja kisebb, tehat az Aj halmaz egy pozitiv mértékd részén f < [[72, ., pi(A;); ebbdl a
pozitiv mértékid részbdl valasszunk egy ap pontot.

Ezzel megkonstrualtuk a (2)-nak eleget tevd ¢

= (a1, as, .. .) sorozatot.
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Az indirekt feltevésiink szerint a ¢ pontot fedi valamelyik U™ tégla, vagyis minden i-re xpm(a;) =
1. Az U™ egy hengerhalmaz, tehat véges sok 7 index kivételével B" = X, ezért elég nagy k esetén

k o0 o'e) k o0 (2) 0
L= [ Tl [T mBr) <) (mﬂa»- 1 m<Bf>) 21T mia) <
=1 1=k+1 n=1 =1 1=k+1 1=k+1

ellentmondas. Tehat o tényleg o-szubadditiv.

18.2. definicidé. Az (X;, M,, p;) valoszintiségi mértékterek (i € I) szorzata a (Z,S, ) mértéktér,
ahol Z = X, ; Xi, ¢o az a-hoz asszocialt kiils6é mérték a Z halmazon, § a ¢, szerint mérhetd
halmazok rendszere, és ¢ a ¢, megszoritdsa S-re.

19. A Fubini-tétel

19.1. tétel (Fubini). Legyen a (Z,S,¢) az (X, M,u) és (Y,N,v) mértékterek szorzata, és f -
m.mérhetd Z-n. Ha f (végesen) integrcilhato’ vagy ha Z o-véges és SZ fdo létezik, akkor
(a) p-m.m. z-re létezik a g(x) =\, f(x,y)dv(y) paraméteres integrdl;

(b) § gdp =S, fde, avagy

Jfa:ydw(xy J (ffxy dv(y ))du(x)-

Bizonyitas. A komplex értéki fiiggvények esetében kiilon vehetjiik a valos és a képzetes részt,
ezért elég csak a valos értéki fiiggvényekre bizonyitani.

Az f figgvényt nevezziik Fubini-félének, ha Sz fdo létezik, és f-re teljesiil a tétel, vagyis az
(a) és a (b) tulajdonség. Jelolje ® a Fubini-féle fliggvények csaladjat. Szép sorban egyre tébbféle
fiiggvényrdl bizonyitjuk be, hogy Fubini-féle.

(I) Barmely T'= A x B e T tégla esetén xr € ®.
A ¢ definici6ja alapjan trivi:

L(meww@}w@=L(mem@mwow@=
=L(MmLm@m@me= xa(e)v(B) dp(z) =
= 0(B) | xala) dute) = BI(A) = o(T) = | xr

(IT) Ha f € ® és ce R, akkor ¢ f € ®.

fX (J; cf@y) dy(y)) dp(x) = JX <C L/ f(z,y) du(y)) du(z) =
‘?L(Lf@”“hwod””:CLf“””M:J;Gfmwﬁwx

(IIT) Ha f1, f, € ® &s §, f1 dp + §, fo dp létezik, akkor fi + fy € ®.
A két integral ('5sszeadhat(’) és (IT) miatt f megszorozhato (—1)-gyel, ezért feltehetjiik, hogy egyik
sem —oo. Legyen g;(x) = {, fi(z,y) dv(y) (i = 1,2). Mivel

‘Lm@MM@F=Lﬁd¢>—&
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az is igaz, hogy p-m.m. z-re g;(x) létezik, és az értéke nem —oo. Akkor viszont gy (z) és go(x) p-m.m.
x-re Osszeadhatd. Minden egyes ilyen z értékre

L filz,y) dv(y) = gi(x) > —oo,
ezért v-m.m. y-ra f;(x,y) > —oo, vagyis értelmes az fi(z,y) + fo(x,y) Osszeg, igy
0(0) + 0a(0) = | flesw) dvlo) + | o) dot) = || (filon) + folar)dvly) = g(a).

és most mar jogos a p-m.m. z-re létezd g(x)-rél beszélni.

Mivel
[ s@ww=[ ndae o [ wwae - fa
X Z X Z
osszeadhato,

| 9@ dute) = | i) anto) + [ o) auto) = | frao+ [ pae= | rae.

(IV) Ha 0 < f; < fo < ... nemnegativ Fubini-féle fliggvények egy névekvd sorozata, akkor ezek
limesze, f = lim fn is Fubini-féle.

Legyen g, (x) = §, fu(x,y) dv(y); ez (a) miatt p-m.m. a-re létezik, ezért p-m.m. z-re az Gsszes
gn(z) 1étezik, és 0 g1(z) < go2(x) < .... Legyen most g = lim g,,; a MKT miatt

g(x) = lim g, () —hmJ folz,y) dv(y foy dv(y) (p-m.m. x-re),

de(p hmf fndp Ing <I)hmf gn(z) dp(x J g(x
b

(V) HaO< fi < fo, foe ® és §, fo dp = 0, akkor f; € ®.
Vil4gos, hogy

O<J f1d90<f fodp =0, igy J Jide = 0.
7z 7z z

f (j fol,y) duly >>du ffgdso—o

jrm.m z-re L fo(z,y) dv(y) = 0;

Abbdl, hogy

latjuk, hogy

vmm yra fi(z,y) = 0):

p-m.m z-re

[~ T-Te (V—m.m yra  folz,y) = 0);

pi-m.m z-re L filz,y) dv(y) = 0;

[ (], Ao vt auto) =0 [ sae
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(VI) Ha A = | J T megszamlalhato sok tégla unioja, akkor x4 € .

Mivel a téglak félgytrtit alkotnak, a szokésos modon kicserélhetjiik az uniéban szerepls téglakat
diszjunkt téglakra. Mostantol a téglaink diszjunktak, ezért x4 = > xr,-

Legyen f, = xryo..or, = X1y +--- + Xx1,; Ekkor 0 < f1 < fo < ..., és lim f,, = xa.

Ezutan (III) miatt f, € ®, majd (IV) miatt x4 = lim f,, € ®.

(VII) Tegyiik fel, hogy Aj, As,... € S, mindegyikiik megszamlalhato sok tégla egyesitése, p(A;)
véges, és A = () A,. Ekkor x4 € .

El6szor is, vegyiik észre, hogy ha B = | J, By és C' = |, C is megszamlalhato sok tégla unioja,
akkor BNC' = |, ((BxnCy) is megszédmlalhato sok tégla uni6ja. Ezért As-t kicserélhetjilk az Ay n Ay
halmazra, utdna As-at kicserélhetjiikk Ao As-ra. .. ; ezek utan feltehetjiik, hogy A; > Ay o .. .. Ekkor
Xa = limxa,.

Legyen f, = xa, — xa,- (VI) miatt x4, € ®, (II4+III) miatt f, € . Mivel 0 < f, < fur1, (IV)
miatt 4,4 = lim f,, € ®. Mivel {, x4,dp = p(A;) véges, (II+III) miatt x4 = x4, — Xa,\4 € P

(VIII) Ha ¢(A) = 0, akkor x4 € ® és p-m.m. z-re v*(A4,) = 0 (itt A, = {y : (z,y) € A} az A
halmaz z szerinti szekcioja, v* pedig v teljessé tétele).

Minden n-re fedjiik le A-t egy olyan B, halmazzal, amely megszamlalhaté sok tégla unidja és
¢(B,) < 1, ¢éslegyen C' = nB,. Ekkor persze ¢(C) = 0 mert minden n-re ¢(C) < ¢(B,) < =.

(VII) szerint x¢ = xnB, € P, végil 0 < xa < x¢ és (V) miatt x4 € .

Mar csak azt kell belatni, hogy ¢(A) = 0, x4 € ® = p-m.m. z-re v*(A,) = 0. Itt ¢ definicidja
miatt §, x4 de = {(§, xa dv) du, tovabba p(A) = 0 miatt §, x4 dp = 0. A kett6t Gsszevetve
§x (5, xa dv) dp = 0, ahonnan kovetkezik, hogy p-m.m. z-re { x4, dv(y) = §, xa(z,y) dv(y) = 0.
Itt A, lehet, hogy nem mérhetd v szerint, de v* szerint mar biztosan az; tehat v*(A,) = 0.

(IX) Ha A e S és o(A) véges, akkor x4 € .

Valasszunk minden n-re olyan B, halmazt, amely megszamlalhato sok tégla unioja, fedi A-t és
¢(By,) < ¢(A) + +. Legyen C = nB,. Ekkor az N = C\A halmazra o(N) = 0; (VII) miatt xc € ®,
(VIIT) miatt xy € ®, végiil (II4+111) miatt x4 = xo — xn € .

(X) Ha A € S és A o-véges ¢ szerint, akkor x4 € ®. Valoban, mivel A = UA;, p(A;) < o0, ezért
(III+IV+IX) miatt x4 = > x4, € P.

(XI) Legyen f > 0 mérhets. Ha SZ fde véges, vagy ha ¢ o-véges, akkor f € ®. Valoban, ha egy
g = D ckxa, = 0 egyszerd fiiggvény integralja véges, vagy ha ¢ o-véges, akkor (II+III+X) miatt
g€ ®. (IV) alapjan ugyanez mondhat6 f-re is, mert monoton limesze egyszert fiiggvényeknek.

(Itt xr = xa, U A = 2)

(XII) Legyen f majdnem mérhet6 és f > 0 mam. Ha {, fdy véges, vagy ha ¢ o-véges, akkor
fed®. Legyen f; =0, és fi = f ¢o-m.mindenhol. Legyen A := {z€ Z : f # ¢1}, ekkor p(4) =0
és (VII) szerint m.m. z-re v*(A,) = 0. Rogzitve egy z-et f(z,y) = fi(x,y) m.m. y-ra, vagyis
g(x) = §, flz,y)dv(y) = §, fi(z,y)dv(y) == gi(x) is mm. z-re létezik, és az egyenlSség fennall.
Ekkor pedig (XI) szerint §, gdp = § g1dp = §, fide = §, fde.

(XIII) Legyen f majdnem mérhets. Ha {, fde véges, vagy ha ¢ o-véges és §, fdy létezik, akkor
f € ®. Az eddigiek szerint ha az elsg feltétel teljesiil készen vagyunk (f*,f~ = 0). A maéasodik
esetben f, f*, f~ majdnem mérhetsk, és nemnegativak, (II4XII) szerint f*,—f~ € ®, az integral
definicioja, és (III) miatt f € @ is teljesiil.

19.2. lemma. X,Y M, topologikus terek, (X, M,u) és (Y,N,v) szorzata (Z,S,¢), M > B(X),
NoBY)= S8>B(2).

Bizonyitas. Elég: S o Z-beli nyiltak.
X,Y My = Z-beli nyiltak elallnak S-beli bazisnyilt x bazisnyiltak megszdmlalhato unidjaként.
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19.3. lemma. Az alabbi tételben p < A

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy Be B, A(B) =0

B :={(z,y) : © + y € B} Borel (Borel x R elforgatva), lemma = A x p-mérhetd.

A, p o-véges = \ x p o-véges. N N

Fubini = §4(B,) d\ = fu(B —2) d\ = §u(B) = (A x p)(B) = §N(By)du = §NB — y)dp =
SAB)dp = {0dp =0 = pu(B) = 0.

19.4. tétel. (RP, B, p) eltoldsinvaridns, o-véges = Ic € R : u(E) = cA(E),VE € B.

Bizonyitas. p =1

Radon-Nikodym = 3f : R” — R mérhet6 VE € B : u(E) = u(E) = {, fd\.

Cél: f=ceR Axm.m..

p eltolasinvarians = p(E) = pw(E +1t) = §, f(x —t) d\(z), f(z) ésf(z —t) is Radom-Nikodym
derivéltja p-nek, Radom-Nikodym egyértelmid = Vt : f(z) = f(z — ¢) Am.m. x-re.

Lemma (lenti) = 3¢ € [0,0] : f = ¢ A-m.m., ¢ = c© nem lehet, mert pu o-véges = p=c- .

19.5. lemma. (Vt)f(z) = f(z —t) A-m.m. xz-re = Ice vmi: f(x) = c X m.m..

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy 3¢; < o : AM({z : f(z) > c2}) > 0, A{z : f(x) < c1}) > 0.

{z: f(x) >c} =FEy, {x: f(x) <c} = Ey = MNEs) >0, \M(E;) > 0.

Lebesgue stirtiségi tétel = dx;: stirtiségi pontja F;-nek.

t = 9 — 1 = xo mindkettd stirtiségi pontja, ez ellentmondas. ¢ := sup{v : A({z : f(x) > v}) > 0}
El6z6ek = f = ¢ A m.m..

19.6. megjegyzés. Ha (RP, M, ) o-véges, eltolasinvarians, M > B, akkor az el6z6 NEM igaz, de
c € [0, 0]-vel mar igaz. (u|p lehet nem o-véges).

VI1I. rész:
Kitekintések

20. Lp-terek

L,-normék. Valés és komplex £, és L, terek. Konjugalt kitevék, Holder- és Minkowski-egyenlétlenség.
Faktorizaldas a m.m. 0 fiiggvények terével. Strd alterek L,-terekben (egyszert, szép (véges sok, téglan
konstans), kompakt tartoja folytonos fiiggvények alterei). L,(R™)-ben p < oo esetén siird halmazt
alkotnak a véges sok, racionalis koordinataji tégalapon racionalis konstans fiiggvények. Szeparabilités.
Példa arra, hogy Lo (R) nem szeparabilis. Példak arra, hogy L, d¢ L,. Teljesség, Riesz-Fischer-tétel.
Banach-tér. (Petruska II, 24. fej.)

Egy rogzitett (X, M, 1) mértéktéren majdnem mérhets fiiggvényekkel fogunk dolgozni. A kép-
halmaz R vagy C is lehet, tehat vannak "valos L, terek" és "komplex L, terek" is.

20.1. definici6é. Egy majdnem mérhets fiiggvény p-edik normaja:

0 < p < o0 esetén
1/p
Il = ([ 1rPan)
X
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p = o0 esetén
[flloo = esssup|f| = min{K - [f] < K p-m.m.}.

(lényeges szuprémum)
Min: mert megszamlalhato sok nullmértéki unidja nullmértéki.

HE: limyoo|| fllp = [ f ]l

20.2. tétel (Holder-egyenlétlenség). Ha p,q = 1 konjugdlt kitevdk, azaz + = =1, és f,g majdnem
mérhetd fiigguények, akkor
1 £ - gl = 159l

Bizonyitas. P A p = 1 eset trivialis, ezért feltessziik, hogy 1 < p < o0.

Akkor is trivialis az allitas, ha | f|, - lg], = 0 (f vagy ¢ m.m. 0), egyébként meg a homogenitas
miatt feltehetjiik, hogy || fll, = llgl, = 1. |f(x)], |g(z)| m.m. végesek, és ilyen pontban a log fiiggvény
konkavitasa miatt

%loglf(xﬂp " 3109|g<x>|q < log(%lf(xﬂp + §|g<x>|q>

azaz

/

1 p 1 x4
[F@)l-lglo)l < ZIF @) + lg(e)]

és ezt integralva az allitast kapjuk, Ha egyenlGség all, akkor az integralas elGtti két oldal m.m.
megegyezik, és mivel log szigortian konkav, ezért m.m. z-re |f(z)P = |g(z)|%
20.3. megjegyzés. KT Legyen g € L, fix, A(f) = | fg, tehat A :fliggvény—szam, linearis, azaz A
linearis funkcionél L,-n.

Tehéat Vg € L, ad egy linearis funkcionalt L,-n.

Igaz a megfordités is.

Holder szerint [A(f)| < |lgly - | flps €z a norméja a funkcionalnak, nincs ennél jobb konstans
(bizonyitéas nélkiil).

20.4. tétel (Cauchy-Schwarz—Bunyakovszkj egyenl6tlenség). Ha f, g majdnem mérhetd figgvények,
akkor

[ 12 - llgllz = £ gl
20.5. tétel (Minkowski-egyenlétlenség). Ha 1 < p < o0, és f, g majdnem mérhetd figguények, akkor

If +glo < 1£1> + lgl-

Bizonyitas. P A p = 1 vagy p = o eset trividlis, legyen 1 < p < co. Mivel az 2P fliggvény
szigortan konvex [0, 00)-en, ezért

(|f(l')| + |9(90)|>p @I+ |g(@)P
2 2
azaz (|f(z)] + |g(z)])? < 2271(|f ()P + |g(x)|P), és ezt integralva

If +glp < 2272 (1f o + lgllp) < o

azaz f + g€ L,. Ha |f + ¢|, = 0, akkor az &llitds megint csak trivialis, igy feltehetjiik, hogy
|f +gl, > 0. Legyen ¢ a p-hez tartozo konjugalt kitevs, és vegyiik észre, hogy ha F' € L, akkor
pq — q = p miatt |F]P~t e L, ¢s [|[F|P~Y, = (|F|l,)”?. Tehat a haromszog-egyenlétlenség és a
Holder-egyenlGtlenség felhasznalésaval
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u+mm=fV+mMu<fV+m%*uwm+fu+m“*mdu<W+gwfwfp+wm

és ebbdl p — § = 1 miatt az allitast kapjuk.

20.6. kovetkezmény. Minden egyes 1 < p < o0 esetén, az olyan majdnem mérhetd f fiigguények,
amelyekre || f|, véges, vektorteret alkotnak.

20.7. definici6. Az L,(X, M, p1) tér a véges p-normaju fiiggvények tere, faktorizalva a m.m. nulla
fliggvények alterével. Ezen a |.|| tényleg norma, tehat L, egy normalt vektortér.

20.8. példa. 1. Ha X = N, a tér neve (valés vagy komplex) £, tér. Van, amikor praktikus negativ
indexeket is megengedni, tehat X = 7Z; pl. Fourier-soroknal.

2. Ha X az R? egy pozitiv mértékii részhalmaza, és p a Lebesgue-mérték. Ilyenkor csak az
alaphalmazt adjuk meg: Ly(X); La([a,b]) stb.
20.9. példa. A kiilonboz6 p értékekre kiillonbozd fiiggvényosztalyokat kapunk, altalaban egyik sem
része a méasiknak. Példaul ha X = (0,0) és p < g, akkor max(x~Y/7—1,0) € L,\ L, és max(1,z7/) e
L\Ly.

Ha pu(X) < oo véges, akkor p < ¢-bol a Holder egyenldtlenség miatt kovetkezik, hogy L, < L,.
(1, és fP-re)

20.10. tétel. L,-ben sird az egyszerd figguények altere.
Ha p véges, akkor

sard altér o pe . strd altér W e pe . sUrd részhalmaz W et p .
) = egyszerd figguények = szép" fiigguények =N rac. "szép" fiigguények

L,(R?

ahol a szép fligguények a véges sok tégldn konstans, azon kil nulla fligguények; a rac. "szép"

fiigguények a raciondlis téglakon konstans raciondlis fligguények.
Ha p véges, akkor

strd altér

Lp(Rd) >  kompakt tartoju folytonos fiigguények.

Bizonyitas. L,(R?) sird gleer egyszeri fiiggvények

A p = o0 eset méar szerepelt: korlatos mérhets fliggvény egyenletesen kozelithets egyszertd fiigg-
vényekkel.

Legyen (X, M, p) mértéktér, f € Ly, 1 < p < o0, e > 0, é¢s adott n-re legyen A, = {x : |f(z)| < 1},
B, = {z : |f(z)] = n}. Mivel p(H) = §, |[f[Pdu véges mérték, ezért limp(A,) = limp(B,) =
(nA, ={z: f=0}=p(nA,) =0 + fogyd metszet tétel).

Valaszthatunk tehéat olyan m egész szamot, hogy

b

A Ba) <2

m) < 5 m) < 5 -

PAn) < T 0B < 5

Legyen

3#(X\(Am v Bm))

gpb
(ez lehetséges, mert p({z : |f(x)] > L}) < o0), majd a [0, m] intervallumot osszuk N egyenls

részre. Ezutan

N >

g(z) =0, haz e A, U By, g(z) = £, ha £ <|f(z)] <5, o ¢ A, U B, egyszer( fiiggvény, és
el e 1

| r=gpdn= | svans | opdes | J—aPdn < 545 Tu(X\(AnUB,)) <<
X Am - X\(AmUBm) 3 3 N

azar | f — gl < e.
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20.11. kévetkezmény. Ha p véges, akkor L,(R?) szepardbilis.

20.12. példa. L. (R) nem szeparabilis, mert a x(c<«) (¢ € R) alaku fiiggvényekbdl kontinuum sok van,
és barmelyik kettd tavolsédga 1, tehét az % sugari kornyezeteik diszjunktak.

20.13. emlékeztetd (Luzin-tétel). Ha (R?, M, u) Lebesgue-Stieltjes mértéktér, f : R? — R mérhetd,
e > 0= 3g:R?— R folytonos, hogy u(f # g) < ¢

Ehhez a tételhez a kovetkezo kiegészitéseket tehetjiik:

20.14. tétel. [KT/
20.13 feltételei mellett
1, Ha |f| < M, akkor |g| < M is garantdlhato.
2, Ha f kompakt tartoji, akkor g is vdlaszthato kompakt tartojinak.

Bizonyitas.

1, Ahol |g| > M, ott "vagjuk le", azaz legyen ¢; = max(min(g, M),—M). FEz tovabbra is
folytonos fiiggvény, és u(f # g1) < €, hiszen csak olyan helyen valtoztattuk meg g-t, ahol |g| > M,
azaz ezeken a helyeken f = g mar eredetileg sem teljestilt.

2, Mivel f kompakt tartéjua, ezért van egy gomb, amelyen kiviil f = 0. Ekkor legyen ¢g; = ¢ - h,
ahol h egy olyan fiiggvény, amely a gdbmbon kiviil 0, és mindenhol folytonos. A h fliggvény alkalmas
megvalasztasaval elérhets, hogy p(g1 # f) < € még mindig teljesiiljon.

20.15. tétel (KT). L,(RY)-ben a kompakt tartdji folytonos figguények sird alteret alkotnak.

Bizonyitas. Az a rész, hogy alteret alkotnak, trivialis.
Tegyiik fel, hogy f € L,(RY), 6 > 0.
El6szor két segédallitast latunk be.

20.16. Allitas (KT). 3f; € L,(RY) : | f1 — fll, < %, f1 kompakt tartoji, korldtos.

Bizonyitas. Legyen ¢(H) = {, [fP du, ez véges mérték lesz. Legyen B, = {x : |f(z)| = n}, és
A, = {RNB(0,n)}

@ véges mérték, By © By o ..., A1 D Ay > ..., (VA = (., B, = J = (0(A,) —
0, ¢(B,) = 0) = (3n:p(4,) < 527, ¢(Bn) < 52+). Ekkor legyen

o+

fi(z) =

0, haxe A, u B,
f(z), kiilénben.

Ez konnyen lathato modon megfelel a feltételeknek: kompakt tart6ja, hiszen B(0,n) tartoja; korlatos,
mert |fi| < n és

oP oP B oP
op+1 + op+l — op’

Ifi = fIb = JRd |fi— fIP dX\ = L IfIP dX = (A, U B,) < 9(An) + o(By) <

nuBn
hiszen f; — f = 0 R\(4, U B,)-en, A, U By-en pedig fi — f = —f. Innen | f1 — f[, < 2

20.17. Allitas (KT). Az el6z6 fi-hez Ig kompakt tartdji folytonos, hogy |g| < M (M az f, figguény
korldtja, pu(f1 # g) < (ﬁ)p

Bizonyitas. Alkalmazzuk 20.14-et ¢ = (&)p—re. Ekkor kapunk egy ¢ fiiggvényt, hogy g kompakt

tartojua, folytonos, |g| < M, u(fi # g) <e¢ és

lg = fulb = Jlg— filP du <J

g#f1

(gl +1AD" du <&~ (2M)" < (g)

teljesiil £ valasztdsa miatt. Innen g — fi], < 3.
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Ezzel 20.15-6t belattuk, hiszen az igy kapott g kompakt tartoja folytonos fiiggvényre |g — fl|, <
lg = filly + [fr = flp < g + g = ¢ teljesiil.

21. LP-terek(folytatas)

21.1. példa. Az Gj metrika 0j konvergenciafogalmat is jelent; a pontonkénti és az L,-beli konvergencia
nem kovetkezik egymasbol:

L
Az fn = X[nnt1) fliggvénysorozatra f, — 0 pontonként, de f, £5 0.
Legyen n = 28 + 7, 0 < r < 2F esetén ¢, = X[L i] (tehat egyre kisebb vakondok dugjak

2k ok
ki a fejiiket, de minden pontban végtelen sok alkalommal). Ha p < oo, akkor g, 20 de gn P 0
pontonként.
Az L-beli konvergencia a majdnem egyenletes konvergenciat jelenti, tehat egy nullmértékid hal-
mazt elhagyva a fliggvénysorozat egyenletesen konvergél.

A kovetkezdkben sokszor felhasznaljuk az alabbi allitést:

21.2. Allitas (KT). Ha f, : X - R, Ve > 03N : (Vn,m > N, Vo : |fu(2) — fn(z)] <) = fu

egyenletesen konvergens

21.3. lemma. Ha f1, fo,... = 0 majdnem mérhetd fliggvények, akkor

DI Z [ fallp-

Bizonyitas.
0 0 p /p N p 1/p
nzlfn ) = (J <nzlfn) du) = <JX (]\lfl—rgonz_llfn) du) =

< Jim 2 fallp = 3 1 nl
n=1

p
Itt a monoton konvergencia tételt a gy = (Z fn) fliggvénysorra alkalmazzuk, és kozben az

%—edik és p-edik hatvanyra emelést felcseréltiik a limeszképzéssel.

21.4. tétel (RieszFischer). Az L,(X, M, ) metrikus tér teljes, azaz minden Cauchy-sorozat kon-
vergens.

Bizonyitas. ha p = oo, akkor a Cauchy-tulajdonsig ugyanaz, mint a majdnem egyenletes
konvergencia:

1
Vk e N dng Ym,n = ng |frn — fml <Emm
A megszamlalhato sok nullmértéki halmaz unidja legyen N; ekkor az X\N halmazra megszoritva
teljestil az egyenletes Cauchy-feltétel, tehat (f,,) egyenletesen konvergens.

Legyen most 1 < p < o0, és vegyiink egy Cauchy-tulajdonsagi (f,,) sorozatot. Legyen minden
k € N esetén ny olyan, hogy

1
Vm,n}nk an_mep< 2_k7
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és legyen
i = [, (k=1,2,...)
A kovetkezdket bizonyitjuk:
1. A g, sorozat m.m. pontban konvergens;

2. Ha g a gj, sorozat pontonkénti limesze, akkor g € L, és gy Ly g.
LP
3. fn—4g
1. Legyen hq, ho, ... az a fliggvénysorozat, amelyre g, = hy +ho+ ...+ hy, tehat hy = g1, és k > 2

esetén hy, = gr — gr—1. Legyen d = >~ |hil.
Az n;, definicidja miatt

1
O T A A S ()

Emiatt d € L, és d(z) m.m. z-re véges. Ha viszont egy = pontban d(x) = ) |hj(z)| véges, akkor
a >, hi(x) sor konvergens, azaz a (gi(z)) sorozat konvergens. Legyen g = limg, = >,.°, h;. (Ez
egyelére pontonkénti limesz.)

Lem
Jal, = 23" Il < \hll\ﬁZQk <o

k=1

p

2.
= Lemma % 1 92
lg =gl =] 25 h| <" X o< Y 5 = o
i=k+1 |l i=k+1 i=k+1
3. Ha n > ny, akkor
2 1 3
Hg f”HP Hg fnka + ank anp Hg ngp + ank fn”p < Q_k + ﬁ = Q_k

21.5. definici6é. Azokat a normalt vektortereket, amelyek egyben teljes metrikus terek is, Banach-
térnek hivjuk.

22. L2-terek

Skalaris szorzas. Az Lo és {5 Hilbert-terek. A Legendre- és a trigonometrikus polinomok rendszerének
teljessége. Schauder-bazis. Az Lo([a, b]) izomorfidja az ¢5 térrel. (Petruska II, 24. fej.)

A leggyakrabban el6fordul6 esetek persze a legegyszeriibb L és L., no meg — a skalaris szorzas
miatt — az Lo.

22.1. definicioé. Az f,g € Lo(X, M, p) fiiggvények skaléris szorzata

{f,9)= JX fg du.

Ennek megvannak a véges dimenziés algebrabol jol ismert tulajdonsagai, pl. {f,f> = |f|?
valosban bi- komplexben szeszkilinearitas, lehet véges sok vektorra Gram—Schmidt ortogonalizaciot
végezni stb.

A Cauchy—Schwarz egyenlGtlenség szerint

[ < IIfl2 - gl

22.2. definici6. Az olyan Banach-tereket, amelyekben van skalaris szorzés, és | f||> = {f, f), (valos,
illetve komplex) Hilbert-tereknek hivjuk.
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23. Mértékben val6é konvergencia.

Mértékben val6 konvergencia. Metrizédlhatosag. Kapcsolat a mértékben valo, az Ly-beli és a pontonkénti
konvergencia kozott. Teljesség.

23.1. definici6. Legyen (X, M, pu) mértéktér, M a majdnem mérhetd, m.m. véges fiiggvények
vektortere, faktorizalva a m.m. nulla fiiggvények terével.
Az fi, fo,... € M fiiggvénysorozat mértékben tart a g € M fiiggvényhez (jele: f, > g vagy

fn g, ha
V5>Ou(’fn—g|>5>—>0.

23.2. megjegyzés (K'T). A mértékben valo konvergenciat masképpen sztochasztikus konvergencianak,
a m.m. konvergenciat pedig 1 valoszintiségli konvergencianak is nevezziik.

23.3. definici6. Definialhatjuk M-en a kovetkezd metrikat:

d(f,g) = min (1,inf{5+u<|f —g| = 5)}

23.4. tétel. (a) A d figgvény eltoldsinvaridns metrika.
(b) fo > g akkor és csak akkor, ha d(f,,g) — 0.

Bizonyitas. (a) Csak a haromszog-egyenl6tlenség nem triviélis; azt akarjuk igazolni, hogy
d(f,g) +d(g,h) = d(f,h). Ha d(f,g) = 1 vagy d(g,h) = 1, akkor persze trivi.

Ha d(f,g) < 1 és d(g,h) < 1 akkor vegyiink egy tetsz6leges e-t. Ehhez létezik olyan 6; > 0 és
09 > 0, hogy

51+M<‘f—9’ =0

52+u<\g—h| > 6,

) <d(f,g) +e¢,
) < d(g,h) +¢;
d(f,h) < (51+52+,u(|f—h| > 51+52) < 51+52+u<\f—g\ > 51)+u(|g—h\ > 52) < d(f,g)+d(g, h)+2¢.

Végiil szokas szerint € — 0.

(b, =) Legyen ¢ > 0 tetsz6leges, § = £/2. Ekkor van olyan ng kiiszébindex, hogy n > ny esetén
,u<|fn —g| = (5) < 0. Akkor pedig

d(fn,g) < 5+,u<|fn —g|l = 6) <20 =e.

(b, <) Legyen §y > 0és0 < ¢ < min(1,dy). Olyan ng kell, hogy n > ng esetén /L(’fn— gl = (50> < e.
Legyen ng, hogy n = ng-ra d(f,,g) < €.

d(fn,9) <e<1
B

irgf{é—#u(\fn— }<5
36> 0: §+u(|fn—g\>6)<€<(5o
§ < o,

M(’fn —g| = 50) < M(’fn —gl = 5) <e.
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23.5. tétel. Ha f, i g, akkor f, 5 g.

Bizonyitas. Ha p = oo, akkor a konvergencia egy nullmértékd halmaztol eltekintve egyenletes.
Ha p < oo, akkor

=gl = f o — gy = f fo— gPPdpi + f o — gl >
X |fn*g|25 |fn*9|<‘S

>J Ifn—gl”du+0>u<|fn—g\>6>-5P,
[ frn—g|=0

fn_g !
M(|fn—9|>5) <%—’0‘

23.6. példa. Abbol, hogy f, — g pontonként, nem kovetkezik, hogy f, > g. Példaul az (R, L, \)
mértéktérben az f, = X(n,00) sorozat pontonként tart 0-hoz, mégis d(f,,0) = 1.

23.7. tétel. Ha f, — g pontonként, és u véges, akkor f, ™ g.

Bizonyitas. Legyen 0 > 0 tetszéleges.

w(lfu—gl > 0) < M(QX(\fk ~o1=8) = u( (N UX05— 01> 5)) = piz) o

n=1k=n

23.8. Allitas (KT). 23.7-ben f, — g m.m. is elég.
Bizonyitas. Legyen

Ay = X(1fe = 9l = 9),
k=n

ekkor A1 o Ay o ..., pu(Ar) < o0 = (u(4n) = u(_ An))s és (o An = {z : lim f,,(z) # g(x)}.
Tovabba p({x : lim f,(z) # g(x)}) = 0, mert f, — g m.m.

23.9. tétel. A (M, d) metrikus tér teljes.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f, egy Cauchy-sorozat; ehhez szeretnénk mértékbeli limeszfiigg-
vényt.
Minden k-ra legyen ny olyan, hogy n,m = ny esetén d(fn, fm) < 5, 6s legyen Ay = X(’fnk —

fnk+1‘ 2 2lk>

Alkalmas d-val )
5+M(‘fnk - fnk+1\ > 5) < ﬁv

1
ok

Barmely k esetén, az Ay U Agy1 U ... halmazon kivill az (f,,, ) részsorozat egyenletesen Cauchy,
igy az is igaz, hogy m.m.pontban konvergens. Legyen ¢g = lim f,,, a pontonkénti limesz.
Az Ay U Agyr U ... halmazon kivil |f,, —g| < 2%, ezért

de akkor 0 < o és igy u(}fnk — forea| = 2%) <

2 1 1 2

és igy
2 2 4
d(fnk7g) < o +:u<|fnk _g‘ = _> < ﬁ

Tehat f,, —> g; ebbdl kovetkezik, hogy f, > g.
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23.10. tétel (Jegorov). (KT) Tegyiik fel, hogy (X)) < oo, f, — f m.m. Ekkor Ve >0 3JA. € M :
w(A) <e, és f, — f egyenletesen X\ A.-on.

Bizonyitas. Hasonléan, mint 23.8-ban.
Legyen € > 0 és legyen

Aps = UX(\fk—f’ > 6).
k=n

[

23.8 alapjan Vo-ra p(A,s) — 0, azaz 0 = £-hoz Ing : p(A,, 1) < 5.

Legyen *
e¢]
A=A, 1

k=1

Ekkor a o-szubadditivitds miatt

[ee} 0

9

pAe) < D n(An 1) < 3 o=
k=1 k=1

k
| fo(z) = f(z)] < + < 7 teljesiil Yz € X\A.-ra.

és fn — f egyenletesen X\A., mert ha + < 5, akkor X\A, < X\Ank,% miatt n > n, esetén

24. Meértéktartd leképezések

24.1. definicio. Legyen (X, M, pu) és (Y, N,v) mértéktér. Az f : X — Y mérhets leképezést
mértéktartonak nevezziik, ha minden H € N esetén u(f~1(H)) = v(H).

24.2. tétel. Legyen f : X — Y mértéktarto. Tetszdleges h fligguény esetén

Jhduzj ho f du,
Y b's

ha valamelyik integrdl létezik.

Bizonyitas. Legyen h egyszeri fliggvény az Y téren: h = ) cxxk, ahol xx az Y; halmaz
k=1
karakterisztikus fiiggvénye. Legyen Y = | J;_, ) véges diszjunkt felbontés és X, = f~*(Y}), ekkor

JY hdv = ’;cky(Yk) = ;cku(Xk) = JX hofdu

(amennyiben létezik az integral), hiszen X = | J;_, is diszjunkt felbontas, és x € X}, esetén (h(f(z))) =
cr. Ha ezutan h,, egyszeri fiiggvények monoton novs sorozata az Y téren, akkor h, o f is ilyen az X
téren, tehat a monoton konvergencia tétele szerint a tételben szerepld egyenléség igaz minden h > 0
mérhetd fiiggvényre, és ebbdl minden olyan esetben is, amikor valamelyik oldali integral 1étezik.

24.3. definici6. Legyen (X, M, ) mértéktér, pu(x) < oo, f: X — Rmérhets. Az F(t) = p({f < t})
valos fliggvényt az f fliggvény eloszlasfiiggvényének nevezziik. F' nyilvan monoton novekedd fiiggvény,
jelolje a = ap az F-bdl szarmazd Lebesgue-Stieltjes-mértéket és (R, Mg, ) a megfelel6 mértékteret.

24.4. lemma. A fenti jelolésekkel f: X — R mértéktarto leképezés.
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Bizonyitas.
Legyen [a,b) az F' fiiggvény folytonossagi intervalluma (azaz a-ban és b-ben is folytonos a fiigg-

vény). Ekkor a([a,b)) = F(b) = F(a) = p({f < b}) = n({f < a}) = p({a < f < b}) = u(f~'([a,]))),
és ebbdl minden H < R nyilt halmazra is a(H) = p(f~*(H)). De ekkor ez minden G4 halmazra is
all, és ebbdl a regularitéasi tulajdonsag alapjan M minden elemére is.

24.5. tétel. Legyen (X, M, ), f, F(t),a mint fent. Ekkor minden h : R — R Mpg-mérhetd figg-
vényre (specidlisan minden Borel-mérhetd figguényre)

JhOfd,u:fhda,
X R

ha valamelyik integrdl létezik, és ekkor a jobb oldal lirrll) Sz h dF alakban is irhato. Specidlisan
a——00,b—00

S f du = §z @ do, ha valamelyik integrdl létezik.

Bizonyitas. 24.2 és 24.4

25. A konvolucié és alkalmazasai

Ebben a fejezetben az R", £,,, A Lebesgue-mértéktérnek megfelels L, osztalyok néhany tovabbi tu-
lajdonsagat vizsgaljuk.

25.1. definicié. Az f és g fliggvény konvoliucidjan az

frg(x) = . flz—=y)g(y) dA(y)

fliggvényt értjiikk (amennyiben az integral értelmes).

25.2. tétel. Ha f,g € Ly, akkor f =g € L. Az Ly osztdly a = mivelettel mint szorzdssal un.
kommutativ Banach-algebra, azaz (f+g)=h = f+(g=h), f=g=g=f, (f+tg)~h=fxh+t(g=h)
és | f gy < Iflx-lgls-

Bizonyitas.
Az f(z —y)g(y) fiiggvény mérhets az R™ x R™ szorzattéren, és a Fubini-tételt kétszer alkalmazva

[ ([ 1= nllawl e ) @ = [ 5= o)l . -

B J (Ig(y) o |[f(z =) dA(fL’)) dA(y) = | fl1 - llg]L < oo,

hiszen
| 1=l @) = | 1f@] @) = 171,

mert a Lebesgue-mérték eltolas-invariéns.
Innen

| 1= s axw) = | 176 = w)llat) dxw) <0

n

m.m. a-re, és igy (5. f(z —y)g(y) dA(y) létezik és véges.
Tehat f + g m.m. x-re létezik és f=ge Ly.
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Tovabba

I gl = |
n Rn

< [ ([ 1= allatl 4xe) ) xta) = 1511 Il

a szokésos egyenlGtlenség alapjéan.
Innen adodik [ f = gy < [l - [g]1-

P - v)g(y) dA<y>\ aA(x) <

25.3. tétel. Legyen 1 < p < . Az eltolds folytonos az L, téren, azaz az fy(x) = f(x —y) jeldléssel
minden € > 0 szdmhoz van olyan 0, hogy |y| < 0 esetén |f, — fl, <e.

Bizonyitas. Az allitas trividlis a kompakt tartéja folytonos fiiggvényekre, és ezek stirtin vannak
L,-ben (20.15).

Legyen ugyanis f kompakt tartoju folytonos, K a tartoja. Ekkor f egyenletesen folytonos K-n
(hiszen K kompakt), és mivel K korlatos, ezért A(K) véges. Az egyenletes folytonossag miatt minden
n-hoz van olyan ¢, hogy |f,(x) — f(z)| <n Vr e K, ha |y| <. Innen

1

== ([ n-sra) = ([ 15— ) <

» s
<<J npd)\) = ANK)r -n<e,
K

ha n < c -
AK)»

25.4. megjegyzés. 25.3-ban az (y — 0) = (f, — f) pontonkénti konvergencia nem igaz: azokban
a pontokban, ahol f nem folytonos, ez lathatéan nem teljesiil (s6t ez a pontonkénti konvergencia
pontosan a folytonossagi pontokban teljestil).

25.5. definicio. A t > 0 paraméterii ¢' € L, fiiggvényrendszert approximativ egységnek nevezziik,
ha

1. ¢' =0,

2. minden t-re |g¢'||; = 1,

3. minden rogzitett r-re %ir% SB(O " g'(x) d\(x) = 1.

Itt 3. ekvivalens azzal, hogy S]R”\B(O " g" dX\(z) — 0, ha t — 0 (felhasznalva, hogy 1 = |¢'|; =
SR”\B(O,T) g" dA\(z) + SB(O,T) g' dA(z)).

25.6. megjegyzés. A 3. feltétel a legkényelmesebben ugy teljesithetd, ha |z| > t esetén g'(x) = 0
25.7. megjegyzés. Egységrdl nincs értelme beszélni, hiszen konnyen lathatéan nincs olyan e fliggvény,
hogy f =e(x) = f(x) teljesiiljon minden z-re. Ugyanakkor értelmezhetjiik egy f fiiggvény és egy p
mérték konvoliciojat az
frp(z) = f flz —y) du(y)
R’VL

A

egy p mértéket a p(E) = § g dX képlettel. Ekkor mér van egység. Legyen ugyanis y a Dirac-mérték,
azaz

1, haOe H
u(H)={

0, kiilonben
Ekkor f = p(z) = f(x) Vo € R"re.
25.8. tétel. Ha g' approzimativ eqység, akkor barmely f € L, esetén

. t* . _
lim g + f — £l = 0.
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Bizonyitas. Adott f € L; és ¢ > 0 esetén legyen 6 > 0 olyan, hogy |y| < 6-bol | f, — f|1 < ¢
kovetkezzék (ilyen 6 25.3 miatt van). Legyen 7 olyan kicsi, hogy ¢ < 7 esetén § A gt d\ < e teljesiiljon,
ahol A = R™\ B(0,0) (ilyen n az approximativ egység 25.5-ben szerepld 3.-mal ekvivalens tulajdonséga
miatt van). Ekkor a Fubini-tétel segitségével, és felhasznélva, hogy [g'[1 = §z. ¢" dA = 1, valamint
lg'| = ¢" (hiszen ¢* > 0)

||gt*f—f|1=\f*gt—f||=f

:L
:Jn

[ 7t =010 - s0) aro| aree) -

R

R

e =00 0 - [ 1) x| ax) -

=g ) ) [ 0) )| axe) -

:L

<[ ( | 1ra=n)- @11 w) d)\(y)) o - |

[t =0~ st x| ario) <

(Jn |f(x—y)—f(2)]-g'(y) d)\(:c)) d\(y) =

n

- ([ 1= = @) o)) o) ario) -
~Joos (L == sl e o i+ | ([ 1= sl ave o i -
| U= 11 g ) @)+ [ 1 ') ) <
B(0,5) A
<[ ed) M+ [ Ul 1) 5w ) -
B(0,6) A

= EJ 9'(y) d\(y) + 2|f1f 9'(y) d\(y) < €f 9 (y) dA(y) + 2| fl1 - = (1 + 2| f[1),
B(0,6) A

n

és ez tetsz6legesen kicsivé tehetd.

25.9. megjegyzés. Legyen
¢ XB(0y)

~AB(0,1)
Vilagos, hogy ez approximativ egység, és most
1
* t =
9 = 5B0.0)
1

= 5B b FW)XB@y(y) dMy) =

= FW)xso.n(r —y) dA\y) =

1
- ET JB@,U £(y) ),

és ez 14.6 miatt m.m. z-re f(x)-hez tart, tovabba 25.8 miatt L;-norméaban is teljesiil a ¢* = f — f
konvergencia.

25.10. tétel. Legyenek p,q konjugdlt kitevdk, f € L,, g€ L,. Ekkor

frglx) =1 flz—-y)gly) dA(y)
R
minden x pontban definidlt, |f * gl < |flp - l9lq [ * g egyenletesen folytonos és |l‘im fxg(x)=0
T|—00
(ha p,q # ).
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Bizonyitas. Mivel |f « g| < |f = g < §z. [F(z —)g(v)| dNw) < Ifylp - lale = [ £l - lgly < o=
(az utolso el6tti egyenlStlenség a Holder-egyenlGtlenség miatt igaz), ezért f = g valoban mindeniitt

létezik, és a lényeges szuprémum definicioja szerint fenndll a | f = g|oo < ||f], - |lgll, becslés. Legyen
mondjuk p < o (az allitas p-re és g-ra szimmetrikus, igy ha ¢ < o0, akkor megcserélhetjiik Gket).
Ekkor a haromszog-egyenl6tlenség, a Holder-egyenlGtlenség és 25.3 miatt

|fg(x) = fxg(y)l = . flx—2)g(2) d\(2) — . fly —2)g9(2) dA(2)| =

| (=2 = 1= 209 @) < [ 1= 2) = fl - 2] lg(:)] ) <

< | fea(=2) = foy(=2)p - llglq = =2 = f=ylp - lglq = [ fy—a — flp - 19lq < €lglq

ha |y—z| elég kicsi (ez utobbi 25.3 miatt igaz). Végil adott € > 0 esetén valasszuk meg a B = B(0, 1)
gdémbot ugy, hogy az A = R™\ B halmazon

J If]P A\ < &P, J lg]? dX < €
A A

fennalljon (ilyen gémb van, mert |f|,, |lg], < o), majd legyen |z| > 2r. Ekkor y € B esetén
x —y € A, ezért a Holder-egyenl6Stlenség alapjan

Fea@l < [ U= 0ol N6 = | 1= 0ol )+ | 17—l d\w) <

< | f~e(=9)Islp - 915l + [ f-=(=)lalp - lglals < [flally - lglBle + [ £l - l9lalq <
e-lgly + 1 flp - & =l fllo + lglla)-

Itt felhasznaltuk, hogy x és y fenti valasztasa esetén x —y A-ban van, azaz f_.(—y)|s = fla.

25.11. tétel (Weierstrass). Ha f folytonos az [a,b] szakaszon és € > 0 tetszdlegesen adott, akkor
van olyan p polinom, amellyel |f — plleo < €.

Bizonyitas. Feltehetd, hogy az adott intervallum [—2 11 —] és ha ezen f egy folytonos fliggvény,

akkor jelélje f azt a folytonos kiterjesztést is, amelyre || = % esetén f(z) = 0, a [—3,—1],[3, 3]

szakaszokon pedig f lineéris. ¢, értékét a c, - Sil(l — 2?)" dx = 1 feltétellel hatarozzuk meg, ekkor

g'(z) = c,(1 — 2)"x -1 (z) (= %) approximativ egység. Legyen

Py(x)=gn«f= fRf(y)gi(x —y) d\(y) = ’ FW)gn(z —y) dA(y).

1
2

Ha még |z| < 3 is teljesiil, akkor |z — y| <1, és emiatt

(@ —y) = call = (x —y)")",

3=

9

ezért ilyen z értékekre P,(z) egy (legfeljebb 2n-ed foku) polinom, hiszen ekkor

F@)gn(x —y) = fonly) - 2® + ...+ foly) - 2°

valamilyen fo,, ... fo y-tol fliggs fiiggvényekkel, és mivel y szerint integralunk, ezért x hatvanyai (y
szerinti) konstansként kiemelhetSk az integralbol; ami marad az integralas utan, az is egy legfeljebb
2n-edfoku polinomja lesz x-nek valamilyen y-tél fiiggd egytitthatokkal.
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Legyen € > 0 adott, és valasszuk ehhez 6-t f egyenletes folytonossaga alapjan (f a kompakt [a, b]
halmazon folytonos, tehat egyenletesen folytonos), vagyis legyen |f(x) — f(y)| < e, ha |z —y| <
0. Majd valasszuk n-et olyan nagyra, hogy S\m|>5 g% dz < e legyen (ilyen n azért van, mert g
approximativ egység). Ekkor

|Po(z) = f(2)] =

JR FW)gn(z —y) d\(y) — f(z) Lgi(l’ —y) d\(y)| =

L(f@) f@))gh(a — ) dA)| < f F@) — F@)lg* (z — y) dA(y) =

_ fl )~ f@l =) M)+ [ 1) = f@le e~ ) ) <

lz—y[=6

< fl L 55-gi(:c—y) dA(y) —I—J (If ()| + |f($)|)g%(x—y) dA\(y) <

|x—y|=6

<8f g%(x—y) dA(y) +2M g%(x—y) dA\(y) <e-1+2M -¢,
|lz—y|<d

lz—y|=6
ahol M az f fiiggvény korlatja (ilyen ismét a folytonossiag miatt létezik). Itt megint kihasznaltuk,

1
hogy mivel gn approximativ egység, ezért 1 = [gn|1 = [g".(=y)|1 = SRg%(x —y) d\(y), illetve
alkalmaztuk a hdromszog-egyenltlenséget is.

25.12. megjeqyzés. Vegyiik észre, hogy a bizonyitasban nem definialtuk minden ¢-re a ¢' approximativ
egységet. De ez nem is baj, hiszen a 25.5-beli definicibban val6jaban elég egy részsorozatat nézni a
g' fiiggvénycsaladnak. De azt is mondhatjuk, hogy a fent definialt ¢' értelmes minden ¢ = %—re is,
ahol n nem feltétleniil egész; és utdna csak az egész n-ekbdl allo részsorozatat vizsgaljuk.

Most nézziik egy alkalmazéaséat a fentieknek.

25.13. tétel (Steinhaus). Ha H < RP mérhets, N(H) > 0, akkor a H — H Minkowski-kiilonbség
tartalmaz origo kézépponti gombot.

Bizonyitas. A tételt be lehet bizonyitani a stirtiségi tétel segitségével is, most azonban a konvo-
ltciorol tanultakat szeretnénk alkalmazni.

Feltehets, hogy 0 < A(H) < oo; kiilonben vehetjiik egy véges, de pozitiv mértéki részét (ilyen
biztosan van, pl. van olyan egész csiicsu kocka, amely H-val vett metszetének mértéke véges és
pozitiv). Legyen f = xu és g = x_u (ekkor g(—x) = f(z)). Mivel A\(H) < o, ezért f,ge L, Vp e
[1,00], (specidlisan p = 2-re isigaz). Ekkor 25.10-et p = ¢ = 2-re alkalmazva kapjuk, hogy f+g = g=f
folytonos. Tovabba

g*f(fL“)=J

RP

g(x —y)fy) dA(y) = . fly—2)f(y) d\(y) =

— | e xul) ANw) = A o (1 + )

és g f(0) = AN(H) > 0, igy g = f folytonossaga miatt van egy olyan kérnyezete az origonak, amelyen
AMH n (H +x)) > 0. Ebben a kérnyezetben tehat H n (H + z) # (J, és igy a kornyezet minden z
pontjara x € H — H teljestil.
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26. Fourier-sorok, Fourier-transzformacio

26.1. definicié (Trigonometrikus polinom). Egy f : R — R fliggvényt trigonometrikus polinomnak
neveziink, ha elgall, mint sin(nx) és cos(nz) alaka, valamint konstans fiiggvények véges linearis
kombinécioja.

26.2. tétel (Weierstrass approximacios tétel trigonometrikus polinomokra). Ha f folytonos a [—m, 7]
szakaszon, akkor van olyan p trigonometrikus polinom, amellyel |f — p|o < e (v.6.25.11)

Bizonyitas. A bizonyitas lényegében ugyan az, mint 25.11-ben; csak néhany modositast kell
végrehajtani.

Legyen ¢, a ¢,-§"_(1+cosz)" dz = 1 képlettel definialva, ekkor g'(x) = ¢, (14cos 2)"X[—nm (£ =
%) approximativ egység. Legyen

Pu(x) =gn = f = Lf(y)gi(x —y) dA\(y) = _W F@)gn (z —y) d\(y).

1

5 is teljesiil, akkor |z —y[ < 1, és emiatt

Ha még |z| <

3=

g7 (x —y) = ca(l + cos(z —y))",
ezért ilyen x értékekre P,(x) egy trigonometrikus polinom, hiszen ekkor f(y) gn(z— y)-t trigonomet-
rikus azonossagok segitségével (pl cos(x — y) = cosz - cosy + sinz - siny) atirhatjuk x egy trigono-
metrikus polinomjavéa, amelynek egyiitthatoi valamilyen y-tol fiiggd fliggvények, és mivel y szerint
integralunk, ezért x trigonometrikus fiiggvényei (y szerinti) konstansként kiemelhetSk az integralbol;
ami marad az integralas utan, az is egy trigonometrikus polinomja lesz z-nek valamilyen y-t6l fiiged
egyiitthatokkal.

Legyen € > 0 adott, és valasszuk ehhez d-t f egyenletes folytonosséga alapjan (f egy kom-
pakt halmazon folytonos, tehat egyenletesen folytonos). Majd valasszuk n-et olyan nagyra, hogy
S\xlz 5 g% dz < e legyen (ilyen n azért van, mert g' approximativ egység). Ekkor

| P(z) —

—dew—f@ﬂLgHw—dew==

| ¢ = rangt @

J|f 2)|g (z = y) dA(y) =
:j W f@)lg™ (2 = y) d\(y) +J| W) = F@)|g™(x — ) dA(y) <

z—y|=d

<j‘ egaxwdxw+j 17 )] + 1 F@)Dgm(z — ) dAy) <
|z—y|<o |z—y|=6

<5J 9%(95—9) dA(y) +2M g%(w—y) d\y) <e-1+2M -¢,
lz—y|<d

lz—y|=>0
ahol M az f fliggvény korlatja (ilyen ismét a folytonossag miatt létezik) Itt ismét kihasznaltuk, hogy

mivel gn approximativ egység, ezért 1 = |gn| = |g”,(—y)| = SR y) dA(y), illetve alkalmaztuk
a hadromszog-egyenlétlenséget is.
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Szeretnénk értelmezni komplex értékd trigonometrikus polinomokat is, ehhez tekintsiik a komplex
szamsik T egységkorét. Ha F' tetsz6leges fiiggvény T-n, akkor

ft) = F(e")

egy valos periodikus fiiggvény, 27w periddussal. Forditva, ha f egy R-en értelmezett, 27 szerint
periodikus fliggvény, akkor legyarthatunk belSle egy F' fiiggvényt, amire a fenti egyenlGség teljesiil.
Ennek segitségével megfeleltethetjiik egymésnak a 27 szerint periodikus valos valtozos komplex értéki
fiiggvényeket, és a T-n értelmezett fiiggvényeket. A tovabbiakban a két jelolést nem kiilonboztetjiik
meg egymastol.

Az eddigiek segitségével definialhatjuk az L,(T) (1 < p < o) fiiggvényteret, mint a 27 szerint
periodikus, valés valtozos, komplex értékii Lebesgue-integralhato fliggvények terét, ahol a fliggvények

p-normaja
L t)|P dt :
Il = (5= | 1reol
véges.

Mésszoval az L,(\) vektorteret vizsgaljuk, ahol A a Lebesgue-mérték [0, 27]-n, lenormélva 27-
vel (a lenormalasra csak a formalizmus konnyitésére van sziikség; példaul a konstans 1 fiiggvény
norméja igy 1 lesz). Hasonléan L (T') az L (R)-beli 27 szerint periodikus fliggvények tere a lényeges
szuprémum-norméaval; illetve C(T) a T-n értelmezett folytonos komplex értéki fiiggvények tere az

[l = sup [£(B)]

norméval.

26.3. definici6 (Komplex trigonometrikus polinom). Az f: R — C,

an cos(nt) + b, sin(nt)) (te€R)

||
I MZ

fliggvényt (komplex) trigonometrikus polinomnak nevezziik, ha ag, ay,...ay,b1,...by € C.

Az Euler-azonossag segitségével a fenti f fliggvényt

alakban is frhatjuk. Nyilvanval6, hogy minden trigonometrikus polinom 27 szerint periodikus.

Legyen '
u,(t) =e™  (neZ).

Ha Lo(T)-ben a skalaris szorzatot az

Gy =5 | s ar

képlettel definialjuk, akkor

1 (™ . 1 han=m
o i(n—m)t o )

Up, Um) = (& dt =
< ) 2m J_W {O ha n # m,
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hiszen k # 0 esetén

feikt dt = J(Cos(k:t) +i-sin(kt)) dt = | —i-

fe““ dtzfl dt = t.

Azaz {u, : n € Z} ortonormalt /trigonometrikus fiiggvényrendszer.

és k = 0 esetén

26.4. megjegyzés. {u, : n € Z} nem bazis az Ly(T) vektortérben, hiszen a generatumuk definicié sze-
rint pontosan a trigonometrikus polinomokbol all; és vilagos, hogy nem minden Ly(T')-beli fiiggvény
trigonometrikus polinom. Ha végtelen lineéris kombinaciot is megengediink, akkor azonban mar igaz
lesz, hogy minden L-beli fliggvény el6all, mint u,-ek (végtelen) lineris kombinacidja.

26.5. definici6. Egy f € L,(T) fiiggvény Fourier-egyiitthatoi

fy = ey =5 [ s e ar= o [ @A (ned)

Fourier-sora pedig

> o)

A Fourier-sor részletosszegei
N
2, f)
n=—N
Az f fliggvény valos alakja

©¢]
= 2 (a,, cos(nt) + b, sin(nt)),

ahol

us U

(1) - cos(nt) dt, b, — % J (1) - sin(nt) dt.

—Tr

1 (" 1
ag = — f(t) dt, anz—f
2 J_. s

—Tr

26.6. Allitas. Lo(T) < Ly(T).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f € Lo(T), azaz | fl2 < o0. Ekkor

J|f| dt:f 7] dt+f /] dtgf 1£]2 dt+J 1 dt < ]2+ M(T) < .
T |f|>1 |fI<1 |fI>1 |fI<1

26.7. megjeqyzés. 26.6 igaz lesz minden véges mértéktéren, tetszéleges p > g esetén.

Ebbdl kovetkezGen egy f € Lo(T) fiiggvény Fourier-sorat definialhatjuk tgy, mint Li(7")-beli
fliggvény Fourier-sorat.
Most az Ly Hilbert-tereket nézziik meg kicsit kozelebbrdl (22.2).

26.8. Allitas. Legyen X egy n elemi alaphalmaz, és i a szamldalomérték X -en. Ekkor Ly(p) izomorf
az X — R fligguények Lo-normduval elldtott terével, vagyis az euklideszi normdval elldtott R™ térrel.
S6t, minden véges dimenzios Hilbert-tér izomorf R™-nel valamilyen n-re.

26.9. lemma. Legyen a H (valds vagy komplex) Hilbert térben wl, Wy, ... ortonormalt rendszer, f €

H tetszdleges. Legyen tovdbbd c¢; = (f,w;), pn = Z CjWj, qN = Z d;jw;, ahol d; tetszdleges. Ekkor
7j=1

If—pn| < |f—anl|, vagyis f-et az w;-kre vett vetuletezbol (cjw;-kbdl) dllo sorozat kizeliti a legjobban

az w;-k dltal feszitett altérben.
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Bizonyitas. {(f — pn,wi) = {f,wr) — PN, wr) = ¢ — ¢ = 0, mert wy-k ortonormalt rendszert
alkotnak. Igy f — py L wy, ezért f — py mer6leges wyi-k tetszéleges linearis kombinaciojara, tehat
N

f=pn L Zl(dj — ¢j)wj = qn — PN-
p=

A 26.8 allitas szerint az f — py és qn — py altal kifeszitett 2-dimenziés Hilbert-tér izomorf R2-
tel, igy alkalmazhatjuk a Pitagorasz-tételt az egymaésra meréleges f — py és qn — py vektorokra:

Hf—QNH2 = ||(f—PN)+(pN—QN)H2 = Hf—PNH2+||PN—QNH2 = ||f_pNH27 ahonnan Hf—PNH < Hf—CIN”-
S6t az is kijott, hogy |f — pn| = ||f — an| = pn = qn.

26.10. megjegyzés. Itt Hilbert-tér helyett valojaban elég lett volna H-rél féltenniink, hogy skalérszor-
zattal rendelkezé normélt tér.

N . )
26.11. tétel. Ha f € Ly(T), akkor sy = 5. f(n)-em 22 f
n=—N

Bizonyitas. Ha f € Ly(T'), akkor 3g € C(T') folytonos fiiggvény, hogy |g — f|2 < & (lasd 20.15).
Ekkor 26.2 miatt létezik h trigonometrikus polinom, hogy |g — h| < € teljestl T-n. Ezért

1 & 1
9—h|3:%fﬂ|9—h|2<%‘52'2ﬂz€2,

azaz ||g — h”Q <e. Innen |f—hls < ||f —gl2+ g —h|2 < 2e. Mivel h trigonometrikus polinom, ezért

h(t) = Z d,, - €™ alakt. Ezért 26.9 miatt VN = M-re |f — sylla < |f — hf2 < 2¢ teljesiil.
n=—M

26.12. kérdés. 1. Igaz-e, hogy Y f € Lo(T)-re sy — f pontonként 7-n?
2. Igaz-e, hogy Vf € C(T)-re sy — f pontonként 7-n?
3. Igaz-e, hogy Vf € Ly(T)-re sy — f m.m. T-n?

1. Nem, mert ha véletleniil igaz lenne egy f € Lo(T) fliggvényre, akkor egy nullmértékd halmazon
f-et megvaltoztatva mar nem lesz igaz.

2. Nem igaz (biz. nélkiil).

3. Igaz (Carleson-tétel, 1966).

26.13. tétel (Parseval). Ha f,g € Lo(T), akkor

o9y =<F 9,
ahol <f, gy = Z f( ) - a(n) ), azaz | és § ly-beli skaldris szorzata (v.6. 20.8)

n=—0u

N . . N '
Bizonyitas. Legyen sy = >, f(n)-e™ésty= > §(n)-e™. Ekkor
n=—N n=—N

{fy )

QQ>
||

(snytn) = Z f(n Z

Ugyanakkor 26.11 szerint sy — f, ty — g, 6s igy (sn, tn) — {f, ¢). Bzért {f,g> = {f, ).

26.14. kovetkezmény. Ha f € Ly(T), akkor

0

I£I5 =" Ifm)E (= 1f15)

n=—0u
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Bizonyitas. Ez 26.13 specialis esete.

Tehat azt kaptuk, hogy az “: Ly(T) — {5 operétor skalarszorzat-, és normatart6. Mivel norma-
tarto, ezért injektiv is. Felvetddik a kérdés, hogy sziirjektiv-e ez a leképezés. A vélasz igenld:

26.15. Allitas. Az ": Ly(T) — {5 operdtor sziirjektiv.

N
Bizonyitas. Legyen adott a (c,)nez € 2 sorozat, és legyen sy = Y ¢,-e™. Azt kell belatnunk,
n=—N
hogy sy Lo-ben konvergens. Az sy sorozat Cauchy, hiszen

—N+M —N+M

N . . N . .
sy — sul2 = Z Cn €M+ Z cn M < Z Cn - €™+ Z Cp - €™M =
n=N-M n=—N 2 n=N-M 2 n=—N 2
N —N+M
= Z lenl® + Z [enl?
n=N—-M n=—N
az el6z6 kovetkezmeény szerint (Sy(n) = ¢,), és
N —~N+M
DUl + ) el —0+0=0,

n=N—-M n=—N

mert (¢, )nez € lo. A Riesz-Fischer tétel (21.4) szerint tehat sy konvergens Lo-ben.
Ezzel belattuk a kévetkez6 tételt:

26.16. tétel. Az ly és Lo(T) egymdassal izomorf Hilbert-terek.

26.1. Fourier-transzformalt Altalanos esetben

Most altalanosabban is definidlni fogjuk a Fourier-transzformaltat, nem csak periodikus fliggvények
esetén.

26.17. definici6. Legyen az f fiiggvény p-normaja

= (= [ reroaw)” a<p<a,

az [ és g fiiggvények konvolicidja

Fro= [ te-new h) e

az [ Fourier-transzformaltja pedig

f(t) = \/% Joo f(z)-e ™ d\(x) (teR).

26.18. tétel. Legyen f € Ly, és a, X valds szdmok. Ekkor

~

(1) Ha g(x) = f(x) =" akkor g(t) = f(t 0.
(2) Ha g(x) = f(v — ), akkor g(t) = f(t) - .
(3) Ha ge Ly és h = f*g, akkor h(t) = f(t) - g(t).

~

(4) Ha g(x) = f(=x), akkor g(t) = f(t).
(5) Ha g(x) = f(5) és A >0, akkor g(t) = Af(At).

(6) Ha g(z) = —izf(z) és g € Ly, akkor f differencidlhatd és f'(t) = §(t).
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Bizonyitas. Nem bizonyitjuk.

26.19. tétel (Inverz tétel). Ha f, f € Ly és

o)== [ fa) et @) @er)
akkor g folytonos és f(x) = g(x) m.m.

Bizonyitas. Nem bizonyitjuk.
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