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www.math.bme.hu/ lukacs oldalon lesz majd a weblapja a kurzusnak. Ajanlott irodalom: Rotman: An intro-
duction to homological algebra, és Weibel-t6l ugyanezen cimmel.

Osztalyzat: hazi feladatok, soronként kettd, hetente egy sor nagyjabol 10-10 pont, kb 180 és ennek a 0.3
szorosa, és egy zh az utolsé héten. 30 pont elmélet és ugyanennyi gyakorlat. Ponthatarok 50 60 70 80.

1 ElsS elgadas

1.1 Moduluselméleti alapok

Reprezenticidelméleti jegyzet: www.math.bme.hu/ mandras/gycs-1.pdf jegyzetben taldlhaté még segitség
ehhez.
Gytrid mindig egységelemes, nem feltétleniil kommutativak, homomorfizmusok unitélisak. A test feletti k-

algebrat is mindig egységelemesnek tessziik fol, a mi eseteinkben véges dimenzidsak.

Definicié 1.1. A egy k-algebra, ha egyszerre vektortér k felett, és gytrd, tovabba A(ab) = (Aa)b = a(A(D))

teljesiil A € k és a,b € A. dim A alatt a dimenzidjat értjiik mint vektortér.

Példa 1.2. Példak k-algebbrékra:

Matrixgytrd £™*"™ ilyen példaul.

k[x1,...,x,] polinomgytrik is persze k-algebrak, ezek kommutativak is, de ezek dimenzioja nem véges.

G véges csoporthoz rendeljiik a kG csoportalgebrat, ez szintén egy véges dimenziés k-algebra. Bazisa a G,

Osszeadas komponensenként, szorzast pedig kiterjesztjiik disztributivan.

Egy k-algebra megadésa: egy vektortér by,...,b, bézissal, és elegendé a baziselemeken megadni a szorzast.
bib; = > ,b, és innen a szorzatot disztributivan kiterjeszthetjiik. Ehhez kell, hogy (b;b;)br = (bi(bjb)),
ami persze a mi esetiinkben teljesiil.

Mivel 1 € A ezért van egy természetes kopiaja k-nak A-ban, {\ - 1}-ként, s6t ez a résztest centralis. Ugy
tekintjiik, hogy k < A. Forditva, hogyha 3k < Z(R) valami R gytrtire, akkor R természetes modon k-

algebrava valik, az axiomak koévetkeznek a gytrdaxioméakbol.

Példa 1.3. Kérdés: H mint ferdetest izomorf RQ-val? ahol Q a kvaterniocsoport? Nem! a Kvaternioknak 4
elemti bazisa van, a kvaterniécsoport csoportalgebrajanakpedig 8! EI6bbi esetben i = —1-1, a masik esetben
-2 9 RERE
=" —-1=#-1-"1".



Van olyan csoportalgebra G = 1 esetén kiviil ami ferdetest? Taladlunk valédi ideélt, tehat nem. Ilyen pl.
a {d> Agg : D> Ay = 0} ez latvanyosan egy ideél, Osszeadasra zart, baziselemmel szorzasnal kiviilrél csak
megpermutalédnak az elemek, skaldrszorzasra ugyszintén, tehat nem lehet ferdetest.

u =Yg a kedvenc elemiink. uh = h minden h € G-re, tehat az ezen elem é&ltal generélt ideal pontosan a a

skalarszorosaibol all, ez az elem centralis is.

Definici6 1.4. M = Mp f6leg jobbmodulust hsznalunk az R gytri felett. Ez azt jelenti, hogy M egy
Abel-csoport és m,n € M,r,s € R-hez létezik mr € M, a vektortereknél megszokott tulajdonsagokkal:

(m +n)r =mr +nr, m(r + s) = mr + ms, m(rs) = (mr)s, ml =m.

Masképp: adott egy gylrihomomorfizmus ¢ : R — End(M) egységelemtarté gytrtimorfizmus.* Az el6z6
nyelvre leforditva ¢ : r — -r. Az els§ azonossag miatt lesz homomorfizmus az r-el valé jobbszorzés, a 2, 3,4
pedig azt mondja hogy ¢ egy gytirthomomorfizmus. Visszafelé is persze, ez egy ekvivalens leiras.

Vegyiik észre, hogy algebra folotti modulus vektortés is, mivel & < A. Ekkor ¢ : A — Endip(M) egy vek-

tortérhomomorfizmus is.
Definicié 1.5. Balmodulus p M olyan mint a jobb, csak balrél szorzunk.

Példa 1.6. Modulusok:
Abel csoportok pontosan a Z modulusok. x € M-hez xm-et definidlhatjuk Zi" xr-ként.
Vektorterek pedig a k-modulusok.

Definicié 1.7. Mpr egy modulus, U C M nemiires részhalmaz részmodulus ha zart a mtveletekre. Jele
U<M.
Definidljuk az X altal generalt részmodulust X R = {} x;r; } véges Gsszegek, ez megegyezik tovabba () y -« p U-

val. Tehét ez a legkisebb X-et tartalmazo6 részmodulus.

M végesen generalt modulus, ha létezik egy véges X amire XR = M. M ciklikus, ha egy elem generdlja.
Egyszerti modulus M ha nem nulla, és ha U < M, akkor U = 0 vagy U = M.1

jeldli.

Definicié 1.8. M, N € Mod— R akkor ¢M — N egy modulusmorfizmus, ha miivelettartd (obv.) az Gsszead-
asra és a skalarszorzasra.

Izomorfizmus hogyha bijektiv homomorfizmus, a mivelettartas automatikus az inverzre nézve. M = N ha
létezik koztiik izomorfizmus.

kerg és im¢ definidlhatd analdég mddon, nyilvan ¢ injektiv pontosan akkor ha a magja nulla, sziirjektiv

pontosan akkor ha a kép az egész.

Definicié 1.9. Faktormodulust is képezhetiink. U < M, akkor M /U = {m + U} mint faktor Abel csoport,

és a modulusstrukttra megmarad U skalarszorzasra zartsaga miatt.

Példa 1.10. Rp regularis modulus, ciklikus persze, az 1 generalja. Minden ciklikus modulus ennek homomorf

képe!l Ha M = mR, akkor az 1 — m leképezés, és kiterjesztése r — mr egy joldefinidlt sziirjektiv leképezés.

*ez az R egy reprezentacioja
tergo nincs valodi részmodulusa



Tétel 1.11 (homomorfizmus tétel). ¢ : M — N akkor M/ker¢ = imdo.

Az el6z6 példaban im¢ = M = Rp/ker¢. Ez a mag pont az m annullatora.

Példa 1.12. Ha S egyszeri modulus, akkor ciklikus, tehat faktora Rgr-nek, és ker¢ egy maximalis részmod-

ulusa Rp-nek.

Jelolés: Hom(Mpg, Nr) = Hompg(M, N) az 6sszes homomorfizmusok halmaza, s6t ez egy Abel csoport. Ha
R egy k-algebra, akkor m(A¢) = A\(m¢)-ként kapunk egy vektorteret a Hom (M, N)-en.

Definicié 1.13. Részmodulusok 6sszege. U; < M valami I indexhalmazra, akkor > U; = {>_ u;} éalljon azon
Osszegekbdl ahol csak véges sok u; # 0. Ez ugyanaz mint az 6sszes részmodulus metszete, amik tartalmazzak
az Osszes U;-t.

Részmodulusok direkt dsszege (belsd direkt dsszeg). U; < M, M = @ U;, hogyha M 3 U; és U;Ny 2, Uj = 0.
Modulusok direkt szorzata. M; € Mod — R akkor [, M; = X ; M, miiveletek komponensenként.
Modulusok direkt 6sszege. M; € Mod — R-re @ M; < [[ M;, ahol minden elemben csak véges sok komponens
nem nulla. Ez persze ugyanaz mint az 6sszeg tagjainak, mint részmodulusoknak a bels6 direkt Gsszege.
Szabad modulusok. F' = F(X) € Mod — R az X részhalmaza altal generalt szabad modulus, ha V¢ : X — M

tetszoleges Mp-be mend leképezéshez létezik 3¢ : F — M modulusmorfizmus, ami kiterjesztése ¢-nek.
Példa 1.14. Rp-et szabadon generalja az 1 a kordbbi gondolatmenet szerint.
Allitas 1.15. | X| = |Y| akkor F(X) = F(Y).

Proof. Vesziink egy ¢ : X — Y bijekciot, és ennek a 1) inverzét. Ezek indukalnak ¢ és ¢ leképezéseket X < Y.
Ekkor ¢1) az identités lesz az X-en persze, hiszen kiterjesztés. Az egyértelmiiség miatt tehat ez a leképezés

identikus az egész F(X)-en, és szimmetrikusan forditva is, teh4t valoban izomorfizmusok. O
Szabad modulus konstrukcioja egyszertien €f y Rr. Erre a modulusra nyilvanval6an teljesiil a szabad modu-
lusoktol megkdvetelt tulajdonsdg, az egyértelmiiségi tétel miatt készen is vagyunk.

Példa 1.16. Minden vektortér szabad modulus, tetszéleges bazisa szabadon generélja.

Abel csoportokra @ Z valami indexhalmazra.

2 Masodik eladas

2.1 bimodulus

M,N € Mod— R akkor Homp (M, N) Abel csoport, ha k-algebrank van, akkor vektortér. Szeretnénk modu-
lusséa tenni, adni egy R hatast. Szeretnénk egy ¢ leképezésre az ¢r-t definialni, ez hasson tugy, hogy m(¢r) =
(mo)r. Osszeadasra jol viselkedik persze, de (mr')gr = (mr')pr = (me)(r'r), forditva m(¢r)r’ = (me)rr’,

tehat ez csak kommutativ elemekre miikodik. Ezt extra struktaraval haritjuk el.

Definicié 2.1. R, S gytrtk, és M € Rpyjod N Mod — S elemet rMg-nek jeloljik és R, S bimodulusnak

nevezziik, ha az R és S hatasok felcserélhetGek, vagyis (rm)s = r(ms).

Példa 2.2. Vektortér V egyuttal k, k bimodulus is. V' eredetileg, és a masik oldalrdl ugyanugy definidljuk a

hatast. vA = Av. Kommutativitas miatt ez valéban egy modulusstruktira, Gsszegzés és egység nyilvanvalo. A



két hatés felcserélhetGsége is a kommutativitasbol kovetkezik. Ezekbdl rogton latszik hogy ugyanez mikodik
kommutativ gytrd feletti modulusokra.

M € Mod — R-hez vessziik az R°P gy(rit, az 6sszeadas marad a régi, a szorzds pedig r * s = sr. Ekkor
M € R°P — Mod.

R gytrd, S < Z(R) és M € Mod — R, akkor M valojaban S — R bimodulus az els6 példa szerint. Ha
M € Mod — A ahol A egy k-algebra, akkor M egy k — A bimodulus, ugyanigy a masik oldalon.

Tétel 2.3. R, S, T gyirik, sMg és 1 Ng bimodulusok. Akkor Homgr(Mg, Ng) egy T — S bimodulus. A hatds
t € T-re Itd : m+— t(me) és ¢ps:m+— (sm)ep.

Proof. Kell, hogy t¢, ¢s is R-homomorfizmus, ez 2+2 egyenlet. T és S hatésa modulushatas (4+4), és felc-
serélhetGek (1).
Osszegtartas trivialis, skipp, marad 2+2+1. definici6, ¢ homomorfizmus és T — R bimodulus az M és megint
t¢ definicioja:

(mr)(tg) = t((mr)¢) = t(me)r = (t(me))r = (m(t¢))r

anal6g moédon, az S — R bimod szerkezetet hasznélva:

(mr)(¢s) = (s(mr))¢ = ((sm)r)¢ = ((sm)d)r = (m(ds))r

Modulushatasunk van?

m((tt')¢) = (t')(me) = t(t'(mg)) = t(m(t'¢)) = m(t(t'¢))

Masik oldal:
m(p(ss")) = ((ss)m)p = (s(s'm))¢p = (s'm)(¢s) = m((¢s)s')

Hatasok folcserélhetsége:

m((th)s) = (sm)(t¢) = t((sm)p) = t(m(ds)) = m(t(¢a))
O

Allitas 2.4. RMs és RNy bimodulusok, akkor Homp(M, N) egy S — T bimodulus lesz. m(s¢) = (ms)¢ és
m(¢t) = (mo)t hatdsokkal.

Megjegyzés 2.5. Mindketténél a masodik modulus strukttra megérzi az oldalt, az elséé cserél.

Példa 2.6. Adott M,N € Mod — R, tekinthetjiik Homgz(M, N)-et, ami egy R — R bimodulus lesz. Ez
egyszertien azért van, mert minden gond nélkiil tekinthetjiik zMpr-nek ezeket a modulusokat, és az allitast
hasznalhatjuk.

Ha M,N € Mod — A, tekinthetjiik Homy (M, N)-et, ez egy A — A bimodulus lesz azért, mert k < Z(A) és
kM 4 struktarat kap a modulus.

M € Mod—A, akkor D(M) := Homy (M, K) € A—Mod, illetve ha N € Apod akkor D(N) := Homy (N, k) €
Mod— A, ezek M illetve N k-dualisa. Vektortereknél D(V) = V persze, de itt persze nem mert nem is azonos
oldali. Viszont ha mindenki véges dimenzios, akkor D(D(M)) = M.



2.2 Tenzorszorzat

Motivaci6 az 1/2 b feladat. Mi az R és R/I modulusok kozott a kapcsolat? Ha adott Mp,; egyszertien
mr = m(r + I). Fordiva, ha adott Mg-nél ez nem megy ilyen konnyen, nem biztos hogy r — r’ € I, és mégis
mashogy hatnak m-en. Akkor fog ez menni, hogyha M I = 0, és akkor miikodik is az elgbbi konstrukcio.

1 € § < R esetén vilagos hogy minden R modulus S modulus is megszoritassal. Ez azonban visszafelé nagyon
nem igaz, példaul Zs egy Z modulus persze, de ez a hatas nem terjed 4t Z — Q-n, pl mert Q modulus
vektortér, tehat végtelen sok eleme van.

Lehet-e M-et béviteni, vagy megvaltoztatni agy hogy mégis R-modulus legyen? Példaul egy valos vektortér-
ben vesziink egy bazist, és ennek a béazisnak vessziik minden C kombinaciéjat, akkor kiterjesztettiik a vek-
tortérstruktarat C-re. Ez azért j6, mert minden valds lineéris leképezés egy komplex vektortérbe kiterjed
egyértemten erre a komplexifikiltra.

Olyan R-modulust keresiink Ui ami a legtobbet tart meg M-bdél, ezt az el6bbivel analég médon az alabbi

diagrammal kotjiik ki. Ez az objektum lesz M, ®g sR.
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Figure 1:

Altalanosabban definialjuk:

Definicié 2.7. Mp és gN modulusok. Z(M x N) az M x N Descartes szorzat &altal szabadon generalt
Abel-csoport. Ezt lefaktoraljuk azon relaciokkal, hogy a parok ugy viselkedjenek, mintha szorzatok lennének:
M@rN :=Z(MxN)/ < (m+m',n)—(m,n)—(m',n), (m,n+n")— (m,n) — (m,n’), (mr,n) — (m,rn) > Az
(m,n) osztalyat m @ n-el jeloljiik, ezek generaljak a tenzorszorzatot véges Osszegekkel. Tovabba a faktorizacio

miatt (m+m') ® n =m & n+m’ ®n, és hasonléan a tobbi tulajdonsiggal.

Tétel 2.8 (A tenzorszorzat univerzalitidsa). Ha G Abel-csoport és adott egy ¢ : M x N — G R-kézéplinedris,
vagyis mindkét vdltozdjaban additiv, és ¢(mr,n) = ¢(m,rn), akkor B : M @r N — G Abel csoport homo-

morfizmus, ami a ¢-t dtvezeti az M x N — M ® N természetes leképezésen.

Proof. Az egyértelmiiség egyszert, csak a tenzorszorzat helyett elészor tekintsiik az M x N — Z(M x N)
leképezést, itt minden parnak (m,n)¢-be kell mennie hogy esélyiink legyen athuzni a leképezést. A kozéplin-

earitasi feltétel miatt ezen leképezés magjaban van a tenzorszorzatot definiald I ideal. O

Példa 2.9. X € Mod— R, tekintsiik X ® r R-et. Allitjuk hogy ez izomorf X Abel csoportjaval. Azt vegyiik észre,

hogy 2®r = 2 ®rl = 2r®1 az alaptenzorokra, ilyenek Gsszege az Osszegtartds miatt »_ z; @r; = (O x;1;) ®1,



ergo mindenelem y ® 1 alaku. Vegyiik az (z,7) — wr leképezést X x R-b6l X-be. Megszoritva X x {1}-re
kapunk egy bijekciot, emiatt latvanyosan a természetes leképezés megszoritasa is bijektiv X x {1} - X ® R.
Ha van egy G torzié Abelcsoport, akkor G®7zQ = 0 persze, a rendet atvihetjiik. A bilinearitas miatt 0®r = 0.
Altalaban ha I < R tgy, hogy MI = IN =0, akkor M ®g N = M ®p,; N.

Allitas 2.10. Ha sMp és gpNt bimodulusok, akkor M @r N egy S — T bimodulus lesz a s(m®@n) = sm®@n

és (m ® n)t = m Q@ nt hatdsok disztributiv kiterjesztésével.*

3 Harmadik el6adas

3.1 Kategoériak

Egy K kategoria objektumokbdl és kozottiik morfizmusokbél &ll. Minden objektumnak létezik egy iden-
titastmorfizmusa id, : A — A, és a morfizmusok kompoziciéja asszociativ. Az objektumok osztalyat Ob(K)-
val, két objektum A, B kozotti leképezéseket Hom (A, B)-vel jeldljiik.

Példa 3.1. Ab, Mod— R, R— Mod, mod— R, R—mod, tovabb& Ring az egységelemes gylriik unitalis gytriho-
momorfizmusokkal, Rng az altalanos gytiriik, Grp a csoportok és Set a halmazok kategoriaja.

Nyilvan ezek mind Set részkategériai (nem az Gsszes objektum, és nem az Gsszes morfizmus).

Definicié 3.2. ¢ : A — B monomorfizmus, ha minden o, : C — A leképezésekre, ahol pa = ¢S igaz,

a = 3 teljesiil, ergo a bal egyszertisithets leképezések. A duélis definicioét epimorfizmusnak nevezziik.

Allitas 3.3. A Set részkategoridin ha egy leképezés injektiv, akkor monomorfizmus, dudlisan ha szirjektiv,

akkor epimorfizmus.

Proof. C LN B, mivel ezek halmazfiiggvények, tekintsiik a hatasukat egy ¢ € C elemen. Ha ¢(a(c)) =
?(B(c)) te%esﬁl, akkor ¢ injektivitasa miatt «(c) = B(c), tehat valéban mono. A masik allitds dualisan
teljesen analég moédon: C % o< A, sziirjektivitas miatt Vb € B Ja € A : ¢(a) = b, ezért a(b) = a(¢(a)) =
B(o(a) = B O

Allitas 3.4. Mod-ban és mod-ban az dllitds megforditdsa is teljesiil.

Proof. Elégséges belatni, hogy ha egy leképezés nem injektiv, akkor nem mono, és hogy ha nem sziirjektiv,
akkor nem epi.
Ha ¢ nem injektiv, akkor nem nulla magja van. Vegyiik ennek a természetes bedgyazasat, és a trivialis
leképezést

0 # ker ¢ 3> A% B

Mindkét kompozicié a nulla leképezés ker ¢ — B, viszont a két leképezés nem egyenld, hiszen a mag nem
nulla, tehat ¢ nem monomorfizmus.
Hasonl6an, most faktorizalunk I'm@-vel, a parhuzamos nyilak a faktorleképezés és a nulla leképezés, és kapjuk

hogy egy nem sziirjektiv leképezés nem epimorfizmus. O

Definicié 3.5. ¢ : A — B izomorfizmus, ha létezik ¢ : B — A, amire ¢ = idg és ¥¢ = ids. Ekkor A = B.

*nem trivialis a joldefinialtsag
Tidsaf = f és gida = g minden f: B — Aés g: A — B-re.



A — B jeloli a mono, A - B pedig az epimorfizmusokat. A =, B az izomorfizmusokat.

Megjegyzés 3.6. Altalaban egy epi és monomorfizmus nem izomorfizmus (azonban pl Mod és mod-ban igaz).
Egyszert ellenpélda egy kategoria két objektummal, és egy nem identitas morfizmussal A — B. Ez a leképezés

nyilvanvaléan mono és epi, de nem lehet izomorfizmus, hiszen nincs az ellenkezd irdnyba leképezés.

Definicié 3.7. Szorzat. M, (i € I) objektumok, N = [[; M; az M;-k szorzata, hogyha adva vannak ¢; :
N — M, leképezések, és igaz hogy VX Vf; : X — M;-hez 3¢ : X — N amire 5;¢ = ¢;.
A duélis definicio a koszorzat, jele N = Ly M;.

Allitas 3.8. A szorzat és koszorzat izomorfia erejéig eqyértelm.

Proof. Vegyiink két objektumot, amik teljesitik a definiciot M és M’. Irjuk fel a definiciot X = M’-vel a
definiciobol kapott leképezésekkel, kapva egy M’ — M leképezést, illetve forditva felirva egy leképezést az

ellenkezd irdnyba. Mostméar az egyértelmiiség garantalja hogy a kompozicié identikus. O
Allitas 3.9. Modulusokra a szorzat a direkt szorzat, dsszeq pedig a direkt dsszeg.

Proof. Elégséges belatni, hogy a direkt szorzat és Osszeg kielégitik a megfelel§ diagramokat, ez pedig vila-
gos. Ha vannak leképezéseink minden M;-be, akkor az egyetlen dolog amit tehetiink, hogy koordinatanként
beképezziik a szorzatba, csak igy lesz kompatibilis az Gsszes vetitéssel.

A direkt Gsszeg teljesen hasonlo, a részmodulusok beagyazasaval ugy tudunk csak kompatibilisek maradni,
hogyha 6sszeadjuk a leképezéseket. Ez értelmes lesz, mert minden eleme a direkt Osszegnek csak véges sok

helyen nem nulla. O

3.2 Projektiv és injektiv modulusok

Definicié 3.10. Egy kategoridban a P objektumot projektivnak hivunk, hogyha Va : N — M epire, és
B : P — M morfizmusra létezik ¢ : P — N amire a¢ = (.

s M

b

“ /J
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Figure 2: A projektiv objektum univerzalis tulajdonsaga

A dualis fogalmat injektiv objektumnak nevezziik.

Allitas 3.11. 1. minden szabad modulus projektiv



2. projektivek direkt dsszeadanddja is projektiv
3. projektiv modulusok direkt dsszege (koszorzata) is projektiv

Proof. Vegyiik az X altal generalt szabad objektumot, és P = F(X) Sy M« N leképezéseket. x € X-re
B(x;)-t eltaldlja az epimorfizmus*« valami n; € N elemmel. Definidljuk ¢ : X — N x; — n;, mivel P
szabad, ez kiterjed egy ¢ : P — N leképezéssé. Egy generédtorra ¢(a(z;)) = ¢(a(x;)) = a(n;) = B(x;), vagyis
ad|x = B|x, tehat mindenhol egyenlGek.
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Figure 3: A mésodik és harmadik pont bizonyitasa

— (u,0), m(u,v) = u, ezért ¢i = idy. Mivel P feltevés szerint projektiv, létezik ¢ : ap = pw. Tekintsiik
most a ¢i : U — N leképezést, erre agi = fmi = .
t; a definicibban megkovetelt leképezések, a projektivitas miatt létezik ¢;, amire Si; = ;. A koszorzat
definici6ja miatt létezik ¢ : ¢; = 1;. Mostmér atpr; = agp; = By, a koszorzat egyértelmiiségi kivetelése miatt

ay = B. O
Allitas 3.12. P modulusra ekvivalens:

1. P projektiv

2. ¢ : M — P felhasad, vagyis ker ¢ direkt dsszeadanddja M -nek

3. P direkt dsszeadandoja eqy szabad modulusnak

*modulusokra epimorfizmus sziirjektiv!



¢y = idp. Mivel idp injektiv, imiyp Nker ¢ = 0, és ¢ injektiv, mert ¢ injektiv, vagyis im¢p = P. Generalnak,
mert ha m € M, ¢(m)-hez létezik p € P, amire ¢(1p(p)) = ¢p(m), ergo ¢((p) —m) = 0, igy ¥(p) —m € ker ¢,
vagyis m € ker ¢ + ima). Generédlnak, és diszjunktak, tehéat direkt Osszeg.

2 — 3 P homomorf (epimorf) képe egy F(X) szabadnak (valaszthatjuk X-et egy generatorrendszerének),
tehat F(X) =kero @ P.

3 — 1 Lattuk mar hogy minden szabad modulus projektiv, és egy projektiv modulus direkt 6sszeadanddja is

projektiv. O
Kovetkezmény 3.13. Rp direkt dsszeadandoi projektivek
Tétel 3.14. 1. Ab-ban projektiv — szabad

2. A wégesen generdlt k-algebra, akkor M projektiv pontosan akkor, hogyha M = @®P;, ahol P; direkt

osszeadanddja A a-nak.
Allitas 3.15. 1. ingektiv modulusok direkt dsszeadandodja injektiv

2. injektiv modulusokdirekt szorzata injektiv (dltaldnos kategoridkban is)

4 Negyedik el6adas

Allitas 4.1. FEkvivalens
1. Q injektiv
2. Q— M, akkor Q = ima és direkt dsszeadanddja M -nek.

Proof. 1 — 2 Hasznaljuk az injektivitast a-ra és idg-ra, kapjuk v : M — @ amire yo = idg. Ez ugyan az,
mint a héazi feladatban.

2 — 1 az érdekesebb eset. Vesziink egy o : M ~— N leképezést, és egy 8 : M — @ leképezést, ezt szeretnénk
kiterjeszteni N-re. Vessziik a pushoutot. Ekkor a ¢ leképezés injektiv, hiszen ha ¢1(q) = 0, akkor (¢,0) =

H>‘ﬂ—é—>{\j

L

Q //L—‘“DU(: @@@J/ﬁ}@“d/Vﬂ)}

Figure 4:

B(m) — a(m) valami m-re, ergo a(m) = 0, de ez feltevés szerint injektiv, tehat m = 0, ezért ¢ = 0 és valoban
injektiv, hasonléan to. Feltevés szerint () — U felhasad, létezik m : U — @ amire m¢; = idg. Vehetjiik a ey

leképezést, ami megfelel§ kiterjesztés lesz, hiszen yo = mpae = w01 8 = Bidg = B. O



Tétel 4.2 (Bare-kritérium). Ha Qg injektiv pontosan akkor, hogyha telejsiti az injektivitdsi tulajdonsdgot
minden I — Rp bedgyazdsra, ahol I jobbidedlja R-nek.

Nem bizonyitjuk, megtalalhato.

Tétel 4.3. Minden modulus bedgyazhato injektivbe.

Proof. Kés6bb homologikus algebraval. O

Megjegyzés 4.4. Minden modulus nyilvan homomorf képe egy projektivnek (szabadnak).
Tétel 4.5. Egy Abel csoport injektiv pontosan akkor, hogyha oszthatd.

Proof. Az injektivteszt lemmat alkalmazzuk. elég az nZ — 7Z monokat nézni. nZ és Z is szabadok, elég azt
megnézni, hogy az n és az 1 képe micsoda, és a kiterjeszthetGség pontosan azt mondja nekiink, hogy az n

képe oszthato n-el. O

Kovetkezmény 4.6. Ab-ban az injektivek direkt dsszege, és faktora is injektiv, hiszen az oszthatdsdg ezekre
oroklodik.

Kovetkezmény 4.7. Ab-ban injektiv Q és a Zy-, mert oszthatoak.

Tétel 4.8. Ab-ban az injektivek pontosan Q és Zyp példdinyainak direkt dsszeges.
Egy A véges dimenzids k-algebrdra Mod — A-ban az injektivek direkt felbonthatatlan injektivek direkt dsszegei,
és a felbonthatatlan injektivek pedig pontosan D(P?), ahol P? € A— Mod felbonthatatlan projektiv (ezek pedig

AA direkt dsszeadanddi).
Tétel 4.9. Ab-ban mindenki beigyazhato injektivekbe.

Proof. M € Ab, ez homomorf képe egy szabadnak: ¢ : @Z — M, a homomorfizmus tétel szerint M =
®Z/kerg. Most BZ — BQ, és igy a faktor is bedgyaztatik, igy M-et beagyaztuk egy oszthaté faktoraba, ami
oszthato. 0

4.1 Regularis modulus felbontasa direkt Gsszegre

Allitas 4.10. R = M1 @ --- ® M,, akkor és csak akkor ha de1,...,en € R idempotensek, hogy M; = e; R,
tovdbbd e;e; = 0;5e; (ortogondlis), és végil Y e; =1 (teljes).

Megjegyzés 4.11. Ha létezik e € R nem null vagy 1 idempotensek, akkor e,1 — e egy ilyen rendszer. Ekkor
R=eR® (1—e)R.

Proof. — irany. A direkt Osszegzés miatt 1 = Y e;, szeretnénk, hogy ezek jok. Ha r; € M;, akkor atszorozva
ril =" e;r;, direkt Osszegben ennek a két elgallitasnak meg kell egyeznie, vagyis j # i-re e;r; =0, j = i-re
pedig r; = e;r;. Kapjuk, hogy M; < e;M; < e;R vilagos, és e;R < M; is teljesiil persze, ezért egyenlSek.
r; = e;-re az el6bbi egyenletbdl kapjuk hogy e; idempotens és ortogondlis ha r; = e;.

Masik irdny. Adott 1 = > e;, tekintsiik az e;R = M; részmodulusokat Rp-ben. Allitjuk, hogy ezek direkt
Osszege Rp. Generalnak, hiszen r1 = > e;r ahol minden 6sszeadandé M;-ben van. Indirekt legyen M; N

> M; # 0. ekkor m = e;r; = 3, . e;7j, atszorozva e;-vel latjuk hogy e;m =m =} e;ejr; = 0. O

Megjegyzés 4.12. A fenti felbontas gytiri-direktOsszeg, vagyis az M;-k kétoldali idedlok R-ben akkor és csak
akkor, hogyha e; € Z(R).
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4.2 Grafalgebrak

I' véges irdnyitott graf*, megengediink t6bbszords élt és hurkot is.

Definicié 4.13. kT algebra a kovetkezs: Vegyiik azt a k-vektorteret, amit I' sétai T alkotjak, beleértve a 0

hosszusaguakat. A szorzas az utak konkatenécioja ha lehet, O ha nem.

/L>1

N\ /a
)

Figure 5: T’

Példa 4.14. kI bazisa az e, es, e3 0 hosszu utak, idempotensek, «, 5,7 és B, tehat a dimenzié 7. e;a = «
vagy escx = 0 példaul.
Példa 4.15. Ha T" véges, attol még lehet a grafalgebra végtelen dimenzids, pl egy csics és egy hurokél adja a

polinomgytrt.

Vegyiik észre, hogy a 0 hosszu utak e; béaziselemeihez tartozd elemek Osszege az egységeleme az algebranak,

hiszen minden utnak egyértelmd kezdd és végpontja van.

Allitas 4.16. Ay = Pe; AD---De, A egy felbontdisa A-nak direkt felbonthatatlanokra ha T-nak n csicsa van
és A =kI.

Példa 4.17. Az el6z6 példaban ey A =< ey, a, 3,87 >, 24 =< e3 > és e3A =< ez, >, tehat k' =
P, & P, ® Ps ahol a dimenziok 4,1, 2.

Definicié 4.18. kI'; jelolje a legalabb 1 hosszi utak altal generalt részmodulust (ideal is valojaban). I
megengedett ideal, ha létezik m > 2, hogyha kI'y < I < kI'7. Ekkor A = kT'/I véges dimenzios algebra.

Példa 4.19. A grafunk, és legyen az ideal I = (a3%, 33). A faktorban A = kI'-ban ezek reléciok lesznek. Adjuk
meg A egy bazisat!t Ebbdl leolvashatjuk, hogy A =< eq, ez, , 8, 32, a8 >1. Felbontés direkt dsszeadandokra
< e, a,afB > @ < ey, 3,8% >. Ez csak modulusfelbontis, nem algebra. Tudnunk kell még, hogy a nyilak
hogyan hatnak a baziselemeken. Az elsénél e; = « LN af, és es LN I} LN B2. Még feljegyezziik hozza, hogy
1—-2—26és2—2—2, a kezdSpontokat, a konkrét élekkel cimkézni opcionélis, csak ha nem egyértelmi. A

modulusstruktira teljesen meg van hatarozva ezzel a diagrammal, latjuk az A hatasat.

*quiver
tiranyitott utak ahol éleket tébbszor hasznalhatunk
1Ha I utakkal, és utak kiildnbségével van generalva, akkor A-nak létezik utakbol 4ll6 bazisa
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Példa 4.20. I = (ary, Ba—~?)-et vegyiink. A faktor egy bézisa ey, ea, @, 8,7, a3, Ba = 72,7, a 3 hossztiakra
aBa = ay? =0, ezt nem lehet Say = 0 szintén, viszont Saf még generator. Végiil yB8a = Bay = 0 és Baf-t

nem tudjuk 4 hossziava folytatni, készen vagyunk 9 generator.

} %} zLO}
I |

Figure 6:

5 Otodik eldadas

Gréafalgebrékat kezdtiink el nézni. A faktoraikat is grafalgebranak hivjuk, elkezdtiik a Loewy-diagramok
targyalasat. Ag = et A®---De, A, ahol az e; a T grafcsicsaibol allo 0 hosszu utakat jeloli. Az Osszegiik pont

az algebrank egységeleme.

5.1 Modulusok az A folott

M € mod — A, ez egyenlé M1 = @Me;-vel, ahol ez egy vektortér direkt dsszeg. Azt kell megadni dim Me;-n
kiviil, hogy hogy hatnak rajta a nyilak. Ha i — j egy nyil, akkor a = e;oej, és igy a-val jobbszorozni
egy Me; — Me; transzformacio, mindenki mast tgyis annullal. Ezért a modulust megadhatjuk tgy, hogy

vektorterek, és linearis trafok kozottik.

Példa 5.1. A multkori I = (af?, 33)-6s példat nézziik. e; A és exA is 3 dimenzios. Adjunk meg egy-egy
G

alkalmas bézist minden M; := Me;-ben, és minden « nyilra adjuk meg a hatast a baziselemeken. J6 esetben

bézislem képe baziselem vagy nulla, ezt fel lehet rajzolni. Ez azt mondja, hogy Me; 1 dimenzids, Mes két
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Figure 7: egy modulus A felett

dimenzids, és a vonalak megadjak a két nyil hatasat.
Tetszéleges o : M; — M; leképezést vehetnénk, ez modulus lesz KT' f6l6tt, és ha az I annullalja akkor a
faktoron is, ezt pedig elég a generdtorokon ellendrizni.

Alapesetben matrixokkal adjuk meg ezeket az « leképezéseket. Egy jobb bazis valasztéasaval (6sszeg és kiilonb-

Figure 8: Csinya Loewy diagram

ség) szebb diagramot kapunk 3 & 2.

Példa 5.2. Az el6z6 algebra f6lott tekintsiik az aldbbi modulust. Ez ellenérizhetGen modulus, teljesiilnek a

Figure 9:

relaciok, vagy létrehozzuk faktorként. Most keressiik meg M részmodulusait, és a szerintiik vett faktorokat
is. N1 < M. Ha létezik xby + yby € N7 ahol y # 0, akkor atoszthatunk y € k-val ha akarunk. Ratoljuk a-t,
adodik z'co + c1 € N, és most a -t, ezzel 0 + co € N, tehat ¢; € N. Lecserélhetjiik bo-t 2'by + bo-re, és igy
latjuk hogy N =< co,2'co + c1,x’'by + by > vagy a teljes, a faktor pedig vagy 0 vagy < b; > képe generalja.
Most feltehetjiik, hogy nincs ilyen Ni-ben. Ha Ny # 0, akkor Ny =< by >, ezért co € N, és két opcidonk van
Ny =< ¢y > vagy Ms. El6bbi esetben N =1 és a faktor is egy 3, a mésik esetben a faktor csak 1.

Végiil ha N7 = 0, akkor vagy dim Ny = 2 és N =3, és a faktor 1 @ 1, vagy dim N, = 1, akkor N = 2 és a
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Figure 10:
faktor 13, Végiil persze lehet Ny is nulla, igy N nulla, és a faktor M.

5.2 Homomorfizmusok

Egy ¢ : M — N morfizmus az Me;, Ne; komponenseket egymasba viszi, hiszen me;¢p = mee;. Most 5/2
feladat.

Példa 5.3. Leolvassuk a Loewy diagrambol a grafot. A diagramot kiévetve leolvashatjuk a relaciokat. I =

Qggjf:j )
7

Figure 11:

(a2, By, af — B6,va, 3,62, 67). Kérdes, hogy dim Hom(122,122) =7. A "fels6" (kozépss) kettest elvihetjiik
barmelyik kettesbe elvihetjiik, és t6bb nem is lehet. Mivel a targyteret egy elem generalja mint modulust, az
egyes képe meghatarozott.

Forditva komplikiltabb. Az egyest egyesbe vagy nullaba vihetjiik, akkor a ketteest kénytelenek vagyunk az
also kettesbe vagy 0-ba vinni, mert a targytér alsé kettese O-ba kell menjen, és igy a fenti 5 képe 0 kell legyen.

5.3 Komplexusok homoldgiai

Definicié 5.4. R-modulusok (R ,d.) lanckomplexusa egy véges vagy végtelen sorozat: — My — M; —
My — M_1 — ... ahol d; : M; — M;_1, amely féligegzakt, ergo d,,+1d,, = 0.

Definicié 5.5. Egy lanckomplexus egzakt, hogyha nem csak Im < Ker, hanem egyenlGek is. Masképp

mondva féligegzakt, és minden ami 0-ba megy elGall képként.

Példa 5.6. 0 — X — Y egzakt pontosan akkor ha a nemtriviélis leképezés injektiv, dudlisan a sziirjektivitasra

is.

Definicié 5.7. Rovid egzakt sorozat 0 — X — Y — Z — 0 ha egzakt. Ez annyit tesz, hogy X — Y és
Y/X =727
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Definicié 5.8. Egy lanckomplexus homolégiai H, (M) = kerd,, /imd,+1. Azt méri hogy mennyire nem

egzakt a sorozat, pontosan akkor nulla, hogyha egzakt a sorozat (ha esetleg véges, kiegészitjik 0-kkal).

Jeolés: x € Kerd,-re [z] jeloli a homologiaosztalyat.

Példa 59. M. : 0 - My —» M; — M; — 0 Ab-ban. Megmondjuk a csoportokat és a leképezéseket.
7% 7.2 7, nullék a ket oldalon. A homolégia Hy = 0, Hy = Zy, Hy = Z.

Definicié 5.10. R-modulusok kolanckomplexusa (M-, d ) ugyanaz csak az indexek névekszenek, nevezziik

koldnckomplexusnak ha féligegzakt.
Definicié 5.11. Kolanckomplexus kohomologidja H™(M") = kerd" /imd"~*.

Definicié 5.12. Comp— R jeloli az R-lanckomplexusok kategoridja, ahol a morfizmusok lancleképezések. Ez
annyit tesz, hogy ha adott (M ,d.) és (N, d.) akkor létezzen f; : My — Ny amire d,, fr,—1 = fndn—1.* Vilagos

hogy lehet komponalni, és az identikus leképezés lancleképezés.

Lattuk, hogy H,, : Comp — R — Mod — R, funktor is?

5.4 Funktorok
Adott C, D két kategoria.

Definicié 5.13. F : C — D kovarians funktor a kdvetkez6t jelenti: VX € Ob(C)-re egy F(X) € Ob(D), és
Vo € Hom(X,Y)3F(a) € Hom(F(X), F(Y)) gy, hogy F(aB) = F(a)F(8), és F(idx) = ifr(x)-

Definicié 5.14. Ugyanezen tulajdonsagok, kivéve hogy F(a8) = F(B8)F(«), akkor F : C'— D kontravarians
funktor (persze ilyenkor G(a) : G(Y) - G(X),haa: X = Y).

Példa 5.15. Példaul M € Mod — R-re az X — Hom(M, X) leképezés egy Mod — R — Ab kovarians funktor,
az Y — Hom(X, M) pedig egy kontravarians funktor. Ha X % Y és vesziink ¢ : Y — M, ehhez természetes

moédon adédik a visszahtzottja mint ¢a : X — M leképezés.

6 Hatodik eldadas

5/5 feladat. Visszafelé haladunk a végérdl a sorozatnak, Hy kiszamitasanal a képben eltalaljuk a generatort,
az a maximalis. H;-nél a kép %, a mag az als6 egyes. El6tte az 3 alakti modulusnal a kép és a mag is a kettes.
El6tte ezért a mag mindenki a fels6 kettes alatt, a kép pedig az alsé kettes. Ezért el6tte a 2-ben a mag az

egyes, a kép pedig nulla, hiszen nulla van el6tte. Féligegzaktsag ezért vilagos, a homolégidk 1, 16 3,0,2,0.
Példa 6.1. M € Mod — Rre F = Hom(M,—) : Mod — R — Ab egy funktor. Az objektumokon X

Hom(M, X) A morfizmusokon prekompozicioval hat F'(«) : ¢ — ag¢. Mivel a fiiggvénykompozicié asszociativ,
ez kompatibilis a kategoridinkkal, és persze identitast identitasba visz, ez egy kovarians funktor.

Forditva N € Mod — R és G = Hom(—, N). Az objektumokon X — Hom(X, N), morfizmusokon (¢ : Y —
Y) — (¢a: X — N) hat, emiatt a kompozicié sorrendje megfordul, kontravaridns funktort kapunk.

Ezek additiv funktorok, azaz F' : Hom(X,Y) — Hom(F(x), F(y)) abelcsoport homomorfizmus, hasonl6an
G. Tehat morfizmusok Gsszege morfizmusok Osszegébe megy, ez egyszerien kovetkezik a morfizmusokon vald

hatasbol. k-algebra f6l6tt ezek vektortér morfizmusok is.

*minden kis négyzet kommutativ
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Speciélisan D = Homy(—, k) egy kontravarians additiv funktor Mod — R — R — Mod.

Allitas 6.2. Ldncleképezés két komplezus kizitt f : M. — N. homomorfizmust indukdl H,(f): H,(M) —
H,(N)). Ezzel H,, : Comp — R — Mod — R additiv kovaridns funktor.

Proof. Trjuk fel a komplexusok egy tagjat. Elsé észrevétel, hogy f,(Kerd,) < Kerd!, ahol d,, az M. és d’, az

N lanckomplexus leképezése. Tovabba f, (Imd,11) < Im(d;, ) szintén a négyzetek kommutativitasa miatt.

'
n?

Definialjuk, hogy = — f,.(x), ez egy értelmes leképezés kerd, — kerd,, majd ezt faktorizaljuk imd;, , ,-vel,
[fn(z)] € H,(N.), ez persze homomorfizmus. Ha = € imd,, 41, akkor az f, 4altali képe a lancleképezés volta
miatt egyenld d;, i (fny1(2’))-vel, ahol dy,41(2") = , tehat hatar, tehat nulla, és valoban indukaltatik egy
leképezés a homologidkon, hiszen a leképezés magja tartalmazza imd,,41-et.

Kompozicié képe kompozicio persze, és additiv is mert [f, + gn 2] = [fax + gnx] = [fnz] + [gnz]- O

Definicié 6.3. f.,g. : M. — N.re f. és g. homologok, hogyha H,(f.) = H,(g.), jelolés f = G. Ritkan
hasznaljuk.
f-,g. homotopok, jele f. ~ g. akkor hogyha létezik egy s, : M,, — N, 1 leképezéssorozat, amire f. — g. =

Sp—1dy +dj, 1 5n.
Allitas 6.4. Ha f. ~ g., akkor H,(f.) = H,(g.).

Proof. H,, additiv, ezért elég, hogy H,(f. — g.) = 0. Ha = € ker d,, akkor (f, — gn)(z) = (sSpt1dn +

dy, 18n)(x) = d;, 1 5n(x) aki persze hatar, tehat nulla homolégiaban. O
Definicié 6.5. M. és N. homotdopok, hogyha létezik f. és g. ugy, hogy f.g. ~idn. és g.f. ~idy;..
Allitas 6.6. Ha M.~ N., akkor H, (M.) = H,(N.)

Proof. Az el6bbiek szerint f. és g. homologidkon izomorfizmusokat indukalnak, egymés inverzei H,, funkto-

rialitdsa miatt. O

Nyilvanvalé, hogy ha M. egzakt, akkor ’homolég a nullaval’, vagyis a --- — 0 — 0 — ... lanccal, a nulla

leképezés mindkét irdnyba izomorfizmust ad, de nem feltétleniil homotop!
Példa 6.7. Tekintsiik a kovetkezS egzakt sorozatot:

MZO%ZQEQ—)ZZLL'_LI—)ZQ*)O
Egzakt, tehat a homolégidja nulla, azonban nem homotép a nullaval. Egyfelsl 0. — M. — 0. valéban iden-
tikus, ez az irdny j6. A masik irdnyba vett kettGs kompozicié a 0 leképezés M. — M., lehet ez homotop
az identitdssal? Megprobaljuk megkonstrualni a lanchomotdépiat id és 0 kozott. imsids € 274 és hasonldéan
imdyso is, mert masodrendd elem képe masodrendd, mig az identitas képe az egész Z4, tehat nem létezhet
ilyen homotépia.
Mely rovid egzakt sorozatok 0.-homotépok? A vélsz a haziban adott, pontosan a felhasaddak, mit is jelent

ez?

Definici6é 6.8. 0 - X - X & Z — Z — 0-t hivjuk felhasadd egzakt sorozatnak, ahol a leképezések a
beagyazas és a vetités. Altalanosabban 0 - X 5 Y LNy AN egzakt és ima = kerf direkt Osszeadanddja
Y-nak.
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A 6/1 negyedik pontja szerint ez ekvivalens azzal, hogy ha léteznek o'Y — X és 8/ : Z — Y amire /o /idx,
BB =idz, Ba = 0, &’B = 0, és végiil aa’ + '8 = idy. Vegyiik észre az analogiat a direkt Osszeg két
faktorara valo vetités, és bedgyazas tulajdonsagaival. Ebbél a tulajdonsaghoél kiovetkezik az egzaktsag, nem

kell kiilon foltenni!

Kovetkezmény 6.9. Felhasado révid egzakt sorozat képe tetszdleges additiv funktorndl ugyanilyen, hiszen
az eldbbi § dsszefiiggést megtartja eqy additiv funktor.

Ez nem automatikus, additiv funktor sem visz feltétleniil egzakt sorozatot (révidet sem) egzaktba feltétlenil.

Példa 6.10. 6/2 példa.

M.=0-72%7 2927 .0

Vegyiik az F' = Hom(Zz,—) és a G = Hom(—,Zsy). Lassuk be hogy az M. képe nem egzakt! Hol romlik el?
Elsbbi esetben
0—-0—-0—%Zy—0

hiszen Z-ben nincs véges rendi elem. Ez nem egzakt Zs-ben persze. A méasik irdnyban
id 0
0—Zo —Zo—Zo—0

(figyelem a sorend megfordul!), latjuk, hogy itt is a végén romlik el.

Definici6 6.11. Adott egy additiv funktor ' : Mod — R — Mod— S, akkor ez indukal egy F.: Comp— R —
Comp — S funktort is.

Lanckomplexus képe valéban lanckomplexus, hiszen d? = 0-t megtartja egy additiv morfizmus. Lancleképezések-

bél lancleképezés lesz, a kommutativitas persze megmarad.
Allitas 6.12. Ha F additiv funktor és f. ~ g. akkor F(f.) ~ F(g.).
Proof. F(s,) megfelels valasztas az additivitas miatt. O

Definicié 6.13. Adott f. : M. — N. akkor értelmezhets ker f. és im f., egyszeriien képezziik a ker f,
modulusokat, ezekre meg kell hogy tudjuk szoritani a differencialt. Ha f,,(x) = 0, akkor persze f,,—1(d,(z)) =
d' (fn(z)) = 0, vagyis d,(x) € ker fn_1, tehat valéban megszorithatjuk d-t a magokra. Analog modon d’

megszorithato a képekre és kapunk még egy komplexust.

Definicié 6.14. Komplexusok egy --- — M¥ — M*~1 — . sorozata egzakt pontosan akkor ha im = ker

mindenhol. Ergo vizszintesen egzakt, fiiggslegesen féligegzakt.

Tétel 6.15 (Homologiak hosszi egzakt sorozata). Hogyha adott eqy révid egzakt sorozata lanckomplexusoknak

0— (X.,d) EiN (Y.,d!) L5 (Z.,d.)) — 0, akkor létezik egy 8. leképezés minden n-re, hogy
s Ho1(2) S Hy (X)) = Hay(Y)) = Ho(Z) S Hy (X)) — ...

egzakt
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7 Hetedik el6adas

Proof. Diagramvadaszattal keressiik meg a 0. leképezést, ehhez egy lemma.

Lemma 7.1. Legyen M, JELN My EEN Ms... Jf;l% M, modulusok és morfizmusok, ahol f; a kettébdl valame-

lyik iranyba mutat. Ha Yz € Mi-hez Iz, € M, amihez van kompatibilis (x1,...,x,) elemsorozat (az
egymds melletti elemek a megfeleld fiigguénynél egqymdsba mennek az értelmes sorrendben). Ekkor az 1 — x,
leképezés homomorfizmus.

Sét, ! helyett elég az, hogy (0,xa, ..., x,) kompatibilis sorozatndl x,, = 0.

Proof. Ha (x1,...,2y) és (y1,. .., yn) kompatibilisek, akkor persze a koordinaténkénti 6sszegiik, és skalarszoro-
suk is kompatiblis. Ha a gyengitett feltétel teljesiil, akkor persze az egyértelmiiség is, vesziink két kompatibilis
sorozatot x1-bdl kiindulva, a kiilonbségiik egy 0-bol induld sorozat, tehat a végiik egyértelmi és a leképezés
joldefinialt. O

A lemmét felhasznalva vilagos, hogy 9,,-et ugykapjuk meg, hogy
H,(Z.) < kerdn" — Z, + Y, = Y, 1 < X,_1 < kerd,_1 — H,_1(X)

[l —2—2-y—d,(y) —z—z—[z]

A bal iranyu leképezéseknél kell ellendrizni, hogy van-e kompatibilis sorozat. A Z,, < Y,,-nél létezik Gs
szilirjektivitds miatt.

Utéana Y,,_1 <> X,,—1-nél cseréljiikk ki az utakat és alkalmazzuk az egzaktsagot. g,—1(d,(v)) = dl(gn(y)) =
dyr(z) = 0, ebbdl kifolyolag létezik =, amire d,(y) = fn—1(z).

A kovetkezs hely X,,_1 < kerd,_;. Kellene, hogy d,,_1(z) = 0, ez pontosan akkor torténik meg, hogyha
frn—2(dn—1(x)) = 0 mert injektiv, most pedig a méasik aton menve a diagramon ez egyenls d!,_;(fn—1(z)) =
dl,_1(d},(y)) = 0 valoban.

Latjuk hogy minden z-hez létezik egy kompatibilis sorozat, egyértelmiség kell, a nulla osztalya mindig nullaba
érkezik-e? Ekkor z € imd;,, tehat van 2,y : 2 = d)) 1 (2) = dnt1(gn+1(Y')) = 9gn(d},;1(¥')) ha a mésik aton
megyiink végig. Ugyanakkor z = g,,(y) is igaz, vagyis y — d;,, (') € kerg, = im f,. Egzaktsag miatt létezik
2, hogy fu(#) =y — d 11 (1) Rendezve yora kapjuk hogy d)(y) = di (o1 (5')) + dy (fa () = fa_1(dn(z'))
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és mivel f,_; injektiv, z = d,(z') vagyis a képben van, és a homologiaosztalya nulla. Kovetkezik hogy 9,
létezik és joldefinialt homomorfizmus.

Leellendrizziik az egraktsagot, egyet kivéve, az hézi feladat. Félig egzakt Y,,-nél annyit jelent, hogy H,(g.) o
Hy(f.) = Hn(g.f.) = Hn(0) = 0.

Z,-nél kellene hogy 9, H,(g.) = 0? Ugy indulunk ki a konstrukciénal, hogy [z] = [gn(y)], és d,y = 0 hiszen
homolégiaosztaly. Vegyiik ezt az y-t a kompatibilis sorozatban, és igy utana 0 van, és igy a legvégén is.

X, nél H,(f.)0, = 0-t szeretnénk. [z]-b6l kapjuk az x-et, és vessziik az f,,_1(z) homologiaosztalyat. Ez
persze megegyezik d) (y)-al, ami tehat a d, képében van, tehat nulla a kompozicié valoban.

Most az egzaktsig. Y,, hazi feladat.

Z,-nél tegyiik el hogy 9,([z]) = 0, tehat z € kerd! és van egy kompatibilis sorozat (z,...,y,...,z), ahol
[z] = 0. Ekkor persze létezik ' amire d,(2’) = =, elindulunk visszafelé. d),(y) = fn—1(x) = fn_1(dn(2)) =
dh (fn(z")). Tekintsiik * = y— f,, (2’)-t. Erre d],(y*) = 0, tehat ez a H,,(Y.) homologidnak egy eleme. Masrészt
In () = gn(y) — gn(fr(2)) = gn(y) = z, tehat a mag valoban egyezik a képpel.

X,-nél ha x € kerd,,_1, amire H,(f.)([z]) = 0, akkor neki van &se 9,-nél? [f,_1(x)] = 0, akkor van y amire
d) (y) = fn_1(x), tekintjik g,(y) = z-t. Erre (,...,y,..,z) egy kompatibilis sorozat d,-hez. Ellendrizni kell
meég, hogy z € kerd!. d!!(z) = d'(gn(y)) = gn-1(d,,(¥)) = gn—1(fn-1(x)) = 0. Ezzel a tétel bizonyitasa
kész. O

Allitas 7.2. A 9, homomorfizmusok természetesek, azaz ha adott két rovid egzakt sorozata linckomplezusok-
nak €s koztik egy lancleképezések, amik kompatibilisek a rovid egzakt sorozatokkal, akkor felirva a homologidk

hosszi egzakt sorozatdt, akkor a két SES kézotti leképezések kommutdlnak a 0, leképezésekkel.
Proof. N.B., ki lehetne szamolni. O

Példa 7.3. 7/1 feladat. A leképezések injektivek, nullat irhatunk a sorozat elejére, kiegészitjiik a cokerrel
egzakt sorozatta. Ezek Zy,Z4,7Z4. A leképezéseknél mindenhol az 1 +— 1 leképezést kell venni hogy valoban
faktorizacio legyen, ezért kozottiik Zy 2, Zy 9, Zy.

‘1 o, , - e

g D D 'LVLI e N

‘.L\ L.\\ “ \_,' “
~ . - . - —) "
oo U

>0 = Ly = Z, = Z, —o = -

..—’0‘—)

Figure 13: lanckomplexusok egzakt sorozata

A homologiak hosszi egzakt sorozatén a leképezéseket ki tudjuk talalni egzaktsagbol. Kézzel is ki szeretnénk

szamolni a hatéarleképezéseket, egyszertien lekévetve, hogy hogyan mennek a leképezések.

Lemma 7.4 (Kigy6). Ha adott két révid egzakt sorozat, és kozottik egy lancleképezés, akkor ezt kiegészitve
a magokkal és komagokkal a mostmdr 4-soros diagram is egzakt, s6t 0 — kera — ker3 — kervy — cokera —

coker3 — cokery — 0 is egzakt.
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Proof. Ugy tekintjiik 'fiigg6leges’ dolgokat, mint komplexusokat: 0 — X; — Xy — 0 hasonléan Y. és Z.. Erre
most felirjuk a homologia egzakt sorozatat, és latjuk, hogy H; a megfelel§ leképezés magja, Hy a megfeleld

leképezés komagja, és kapjuk a kigy6t, mint a homologiak hosszi egzakt sorozatanak hatarleképezését. [

7.1 Derivalt funktorok

Definicié 7.5. Projektiv feloldas a kovetkezs: Egy M modulusra ez egy egzakt sorozat
o> P> P> M—=0

Ahol P; mind projektivek. Duélisa az injektiv feloldas. 0 — M — Q¢ — ..., ahol Q; injektivek.

A konstrukcié vilagos, minden modulus faktora egy szabadnak, a magot megint lefedhetjiik egy szabaddal
s igy tovabb. Az injektiv eset bonyolultabb, tudjuk, hogy mindenki bedgyazhaté injektivbe, a sort folytatni

nem olyan egyszert, majd belatjuk.

Példa 7.6. 7/2. Az A algebra felett keressiik 5 és 2 projektiv feloldasait. A generatorokat kell megnézni, és

egymas utdn a magokat kell megint eltalalni. Vegyiik észre, hogy nem egyértelmi ez, nyugodtan vehetiink
1 '
2 1 >0
-S> 272 2
o532 Ay (A
Figure 16:

még hozzé tagokat, amiket utana megint lefediink.
A b feladatban az els§ projektiv Osszeadanddt kétszer kell venni, mert két egyes generdlja a modulust.

Tovabbmenve a kettesek fedik egymast kétféle magokkal a végtelenségig, tehit nem véges itt.
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8 Nyolcadik eldadas

Példa 8.1.
0—>Z—7Z—Zy—0

egy projektiv feloldasa a Zso-nek, de vehetiink be extra, folosleges tagokat 0 = Z - Z - Z D7 — 7 — Zo.

Definicié 8.2. Csonkolt projektiv feloldas, amikor a --- — Py — M — 0-bol tordljiik M-et, vagyis --- —

Py — 0. Ugyanez persze miikodik dudlisan az injektivekre.

Vilagos, hogy Hy-ja a csonkolt sorozatnak Py/Imdy = Py/kera. = Ima = M. Teljesen hasonléan a csonkolt

injektiv feloldasnal.

Allitas 8.3. Legyen ... P, — P;_y — --- — M — 0 egy féligegzakt sorozat, ahol P; projektiv, és vegyiink
eqy -+ — N1 — Ng — N — 0 egzakt sorozatot*. Ekkor Minden ¢ : M — N leképezésnek létezik felemeltje

lancleképezésként. Tovabbd ez az f. homotdpia erejéig egyértelmi.

Megjegyzés 8.4. A projektivitas kovetkezs formaja fog kelleni: P projektiv pontosan akkor, hogyha o : P —
Y + X : 8 adottak (nem feltétlen epi!) akkor hogyha ima < imf3, akkor létezik ¢ : P — X amire 8¢ = .
Nyilvan, Y helyett vehetjiik img-t.

Proof. Az f,-eket rekurzivan definidljuk, f_; = ¢. fo-ra a projektivitas miatt jon létre dgy és ¢-re. Ha f,,_1-ig
megvan mar, akkor elég latni, hogy f,_1d, képe benne legyen imd, -ben. Mivel N. egzakt, imd., = kerd], .
Most d,,_1 fn-1dn = fn—2dn_1d, = frn—20 = 0 az eddigi konstrukcio, és az M. féligegzaktsaga miatt.

Elég latni, hogy a Ofelemeltje homotép a csupa nullaval. Vegyiik valami felemeltjét a nullanak g. ahol g_; =
0: M — N. Ehhez kell s, : P, — N,11 ugy, hogy g, = sn_1d, + d;¢+15n- s_1 = 0 megfelels persze, majd
indkci6. Ha megvan n — 1-ig, szeretnénk definidlni s,-et. g, — s,_1d,-nek kellene egyeznie d’,L+15n—e1. Ehhez
kell, hogy a képek kozott a megfelels tartalmazas fennall img,, — s,—1d,, < imd,,, = kerd,,, tehat megint
komponalunk d-vel és megnézziik, hogy nulla lesz. d/, (g, — sn—1d,) az elss tagot kicserélhetjiik g,—1d,-re.

Tehat adodik (gn—1 — d},$n—1)(dyn) = Sn—2dn_1d, = 0. Megint a projektivitas miatt létezik ilyen s,! O

Kovetkezmény 8.5. Ha P. és P az M és M’ csonkolt projektiv felolddsai, akkor minden figgvény felemel-
hetd lanclekpezéssé, és a felemelés homotopia erejéig egyértelmid, vagyis minden leképezés megkaphaté Ho(f.)-
ként.

Megjegyzés 8.6. Persze kicserélhetjiik a sorozatot a csonkoltra, megmarad az hogy az indukalt leképezés

lancleképezés, és a homootpia is megmarad hiszen amugy is nulla volt az elején.
Allitas 8.7. Tetszdleges két projektiv feloldds homotdp.

Proof. Emeljiik fel az idys-et mindkét iranyba f. és g. lancleképezésekké. Ekkor g¢.f. is az idys felemelése,

tehat homotép idp-al, és ugyanigy a mésik irAnyban. O

Allitas 8.8. Ha adott F : Mod — R — Mod — S additiv kovaridns funktor, és f.: P. — P. lincleképezés az
M és M' csonkolt projektiv felolddsai kizétt. Ekkor H,(F.(P.)) figgetlen a P. vdlasztdsdtdl, sét H,(F.(f.))
is csak Hy(f.)-tdl fiigg, azaz ¢ : M — M'.

*de N; nem feltétlen projektiv!
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Proof. Homoto6p komplexusokokat F. homotop komplexusokba visz, mert additiv, tehat a homologiak izomor-
fak. Teljesen hasonléan, ha f. ~ g., akkor a képeik is homotopok, tehat a homologian indukalt leképezéseik

azonosak. ]

Legyen F rogzitett additiv kovaridns funktor. M-hez valasztunk P.-ot, ezt elkiildjiik F.(P.)-ba, és vessziik
a homologiat H, (F.(P.)). Ha adott egy morfizmus ¢ : M — M’ ez felemelkedik f.-&, és ehhez is el tudjuk
jatszani a jatékot, H, (F.(f.)). A felemelés csak homotopia erejéig egyértelmi, tehat az F. képe is, utana

pedig mar izomorfizmus erejéig.

Definicié 8.9. Derivalt funktorok. Ha F' additiv kovaridns funktor, akkor F' n-edig balderivalt funktora
L,F := H,(F.(x)).* Hasonl6an az n-edik jobbderivalt funktora R"F := H"(F.(x)) T ugyanez csak injektiv
feloldasokkal. Ha G kontravaridns additiv, akkor R"G projektiv feloldassal van definidlva, és L, G injek-
tivekkel.

Specialisan hasznalni fogjuk a hpyy = Hom(M, —), h{§Hom(—, N),— @ g M funktorokra.
Definicié 8.10. Ext"(M,N) = R"h$;(M)

Példa 8.11. 8/4 feladat, szamoljuk ki Ext? (Zq, Zs)-t. Vessziik Zo csonkolt projektiv feloldasat, meghomozzuk
és homologiat szamolunk. Mint o6ra elején lattuk 0 — Z =27 - Zo — 0 a rezolucié. Csonkolunk, és
hattatjuk r4 a Hom(—,Z2) funktort. A sor maga ugy fog kinézni, hogy 0 — Zo — Zo — 0, latszik, hogy d; a
nulla leképezés kézépen. Mostmar latjuk, hogy Hy = Zs, H1 = Zy és mindenki més nulla. Vegyiik észre, hogy

Ext® = Hom.

Definicié 8.12. Egy Mod— R — Mod— S additiv funktor egzakt, hogyha egzakt sorozatot egzakt sorozatba
visz. Balegzakt, hogyha minden 0 - X — Y — Z — 0 rovid egzaktat balrdl egzaktba visz, vagyis hogyha
kovarians, akkor 0 — FX — FY — FZ egzaktt. Ha kontravarians, akkor 0 — GZ — GY — GX-nek kell

egzaktnak lennie. Analég médon a jobbegzakt.
Allitas 8.13. Egy funktor egzakt pontosan akkor, hogyha minden révid egzaktat rovid egzaktba visz.

Proof. Egyik irany vildgos. Vegyiink egy hosszu egzakt sorozatot, felbontjuk révid egzaktakra egyszeriien a
magok és képek kiilon kifrasaval. Még egy kis kiilon figyelmet igényel ha révidebb az egzakt sorunk, mint egy

rovid egzakt, de ekkor egyszertien kiegészitjiik a maggal és a komaggal. O
Allitas 8.14. Mindkét oldali Hom funktor balegzakt.

Proof.
0-x5v 2 z50

Ratessziik a Hom(M,—) = F funktort, 0 — FX — FY — FZ kellene hogy egzakt marad. Ha adott
¢ : M — X, ehhez a¢-t rendelafunktor, mivel « injektiv volt, ezért ¢-nek 0-nak kell lennie, vagyis injektiv
a kompozicié. Tovabb4 persze féligegzakt F'Y-nal mert fao = 0. ¢v : M — Y adott, és Sy = 0, akkor van
Gse? m — 1(m), de mivel ennek a S-ja 0, ezért van Gse x, amire a(x) = ¥(m), csak azt kell latni, hogy

homomorfizmus. Joldefinidltsig vilagos, mert « injektiv, tehit a mag egyenls a képpel Y-nal. O

*ugy nevezziik el, hogy merre végtelen a komplexus
Tfeliilre irjuk, hiszen kohomologia

+ PP . v

+a végeérdl elttinik a nulla
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9 MISSING

10 Tizedik elGadas

Mult orai Osszefoglalo: ha adott egy additiv funktor (ko- vagy kontravaridns), és a derivalt funktor projek-
tiv/injektiv feloldasokbdl van definidlva, akkor megfelelg oldali egzaktsag esetén* teljesiil, hogy a 0. derivalt
funktor természetesen izomorf az eredeti funktorral. Tovabba projektiveken /injektiveken n > 0. derivalt funk-
torok nullat vesznek fel, és végiil létezik egy hosszu egzakt sorozat, ami az F' v G rahtuzésa uténi féligegzaktat
a nem egzakt végén folytatja a derivalt funktorokkal.

Ez a 3 tulajdonsag jellemzi is a derivalt funktorokat ebben a 4 esetben (kovar/kontravar, proj/inj). Ebbdl
kett6t irunk fel, ami a Hom(M, —) és Hom(—, N)-re alkalmazhato (méasik ketts HF).

Tétel 10.1. F kovaridns balegzakt additiv funktor, és ®,, kovariins additiv funktorok egy csalddja (n > 0).
Tegyiik fel hogy

1. &\ természetesen izomorf F-el
2. ©,(Q) =0 ha Q injektiv, Yn > 0
3.0 =X =Y — Z — 0 révid egzakt, akkor léteznek leképezések, hogy

0= DX = DY - P02 - &1 X — ...

is egzakt lesz.
Ekkor ®,, természetesen izomorf R™F-el.

Tétel 10.2. G kontravaridns balegzakt additiv funktor, és ®,, kontravarians additiv funktorok egy csalddja

(n > 0). Tegyiik fel hogy
1. ®g természetesen izomorf G-vel.
2. ®,(P) =0 ha P projektiv, Yn > 0
3.0 =X =Y — Z — 0 révid egzakt, akkor léteznek leképezések, hogy

0— P92 = Y - P X - 17 — ...

is egzakt lesz.t
Ekkor ®,, természetesen izomorf R™G-vel.

Bizonyitds vdzlat. Utébbit bizonyitjuk, természetességtol eltekintiink. &y = G adott. Vegyilink egy modulust,
és egy projektiv feloldasat --- — Py — Py — M — 0. Az i. magot jeloljiik K;-vel (ergo 0 - K; — P,y —
K;_1 — 0 egzakt, ahol Ky = M). Alkalmazzuk erre a rovid egzaktra a harmadik pont feltevését!

= PP = P K = Py 1 K = P P

*ott maradjon egzakt, ahol az eredeti modulust levagjuk a feloldasbol
Tvegyiik észre hogy most a masik iranyban megy a kontravariancia miatt
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Mivel projektiveken eltiinik, k6zépen izomorfizmust latunk ®,,1K;_1 = @, K;. Végigkovetve &, (M) =
®,(Ko) = @, 1(Ky) = -+ = ®&1(K,_1). A derivalt funktorra ugyanez teljesiil, tehat elegends R'G és @,
izomorfidjat 1latni. Nézziik a projektiv feloldés elejét 0 — K — P — M — 0. Itt is a hosszu egzaktat nézziik

0—->GM —-GP - GK - /M - ®,P=0
Ugyanez igaz R,G-re is Tehat mindkett6 a GP — GK leképezés komagja, specidlisan izomorfak. O

A derivalt funktorok axiomatikus jellemzésébdl bizonyihato:

Tétel 10.3. Ext"(M,N) ugyanaz, minthogyha Hom(—, M) n. derivdlt funktordt vesszik az M -ben,vagy
hogyha a Hom(M, —) n. derivdlt funktordt vesszik az N-ben.

Definicié 10.4. Tor, (M, N) pedig a — ® N funktor n. derivalt funktora.

Példa 10.5. Tekintsiik a 9/6 feladat algebrajat 1 = 2 By 9 Kétesicsi graf, és I = (afB?,33). Kérdés az

Ext1(1,2). Vesziink egy projektiv rezolicié elss szeletét
2
0—=3=:=1-0
Az el6bbi bizonyitast kovetve szdmolunk, hizzuk 14 a Hom(—,2 ) funktort. A dimenziokat kénnyen kiszamol-
2

hatjuk, 0 mert nincs 1-es tipusi, hasonléan a masodik, majd 2, ezért mivel vektorterekrsl van szo, a keresett

Ext!-nek is 2 a dimenzi6ja. Rogton latunk is két nemizomorf bévitést. Ha a masodikat is szeretnénk, akkor a

Figure 17:

masodik maghoz vegyiink egy projektiv rezolicio elejét, az els6 maggal lezarva, és rahomozunk. (a dimenziok

pont kiejtik egymast, nullat kapunk)

10.1 Modulusok bdvitései

Definicié 10.6. M, N € Mod — R, M-nek N-el val6 bévitése egy 0 = N — L — M — 0 RES. Bgvitésen a
morfizmusok a lancleképezések RES-ek kozott. Két bévitése M-nek N-el ekvivalensek pontosan akkor, hogyha

létezik egy morfizmus aminek M és N komponensei a megfelels identitasok.

Ko6vetkezmény 10.7. Bévitések izomorfizmusdndl az L,L'-n értelmezett leképezés izomorfizmus a kigyd

lemma miatt.
Kovetkezmény 10.8. Bdivitések ekvivalencidja ekvivalenciareldcio.

Példa 10.9. M és N minden felhasadé bévitése ekvivalens. 0 - N — L — M — 0 és hasonldan vesszsokkel,
és a felhasadéast mutato mésik irdnyu leképezésekkel. Valasszuk k = Jjidymi +thidyme : L — L'. Kommutél?

Igen, az Osszeg egyik oldala egzaktsag, a masik pedig felhasadis miatt tiinik el.
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Definicié 10.10. Exz(M, N) jelolje az M-nek N-el valé bovitéseinek az ekvivalenciaosztalyait.

Definici6é 10.11. Pullback: az X — Z < Y diagram pullbackje egy X < U — Y kiegészitése kommutativ

négyzetté, ami teljesiti az alabbi univerzalis tulajdonsigot.

X — 2
) oL

Figure 18: A visszahtzas univerzalis tulajdonsaga

Dualisan megfogalmazhatjuk az el6retoltat is.
Allitas 10.12. Mod — R-ben mindig létezik pullback és pushforward, és izomorfia erejéig eqyértelmi.

Proof. Ha U és U’ is jo, akkor az univerzalis tulajdonsdgban megkovetelt e-ok kompozicioja és az idy is

megfelel, egyértelmiiség miatt izomorfak. O

Konstrualjuk meg! U := {a(z) = 8(y)} < X @Y, ellentrizziik le az univerzalis tulajdonsagot. o' = ma|y
hasonléan ' = |y, hova képezziik u'-t? e(u') = (8" (u'), o’ (u')), mas nem is lehet a kommutativitas miatt.
Ez valoban U-ba képez, hiszen U’ kommutativan egésziti ki a diagramot.

A pushforwardhoz vesszitk X @ Y/(a(z), —B(z))-t mint U, &llitjuk hogy ez megfelels lesz. Ha adott egy U’ a
definici6 szerint, akkor (x, y)-t le kell képezniink o (y) + 5”(x)-be. Ez persze értelmes az imént definialt U-n,

amivel faktorizalunk ennek a leképezésnek a magjaban van.
Allitas 10.13. Visszahiizottban és eléretoltban ha o vagy 3 injektiv/sziirjektiv, akkor o ill. 5’ is ilyen.
Proof. 9/2, illetve 9 HF1. Konkrét konstrukciot hasznaljuk. O

Definici6é 10.14. Ha £ € Ex(M, N) és adott egy f : M’ — M, akkor létezik f& € Fx(M’,N) ami a £ f-el

valo felemelése.

MISSING

11 Tizenharmadik el6adas

Lattuk, hogy ha M-hez rogzitjiik n : 0 - K — P — M — 0 projektiv feloldasanak elsé tagjat, akkor igaz,
hogy V€ € Ex(M, N) elgall az n egy g : K — N-nel val6 lenyomottjaként.
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Tétel 11.1. Ex(M, N) egy Abel-csoport a Baer dsszeggel, mint mivelettel, sét End M — End N bimodulus
is). A nullemel a felhasadd bovitések osztilya, az ellentett pedig (—id)§ = —¢&.

Proof. A 10. feladatsor 1—4 feladatban 6tletekkel meg van adva a bizonyitas. Az 1 d-hez mindharom leképezés-

ben V-t kell venni, és a visszahuzott és a felemelt atlésan megegyezik, hasonléan az e-nél.

A korébbiak alapjan a Hom(K, N) Ls Ex(M, N) sziirjektiv, a kettes feladat miatt mivelettarto. Kévetkezmeényképp
Abel csoportot kapunk persze, mivel Hom (K, N) az. O

Tehat a n- egy sziirjektiv Abel csoport homomorfizmus, mi a magja?

Lemma 11.2. £:0— N — L — M — 0 bévités «, B leképezésekkel, és g € Hom(N, N'), akkor £g felhasad
pontosan akkor, hogyha g dtvezethetd a-n, ergo létezik g = N = L — N’ leképezés.

Proof. Egyfelsl ha &g felhasad, akkor létezik a masik iranyba egy L — N’ leképezés, az atvezetett pedig
L — L — N’ lesz, hiszen az elérelskott diagramban a négyzetek kommutélnak.

Visszafelé tegyiik fel, hogy atvezetheté valami v : L — N’, mivel egy pushout diagramunk van, létezik
€ : L — N’ amire kommutal visszafelé, és az id ugyanezt tudja, az univerzilis tulajdonsig miatt ezek

egyenlGek. O
Tétel 11.3. Ex(M,N) = Ext*(M,N)

Proof. n:0— K — P — M — 0 az el6bbi jeloléssel. Alkalmazzuk a Hom(—, N) funktort. A derivaltfunk-

torok hosszu egzakt sorozatédban
0 — Hom(M,N) 25 Hom(P,N) < Hom(K, N) — Ext'(M,N) — 0

latszik, a végén nulla van mert P projektivnak lett valasztva. Az el6bb lattuk, hogy Hom (P, N) <% Hom(K, N) SN
Ex(M,N) — 0 is egzakt a lemma miatt, a mag pont az akit &t lehet vezetni alfan.

Kovetkezik, hogy Ez(M, N) pont o komagja, de ez egyenls Ext!(M, N)-el is, és készen vagyunk. O

Példa 11.4. A4 =1 ®2. Hogyan talaljuk meg Fz(1,3) b-ziselemeit ha nem latjuk régtén? 0 —3—1— 1 — 0.
2 2 2 2

Hom(3,3 ) ket dimenzios, akét baziselemmel kell pushoutot csinalni. Kézépen az egyiknél 252, a masiknal 2oL,
2

11.1 Homologikus dimenzidk

Definicié 11.5. M € Mod — R projektiv dimenziéja pd M = n hogyha M-nek létezik n hosszia*projektiv
feloldasa 0 — P, = -+ — Py - M — 0, de r6videbb nem. Ha nincs véges feloldas, akkor pedig végtelen.
Hasonloan M injektiv dimenzidja id M = n ha létezik n hosszu injektiv feloldasa, de révidebb nem (ugyanazon

hosszkonvenciéval mint az el6bb). Ha nincs, akkor végtelennek definialjuk itt is.

Allitas 11.6. pd M = 0 pontosan akkor ha M projektiv, pontosan akkor ha Hom(M,—) egzakt, pontosan
akkor ha Ext'(M,—) = 0.

id M = 0 pontosan akkor ha M injektiv, pontosan akkor ha Hom(—, M) egzakt, pontosan akkor, hogyha
Ext'(—,M)=0.1

*ez n + 1 db modulus, de n db nyil!
fergo a nulla funktor, minden N-re Ext!'(N, M) =0

26



Proof. Els6 ekvivalencia trivalis, Py = M izomorfizmus j6 lesz 0 hosszu felolddsnak. A mésodik ekvivalencia
is volt, és a harmadik egyik fele is volt. Ha Ext'(M, —) = 0, akkor tetszéleges 0 — X — Y — Z — O-ra ha
rahuzzuk ezt a Homot, akkor egzaktat kapunk mivel a kovetkezs tag a derivalt funktorok HESében nulla,
ergo egzakt a Hom (M, —) funktor.

Injektivekre teljesen hasonléan. O

Definicié 11.7. A projektiv feloldas magjait Q; := ker(P;—1 — P;) jeloljiik és sziziginek hivjuk.
Injektiv feloldas magjai a koszizigik, U;-vel jeloljik coker(Q;—1 — Q).

Allitas 11.8. M modulusra ekvivalensek:
1. k hosszi a legrévidebb projektiv felolddas
2. Valamely projektiv feloldds k. szizigije projektiv, de a kordbbiak nem
3. minden projektiv felolddsra az eldbbi
4. ExtFTY (M, —) =0, de létezik N amire Ext*(M,N) # 0

Proof. Vegyiik észre, hogy az Ext-ek hosszii egzakt sorozatabol kivetkezik, hogy Ext*T1(M, N) = Ext! (Qy,, N),
ahol €; az M i. szizigije. Ezért Est*+1(M, —) = 0 pontosan akkor eljesiil ha Ext! (), —) = 0, ami ekvivalens
azzal hogy (1 projektiv. Ez adja a 2-3-4 ekvivalenciajat.

Kell még a 3 — 1. Egyrészt kell egy k hosszu projektiv feloldas, ami létezik mert elvaghatjuk a k. szizigi
utén, ami feltevés szerint projektiv. Rovidebb nem lehet, mert akkor egy korabbi szizigi is projektiv lenne.
Ugyanezen érvelés mutatja az 1 — 2 irdnyt is, egy legrévidebb feloldasban a k. szizigi projektiv. A t6bbi nem

lehet projektiv, mert akkor létezne révidebb projektiv feloldas. O
Példa 11.9. A, =213 @2 ®3 @ 4. Micsoda pd1? 0 — 4 =3 @3 — 213 — 1 — 0 tehat 2.

Allitas 11.10. 0 = X — Y — Z — 0 egzakt és pd X,pd Y, pd Z kéziil ketté véges, akkor a harmadik is.
Tovdbbd bévités projektiv dimenzidja legfoljebb annyi mint a két dsszetevének pdY < max{pdX,pdZ}.

Proof. Hom(—, N)-el vegyiik a hosszti egzaktat. Egyszertisitett jelolés Hom(M, N) =: (M, N)® és Ext* (M, N) =:
(M, N)*.

ce = (Z,M)F = (Y, M)F — (X, M)* = (2, M)* = (Y, MR (X, MR

Vilagos hogy (Z, M)* a két komponens extjei kozé esik, ahonnan ezek nullak, egzaktsdg miatt (Y, M)* is
nulla lesz, hasonléan a tobbire, tehat ha barmely ketts véges, akkor a harmadik is.

A konkrét becsléshez ha a maximum végtelen nincs mit bizonyitani. Ha max{pdX, pdZ} = n, akkor k > n-re
igaz, hogy (X, N)**! és (Z, N)**! = 0 minden N-re, tehat a kozépss (Y, N)**! is elttinik. O

Kovetkezmény 11.11. Ha 0 < M; < ... < M, és pdM;+1/M; < n, akkor pdM < n, lépésenként bévitve.

Megjegyzés 11.12. Ha Ext®(M, —) = 0, akkor persze Ext**1(M, —) = 0 ugyanis Ext**1(M, N) = Ext*(M,5;(N)) =
0.
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Példa 11.13. 10/5 c. Itt is a véges eset érdekes, ha pdY végtelen, és pdX véges, akkor pdZ-nek végtelennek

kell lennie az el6z6 allitas miatt.

(Y,N)" ' = (X,N)" ! = (Z,N)" ! = (Y,N)" = (X,N)" = (Z, N)"T! — (v, N)"*!

Ebben (X, N)" = (Y, N)"*! = 0 ezért (Z, N)"1 = 0, és a sziirjektivitas és dimenzi6feltétel miatt (Z, N)™ —

(Y, N)" sziirjektiv, és mivel létezik olyan N hogy utébbi nem nulla, ott el6bbi sem tiinhet el.

Definicié 11.14. R gytird jobboldali globdlis dimenzidja rgldim R := sup{pdM : M € Mod— R}, a baloldali

hasonléan lgldimR a balmodulusok projektiv dimenziéinak szuprémuma.
Allitas 11.15. rgldimR ugyanaz, ha injektiv dimenzidkkal definidljuk!
Proof. rgldimR = sup{n : AM,N € Mod — R : Ext™(M, N) # 0}, ez pedig abszolut szimmetrikus. O

Megjegyzés 11.16. rgldimR és lgldim altaldban nem azonos. Persze kommutativ esetben igen, pl Z-re, illetve
véges dimenzios k-algebra esetben, tudniillik a k-dualitas Mod — A projektiv feloldasait A — M od-beli injektiv

feloldasokba viszi.
Allitas 11.17. A véges dimenziés algebra, ekkor gldimA = max{pdS|Segyszeri}.
Ez kovetkezni fog az alabbi tételbdl

Tétel 11.18. rgldimR = sup{pdR/I|Ir < R,} tehdt elég a globdlis dimenziét ciklikus modulusokon el-

lendrizni. Algebra esetben ezek véges dimenzidsak.

Példa 11.19. 10/7 a) Elég az egyszertieknek a feloldasait nézni. pdl = 1, de pd2 = oo, tehat gldimA = oo.

12 Tizennegyedik eldadas

Proof. Legyen n = sup{pdR/I : I < Rp}. Ha ez végtelen, akkor a globalis dimenzi6 is az, és készen vagyunk.
Ha véges, akkor Ext"*(R/I,N) = 0 minden I, N-re. Ebb6l szeretnénk, hogy Ezt"*1(M,N) = 0 min-
den M,N-re. 0 - N — Qg — @1 — ... injektiv feloldds N-hez, ennek vegyiik a koszizigijeit Uq,....
Ugyantigy mint a szizigikkel a hosszii egzakt sorozat miatt a magas extekek redukélhatjuk: Ext" (M, N) =
Ext!(M,0,,). Feltevés szerint Ext!(R/I,U,) = 0. A mésik oldalon 0 — I — R — R/I — 0-ra alkalmazzuk

a Hom(—,U,,) funktort és az egzakt sort
0 — Hom(R/I,U,) — Hom(R,U5,) — Hom(I,U,) =0

feltevés szerint, ergo sziirjektiv a visszahuzéas az I — R leékpezésnél az n. koszizigikre. A Baer kiritéri-
um/injektiv teszt lemma miatt ez bizonyitja, hogy U, injektiv. Kovetkezik, hogy Ext'(—,U,) = 0, tehat
Ext"t1(— N) = 0. O

Allitas 12.1. R féligegyszeri pontosan akkor hogyha a (bal vagy jobb) globdlis dimenzidja nulla.

Definicié 12.2. M modulus féligegyszert pontosan akkor ha egyszertieknek a direkt Gsszege. R gytrd félig-

egyszerd, hogyha Rp az.

Megjegyzés 12.3. Automatikusan véges ez az Gsszeg, mert az 1 csak véges sok komponensben szerepel.
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Tétel 12.4. R féligegyszerd pontosan akkor, hogyha minden R-modulus féligegyszeri.

Tétel 12.5 (Wedderburn-Artin). R féligegyszerd pontosan akkor, hogyha izomorf véges sok ferdetestek folotti

matrxgyirik 6sszegével.

Bizonyitds dtlet. A vissza irany eléggé vilagos, az oda iranyhoz pedig az fog kideriilni, hogy End(Rgr) = Rrg.
R=SM@ ... és End(S,) egy ferdetest, hiszen a kép vagy a nulla vagy az egész. O

Kovetkezmény 12.6. R-b6l az R°P-ba a transzpondlds izomorfizmus R és R°P kiozitt, és a féligegyszeriség

kétoldali tulajdonsdg.

Allitas 12.7. M modulus féligegyszerd pontosan akkor, hogyha minden U < M-re U direkt dsszeadandd.

Ekvivalens azzal is, hogy M egyszeriiek nem feltétlenil direkt dsszege.

A globdlis dimenzios dllitds bizonyitdsa. Egyfel6l Rr = ®7'S; egyszertiek direkt dsszege. Minden S; projek-
tiv, s6t minden egyszerii projektiv, hiszen Rp faktora, ha valaki nem szerepel az az S;-k kozott, akkor a
leképezés csak a nulla lehet, ergo csak az S;-k az egyszertiek. Kovetkezik, hogy R/I-re (aminek szintén véges
kompozicidlanca van, mert R-nek véges), ezért rgldimRg = 0.

Masik irdnyba U < V modulusokra V/U projektiv, hiszen gldimR = 0 miatt mindenki projektiv, emiatt U

direkt 6sszeadando6 a V-ben, mert felhasad az egzakt sorozata, és V' féligegyszeri. O
Tétel 12.8. R-re ekvivalens:

1. rgldimR <1

2. projektiv modulus minden részmodulusa projektiv

3. injektiv modulus minden faktora is injektiv

4. Rp minden részmodulusa projektiv
Az ilyen R-et jobboroklédionek hivjuk.

Proof. 1 — 2 minden U < P szizigije a P/U-nak, a dimenzidfeltétel miatt U projektiv. Visszafelé 0 — Q; —
Py — M — 0 mivel része projektivnek, ezért a dimenzi6 legfljebb 1.

1 <+ 3 ugyanigy dualisan.

Az 2 < 4-hez hasznaljuk hogy elég I < Rg-eket nézni. Egyik irany nyilvanvald, a masikhoz pedig a 11.18
tétel, R/I-nek legfeljebb 1 a projektiv dimenzidja. O

Megjegyzés 12.9. Altalaban a kétoldali globalis dimenzié nem egyenld, sét V1 < m,n < oo létezik R, amire
lgldimR = m, rgldimR = n. (

Egy egyszeriibb ellenpélda kis esetre Lam:Lectures on Modules and Rings 46. o. "Small’s example". Fel-
s6haromszog matrixok ahol bal feliil egész, a mésodik oszlopban pedig racionélis szamok allnak. Erre igaz,

hogy jobbo6rokléds, de nem baloroklsds. pfuj.
Tétel 12.10 (Hilbert szizigitétele 1890). gldimk[xy,...,x,] =n
Tétel 12.11 (Ausland tétele). Minden véges dimenzids A algebra bedgyazhaté részalgebraként egy véges

globdlis dimenzidjiba.
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12.1 Adjungalt funktorok

Definicié 12.12. F: C — D és G : D — C kovarians funktorok adjungaltak, hogyha Homp(F(X),Y) =
Home(X,G(Y)) teljesiil minden X, Y-ra.
Mivel nem szimmetrikus adefinicié, precizebben mondhatnank, hogy F a G baladjungiltja, vagy G az F

jobbadjungéltja.

Példa 12.13. F : Set — Grp a szabad csoport funktor, és G : Grp — Set a felejt6 funktor. Hom(F(X), H) =
Hom(X, H) persze igaz lesz, minden X — H halmazleképezéshez létezik pontosan egy leképezés F(X)-bél
H-ba, ami ezt a leképezést kiterjeszti, és csoporthomomorfizmus, ez pont a szabad csoportok univerzalis

tulajdonsaga.

Tétel 12.14. Legyen R, S két gyird. Tekintsik az Ar, rBs,Cs (bi)modulusokat. Ekkor Homg(A®grB,C) =
Homp(A, Homg(B,(C)) természetesen, azaz a — @r B : Modr — Modg illetve a Hom(B,—) : Mods —
Modg adjungdlt funktorok.

Proof. Homp(A, Homg(B,C)) egy eleme egy a — (¢ : B — () leképezés, erre gy is gondolhatunk, hogy
minden a, b-hez rendel egy c elemet, ergo egy Ax B — C'1éképezés, ami homomorfizmus mindkét valtozojaban,
és kozéplinearis a homomorfizmusségfeltételek miatt (b)(¢r) = (rb)(¢). Ezzel pont a tenzorszorzas univerzalis

tulajdonsagit kapjuk, és valéban természetesen megfelel egymésnak a két objektum. O
Tétel 12.15. Minden Mg modulus bedgyazhato injektivbe.

Proof. Az allitast lattunk Abel csoportokra. ®Q/V > @Z/V =U.

igy minden Mp-hez létezik Uz Abel csoport hogy Mz < Uy. Belatjuk a kovetkezd allitasokat: Mp =
Hompg(rRr, M) < Homyz(rRyz, Mz) < Homz(rRz,Uyz), és ez utobbi injektiv R-moduls.

Az elsé egyenlGség egyszert, ¢ — ¢(1) megfelels lesz, R—mod hom is. Injektiv, hiszen 1¢ = 14 akkor r € R-re
(Ir)¢ = (1¢)r = (1¢)r = rip. Sziirjektiv is, hiszen minden m-re 1 — m kiterjed homomorfizmussa, mert Rp
szabad. A két tartalmazas nyilvanvalo, mért lesz injektiv az utolsé tag?

Elég latni, hogy Hompg(—, Homyz(r Rz, Uz)) egzakt. Adjungéaltsag miatt ez természetesen izomorf Homz(—Qpg
rRz,Uyz)-vel.

Az egyik funktor egzakt pontosan akkor ha a masik a természetes izomorfizmus miatt.

Ez két funktor kompozicioja, belatjuk hogy mindketts egzakt. (M @ g rRz) — Mz egy modulusizomorfizmus
m®r — mr. Kovetkezik, hogy egzaktbol egzaktat csindl. A Hom(—, Uz )pedig egzakt, hiszen Uy, injektiv. O

Megjegyzés 12.16. Ha k-algebrakban gondolkodunk, akkor lehet Z helyett k& f6lott csindlni az elbbit, és

persze test feletti vektortereknél mindenki injektiv.
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