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1 Elsd elgadas

M sima sokasig, hasznalni fogjuk a kovetkezd fogalmatkat. Metrika, gorbiilet, érintényalab, valos differen-
cidlformak, d operator, de Rahm kohomoldégia.

M komplex sokasig, adott rajta egy Riemannmetrika g, szeretnénk valamilyen értelemben kompatibilissé
tenni ezt a két strukturat, amikor ez sikeriil, azokat a sokasagokat hivunk Kahlernek. Ha M kompakt Kéahler,
akkor ez er@s topolégiai megszoritasokat ad.

Elgszor a komplex strukturat akarjunk "infinitezimalisan" megvizsgélni. n = 1 a komplex sikon minden
ponthoz vehetjiik a T,C érintSteret. Ezt kifesziti valés médon a 0, és a 0, vektorok. A komplex struktira
ad nekiink egy i-vel valo szorzast az érintStéren is, ha van egy gorbénk, akkor eltolva az origoba egy méik
érintvektort reprezentdl i- ez a gorbe. Kapunk egy j : T,C — T,,C valos linearis leképezést. A bazisvektorokon
ez 0, — 0y és 0, — —0,-ként hat. Latvanyosan j? = —id. Ha f = u + iv holomorf, a valés derivaltja Z _ab
alak lesz, ahol a = O, u és b = O, v. Atfogalmazhatjuk ezzel a y leképezéssel is ugy, hogy f&(p)j, = Jrm Jr(®),
ergo hogy a derivéltja komplex lineéaris.

Hasonléan megy minden C™-ben, koordinatanként. Ugyanigy kapunk egy J endomorfizmusat az érintényalab-
nak ami koordinatanként ugyantugy hat a természetes bazisban, és a holomorfitas megint annyit tesz, hogy
Fi(a) Ty = J 5 F4(0).

Ha most M egy komplex sokasag, p € M és vehetiink egy holomorf atlaszt koriilotte. A térképezéssel atvi-
hetjiik a J operatort T}, M-re, a holomorf koordinitazas miatt ez joldefinialt, az attérések derivaltja felcserél-
het6 a J-kkel. W H'Y

Definicié 1.1. Majdnem komplex strukttura egy J : T,M — T,,M endomorfizmus minden p € M-re, amire
J? = —id teljesiil.

Definicié 1.2. Legyen M komplex sokasig, g egy Riemann metrika rajta. Azt mondjuk, hogy g Hermitikus
ha Vp € M-re J, ortogonalis, ergo g(J,X, J,Y) = g(X,Y).

Allitas 1.3. Ha M egy komplex sokasdg, akkor mindig létezik rajta Hermitikus metrika.
Proof. Ha g tetsz6leges, akkor %(g oJ ® J+ g) megfelel. O

Definicié 1.4 (Erich K&hler, 1933). Ha (M, g) Hermitikus, definidljuk az w(X,Y) := g(JX,Y) metrikidhoz

tartozé alapformat.



Allitas 1.5. w bilinedris, ami teljesen vildgos. Tovdbbd w(Y,X) = g(JY,X) = g(J?Y,JX) = —g(JX,Y) =
—w(X,Y) tehdt antiszimmetrikus, egy 2-forma pontonként. Végil ha w(X,-) = 0, akkor mivel ez megegyezik
g(J X, -)-tal, ebbél pedig kivetkezik g metrika volta miatt, hogy JX = 0, és mivel J invertdlhatd, ezért X =0,

vagyis w nemelfajuld forma.
Definicié 1.6. (M, g) Hermitikus sokasag Kéhler, hogyha dw = 0.

Megjegyzés 1.7. Ha (M, g) Kahler, akkor (X,w) szimplektikus.

Példa 1.8. (M?, g) egy Hermitikus sokasdg, akkor automatikusan Kéhler, hiszen dw egy 3-forma lenne, amibdl
csak a nulla van. Koévetkezd egyszert példa a C a standard dz?+dy? Euklideszi metrikaval. Vesziink két vektort
A = a0, + 0y, és B = v0, + 60,. Kiszamoljuk w(A, B)-t.

g(ady, — By, 10y + 00,) = ab — By = det({g g})

drA dzB
Ez a matrix megegyezik a dxA de matrix determinansaval,ami pedig pont dz A dy(A, B) definici6 szerint,
Y Y

ami latvanyosan zart, tehat valéban Ké&hler. n > 1 esetben is hasonléan lehet eljarni komponensenként
> dx; A dy;, ami szintén trivialisan zart.

w komplex alakja. n = 1-re ugye dx A dy-t kaptunk. = (24 2)/2, y = (¢ — ) /2, ha ezt beirjuk a formulaba.
Gyakorlatilag ingyen kiterjed a d operator komplex értékd formékra/fiiggvényekre, valos és képzetes részre
kiilén-kiilén. Amit kapunk az =*(0 + dz A (—dz) A dz Adz + 0) = idz A dz. n > 1-re teljesen hasonléan
koordinatankeént atirhatjuk a format Y- da; Ady; = £ 3 dz; Adz;. A harmadik jelSlésre is atirjuk: 0z|? = zdz,
majd £00|z|* = 11dz A dz alakban kapjuk meg a Kihler format. Altalaban is Y- da; A dy; = £00)||z|%.

Ha (M, g) Riemann sokasag, f > 0 pozitiv valos értéki fiiggvény, akkor atskalazhatjuk a metrikat (M, fg) is
Riemann sokasag. Lehet-e igy 1j Kahler sokasidgokat gyartani?

Gyakorlat 1.9. Ha (M, g) Kdhler, dimM > 1 és (M, fg) is Kdihler, akkor f konstans.

Példa 1.10. Tovabbi példa K&hler sokasdgokra n = 1 esetben elészor. M = {|z| < 1} C C az egységkorlap
a hiperbolikus metrikaval g, = ﬁge. A gorbiilete konstans —1. Mi a Kéahler forma? Az Euklideszit
méar tudjuk, minden pontban csak egy szdmmal szorzunk, ezért w = ﬁdm ANdy = ﬁdz ANdzZ =
(—2i)00log(1 — |2|?).

Altalaban magasabb dimenziéban talaljuk a komplex n-dimenziés hiperbolikus teret. Alaphalmaz az egység-
goly6, {z € C" : ||z]| < 1}. Nem a metrikat adjuk meg hanem a Kihler format, ez —2i(00log(1 — ||z||?)). Ez
nem a mar ismert valés hiperbolikus tér, ennek nem konstans a metszetgorbiilete, de a holomorf metszetgor-

biilete megmarad azonosan —1-nek (itt csak komplex altereknek nézziik a gorbiiletét).

n = l-re legyen f = u+iv alaki, definidljuk 0f = f.dz és Of = f.dz. Leellendrihetd, hogy Of + Of = df. Ha
a = adz+bdz, akkor Oa = daAdz, és Do = ObAdz. Fiiggvényre alkalmazvalatvanyos, hogy 02f = 0 = 0%f. A
vegyes tagok pedig 00f = f dz Adz illetve f.dz A dz, tehat egy elSjelvaltasban tér el a két vegyes derivalt.
Példa 1.11. Az utolsé fontos példank a projektiv tér P!, t&bb moédon is meg fogjuk csinalni, elészdr

Mumford konstrukcioja. X komplex sokasig, amin adott egy Hermitikus Riemann metrika. Tegyiik fel, hogy

egy G Lie-csoport hat izometridkkal. Minden x-re tekinthetjik a G, stabilizatort, ennek az elemei indukalnak



Allitds 1.12 (Mumford). Tegyik fel, hogy Yo € X-re a J, leképezés benne van impy-ben. Ekkor g Kihler

metrika.

Proof. Kell, hogy w zart. G megérzi J-t és a metrikas is, tehat a Ké&hler forma is invaridns ra. Vegyiink
u,v,w € T,X érintévekorokat, kiszamoljuk dw,(u,v,w)-t. Vilagos, hogy dw is invaridns G-re. Ha a €
G, ,akkor a keresett szdm megegyezik dw,(a.u, a,v, asw)-vel, valasszuk a-t olyannak, hogy a.|, = J,. Ekkor
dwy (u, v, w) = dw, (Ju, Ju, Jw) = dw, (—u, —v, —w). O

2 Masodik eladas

M komplex, g Riemann metrika, csindlunk egy 4j metrikdt h = g + g o J ® J, ami kénnyen lathatéan
egy Hermitikus metrika lesz mér. Forditsuk figyelmiinket M = P™-re, és rajta egy h Hermitikus metrikat.
A projektiv tereken hat az U(n 4 1) csoport projektiv transzforméaciokkal (tranzitivan). Egy I € P™ pont
stabilizatora U; irreducibilisen hat T; P™-en. A h metrikat kiatlagoljuk az U(n + 1)-re kiatlagolva kapunk egy
invarians Hermitikus metrikat. Pozitiv konstans szorzo erejéig egyetlen ilyen metrika létezik a projektiv téren,
erre fogjuk belatni hogy Kéhler.

A Mumford kritériumot fogjuk hasznéalni.

Proof. 7 :C"1\ {0} — P™ a standard projekcié. Tekintsiink egy v nem nullavektort, és generalt egyenest,
a projektiv pontjat. Meg kell vizsgalnunk egy pont stabilizatorat. Kapunk egy p : Uj(n + 1) — T,(P"),
az érdekel, hogy a .J; benne van-e a képben. Azonositjuk T,C"*l-et C"*l-el, tekintsiik v- = W-t. Erre
gondoljunk tigy, mint egy altér ebben a C"*1-ben, 7, egy izomorfizmust létesit W és T} P" kozott (ahol I = [v]).
Mozgathatjuk az [ egyenest 6nmagaban, ez egy S'-et ad a stabilizatorba (hiszen az osztaly ugyanaz), vagy
a komplementumon alkalmazhatunk egy unitértranszformaciét, ami pontonként helyben hagyja l-et, ergo
U; = U(n) x S, és az elobbi vetités miatt a stabilizator képe pont U(W), tehat a .J; valoban eleme hiszen az

i-vel vald szorzas unitér. O

2.1 de-Rahm kohomolégia
M sima sokasag, f € ¢*°(M,R vagy C). Ehhez hozza lehet rendelni a df kiils6 derivalt 1-forméat M-en.

Tétel 2.1. Létezik egy d kiilsé derivalt operdtor ami sima k formdkbol k + 1 formdkat csindl. Ez az operdtor
linedris, az ékszorzatra graddlt kommutativ d(wy A wy) = dwy A wy + (—1)97%9“10) A dws. Tovdbbd d? = 0! és

kiterjeszti a fiigguényekrdl értelmezett df operdtort.

Ha M = U C R"™ egy nyilt részhalmaz, akkor w = ardx’.

1< <ip
Definicié 2.2. Ha o € QF(M) egy sima k-forma, akkor egzaktnak hivjuk, hogyha létezik 3 € QF~1(M),
amire df3 = a. Vegyiik észre, hogy ha o egzakt, akkor do = d?j = 0.

Definicié 2.3. « zért, hogyha da = 0.

HYo (M, R vagy C) := kerdy/imdy—; a k. de-Rahm kohomologia csoport. Ha M, N sima sokasigok, és egy
F : M — N sima leképezés, akkor ez indukél egy leképezést a sima formak kozott visszahizéssal. F™*
QF(N) — QF(M), ami a(vy,...,v5) = «(TFvy,...,TFv). A visszahizds miivelete kompatibilis a kiilss
derivélassal, tehat ez indukal egy leképezést a kohomolégiacsoportokon. Tovabba a kompoziciéra is szépen

viselkedik, vagyis (G o F)* = F* o G*, és az identitas identitast indukal, vagyis H,r egy funktor.



Tétel 2.4. Két sima leképezés fq, f1 : M — N homotépok a sima kategoridban, akkor ugyanazt indukdljik o

kohomologidkon.
Koévetkezmény 2.5 (Poincaré lemma). Ha M simdn pontrahizhatd, akkor H5p(M,RvC) =0 k > 1 esetén.

Allitas 2.6. Legyen M,g Kihler. Legyen N < M zirt komplex részsokasdg, akkor ez is Kihler a g|n

metrikdval

Proof. A metrika megszoritésa is metrika, ezzel semmi gond. Hermitikussag és a zartségra hatjunk. p € N,
u,v €7 pIN. Mivel N komplex részsokasag, a T}, IV érintStér komplex altér, ezért Ju, Jv € T,N. Igy az ambiens
sokasag Hermitikussaga miatt g(Ju, Jv) = g(u,v) és a megszoritott metrika is Hermitikus. A forma persze

szintén megszoritassal jon létre. Rola tudjuk, hogy zart M-en,emiatt w|y = d(war|n) = (dwar)| v = 0. O

Koévetkezmény 2.7. Ha M C PN zirt komplex részsokasdg, akkor M Kihler.
Ha M Stein, akkor M Kdhler.*

Tétel 2.8 (Wirtinger). M™, h Hermitikus sokasdg. A metrika meghatdroz egy térfogati format, dllitjuk hogy

voly, = %w”.

A térfogati forma egy tetszéleges Riemann sokasdgon megadhaté lokilisan mint egy pozitivan iranyitott
ortonormélt bazis dualisa 6sszeékelve, Egy maximalis fok forma, ami pozitivan irdnyitott bazisokon pozitivan
értékelddik ki.

Proof. Legyen M = C™ a standard metrikaval. A térfogati forma egyszertien dxy A dy; A -+ A daxy, A dyy,.
w = 13"dzj Adz; = > dxj A dy;. Kiszémoljuk w"-et. Szerencse, hogy a 2-formak kommutalnak, igy nem
kell vesz6dni a tagok sorrendjével. Ha ugyanazt a tagot valasztjuk akkor kidlik egymést, pontosan azok
maradnakmeg ahol minden tagb6l egy mésikat vesziink ki, tehat valoban n!-szor kapjuk meg a standard
térfogati format.

Most altalaban is visszavezetddik erre a kérdés, hiszen az allitdsunk lokélis. Vessziik a T), M érintGteret, a J
hatéassal ez egy komplex vektortér. Ezt azonositani tudjuk a standard C™-el, csak egy ortonorméalt bézist kell

valasztani. O

Kovetkezmény 2.9. M, g kompakt Hermitikus, akkor 0 < vol(M) = fM volg = fM %w" miatt w nem lehet

egzakt, hiszen w = da, akkor w™ = d(a Ada A--- Ada), és a stokes tétel miatt nulla lenne az integrdl.

Kovetkezmény 2.10. M egy Hermitikus sokasdag, N™ egy zdrt komplex részsokasdg, a beagyazdssal & is kap

egy Hermitikus metrikdt, és wy = i*wyr. Tovdbbd vol(N) = =& [y wit = = [ (iFwa)™

Ko6vetkezmény 2.11. Ha M kompakt Kihler, akkor w,w?, ... ,w"™ mind zdrt, de nem egzakt formdk, vagyis
[wi] € H24(M,R)-ben nem nulla.

Proof. dw = 0, és nem egzakt mar volt korabban. Hasonléan dw” is nulla, de nem egzakt egy teljesen hasonlé

érveléssel mint ez elébb. Ha w* = da, w™ = w* Aw" ™% = da Aw™F = d(a Aw"F) O
Kovetkezmény 2.12. M" kompakt Kdihler, akkorH?*(M,R) # 0.

Példa 2.13. M = C"\ {0}/x ~ 2z = S* x §?"~1 nem lehet Kiihler, hiszen H? = 0 (plusz a de-Rahm tétel).

*Bishop-Narasimhan-Remmert



Ha M, g Kéahler, és I" biholomorfizmusokkal izometrikusan és szabadon teljesen szakadasosan hat, akkor a
faktor is Kahler

Proof. M /T komplex sokaséag tavalyi tétel volt. Mivel izometrikus a hatas, kapunk egy Riemann metrikat lent
is, a Hermitikussag is lokalis és atmegy a faktoron. A Kéahlerség egy lokalis kérdés, és a faktorizacié lokalis

izometria. 0
Kovetkezmény 2.14. Példdul a toruszok mind Kdahlerek lesznek, pedig generikusan ezek nem projektivek.

Van egy karakterizaci6 arra, hogy egy kompakt Kéhler sokasag mikor dgyazhaté be egy projektiv térbe.

3 Harmadik el6adas

A d operétor helyett mi van C esetben? vesziink egy D C C" nyiltat, és egy pontjat w. T,, D bazisat alkotjak
a O0y,és 0y, vektorok, ahol z; = x; + iy; a koortinatazas.

df = 3 0. fdxj + 0y, fdy;, specidlisan ha f(z) = 2, akkor dzp = dxy + idyg, és ezt (1,0)formanak
hivjuk. Hasonléan dz; = ldzy — dyk,és ezt (0,1) forméanak hivjuk. Ezzel kifejezhetjiik az eredeti valos
differencidlformakat, dx, = %(dzk + dzx), és hasonléan dy, = %(dzk — dzj). Visszahelyettesitve df =
> 0z, f(dz; +dZ;) /2 + Oy, f(dz; — dZ;)/2i.

Osszegyjtjiik a dz;s és a konjugaltas tagokat. df = Y_(30,, — 20y, f)dz; + (304, + 50y, f)dz;. A dz; egyiit-
thatoja pontosan 0., f atavalyi jeloléseinkkel, és hasonléan a dy; egyiitthatoja Oz, f. Definidljuk ezeket az

osszegeket mint Of és Of.

Megjegyzés 3.1. Of = 0 pontosan akkor, hogyha mindenkonjugaltas derivalt nulla, ami ekvivalens azzal, hogy
f holomorf.

Egy &ltalanos (1,0) forma ezeknek a dz;-knek linearis kombinaciojat jelenti, egy koérintévektor T, D ® C-ben.
Megjegyzés 3.2. Ertelmes 0f-r6l beszélni, a leképezés értékét pontonként konjugaljuk, és ez egybeesik df-el.
Tekintsiink egy latalanos 1-format o = ) a;dx; +b;dy;, ahol a;,b; € C°(D, C), ezt is atirhatjuk a dz; és dz;
operatorokkal Y Ajdz; + Bjdy;. Az els6 tag egy altalanos (1,0) forma,a masdik tagok Osszege egy altalanos
(0,1) forma.* Tulajdonképp tehat « két forma Gsszegeként &ll el6, egy 1,0 és egy 0,1 forméaval. Ezt szokas
a0 4+ a1 alakban leirni. Vilagos hogy ez az elallitas egyértelmi.

Kiterjesztjiik a O és a 0 operatorokat ezekre is. do = " da; Adzj + > dbj Ady;. Az els6 tag da; = (0+ 0)ay,
azonosan a masodik, Osszegytijtjiik a 0-os tagokat ) da; Adx;+0b; Ady;, és ugyanez 0-ra. Tovabb kifejezziik
ezeket a dz; és a konjugéltas segitségével, > 0A; A dz; + OB;j A dz; + 0A; A dzj + 0B;dz;. Az elst két tag
osszegét hivijuk da-nak, a mésodik kettd osszegét da-nak.

Tovabb atirva ) 0A; Adz;+ ) 0BjNdz; = 0,, Ajdzi Ndz;+ ) 05, dz AdZ; az els6 tagot 2,0 formanakhivjuk,
a mésodikat 1,1-nek. Szimmetrikusan da = YY" 04z, Ajdzx Adz; + Y. Y 05, Bjdzi, A dz;, egy 1,1 és egy 0,2
forma. dz; A dzp, a 2,0 formak egybazisa j < k-val, hasonléan dz;, A dz; az 1,1-eknek stb.

Allitas 3.3. f € C(D,C), akkor d0f = 0 illetve 9*f = 0, végiil vegyesen Of = —IOf.

Megjegyzés 3.4. Fiiggvényekre d = 0 + 0 és 1-formakra is.

*definici6 szerint



Proof. Tudjuk, hogy d* = 0, és mivel d = 940 kibontva a kettes kompoziciot latjuk, hogy 0 = 924+00+00+0>
adodik, az els6 egy 2,0 forma, a kozépsé kettd egy 1,1 az utolsé pedig egy 0,2 format ad. Egy linearis
fliggetlenségi allitds miatt egy ilyen felbontéas csak ugy lehet nulla ha minden komponens kiilon kiilon nulla,
és ezt akartuk belatni. O

Legyen most adott egy 3 0,1 forma, az érdekel minket, hogy mikor van primitivje 9 szerint, df = 5. Az min-
denképpen sziikséges feltétel, hogy 03 = 0 persze. Ha n = 1, akkor ez automatikusan teljesiil, nincsenek 0,2
formék at all, és az egyenlet amit meg kell oldanunk f. = B, egy inhomogén Cauchy-Riemannegyenlet. Volt
tkfen, hogy D = C, D vagy korgytrid esetén pl megoldhat6. Valojaban azonban minden sikbeli tartoményon
ezt meg lehet oldalni.

n > 1-re mar nem {iires a sziikséges feltételiink.

Példa 3.5. n =2 ha 8 = Bydz, + BodZ, akkor 08 = (0z, B1dz + 0z, B1dZ3) A dZz; + (0z, BodZ, + 0z, Bodzs) A
dzy = (03, B — 05,B1)dz1 A dZa, ergo vegyes parcidlisderivaltaknak kell elttinniiik, csak komplex értelemben.
n > 1 esetben a sziikséges feltétel nem elégséges! D-t6l fiigg, mint lattuk tvkftn, ott lattuk pl hogy D = C",
policilinderre Dolbout tétele szerint elégséges, vagy egy nyilt golyon (ez még sokkal nehezebb), analitikusan

konvex tartomanyokra.

Példa 3.6. C%\ {(0,0)}-ra létezik 3 amire 03, de nincs primitivje.

Tétel 3.7. Legyen (M,g) Kdhler sokasdg w a Kdhler forma rajta. Allitjuk, hogy V¥p € M-hez létezik eqy D
nyilt kérnyezet és v € C°°(D,R), amire w|p = 2i00v.

Sziikségiink van az imént emlitett
Tétel 3.8 (Dolbeault). Ha D egy policilinder C™-ben és B egqy 0 zdirt 0,1 forma, akkor & 0 egzakt is.
Ezt nem bizonyitjuk, de a tételt levezetjiik belsle.

Proof. Vesziink egy térképet p € M koriil és a képe koriil egy elég kis policilinder lesz a kérnyezetiink. w zart
forma, policilinder konvex és emiatt meg tudjuk rajta oldani a Poincaré egyenletet, létezik o amire da = w.
Ez a forma felbomlik o™? + a®! alakban. Tehat w = da'? + dal? 4+ 9a! 4+ 9a!. Mivel a egy valds forma,

a = &, ebbdl kifolyolag pedig o' = a%! és vice verza.

Kiegészitendd, hogy w mért egy 1,1forma! folyt kov

Definicié 3.9. Az w = %851} normalizicioval a v fiiggvényt Kahler potencidlnak nevezziik.

Példa 3.10. n = l-re C, ge,-n* a Kihler potencial |z|?/2 lesz, mert ,0v = zdZ utana pedig dz A dzadédik,
amint akartuk.

n > 1-re hasonléan vehetjiik ||z||?/2-t.

Mennyire egyértelmt ez a fiiggvény? Ez azt jelenti, hogy 90(vy — vy) = 0, az ilyen fiiggvényeket plurihar-

moénikus fliggvényeknek hivjuk. Egy dimenziéban ez pont a harmonicitast jelenti.

Gyakorlat 3.11. v pluriharmonikus pontosan akkor ha v = Re(holo), pont mint egydimenzidban.

*w= %dz/\di



Egy Kihler potencial v, akkor dv = Zv;jdzj, majd pedig w = Y vZ . dz; A dZ; a tétel miatt. Tudjuk,

ZjZk
hogy w egy valés forma, az el6bbi egyenlGség jobb oldala apriori egy komplex forma, az w = @ feltételbdl az

kovetkezik, hogy a (vf, ., ) matrix Hermitikus, ezt hivjak v Lévi matrixanak.
Gyakorlat 3.12. Ha w Kdhler forma, akkor a Lévi mdtriz pozitiv definit.

Példa 3.13. n=1l-rew = %v’g’zdz A dZ, valosra atirva Av/4dz A dy adodik.
Altalaban is g(JX,Y) = w(X,Y). Ha tekintjiik g(J X, JY)-t, adodik hogy a forma vissza is adja a metrikat.
9(0z,0;) = w(0s,0y) = Av/4- 1.

Definicié 3.14. Ha Av > 0 akkor v szigortian szubharmonikus.

Definicié 3.15. Ha v Lévi métrixa pozitiv definit, akkor v szigorian pluriszubharmonikus.

4 Negyedik eldadas

Definicié 4.1. V valés vektortér, adott rajta egy J majdnem komplex struktira. b : V x V — C valés
bilinearis leképezés J invarians ha b(Jx, Jy) = b(x, y).

Allitas 4.2. Ha M, g Hermitikus sokasdg, w(X,Y) = g(JX,Y) a fundamentdlis forma, akkor w, : T,M x

T,M — R J-invaridns minden p-re.
Proof. w(JX,JY) = g(J?X,JY) = g(JX,Y) a definicié és az Hermitikussag miatt. O

Allitas 4.3. p € C", B € T,C" x T,C" — C wvalds bilinedris, alterndlé (C értéki 2-forma). Ekkor B egy

(1,1) forma pontosan akkor hogyha J-invaridns.

Proof. Jp, : 0y, — Oy, és Oy, +— —0y, . Felirjuk -t komplex alakban

8= Z aridzi N\ dzp + Z buidzi, Ndz; + Z crdzy N\ dz

Emlékezziink, hogy az els6 tagot (2,0), a kozéps6t (1,1) és az utolsot (0,2) forméanak hivjuk.

Meg kell értentink, hogy mi torténik dzy(J0,,)-el, ez latvanyosan dy;i lesz, hiszen tudjuk a képet. Vegyiik
észre, hogy ez megegyezik idzy(0,, )-€l is. hasonléan dzy(J0y,,) = —dx = idzi(0y,), vagyis a J-vel val6 hatés

az alapformaértékét i-vel szorozza. Teljesen hasonléan a konjugaltasokra dzj(JX) = —idzy(X).

dz(JX) dz(JX)
dze(JY)  dz(JY)
mindenhonnan kijén egy i, vagyis a determinéns i%-el szorzodik, elGjelet valt. A vegyes tagoknal i(—i)-vel

Most az allitast mar be tudjuk latni, dzpAdz;(J X, JY') értéke egy determinansként all els. det(

szorzodik, tehat invaridans. Végiil a konjugaltas tagokban mindenhonnan —i emeltetik ki, megint elGjelet val-
tunk. Kovetkezik, hogy B8(JX,JY) = —32°(X,Y)+811(X,Y)—B%2(X,Y). Kévetkezik, hogy 32° = %2 = 0,

mert tipusonként meg kell egyezniiik. O

Tétel 4.4. Ha M, g Kaihler, w a formdja, akkor w (1,1) tipusi lokdlis holomorf koodindtdikban és minden
p € M-nek van U nyilt kérnyezete (policilinderrel biholomorf) és egy v : U — R, ahol w = 2i00v.

Proof. Mivel w zéart a Poincaré tétel szerint taladlunk egy « valés 1-forméat lokalisan, mert policilindernek
valasztottuka halmazt, ott az egyenlet megoldhaté. w = da = d(a'? +a®1) = (94 0)(a*? +a®*). Kibontjuk
és 0at0 + 0al 0 + 9a! 4 0a%! A két szélsé tag 2,0 és 0,2 formak, a két kozépsd pedig 1,1. A J-invariancia



miatt mostmér kovetkezik, hogy ez a két szélsé tag elttinik. da'? = 9a®! = 0. Tovabba mivel ez egy

1.0 — 0.1 65 hasonloan a masik esetre. da®! = 0-t tudjuk, Dolbeault

1,0

valos forma 6nmaga konjugaltja, és o
azt mondja nekiink, hogy létezik f : U — C, amire df = o%!. Hasonléan igy kapjuk hogy df = a
Visszairva w = 0(0f) + 00f. A kerek derivaldsi operatorok antikommutalnak, igy ez tovabb megegyezik
20(f — f) = 2i00v, ahol v = imf. O

Allitas 4.5. 0,0 holomorf leképezésekkel felcserélhetdk.

Vagyis ha van egy holomorf leképezés F' : U — V, és adott egy forma V-n, akkor F*da = 0F*«, és hasonloan

a konjugaltasra.
Allitas 4.6. C"t1\ 0 5 P" szubmerzid, és kerm, =< z >< T,C".

Proof. Valasszunk olyan z-t, aminek az elsé koordinataja nem nulla (2, ..., 2,). Ezen pontokat lefedi az Uy
térkép. Tekintsiik 7—1(Up)-t, ugyanezzel a képlettel, (zq,...,2n) = (21/20,- -+, 2n/20)-
v € kerm, pontosanakkor, hogyha a kompozici6 fy magjaban van. z + tv alakd gorbék reprezentaljak az

érintGvektorokat, és itt nyilvan akkor fogunk a konstans dtba vetiilni, hogyha v parhuzamos a z-vel. O

Allitas 4.7. V egy valds vektortér, J egy a.c.s., és adott egy J invaridns valds 2-forma w. Definidljuk

b(X,Y) :=w(X,JY), ez egy szimmetrikus bilinedris J-invaridins forma.

Proof. bilinearitas trivi, az invariancia b(JX,JY) = w(JX, J?Y) = w(X,JY) = b(X,Y). szimmetria végiil
Y, X)=wl,JX) =w(JY,-X) = —w(—X,JY) =b(X,Y). O

Kovetkezmény 4.8. Ha M komplex sokasdg, és legyen adott egy w walds 1,1 forma, akkor pontonkén
definidlva ¢(X,Y) = w(X,JY) ha ez minden pontban pozitiv definit, akkor g Hermitikus metrika, ha w
zart, akkor ez egy Kdhler metrika, és w a Kdhler formdja.”

Most megkonstruéljuk a Kihler formét a projektiv téren. z € C"*!, akkor egy U; térképen p; : U; — R

|I=112

2512

alogaritmusa is az, ezt fogjuk majd kiszdmolni és alkalmazni. Attéréseknél p;([2]) = pi(

rendelje [z] — ez minden térképen az 1+ ||w||? fiiggvénybe megy, ami lokilisan egy Kéhler potencial, st

|2k |

=51)?%, logaritmus utan
J

Osszeg lesz. Azt kell észrevenni, hogy loQ(%’;\‘)z pluriharmonikus, mert egy holomorf fiiggvény abszolutérték
négyzetének a logaritmusa, és ezek mindig pluriharmonikusak. Kévetkezik, hogy 00logp; Gsszeragad egy
globalis forméava.

Valasztjuk w; = %85 log p;, kapunk egy 2-format a projektiv téren. Ez az w valds lesz mint azt egy egyszert
konjugalassal lathatjuk. Trividlisan zart, hiszen d = 0 + 0. kell még a pozitiv definitség

Allitas 4.9. 7: C"*1\ 0 — P, akkor m*w = ;& = 00log||z||>.

Proof. Megnézziik az U, térképen. A visszahtzott most i/27091log p;(m(2)) lesz definicié szerint. Megint

visszairjuk a definici6t, a logaritmus szétszedi a hanyadost, és a masik tag pluriharmonikus. O
Allitas 4.10. w U(n + 1) invaridns.

Proof. Vesziink egy A matrixot, hozza tartozik a pi4 projektiv transzforméci6. Hazzuk vissza 7*-al p¥w-t,
ez persze megegyezik (ua o 7)*w-val. Ez utobbi kompozicié nyilvan megegyezik a (m o A)*w-val. Ez tovabb
A*m*w, az elsd visszahuzottat az imént kiszamoltuk, ebbe még beleirunk A-t Az helyére, de mivel unitér volt,
igy megtartja. Ezzel az adodik, hogy 7* (1w —w) = 0. Most hasznéljuk, hogy 7* sziirjektiv, mert ez igy csak

akkor tudteljesiilni, ha pfiw = w. O



A porzitiv definitséghez elég egyetlen pontban szdmolni az unitér invariancia miatt, mert erre invariansafor-

mank, és a "metrikdnk" is. Hogy néz ki ez Uy origojaban? Itt ﬁaé log(1 + ||w]|?), ezt tudjuk expliciten

szédmolni.
i ( Z wjdwj )
2 14 ||w||?

2 _w;w o i _ .
Réengedve a 0-t ) | 5”(134‘:1‘)”1'””}?] =) duy, Adwj és w = 0-ban o= > dwy Adwy = LY day, Adyy, ez egy pozitiv

konstansszorosa az euklideszi metrikanak, tehat pozdef.

Definicié 4.11. Ez a g a Fubini-Study metrika a prjektivtéren.

5 Otodik eldadas

MISSING

6 Hatodik el6adas

Lemma 6.1. M komplex sokasdg, h Hermitikus metrika, w(X,Y) = g(JX,Y).
1. dw(X,Y, Z) = g(Vx J)Y, Z) + g((Vy J) Z, X) + g((VzJ) X,Y)
2. 29(VxJY,Z)=dw(X,Y,Z) — dw(X,JY,JZ)

Kovetkezmény 6.2. g Kdhler ekvivalens azzal, hogy VJ = 0, vagyis a majdnem komplex struktira nem

csakortogondlis, hanem unitér, felcserélhetd a pdrhuzamos eltoldssal.

Lemma bizonyitdsa. Cartan formulat hasznaljuk.
dw(X,)Y,Z2)=Xw(Y,Z) - Yw(X,Z)+ Zw(X,Y) —w([X,Y],2) + w(X, Z],Y) + w([Y, Z], X)

Apriori tudjuk, hogy a végeredmény tenzor, iigyes kiterjesztéseit valasztjuk a pontbeli vektoroknak hogy
minél kevesebb tag legyen. X,,,Y),, Z,, JX,, JY,, JZ,-t mind 1gy, hogy lokalisan felcserélhetSek legyenek,

ezzel az utols6 harom tag maéris elttinik.
Gyakorlat 6.3. V torziomentességét és metrikussdgdt kihaszndlva megkapjuk az elsé formuldt az dllitdsban.

A ketteshez emlékezziink a Levi-Civita konnexioé unicitasi allitasara. 2g(X, VzY) = valami formula amiben
csak a metrika, és vektormezok és a Lie-zarojeleik szerepelnek.* A kommutéalasi feltétel miatt a Lie-zarojelek
mind eltiinnek, és a formuldba X — Z)Y — JY,Z — X helyettesitéssel, illetve X — JZ.Y — Y, Z —
X helyettesitéssel plusz az elsé allitast felhasznalva pont megkapjuk a masodik formulat. Definicié szerint
(VxJ)Y =Vx(JY) — JVxY-t is kihasznaljuk! O

Es most kovetkezzék valami egészen més.

"Z9(X,Y) +9(Z,[X,Y]) + Yg(X, Z2) + g(Y, [X, Z]) — Xg(Y, Z) + g(X, [V, Z])



6.1 Hodge-elmélet

R™en f harmonikus ha Af = 0, vagyis Z@gﬂzj f = 0. Sokasdgon csak ugy nincs értelme harmonikus
fliggvényrol beszélni, egydimenzioés komplex sokéségokon pont igen, ekkor csak annyit jelent, hogy a fiig-
gvényiink u a valds része egy holomorf fiiggvénynek lokalisan. Mashogy Af = div(grad(f)). A gradiens
persze ) 0y, fO.;. Ha'Y = a;0,, vektormezs, akkor divY = )0, a;. Sima sokasdgon gradiensnek nincs
értelme, df-et viszont tudunk gyértani, tovabba divergenciarol sem vilagos hogy minek kellene lennie.
Tegyiink egy Riemann metrikét is a sokasagunkra! Ekkor a gradiens létezik mint df*. A metrikabol ingyen
kapjuk a Levi-Civita konnexiot is, ez segit a divergencidhoz. (divY')|,-hez véilasztunk egy X; ortonormalt
béazist T, X-ben, a formula >, g(Vx,Y, X;), ez minden ponthoz valéban egy szdmot rendel. Nem nehéz
ellendrizni, hogy ez egy jol definialt operdtor. Mostmér definidlhatjuk a Laplace-Beltrami operatort fiig-
gvényekre mint A u = div(gradu). u harmonikus, hogyha A u = 0.

Ezt szeretnénk kiterjeszteni forméakra. Lineéris algebrai el6késziiletek. V™ valés vektortér, 0 < k < n, és
vegyiik {-,-} : AFV* x An=FV* — A"V* az ékszorzést (o, B) — a A B. Vilagos, hogy dimpA™V* = 1.

Gyakorlat 6.4. Ez a {.,.} egy nemelfajulé pdrositds.

Legyen adott még egy < -,- > skalaris szorzat is adva V-n. Ez indukél a A¥V* tereken is skalaris szorzasokat.
k = 1-re vilagos, hogy v —< v,- > definial egy izomorfizmust V és V* kozott. Itt < [, 1, >:=< v,w > lesz
a bels szorzas. Kovetkezésképp ha ey, ..., e, egy on.b. V-ben,akkor [, egy o.n.b. lesz V*-ban.

ARV*-on vegyiink tetszoleges ¢j,1s € V*, ekkor a tiszta k-formak ¢1 A -+ A ¢ és ¥y A ... A 1y skalaris
szorzata definicio szerint det(< ¢ : j,vs >). Az altalanos k-formak ilyeneknek a linearis kombinacioi, tehat

ezzel mindenhol definidltuk a skaléris szorzést.
Gyakorlat 6.5. Ez jol definidlt.

Megjegyzés 6.6. Ha ¢, ..., ¢, egy o.n.b. V*-ban, akkor az indexek névekvé k hosszt részhalmazait sszeékelve
ortonormalt bézist kapunk A*V*-ban.

Ahhoz hogy A"V* kanonikusan azonosulhasson R-el meg kell iranyitanunk V-t. Vegyiik az ey, ..., e, pozitiv
ortonormélt bazist V-ben, vegyiika hozza tartozé dualis bazist, és bel6liik képezziik o, A--- Ale, =: dVol-t,
ez egy 1-normaja elem, vele fogjuk azonositani A"V *-ot R-el gy, hogy R > ¢t — tdVol. Ezzel dthuzhatjuk a
{.,.} parositasunkat R-re, még mindig egy nemelfajulo leképezést kapva.

Fix a-ra L, :  +—< aAB,dVol > egy linearis funkcional A" ~*V *-on, és ezen a téren adott egy skalaris szorzas.
Emiatt létezik pontosan egy w € A""*V*, amire < v,- >= L. Ezzel minden k-formahoz hozzarendeltiink

egy n — k format.

Definicié 6.7 (Hodge csillag).

W = *xQ

x : AFV* — A""FV* persze egy linearis leképezés, ennél azonban sokkal tobb is igaz. < *a,f >=< a A
B,dVol >, vagyis a A B =< xa, > dVol.

Gyakorlat 6.8. eq,... e, egy pozitiv 0.n.b. Vegyik a megfeleld dudlis bdzist, «(¢i, N--- N ;) = €pjy A+ A

@i, ahol {i1,.. . ig,j1, .., Jn—k} = {1,...,n}, és e = £1 attol figgden, hogy ¢i,,..., i, Pjrs--- Do 4
egy pozitiv vagy negativ bdzis.

Ko6vetkezmény 6.9. x : AFV* — A"~ kV™* jzometria.
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*dVol =1 és x1 =dVol
Gyakorlat 6.10. **> € EndA*V* megegyezik (—1)*("=%) . jd-el.

a, B € N*V*, vegyiik a A 3 =< *a, %3 > dVol =< «a, B > dVol.

Most ezt az egész hobelevancot raiiltetjiik a sokasagainkra. Legyen M, g kompakt irdnyitott Riemann sokaség,
peMeésV =T,M.

Megjegyzés 6.11. Lokélisan az (z1,...,x,) koordinatdkban a g;; metrikus tenzorral a térfogati forma pont
dVol = \/det(gij)dw1 A -+ Aday,.

Megjegyzés 6.12. Hjp(M,R) =R, ennek dVol eleme, 6 azonositja R-el. Minden t-re tdV ol egy specialis eleme

az 6 kohomologiaosztalyanak.

Emlékeztets: A¥ (M, R) jeloli a sima k-formak terét. Bevezetjiik ezen a téren az L? skaldris szorzatot. A
definici6 a kovetkezs: (a, ) := [, A% = [}, < a,8 > dVol. Mivel a térfogati forma integralja pozitiv
latjuk, hogy (a,a) > 0 ha o Z 0.

Allitas 6.13. (.,.) egy skaldris szorzat.

Z*(M,R) jeldli a d-zart differencialformék halmazét, ebben néztiik az egzakt formékat, a faktor persze a

de-Rahm kohomolégiacsoport.
Megjegyzés 6.14. Mivel nem nulla az integralja, a Stokes tétel miatt dV ol nem egzakt.

Szeretnénk valami hasonlot, ha [a] € H%,, minden kohomolégiaosztalybol szeretnénk egy kitiintetett elemet
valasztani, mint a dVollal is tettiik.

Alapoétlet: Q™ véges dimenzios vektortér, amin skalaris szorzas adott, és benne W egy affin altér, ergo van
egy U valddi linearis altér és egy vektor o, hogy W = U + «a. « sokféle lehet persze, vehetjiik példaul a
legkisebb norméajut g € W. Ennek a kivalasztésa nem nehéz persze, a skalaris szorzat szerint Q = U L U+
és a = ay + o, valaszthatjuk o -et.

Ha @ Hibert-tér és W zart, akkor ez ugyanigy mitikodik. Nekiink a Z*(M,R)-en kéne iigykodni, ez végtelen

dimenziés valos vektortér, de nem Hilbert*!!

7 Hetedik elGadas

Allitas 7.1. d;, : A — AFHlopek létezik formdlis adjungdltja az L? skaldrszorzatra mézve. Vagyis létezik
Op : AFL — AF hogy a € AR, B € AFlora (da, B) = (a, 03) teljesiil. Expliciten § = (—1)" 1 x dx.

Proof.
(da, B) = /M <da,B >dVol = /M da N *f3

Stokes tételrehajtunk, ehhez d(a A *8) = da A %8 + (—1)*a A d = 3, folytatva az el6z6 sort
:/ d(a/\*ﬂ)—(—l)k/ a/\d*ﬁzO—(—l)k/ aNdx*f
M M M
Ahol az els6 tag a Stokes tétel miatt tiinik el, zart sokasdgon vagyunk. a Adx* g = a A (—1)("*’“)’“ *xd x 3
mert d x § egy n — k forma. Még tovabb

(_1)k+1+(n—k)k /

alNx*xdxff= (_1)k+1+(n_k)k/ < a,*d* 3> dVol
M

M

*nem teljes
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lathatéan az elGjelek passzolnak, nk-+1 megjelent, marad még k — k2 ami mindig paros. O
Megjegyzés 7.2. Ha a dimenzidé paros, akkor mindig § = — * dx, pl a komplex esetben majd.

Definicié 7.3 (Hodge-Laplace). Ay = dgr1di + dioy

Definicié 7.4. Egy a k-forma harmonikus, ha Aa = 0. A k = 0 esetben Ay = §1d.

Gyakorlat 7.5. Eldjel erejéig 61 = —div. A metrikdval azonosithatjuk a vektormezdket az 1-formdkkal.
Agf=-> 8j2-j f lokalis koordinatédkban.

Gyakorlat 7.6. *0, = (—1)*dx illetve dpx = (—1)*+1 % d

Megjegyzés 7.7. x lokilis. Ha az irdnyitast lokalisan megvaltoztatjuk, akkor * elGjelet valt, ¢ felirdsaban

kétszer is megtorténik ez, tehdt 6 joldefinialt nemirdnyithaté esetben is.
Tétel 7.8. dA = Ad, A = AJ, *A = Ax.
Proof. A = dd+ dd, felirjuk az allitastokat.
Ad = (6d + dd)d = déd = d(6d + dd) = dA
Teljesen ugyanigy d-al, #-ra pedig hazi feladat. O
Allitas 7.9. o, € AF akkor < Ao, >=< a, AS >.

Proof.
< (0d+dd)a, B >=< déa, f > + < dda, f >=< «,déS > + < a,ddf >= (a, AB)
Ahol csak azt hasznaltuk hogy § és d formalis adjungéltak. O

Allitas 7.10. Aa = 0 pontosan akkor hogyha da = 0 és o = 0.

Proof.
< Aa,a >=<dda, B >+ < dda, f >=< da,d0a > + < da,da >> 0

A harmonikus forméak vektorterét jeloljiik H*-val.
Gyakorlat 7.11. M kompakt irdnyitott dsszefiiggd és f : M — R amire Af =0, akkor f konstans.

Allitas 7.12. o € ZF(M,R) pontosan akkor harmonikus, hogyha ||||? lokdlis minimum a kohomoldgiaosztd-

lyaban, és legfeljebb egy harmonikus forma van minden kohomoldgiaosztdlyban.

Proof. Tegyiik fel hogy ||a|? lokélis minimum [a]-ban. Legyen 3 € AF~! tetszleges és tekintsiik az v(t) :=
[l +tdp||? fiiggvényt. Ennek ¢ = 0-ban lokélis minimuma van, vagyis v’(0) = 0 kifejtve ez 0 = 2 < i, dff >=
2 < da, B >, kovetkezik hogy da = 0, hiszen ez egy olyan forma, aminek mindenkivel vett skalari szorzata 0,
mivel zart da = 0, és igy harmonikus.

Ha o harmonikus, tekintsiik || + dB||?-et, ezt kibontjuk ||a||? + 2(cv,dB) + ||dB]1? > ||al|?, a vegyes tag
elttinik mert Ja = 0. Ebbél latjuk hogy [|||? minimalis, és egyenldség csak akkor teljesiilhet hogyha dS = 0,
ebbdl kapjuk az egyértelmiiségi allitast. O
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Tétel 7.13 (Hodge). M kompakt irdnyitott Riemann sokasdg, ekkor
1. minden 0 < k < n-ra dimHF < co.
2. AP = AAF P HF = dSA* @ sdA* PHF = dAF T P IAFTI P HF
Végtelen parcdifet skippeljiik, az Gsszegek ortogonalitasiat megnézziik.

Proof. H* 1 AAF. Vegyiink egy a harmonikust, és egy 3-t. 0 = (0,3) = (Aa, B) = (a, AB). Ez analogonja
annak a setupnak mikor adott egy véges dimenziés vektortér skalédris szorzassal, és egy 6nadjungélt operator
rajta, ekkor V' = ker@®im, a bizonyitas pontosan ugyanez. (a, dd ) = (de,8) = (0,08) = 0, mésik hasonloan,
a harmadik esetben (dda, §dB3) = (d?5, a, B) = 0, az utolso allitas teljesen hasonlo. O

Tétel 7.14. M kompakt irdnyitott Riemann sokasdg, akkor ¥[a] € H5p(M,R)3! harmonikus forma. Ez ad
eqy H*dR — H* izomorfizmust.

Proof. Létezés kell csak, vegyiink egy zart o format, az el6z6 tétel szerint o = df + 6y + u, ez utobbi

harmonikus.
(a,07) = (da,y) = 0 = (ddv,7) = ||67]?

tehat 6y = 0 és p megfelel. O
Kovetkezmény 7.15. M kompakt iranyitott, akkor dimHl’jR < 00.

Proof. Lassuk el metrikaval. O
Tétel 7.16 (Poincarédualitas).

Proof. Vegyiink egy Riemann metrikat M-en, a harmonikus formék k szintben izomorfak a de Rahm cso-

porttal. Mivel a Laplace operdtor kommutdl a *-al, nyertiink. O

Tétel 7.17. Ha M kompakt Lie csoport, a metrika biinvaridns, akkor o harmonikus k-forma pontosan akkor

hogyha bitnvaridns.

Kovetkezmény 7.18. M pdratlan dimenzids sima sokasdg, akkor az Euler karakterisztikdja 0.

Proof. kiesnek a tagok a definialé 6sszeghdl lol. Hanem irdnyitot ptorigression. O
Gyakorlat 7.19 (*). M kompakt irdnyitott, M véges fedés, akkor by (M) > byp(M).

Ez volt a valés elmélet, most jon a komplex. Elgszor C"-ben adjuk meg a Dolbeault csoportokat. D C C™ tar-
tomany, lattunk mar (1,0), (0,1), (1,1),(2,0), (0,2). Komplex értéki k-formék A*T*G, multilinearis alternald
leképezések C-be. Lokalis alakjuk a szokasos Y asd&;, A ... ahol &, = xv.y. dzs = dxs + dys konjugaltasan stb
Ossze lehet gydjteni a sima és a konjugaltas tagokat, kapunk egy finomabb febontast megint agy hogy hany

ilyen és olyan van. Fiiggvényre mar definialtuk a 0,0 operdtorokat, ezzel kiterjed minden.
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8 Nyolcadik eldadas
Kis kitérd.
Tétel 8.1 (de Rahm). X sima sokasdyg, akkor H1(X,C vagy R) = HI-(X,C vagy R).

Definicié 8.2. X egy topologikus tér, S — X egy kéve finom*, hogyha V{U,} lokalisan véges nyilt fedésre
letezik {ho} ho : S — S kévemorfizmusok, hogy

1. Yo3AW, C U, : hopz =0ha x & W,
2. > hy=1id
Példa 8.3. X sima sokasdgon a sima k-formak kévéje finom.

Proof. Vegyiink egy lokalisan véges fedést, és egy alarendelt egységosztast: p, € C°(X), és {po # 0} C U,,
az Osszegiik pedig 1. Mostmar a hq : A¥ — AP leképezés legyen ¢ — pao. O

Tétel 8.4. X (parakompakt T?) topologikus tér, S — X egy finom kéve, akkor HY(X,8) =0 ha ¢ > 1.

Proof. q¢ = 1 az egyszeriiség kedvéért. {U,} lokalisan véges nyilt fedés, megmutatjuk hogy H*({U,}) = 0
minden fedésre, akkor persze H'(S) = 0. Vegyiink egy kociklust ¢ = {0, 5} € Z1(U,S), vagyis oa5 €
S(Uy NUg), és kociklus, vagyis o453 + 0gy + oya = 0. Kell, hogy ¢ = da, ahol a = {f.}, az fo € S(Ua,) és
fa = fa =0ap-

Vegyiink két nemiiresen metsz6 U,,Us halmazt, rajta a o, szelést, és a hoo,8 szorzatot a finomsagi fel-
tevésbdl. Ez a szorzat nullaként kiterjed a teljes Ug-ra. 8-t fixalva létrehozhatjuk ezeket a szeléseket az Gsszes
6t metsz6 halmazzal, jel6lje Top := ha0ag. Most definidljuk 73 = ) 7,3, ami egy értelmes Gsszeg a lokalis

végesség miatt, ez egy szelése S(Ug)-nek.

8 — Ta = ZT"/B - ZTva = Zhv(a'y,@ - U’ya) = (Z h’y)aaﬁ = 0ap

Kovetkezmény 8.5. X sima sokasdg, akkor ﬁq(X, ARy =0 q > 1-re.

de Rahm bizonyitds. Emlék: ha adott kévék rovid egzakt sorozata' egy adott tér felett 0 — £ — F — G — 0.
Akkor ehhez tartozik egy HES

0— H°(E) - H(F) - H(G) - HY(E) — ...

Tekintsiik a 0 — dAP~! — AP — dAP — 0, a Poincaré tétel miatt kapjuk hogy ez a sorozat a kozepénél is

egzakt, felirjuk a hozza tartozdé HESt.
0 — H°(dAP™) — H(AP) — H°(dAP) — H'(dAP™') —0...

Az AP kéve aciklikussdga miatt kapjuk, hogy H97'(dAP) = H9(dAP~') ha q > 2, illetve H'(dAP~!) =
H%(dAP=1)/dHO(AP). p = 0 esetben 0 — C — A% — dA° — 0 egzakt. Felirjuk ennek is a HESt, latszik

*fine

Tminden roston egzakt
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hogy H'(C) = H°(dA%)/dH°(A%) = ZY(X)/{df : f € A°} = H}, definici6 szerint. Leolvashatoé tovabba
H971(dA%) = H%(C) ha g > 2. Legyen most q > 2 az el6z6ek szerint a fenti sorozat folytathato:

HY(C) = H"1(dA%) = H"?(dA') = --- = H*(dA?"?) = H°(dA? ') /dH(AT™1)
, és megint a lokalisan egzakt csirdk pont a zartak és definici6 szerint megkapjuk a de Rahm csoportokat. [

Es most vissza C™-hez, a egy k-forma ki lehetett fejezni dzy,, dZi-val és felbontani az (i, k — i) komponenseire,
értelmeztiik a da, Do leképezéseket, az egyiitthatofiiggvenyeket derivaljuk, lattuk hogy egy fiiggvény d-je
felbomlik 1,0 és 0,1 komponensre, az elsé adja a da-t, a masik egy da-t értelmez nekiink, egy i + 1,k — 4 és

egy i,k — i+ 1 forma.
Allitas 8.6. 02,0% =0 és 90 = 00.
Proof. Tudjuk, hogy d*> =0 és 0 + 0 = d, és szamolunk. Az els6 tag 0% egyp, ¢ formabol egy p + 2, ¢ format

csinal, 00 + 90 egy (p + 1,p + 1) format, 0 pedig egy p, q + 2 formét csinal, az eredmény nulla, kiilénbozs
fokuak, tehat mindegyiknek kiilon el kell tiinnie. O

Definici6 8.7. D C C" tartomany, vegyiik az {w € AP7 : Qw = 0}/{0n € AP9=1} ezt jeloljiik HP»9(D)Dolbeault

csoport.

Emlék, lattuk a H%!(D)-t, ami pont az inhomogén Cauchy Riemann egyenlet megoldhat6sagat méri. Szintén
emlék a Poincaré tétel egy altalanositdsa policilinderre, ergo H%!(D) = 0 ha D policilinder, vagy C" vagy
korlapok szorzata. Ezt tételt Dolbeault latta be, s6t altaldban is ugyanezen terekre HP4(D) =0 ha g > 1.
Megjegyzés 8.8. HP4(D) fiigg a komplex struktiratol, nem topologiai informaciot tarol.

HPO(D) = {w = Y ardz; : dw = 0}, vagyis hogy a; € O(D) "holomorf formak". Specialisan H*%(D) =
O(D).

Példa 8.9. HOM(C2\ {0}) # 0.

Megjegyzés 8.10. ha n = 1 akkor H%!'(C) = 0, s6t minden D C C tartomanyra is megoldhaté a 0 egyenlet.
Analég médon H?"(D) = 0 ha D C C" tartomény.

Tétel 8.11 (Serre). D C C" tartomdny, és H*(D) = 0, akkor D holomorfitdsi tartomdny/analitikusan

konvex/Stein.

Tétel 8.12 (Oka, Norguet, Bremermann). Vegyink egy holomorfitdsi/analitikusan konvez/Stein tartomdnyt,
akkor H*4(D) =0 q > 1-re, sét HP9(D) = 0.

Ha M komplex sokasag és tudjuk hogy mit jelent a p,q forma, Hodge belatta a valds esetet elGszor, majd
elkezdték a komplexet nézni. Legyen M kompakt komplex tugy hogy M < PV, igy 6rokol metrikat és megy
rajta a valés harmonikus elmélet. H* véges dimenzios tér, a dimenzi6i pont a Betti szamok. Vegyiik azon
harmonikus forméakat, amik p, ¢ formak is, ennek a dimenzibja...

V™ egy vlads vektortér, a komplexifikacidja Vo = V @r C =V @ 7iV”. Ha A € EndV, akkor Ac¢ kiterjed
X 4+iY — AX 4 iAY, van konjugalasunk is persze. b : V x V — R valos bilinearis , akkor azt is lehet

komplexifikalni, ha szimmetrikus akkora komplexifikalt is.
Allitas 8.13. Ha V egy valds vektortér és b egy valds skaldris szorzat, akkor h(v,w) = be(v, ).

Proof. O
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9 Kilencedik eladas

A projektiv térbe valo bedgyazas NEM topologikus tulajdonsag! Szotrné.

w € D C C™ és bevezettiik a 0,,0; komplex érintévektorokat, ezek az érint6tér komplexifikaltjaban élnek.
T.° = {> a;0.,} < (T,,C")®C, és hasonléan T3 = {>" a;0;,} < (T,C")QC. A direkt 8szegiik T, ST =
T, D ® C mindenki, ezt a felbontast csinaljuk altalaban. Az érintétér almost komplex strukturajat ki lehet

terjeszteni a komplexifikdltra természetesen, a sajatértékei +i a J2 = —id egyenlGség miatt.
Allitas 9.1. Jc0,, =i0,, JcOs, = —i0s, tehdt ezek a sajdtalterek.

Absztrakt médon (V) J) egy majdnem komplex vektortér, mindezt megismételjiik ra. Ve-re kiterjesztjik J-t,
J& = —id megmarad, és vessziik a megfelels sajataltereket. Definidlhatjuk tehat V19 = {¢ € Vi|Jc€ = i€}
és VOl = [¢€ € Vp|Jc€ = —i€}. A direkt Osszegiik persze a teljes tér, és a valos felbontés analogonjéra
0z = 50, — 5J0u,, vagyis V10 = {v —iJv:v € V} és megfelelden V! = {v + Ju|v € V}.

Egy M komplex sokasagra p € M,V = T, M vélasztassal ugyanezt eljatszhatjuk. T,M @ C = T, M & T M.
Kapjuk a T%° — M holomorf vektornyaldbot mint a komplexifikalt érintényalab alterét. Ha U C M nyilt,
¢ : U — C™ holomorf koordinata, akkor ¢, : THOU — T19¢(U) azonosit.

Gyakorlat 9.2. Ragasztifiggvények: ¢o,pp holo térképeknél a ragasztds pont a (¢q © (;551)’ derivalt lesz.
T%YM — M csak egy sima C nyaldb.
Gyakorlat 9.3. Mik a ragasztofiggvények?

Ebbdl kiindulva formak: D C C™, bevezettiik a dzj, dZ, formakat, ezek nem a valés koérint6térben élnek,
hanem 77, D @ C-ben, ez a komplexifikalt a T,,C" — C valos lineéris leképezések halmaza. T))° = {>" axdzy :
ar € C} ={1: T,C" — C: R — lineéaris, [(Jv) = il(v) : v € T,C"} = {l : T,C" @ C — C|C — lineéris, [(Jcv) =
il(v),v € T,C"®C} = {1 : T,C" ® C — C: C — linedris, l| 0. = 0}. Teljesen szimmetrikusan lehet definialni
(T)%t-et, legegyszertibben {l : T,C" ® C — C : C — linearis, l|71.0 = 0}.

Ezt atvissziik az érint6térre. (V*)c = {l : V' — C : R—linearis} most is. A legutols6 karakterizaciot hasznaljuk
definicionak. (V*)10 = {l: V — C : l|yo1 = 0,R —linearis}, és hasonléan (V*)%!-re. Kapjuk a T*1'°M — M
holomorf koérintényalabot. Ha adott egy holomorf térkép ¢ = (¢1, ..., ¢n), vehetjiik pontonként a dé; = 0¢;
formékat, ezek trivializaljak a nyalabot az U térképtartomany folott. A T*%1M — M szintén csak egy sima
C vektornyalab.

Mik lesznek a p, ¢ formak? V, J egy majdnem komplex vektortér, a Vo = V10 @ V9! felbontés fogja ezt in-
dukalni. aq, ..., ap legyenek 1, 0 formék, mint az el6bb definidltuk, és f1, . .., B4 pedig 0, 1 forméak. Osszeékelve
ar A= Nap A B A -+ A By generélja a (p,q) formak linearis alterét, ezt a halmazt nevezziikk (V*)P9-nak.

a:V x---xV — C valos k-linearis alternalé forma, akkor ¢ felirhato > oy, 4 alakban pont mint

+q=k
eddig agy, hogy o, 4 egy p,q forma, és ez a feliras egyértelmd. Megint kapé)nlz egy TPIM — M sima C
vektornyalabot. Ennek a szelései érdekelnek minket, jeloljiik 6ket AP-9-val. Definialhatjuk szintén a 0 és 0
operatorokat amik az elsG, vagy a masodik indexet emelik egyel. Ennek a konstrukcioja a kovetkzs, vessziik
az o — da operatort, és hasznaljuk a fenti folbontést és vessziik ez egyik illetve a méasik komponenst. Az
eddigi szamolasaink érvényben maradnak hisz minden lokalis, 0> = 0% = 0 és antikommutélnak, s megkapjuk

a sokasag Dolbeault csoportjait, HPYM = {0a, 4 = 0}/{0Bp.q-1}
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Allitas 9.4. V., J,b véges dimenzids valds majdnem komplex Herimtikus* vektortér. Kiterjesztjik be : Ve x

Ve — C szimmetrikus komplex bilinedris formdvd.
1. be(VIO,V10) = 0 = b (V01 VO1)
2. & n € Vg akkor h(&,n) :=b(&,7) definicidval egy C hermitikus skaldris szorzat.
3. Erre a skaldris szorzatra VO 1, V01
4. hlyio egy komplex Herimtikus skaldris szorzat (hlyoa-en dgyszintén)

V, J mint eddig, (A*V*)c = {V x --- x V — C|R — multilinearis, alternilé}, ha adott még egy b valés Hermi-
tikus skalaris szorzat is, bevezettiink egy by valos skalaris szorzatot a k-formak terén is, ezt komplexifikaljuk
by c egy komplex bilineéris szimmetrikus forma A’“VC* X AkVC* — C. Most megint vehetjiik a hy = by c()-t.
A konjugélas az értékekre értends, kapunk egy komplex Hermitikus szorzatot a komplex értékii k-formék

terén.
Gyakorlat 9.5. A (AFV*) = D, =i VP felbontds ortogondlis.
Gyakorlat 9.6. C" = V-nél mi lesz h(dz;,dz) =?

Most legyen V™ irdnyitott, b valés skaléris szorzat rajta adott, ez definidlja a * : AFV* — A" ~FV* operétort,
most ezt is komplexifikaljuk. *c : (AFV*)c — (A" ¥V*)¢, mivel 6 egy valés operatorbol jon, *c = *c.

V27 J. b valés Hermitikus. *c : AkVC* — APFVE és a, B € APV adott. Vehetjiik a A x¢S-t mint eddig, ez
megegyezik by c(«, 8)dVol-lal. Ebbdl kaphatjuk a Hermitikus skalaris szorzatot, o A xcf = h(a, B)dVol.

Allitas 9.7. 1. x¢: VP4 — yn—an—pt
2. 2 = (=1)Ptid

Tekintsiik AP*9(M)-et, ahol M kompakt valdés Hermitikus C-sokasag. Itt is definialjuk az Lo skaléris szorzatot,
(o, 8) = IM aAxch = fM h(a, B)dVol.

Allitas 9.8. o € AP9=1 3 € AP, akkor létezik egy formdlis adjungdltja a O operdtornak, személyesen

O0* = — x¢ O*c.

Proof. Ugyan az mint a valésban. O
Hasonloan létezik 9-nak is formalis adjungaltja 0*, pontosabban egyenls — x¢ Oxc.

Allitas 9.9. A formuldk miatt (0*)? = (0*)% = 0, illetve 0* = J*.

Definicié 9.10. 0 Laplace operator [ := 90* + 0*0, és konjugalas nélkiil a @ Laplace operatort, jele .

Definicié 9.11. o € AP? forma 0-harmonikus, hogyha Oo = 0. Ezeknek a halmazat jeloli Hg’q = ker [

Teljesen hasonléan a 0 harmonikus formak.
Allitas 9.12. 1. 0,0 formdlisan énadjungdlt operdtorok, szintén mint a miltkor

2. Oa = 0 pontosan akkor hogyha 0o = 0 = 0%« és hasonléan O-re

*b valos bilinearis szimmetrikus J invarians
TV 2n dimenzios!
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Kovetkezmény 9.13. Ha o 0 harmonikus, akkor ¢ meghatdroz egy osztilyt [a] € HP9(M), hiszen zdrt.

Tétel 9.14 (Hodge felbontas). AP? = 'Hg’q ®OAPY, a harmonikus formdk tere véges dimenzids, és az Osszeg
ortogondlis. Ezt tovdbb is irhatjuk, = Hy" © OAPI—1 @ §* AP-a+1,

Proof. Ortogonalitas ugyantugy mint a valésesetben, az egyenlGség nehéz parcdif. O

Koévetkezmény 9.15. o € AP felirhaté oy, + 0B. Az a — B hozzdrendelés (ahol 3-rél kikitjik hogy

merdleges legyen a harmonikusok alterére hogy egyértelmd legyen) Green operdtornak nevezzik.

Allitas 9.16. T : AP9 — AP9 komplex linedris és felcserélhetd a O operdtorral, akkor T (ker()) C kerd és
T(imO) C im0

Tlyenek pl 9, 0%, .

Proof. Oa = 0, akkor a TOa = 0, feleserélhetjiik OTa = 0 és T is harmonikus.
TOpB = OTB mutatja a masik iranyt. O

10 Tizedik elsadas

Kovetkezmény 10.1. TG = GT a fenti T-re.

Proof. o egy sima p, q forma, bontsuk fol aj + OB-ra, ahol 8 = Ga. TGa = T3 emiatt. Masfelsl Ta
Tay+TOB = Tay+0TS és vilagos hogyTay, € ’Hg’q, és igy a felbontés egyértelmiisége miatt GTa = TH. O

Kovetkezmény 10.2. GO = 0G, GO* = 0*G, és hasonléan O-al.
Tétel 10.3. H2* 2, HPA(M), izomorfizmus az o — [a].
Megjegyzés 10.4. A baloldal a metrikatolfiigg, mig a jobb oldal csak a komplex strukturatol fiigg.

Proof. A leképezés minden esetre joldefinialt, hiszen Co = 0 ekvivalens azzal, hogy 0o = 0 és 0*a = 0, tehat
a-hoz valéban tartozik egy kohomolégiaosztély. Elszér ¢ epimorfizmus: [a] € HYY(M), vagyis 0 = 0 erre
a p, ¢ forméra. Vegyiik a Hodge felbontasnak megfelels alakjat &;, + G, kibontjuk a O operatort, belattuk
hogy G kommutél d-lal és & = &y, + 00*Ga.

¢ mono: Legyen [B1] = [32]. Ez azt jelenti, hogy 31 — B2 = 97 valami p, ¢ — 1 formara. Kiszamoljuk ||5'y\|%2 =
(07,81 = Ba2) = (7,0"(B1 — B2)) = (7,0 — 0) = 0, vagyis Iy = 0.

Ha q = 0, akkor HP-°(M)-re nincs 0%, ekkor o egy p,0 forma ami 0 zart, tehit ez egy holomorf p, 0 forma.

A harmonikus p, 0 formak 0-ra nézve pedig pontosan ugyanezt a halmazt alkotjak. O

Megjegyzés 10.5. Altalaban A, J-nek nines sok koze egymashoz :( A A operator nem tartja az A tér AP9-kra
val6 felbontasat. Specidlisan ha Aa = 0, akkor Aay, 4 # 0 altalaban.
Ha 08 = 0, akkor nem feltétleniil lesz A = 0, s6t még zart sem feltétleniil!

Példa 10.6. Ha B egy p,0 forma. Ebben az esetben 0* = 0, és [J = 0*0)3. Specialisan ha /8 holomorf p,0
forma (ergo bardp = 0, vagyis gbarp = 0), azért nem lesz harmonikus a Riemann értelemben mert nem
feltétleniil zart. zdw a C2-ben egy nem zart forma. Egy holomorf forma zart példaul ha a sokasig komplex

dimenziéja = 1.
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Tétel 10.7. M? kompakt komplex, Hermitikus és adott egy o holomorf 1,0 forma, akkor do = 0.

Proof. o = 0 mivel holomorf, ezért do = O, indirekt tegyiik f6l hogy ez nem azonosan nulla. 0 # I} M danda
konnyti hazi feladat otthon lokalisan kiintegralni. Masrészt belatjuk hogy mégiscsak nulla. O = da volt mar,
tovabba 00a = —dda = —00a = 0. Tekintsiik d(a A dar) = do A Dov — o A ddax és a méasodik tag a d =9+ 0
azonossag miatt elttinik és végiil a kifejezés egyenlé Oa A da-val, tehat az integraljanak nullanak kellene lennie

hiszen egzakt forma egy zart sokaségon és Stokes tétel miatt készen vagyunk. O

Igy ellenpéldakat csak harom dimenzidban varhatunk legalabb.

Példa 10.8. Kiindulunk a C3-bol, amire gy gondolunk mint a komplex Heisenberg csoport:

z

1
0 Y
0 1

S = 8

Lemma 10.9. 8 = dz — ydx egy holomorf jobbinvaridns 1,0 forma.

Szeretnénk a Heisenberg csoportot egydiszkrét részcsoporttal faktorizalni, hogy a faktor kompakt legyen.

r={

[ R
=

c
b| :a,b,ceZ[i]}
1

Most 8 indukal egy format a faktoron mert invaridns, és persze ez nem zart, mert mar fent sem volt az.

Legyen most M, g Hermitikus, w fundamentéalis forma, ehhez is tartozik egy leképezés L : @ — w A a a
Lefschetz operédtor. Ez egy valds operator, hiszen w valés forma. L-nek is létezik formadlis adjungaltja A,
ez kettGvel ejti a fokot persze. Azt akarjuk, hogy (Lo, ) = (a,AB). A g(La, 8)dVol formét integraljuk
alapvetGen, ez megegyezik La A x[-val kordbbi szdmolasaink szerint, tovibba megegyezik w A a A x5 definicio
szerint, mivel w valés 2-forma, felcseréljitk és = a Aw A xB =a Ax*x L Lx 3= gla,* 1L *B)dVol, és ezzel
latjuk hogy A =+~ 1Lx = L*.

Tétel 10.10 (Kahler azonossagok). M kompakt Kdihler sokasdg, akkor
1. [0*, L] =10
2. [0*,L] = —id
3. [A,0) = —i0*
4. [A, 0] = i0*

Proof. Nem bizonyitjuk, mar C"-re se konnyt, viszont az elsébél kovetkezik a tobbi. 1 — 2 példaul. 9*L —
LO* = i0, konjugaljuk meg az egyenletet: 0* L — LO* = —i0, a * operator valos, ezért 0* = — x 9% konjugaltja
egyszeriien 0*. Hasznaljuk még, hogy L valés opertator, vagyis L = L, és készen vagyunk. Az egyenletek

adjungélasaval kapjuk a 3,4-et. O

Tétel 10.11. Ha M kompakt Kéhler, akkor 0 = = %A.’
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Proof. Elészor is a két Hodge operator egyenldsége. 00* + 0*0, alkalmazzuk a fenti négyes azonossagot,
helyettesitsiink 0* helyére = —i(9[A, 9]+ [A, 9]0), kibontjuk a kommutatorokat, hasznéljuk a 0 és 0 antikom-
mutélasat mindkét tagban ahol megjelennek, majd a harmas azonossagot helyettesitve kiszdmoljuk [J-t is, és
ugyan azt kapjuk.
Most pedig O+ 0 = A. A = d§ +8d = (0 + 9)(0+ 0)* + (0 + 9)*(0 + ), az adjungalas lineéris persze,
kibontjuk a szorzatokat

DO* + 09* + D0* + 00"+

90+ 00+ 90+ 00
Megjelenik [0 és [J, a maradék tagokrol kellene latni hogy nulla. Megint helyettesitiink a hdrmas és négyes
azonossagokkal az adjungaltas tagokba. Kibontjuk a komutéitorokat, néhany tagban 92 van, vagy a vonisos

verzid, a maradék tagok pedig kiejtik egymaést. O
Kovetkezmény 10.12. M, g kompakt Kdhler, akkor A kommutdl *, L, A-val és megdrzi a p,q formdkat.

Proof. x-ra eddig is tudtuk, a mésikokhoz az kellene hogy [L,0] = 0. LO = L(990* + 0*9) definicio szerint, és
a kettes azonossagot alkalmazzuk abban az alakban, hogy 0*L + i0 = LO*, ezt helyettesithetjiik a masodik
tagban. LOa = w A da, és O(wAa) = Ow A a+w A da ha kibontjuk. Kihler esetben 0 = dw = 0w + 0w, és igy
mindkét tagnak nulldnak kell lennie, hiszen egy 2,1 és egy 1,2 forma &sszege csak gy nulla ha mindketten
nullak, és igy Loa = OLa. Az elsé tagban ezt a felcserélést kihasznaljuk, megint helyettesitjiik a megjelens

LO* helyére a kettes azonossigot, két tag kiesik, ami megmarad az pontosan (L. O

11 Tizenegyedik el6adas

Volt a Dolbeault csoport, a @ homolégiacsoportjai a p, ¢ formakon, ahol M kompakt Kéhler. Szintén ebben az

esetben nagyon szoros Osszefiiggéseket lattunk a Riemann-Laplace operator és a holomorf megfelel6i kézott.
Allitas 11.1. M kompakt Hermitikus, akkor Ox = x0, és a nem vondsos verziora is.

Proof. A Kihler esetet targyaljuk, az azonossag miatt itt A = 20J, és a Riemann esetben mar lattuk. O
Tétel 11.2. M kompakt Kdihler, akkor w harmonikus.

Proof. w=w-1= L1, ahol 1 az azonosan 1 fliggvény. Aw = ALl = LA1 = L0 = 0. O

Kovetkezmény 11.3. Ha M kompakt Hermitikus sokasdg Kdhler pontosan akkor, hogyha az asszocidlt forma

w harmonikus.
Proof. Egyik irany kész, a masikhoz ha w harmonikus, akkor speciélisan zart, ami pont a Kihler feltétel. O

Tétel 11.4. Ha M kompakt Kdhler, o egy sima k-forma harmonikus, felbontjuk Y o, 4 alakban, akkor minden

oy, ¢ komponens is harmonikus.

Proof. 1A = [J, a négyzet Laplace megorzi a felbontasunkat konstrukcié miatt, tehat Oa = Y Doy, q, az
egyik oldalt nulla van, a masikon pedig egy p, q formékra valé felbontés, tehat mindegyik tag kiilon-kiilon

eltinik, ergo harmonikusak. O
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Tétel 11.5. M kompakt Kihler, HE(M) a komplex értékd harmonikus k-formdk tere félbomlik a komplex

struktira szerint.
Proof. Az el6z6 szamolas. O

Tétel 11.6 (Hodge felbontas). M kompakt Kdhler, akkor Hjp(M;C) = @©pyq=xH5*(M) a de-Rahm és
Dolbeault csoportokra. Tovdbbd HE (M) = HYP (M)

Proof. A konjugalas mint AP9 — AP leképezés egy antilinearis izomorfizmus. Ha O¢ = 0, akkor (¢ = 0
egy konjugalas utédn. Kéhler esetben () = [J, tehat ¢ harmonikus. Kovetkezik tehat hogy megszoritva Hj-ra
valds lineéris izomorfizmust kapunk a konjugéalt ’H%’p csoporttal, a multkor lattuk, hogy ezek izomorfak a

Dolbeault csoportokkal. A k. de-Rahm csoportizomorf a valos harmonikus (A zart) formak terével, Gsszetéve

a két Hodge felbontast, adédik az allitas. O
Koévetkezmény 11.7. by =3 . _; hpq

Tétel 11.8 (Dolbeault). M komplex sokasdg, akkor H(M;QP) = HE(M).
Proof. Valoshoz analég médon, lényeg hogy O lokalisan megoldhato. O

Tétel 11.9 (Serre dualitas). M kompakt komplex n dimenzids Kahler sokasdg, akkor HZ(M) = Hy~ """ 9(M).

*

Proof. HS(M) =HE" = HZ~ """, ¢ = 0, akkor T+ ¢ = 0 mert kommutél a két operator, és valoban gy

megy a leképezés, tovabba izomorfizmus nyilvan, inverze +x, aztan egy konjugaldssal kapjuk az allitast. [

Ha M egy Riemann feliilet, k = 0, 1,2 persze. Az els6 de Rahm kohomoldgia rangja 2¢g, mivel a H'? izomorf
H%'el, ezért mindketts dimenzidja g kell legyen, ehat h''* = h%! topologikus.

Ha a komplex dimenzi6 2, akkor 2,2 formak lesznek, 2,1 és 1, 2, ezek 6sszege a harmadik de Rahm, aztan 2,0
1,1 0,2 adja ki a mésodik de-Rahm kohomolégiat, 1,0 és 0,1 adja ki az els6 de-Rahmot, és 0,0 a nulladikat.
A Serre dualitasbol latunk extra izomorfizmusokat, ami visszaadja a 3 — 1 poincaré dualitast.

A projektiv sikra ki tudjuk talalni hogy hogy néz ki ez a tablazat. 21,12,10,01 eltiinnek, tovabba 20, 02 is,
hiszen [w] # 0 € HY!, és egy rangti az a direkt 6sszeg. Ezeket a tdblazatokat szokds Hodge gyéméntnak hivni.

Kovetkezmény 11.10. M kompakt Kdhler, akkor box1 mindig pdros.

Proof. A megfelels sor
H2k:+1,0 H2k,1 Hk+1,k: Hk},k+1 HO,2k+O

alaku, és latjuk hogy mindenki parbaall konjugélassal. O

Példa 11.11. C", gy, vegylink benne egy I' racsot, vele ha faktorizalunk adodik egy kompakt komplex térusz,
milyen lesz a gyémantja? Expliciten felirhato, hogy mik a harmonikus formak ebben az esetben. dz; A dz;
a racsra nézve invarians, tehat indukal egy forméat a toruszon is. Ezeknek konstansszorosai generaljik a
harmonikus formékat. Kovetkezésképp dim HP4(T™), tehat (Z) (Z) dimenzios.

Tétel 11.12. M kompakt Kihler, o € H°(M,Q,), egy holomorf p-forma, akkor da = 0, és H°(M,Q,) —
HP(M;C).

Proof. a € AP0, amire Oa = 0, ekkor 9* is nulla, azért harmonikus, Kihlerség miatt valés harmonikus, ezért

zart. Bedgyazas mert egyéertlmi harmonikus reprezentans van. O
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Kodaira beagyazas

Tétel 11.13 (Kodaira 1954). M kompakt komplex sokasdg. 3¢ : M — PN pontosan akkor, hogyha létezik
L — M pozitiv holomorf vonalnyaldb.

Proof. Egyik irany konnyti, megszoritjuk az O(1) nyalabot, pozitiv volt és az is marad.

Hogy konstrudlunk bedgyazast egy ilyen vonalnyaldbboél? Bizonyitas vazlat. Vegyiik az L™ tenzorhatvany
nyalabot, valami kellsen nagy m-re. Tegyiik fel hogy dim H°(M,L™) = N + 1. Valasztunk egy béazist
Bo, - .., Bn. Valasztunk az M-hez egy U nyilt fedést, ami trivializalja L™-et. L ragasztofiiggvényei g;x, akkor
L™-et g7} ragasztja persze. A [ szeléshez tartoznak a ] komponenstiiggvények, egy holomorf fiiggvény U;-n,
és a metszeteken B = g7} 5. Vesziink egy fix j-t, az U;-n megadunk egy leképezést CN+1lbe egyszeriien a
reprezenténsok felsoroldsaval. Ha Vz € Uj-re ¢(z) € CN*1\ 0, és projektivizalhatjuk.

U;NUi-n koordinatanként kihasznalhatjuk a ragasztasi osszefiiggéseket. Minden koordinata g}'}c(z)—vel szorzodik,

tehat projektivizalodik a leképezésiink, dtmegy a faktoron.
Megjegyzés 11.14. Ez a ¢ : M — PV leképezés nem fiigg a bazis megvalasztasatol.

Mit szeretnénk mondani errél a ¢-r6l? Létni kellene, hogy Vz € M3s : 8{(z) # 0 ha z € U;. Ekvivalensen
Vz € M3B € H'(M,L™) : 3(z) # 0. Kévetkezne ebbdl, hogy ¢ jol definialt. Kell még hogy ¢ injektiv, ez
leforditva azt koveteli meg, hogy Vp # ¢ € M3B € HO(M,L™) : B(p) = 0,8(q) # 0. Immerziénak is kell
lennie végiil, ergo ¢, : T)'° M — monomorfizmus.

Most vazoljuk az injektivitasi 1épést. Vegyiik észre, hogy ebbdl mar kovetkezik a joldefinidltsagi feltétel is.
Vegyiik az S < O(L™) részkévét, ami a p-ben és g-ban eltiing holomorf szelésekbdl all. Felirjuk az indukalt
rovid egzakt sorozatot, a faktor p,¢-n lesz szupportélva, ezekben a pontokban kapjuk L™ fibrumait p és ¢

felett, hiszen pont a O(L™), — L}" kiértékelési leképezés magjaval faktorizélunk. Felirjuk a hosszt egzaktat.
H(S) — HY(O(L™)) — H°(O(L™)/S) — H*(S)

A masodik leképezés ¢ — (p(p), $(q)), és latjuk amit szeretnénk, hogyha belatjuk hogy epimorfizmus, ehhez
belatjuk hogy H!(S) = 0. O

12 Tizenkettedik elGadas

Emlékeztets, ha M komplex sokasag, L egy Hermitikus holomorf vonalnyalab, nevezziik a metrikat h-nak.
Vegyiink egy U, trivializal6 fedést, és hozza a g.p ragasztofiiggvényeket. A h metrika megadasa ekvivalens
egy ao : U, — R, fiiggvénycsalad megaddsaval, melyre a, = |gas|?as teljesiil. 5--00loga, ad egy w valds

27
(1,1) format.

Definicié 12.1. L-et akkor mondjuk pozitivnak, hogyha ez az w egy Kéahler forma, vagyis ha w(X, JY) egy

Hermitikus metrika.

Szintén volt, hogy O(1) — CP™ egy pozitiv nyalab. Ebbdl latszik, hogy a tétel egyik irdnya valoban trivialis,
csak megszoritjuk az O(1)-et.

Megjegyzés 12.2. Ha Ly, Lo két holomorf vonalnyalab M {6lott, Ly > 0 és Ly > 0 (pozitiv szemidefinit a

metrika, nem definit). Ilyenkor kénnyen adhatunk definit metrikdat ; ® Lo-n, a ragasztofiiggvények Osszes-

zorzodnak, igy a logaritmusuk Gsszeadodik, egy definit és egy szemidefinit forma Gsszege definit.
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Rovid bevezetés a felfujasbol. Viélasztunk egy p € M™ pontot, kidobjuk és beragasztunk a helyébe egy
CP"l-et. Elgszor M = C"-et. A tautologikus nyalab L = O(—1) — CP" = {([z],€) : £ € C""1 ¢ € [2]}
része a trividlis nyalabnak, egyszerten az els6 koordindtara valo vetités m a projekcié. Vetitsiink most azonban
a masodik koordinatara, ezt jeldlje P, ez nyilvan holomorf, sziirjektiv C**!-re, s6t az origén kiviil bijektiv. A
nulla 6se azonban a teljes CP", hiszen minden egyenes tartalmazza az origét (konstrukcié szerint). P|p\cpn
biholomorfizmus L \ CP™ és C**!\ {0} kozott, az origot pedig kicseréltiik egy teljes projektiv térre, ez
a felfajas. Ugyanigy lehet egy 0 € U C C"tl-et felfujni. Sokasagnal pedig egy térképet vesziink, vigye
a felfijandé p € U C M™ pontot az origoba, és a V képet valasszuk policilindernek technikai okokbél
(egyértelmiiseg, nem diskutaljuk). M \ U-t vessziik, és U \ {p} és a térkép képén fajjunk fel, V \ CP"1, ez
biholomorf U \ {p}-vel. Ezzel a biholomorfizmussal beragasztjuk a felfajtat.

Back to the tétel. Ha F' — M holomorf vonalnyalab, bl(F) = {p € M : Vs € H'(M, F) : s(p) = 0} C M egy
analitikus részhalmaz ("base locus"). Ha M kompakt, vegyiink egy Bo, ..., 8y € H°(M, F) egy bézis, akkor
kapunk egy holomorf M \ bl(F) — CN*1\ {0} — CPV leképezést.*

Tudniillik ha p € M \ bl(F') pontosan akkor, hogyha valamelyik §; béaziselem nem tinik el rajta. Az egyik
irdny vilagos, a mésikban pedig hasznaljuk, hogy bézist alkotnak a (;-k, talalunk egy olyan globalis szelést,
ami nem tinik el p-ben, felirva a baziselemekkel kapjuk hogy valamelyik nem ttinik el rajta.

Tehat ha bl(F) = (), akkor létezik ¢ : M — CPY holomorf. Bizonyitando, hogy

1. ha létezik egy pozitiv nyaldb, akkor létezik olyan ko € N hogy minden nagyobb k-ra bl(L*) iires, hogy
megkapjuk a leképezést,

2. utana kellene latni hogy ez a leképezés injektiv,

3. és immerzid, vagyis ¢, : TZ}’OM — T(;&g)(CPN monomorfizmus.

Az els6t mondhatjuk tgy is, hogy minden p € M-re az s + s(p) leképezés sziirjektiv HO(M, L¥) — L’;. A
méasodikat is at lehet fogalmazni igy, minden p,q € M parra s — (s(p), s(q)) sziirjektivitasaval ekvivalens.
Alapétlet, hogy sziirjektivitasokat akarunk beldtni, ezt pedig valami H' kohomoldgiacsoport méri, mint a
multkor is lattuk mar. Megcsinaljuk az egyest.

Adott p € M-hez szeretnénk megadni egy ko-t. Megint egy skyscrapert csindlunk, legyen L* = F Legyen
Sp = O(F)-nek a p-ben eltiing szelései.

058, % 0F) L owF)s, -0

A faktor pont egy p-beli skyscraper, aminek a rostja pont F},, minden méshol nulla. 8, pedig pont a p-beli

kiértékelés. Kapunk egy hosszu egzakt sorozatot:
HO(S,) = H'(O(F)) %5 H(O(F)/S,) — H'(S))

B. epimorfizmus, ha H'(S,) = 0, erre hatjunk. Felfajjuk a sokasagot p-ben. P : M — M, P~'(p) = CP"~! =
C-t kidobva kapunk egy biholomorfizmust P : M \ C' — M \ {p}. Most S, helyett P*S,-t nézziik. Ha s egy

holomorf szelés, akkor azt is visszahtizhatjuk HO(F) 2 5o (P*F) injektiv, s6t izomorfizmus:

*figyelem a kdzbensd 1épés csak lokalisan értelmes, de a projektiv téren Osszeragadnak, hiszen mindegyik szelés ugyanazzal

a konstanssal van szorozva fibrumonként
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Proof. 1-dienzidban a felftjas nem csinal semmit és készen vagyunk. Ha § € H O(F ), szoritsuk meg a kivételes
divizor komplementerére, ez egy holomorf szelést ad HY(M \ {p}, F)-ben, na de a nyalab trividlis p egy
kornyezetében, és Hartogs tétele miatt beterjed a szelés p-be is a dimenziéfeltétel miatt. Ezt a beterjesztett

szelést is visszahizzuk, ez a kivételes divizor komplementuman megegyeznek, tehat mindenhol. O

Felhasznélva ezt az izomorfizmust HO(M,O(F)) = HO(M,O(F)) és F, = H°(C,O(F|¢)) mert F|¢ trivialis

nyalab hiszen egy darab fibrumbol hizzuk vissza. Tehat mostméar arra hajtunk, hogy s — s|¢ sziirjektiv.
Megjegyzés 12.3. Ha s(p) = 0, akkor p*s|c = 0, azaz P*S), olyan O(F) csirakbol 4ll, amik elttnnek C-n.

Felirjuk megint az egzakt sort
0— P*S, — O(F) = O(F)/S, — 0

Hogy néz ki a faktor? A rost nulla a kivételes divizoron kiviil, illetve O(F|¢) ha rajta van, a faktorleképezés

egyszerd behelyettesités p-ben. Hosszi egzakt ismét:
H°(O(F)) = H°(O(F)/S,) — H'(P*S,)

A masodik tag az eddigiek szerint pont a vizsgalando HO(C, O(F|c)).

Belatjuk hogy H'(P*S,) = 0. Elgszor is allitjuk, hogy P*S, = O(F @ [C]*), ahol [C]* a C hiperfeliilethez
tartozé vonalnyalab dualisat jeloli. Méasodszor Kodaira elttinési tétel: N kompakt komplex, £ — N holomorf
vonalnyalab, hogyha E®Q K}, > 0, akkor kovetkezik hogy HY(N, O(E)) = 0Vq > 1. Ehhez kell a Hodge elmélet.
Kellene hogy F®[C]*® K, > 0 tehdt, elég nagy k-ra (F = LF). A kovetkezs lépést meg is nézziik részletesen.
Mivel L > 0, ezért létezik mg € N, hogy minden m > mg-ra L™ ®[C]* > 0. Utana kezelni kell, hogy hogy néz ki
felftjton a kanonikus nyaléb. K ;; = P*K ) ®[C]"~!, ha M dimenzi6ja n. Dualizalva Ky, = Ko (o)1
Most fel tudjuk mar irni a keresett nyalabot F @ [C]* @ K}, @ ([C]*)* ' = F @ ([C]*)" @ K};. Ez pozitiv?
L > 0, ennyit tudunk, ebbdl létezik mg, hogy L™ ® £ > 0 minden ¢ vonalnyaldbra és m > mg-ra, specidlisan
az antikanonikusra is. Kovetkezik, hogy L™ ® IN(XJ > 0, C-n kivill semmi nem torténik, nullak bejéhetnek
a C érintGiranyaiban, hiszen az egy pontta omlik Gssze. Tovabba a hirmas pont miatt minden j € N-re,
specialisan n = dimM-re (L @ [C]*)7 > 0, vagyis LV @ ([C]*)? > 0, a masik tag pedig nemnegativ, ezzel
L™ ® Ki @ L™ @ ([C]*)" > 0. Tehat ko = | 4+ nmg megfelel§ valasztas lesz, hiszen L > 0, és bealttuk az

elsé részt a Kodaira vanishing miatt.
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