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R?" megfelel C"-nek a standard médon (21, y1, ...) — (@1 4y, ...). 0, == 1(0, —i0,), illetve 9; := 19, +1i9,).
n = 1-re holomorf ekvivalens azzal, hogy valos derivalhato és 0z f = 0, ha ez igaz akkor 0, f(p) = f¢(p).

1.1. Definicié. D C C™", F : D — C™ C deridlhaté p € D-ben, ha létezik L C" linearis fliggvény, hogy
F(z) = F(p) + L(z — p) + R,(2), ahol ||R,(2)|| = o(]|z — pl])-

1.2. Allitas. f: D — C C derivdlhaté p € D-ben ekvivalens azzal, hogy f valds értelemben derivdlhatd, és
0z, f(p) = 0 minden j-re, tovabba Lh =} 0., f(p)h;.

1.3. Allitas. F komplex derivdlhaté p-ben pontosan akkor, ha minden koordindtafiigguénye komplex derivdl-
hatd, L = (93, fi). Han =m det F}(p) = |det F/.(p)[>. A ldncszabdly is igaz marad.

1.4. Tétel (Hartogs). Han > 2 és f: D — C ami parcidlisan holomorf, akkor holomorf.

1.5. Definicié. M egy komplex sokasag, ha létezik U, fedés, melyre

1.¢, : U, — C injektiv, a kép nyilt C™-ben, illetve a paronkénti metszetek képei is legyenek nyiltak.
2.¢p 0 ¢+ holomorf

3.A térképleképezések altal indukilt topologia To.

1.6. Tétel (Rado '25). Ha n > 1 és a fenti feltételek teljesilnek és M ésszefiiggd, akkor M ~ Ms.

Létezik ellenpélda az utolso feltétel elhagyasaval 1953 Calebi-Rasenlich, tgyhogy hozzéavessziik 4. tulajdon-
sagnak az My-séget is. Az 1-3. + 6f. — Mo-b6l kévtkezik, hogy:

a. M metrizélhato

b. o-kompakt

c. létezik megszamléalhato fedése térképekkel

d. parakompakt

1.7. Megjegyzés. Ha M komplex sokasag, akkor paros dimenzids, irdnyithato, M, N komplex sokasag akkor

a szorzatuk is. Ertelmes tovabba M — C holomorf fiiggvényekrsl beszélni.

O(M, N) jeloli az M — N holomorf fiiggvények halmazat.

1.8. Tétel. Ha M kompakt ésszefiiggd sokasdg és f € O(M) akkor f =c € C.

"Minden koordinatafiiggvény holomorf




Bizonyitds. Lokalis maximum elv t6bb véltozoban is igaz, | f| maximalis lesz mondjuk p-ben, tehat ennek egy

kornyezetében konstans, Osszefiiggéség miatt készen vagyunk. O
1.9. Példa. C", és nyilt részhalmazai, S2.

1.10. Tétel (Hartogs). n > 1, D C C™ nyilt, K C D kompakt, dsszefiiggé komplementummal, f € O(D\ K)
akkor f kiterjed K-ra

S§2n ¢ C™ komplex???

1.11. Tétel (Borel, Serre). n # 1,3 akor nincsen komplex struktira pdaros dimenzids gémbin, illetve S°-rol

nem tudjuk biztosan.

1.12. Definicié. M,N komplex sokasagok biholomorfak, ha létezik F' : M — N holomorf, injektiv és F~!

létezik és holomorf.

1.13. Példa. T*", minden pont koriil az 1/2 sugart nyilt multicilinder. S?-n egy komplex struktira van, 7%-n

egy C paramétert csaladnyi, altaldban A,-n 3p — 3 dimenziényi komplex struktira létezik.

1.14. Tétel (Uniformizacios tétel). M 1-dsszefiiggd, Osszefiiggd 1 komplex dimenzids sokasdg, akkor M =
C,S?%, D2

1.15. Példa. Komplex projektiv tér
CP™ C™*! 1-dimenzi6s altereinek a halmaza, a térképeket a szokisos homogén koordinitakbol kapjuk.
1.16. Allitas. C"1\ {0} 55 CP™ holomorf leképezés. (21, ..., 2n) = [21 t oot 20

1.17. Koévetkezmény. 7|g2nt1 folytonos, CP Gsszefiiggé és kompakt. CPY ~ 5%, nagyobb dimenzidkra
azonban nem a gomboket kapjuk! Nehéz nyitott kérdés, hogy n > 1-re létezik-e mds komplex struktira a

projektiv tereken.

1.18. Tétel (Yau '82, Fields érem). Ha egy kompakt komplex sokasdg homeomorf C P?-vel, akkor biholomorf

vele.
1.19. Tétel (Kodaira ’54, Yau). M"™ kompakt Kihler sokasdg diffeomorf CP™-el, akkor biholomorf is vele.
1.20. Tétel (Hartogs). D C C™, f: D — C parcidlisan holomorf, akkor holomorf.

1.21. Példa (T.J. Barth). f(z,w) = (2 +w)?/(z —w), illetve oo : z = w # 0 és 0 ha z = w = 0 egy C? — 52

fiiggvény ami holomorf parcidlisan, de nem folytonos!

1.22. Tétel (inverz fv tétel). D C C™ nyilt, a € D, F € O(D,C"),det(F’(a)) # 0 akkor F biholomorf az a
eqy kornyezetében. F lokdlisan gy viselkedik, mint F'(a).

Bizonyitds. Valos esetre redukaljuk. D, EiN Qw5 C, ezek a fiiggvények valos értelemben deridlhatoak, tehat

8Zj (g o F) = Z(awkg 0 F)(aszk) + Z(aﬂlkg ° F)(aszk)
Jik Jik
A masodik tag a fiiggvények holomorfsaga miatt eltiinik, tehéat az Gsszetett fliggvény is holomorf, hiszen a

konjugélt szerinti derivaltjai elttinik. A derivaltra vonatkozo feltétel miatt a valds értelemben vett derivélt



sem nulla, tehat létezik lokalis, valos derivalhaté inverz fiiggvény, jeldlje W. W o F' = id, tehat mindenképpen

holomorf
0=0:;(VoF)=0zY(F)oF’

O

1.23. Tétel (Implicit fiiggvény tétel). D C CPYY nyilt, F € O(D,CP), F(a,b) = 0,0,F(a,b) # 0, akkor
{F = 0} lokdlisan egy holomorf fiigguény grdfja.

Bizonyitis. p = ¢ = l,a =b=0. ® : (z,w) — (z,F(2)),®(0,0) = (1,0;9.F(0,0),0,F(0,0)) & lokalis

biholomorfizmus, legyen ¥ holomorf inverze.

(2,0) 5 (2, w) B (2, F(z',w)) = (2,0)
h(z) := w = (0, z) megfelels lesz. O
Adunk egy masik bizonyitast az implicit fv tételre.

Bizonyitds. f(z,w = 0) azimplicit egyenletiink. Az origbban mondjuk w szerint nem elfajulo, ergo 9, (0, 0) #
0, szeretnénk latni, hogy a zorigoban az {f = 0} halmaz valami {(z, h(z))}-ként all el§ ahol h holomorf fiigg-
vény. Megszoritva az f(0,.) fiiggvény nem azonosan nulla, hiszen a derivéltja nem elfajulé. Elég kis korlapot
valasztva csak az origoban lesz 0 a fv (feltettitk hogy ott az érték nulla, ez persze megtehets). |w| < r-en
tehéat az origo az egyetlen 0 hely. Ebbdl kovetkezSen f(z,() # 0 ha |¢ = r,|z| < € kompaktsag miatt. Ha z

rogzitett, akkor megszamolhatjuk a gyokok szamat a logaritmikus derivalt vonalintegraljaval.

NG == [ 0uf 0/ 0)dc

- 2mi Jygpr

Vilagos, hogy N(0) = 1, ez egy folytonos egészértéki fliggvény, tehat konstans az Gsszefiiggs tartoméanyunkon,
a paraméteres integral folytonossagi tételét hasznalva. Ezzel kapunk egy fiiggvényt, minden z-hez (a |z| < e

ban) a hozzéarendels gyokot vegyiik h(z)-nek. Egy mésik integralt tekinthetiink,

1

o m:rcawf(&o/f(z,é)dé

ez pont a nullhelyet adja meg, a reziduumtétel alkalmazaséaval, tehat ez pontosan h és latvanyosan holomorfan
fligg z-t6l. O
2.1. Definicié. f € O(C")-nek ¢ € C regularis értéke, ha Vz € f=1(c) : f/(2) # 0.

2.2. Kévetkezmény (Affin hiperfeliiletek). f € O(C") és c eqy reguldris értéke, akkor X. := f=1(c) egy

komplex sokasdg, ezzel sok példdt kapunk komplex sokasdgokra.

Bizonyitds. n = 2 esetet tekintsiik, a t6bbi hasonld, technikdsabb. Az X. minden pontjarol tudjuk, hogy
valamelyik koordinataban a derivaltja nem nulla, tehat egy holomorf fiiggvény grafja, ezzel a (z,h(z))-t
levetitve z-re kapunk térképeket rajta. A ragasztasokat kell leellendrizni. Egy metszeten (g(w),w) és (z, h(z))

is térkép a ragasztas az egyik irdnyban pontosan a g fliggvény, a masik irdnyban a masik. O



2.3. Példa. f(z) = a1z1 + ... + anzn, ahol a; € C konstansok, nem mind nulldk. f = 0 egy linearis altér, egy
cn— 11 .

Masodfoku fiiggvények, f(z) = 22 + ... + 22 — 1. 0;f = 2z;, ennek a nullha persze reguléris érték, hiszen a
nullvektor nem eleme és csak ott fajul el a derivalt. Ezt hivjuk komplex kiupszeletnek.

(ij) 2 x 2-es matrixok 1igy, hogy a determinansa 1, egy részhalmaz C*-ben, meggondolhat6 hogy az 1 reguléris

értéke a determinansnak, és SL(2,C) is komplex sokasag (s6t Lie-csoport).

2.1. projektiv hipefeliiletek
2.4. Definicié. P € Clzo, ..., z,] homogén d-foki, hogyha P(\z) = A P(2)V\ € C.

2.5. Megjegyzés. Ha P d foku homogén, akkor 0;P d — 1 fokt homogén, hiszen a definidlé egyenlGséget

lederivalva

> 0;P(A2)0(Azr) = \0;(2)
k

2.6. Allitas (Euler). P homogén d foki polinom, akkor > 2i0;P(2) = dP(z)
Az allitas minden esetre szintaktikailag igaz, mindkét oldal d fokt homogén.
Bizonyitds. P(\z) = A\*P(z), rdgzitjiik z-t, és \ szerint derivalunk.
D 09;P(\z2)z; = dXT'P(2)
most A = 1 helyettesitéssel készen vagyunk. O

P egy homogén d foku polinom a nullhalmaza projektiven is jol definialt.
2.7. Definicié. N(P) = {l € CP™: P(l) = 0} egy joldefinialt részhalmaza a projektiv térnek.

2.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy P homogén d foki polinom olyan, hogy Pl|cn+1\{oy-nak a 0 reguldris értéke,
akkor N(P) egy komplezx sokasdyg.

Bizonyitds. Vegyiik a projektiv tér Uy, ..., U, térképeit, a metszetek N(P)-vel holomorf atlaszt produkal a
nullhalmazon. Uy = {[zg : ... : zn] : 20 # 0} azonosul C"-el a [zp : ... : zp] — (21/%0, ..., 2n/Z0) ponttal.
Az Uy N N(P) halmazon 0 = P(zq,..,2n) = 23P(1,21/20, ..., 2n/20) és mivel 0. koordinata nem nulla, a
polinomnak kell elttinnie, ergo a metszetet a P(1,w) = 0 egyenlet definidlja C"-ben (ahol z;/zo = w; a lokalis
koordinatazasunk). Ellenérizniink kell, hogy ennek a go = P(1, w1, .., w,) polinomnak a 0 regularis értéke.
Tegyiik fel, hogy a € {g = 0}-ban 0y, g(a) = 0 minden j-re. go(w) = P(1,w) definicié szerint, tehat a parcilis
derivaltat felirhatjuk
Ow; 90(w) = 0., P(1,w), j=1,..,n

alakban. Alkalmazzuk az Euler-formulat
0., P(2)z; = dP(z)

az a = (1,w) pontban, ebbdl dP(z) = 0 hiszen a pont a nullhalmazban van, az indirekt feltevés szerint pedig a
nulladiktol eltekintve elttinik, tehat 0 = 0,, P(1)-1, vagyis az Osszes parcialis derivalt eltiinik, ellentmondésban
a feltevésiinkkel. O

Ta tétel persze alkalmazhaté, hiszen 9; f = a; # 0 valamelyik koordin4téaban




3.1. Példa. Lineéris polinom: P(z) = Y 7 a;2;,0 # a € C™ konstans vektor. A parcidlis derivaltak pont az
a;-k, tehat teljesiil a regularitasi feltétel, a nullhalmaz egy komplex sokasag CP"-ben, nevesiil egy CP"~1,
Specidlisan a = [1:0: ... : 0]-val a H = {29 = 0} C CP" halmaz komplementere pont az Uy térkép, tehat
CP"=CP"1uC" = .., leérve CP! = {00} LC.

Az affin esethez hasonl6an vehetjiik P-t kvadratikusnak. P(z) = 2% +... 4+ 22, az origon kiviil a nulla reguléris
érték, 0., P = 2z, és kapunk egy tjabb komplex sokasdgot, komplex projektiv kupszelet.

Tovéabbi példa 2§ + ... + 2¢-bsl kapunk tjabb komplex sokasagokat, a parcialis deriviltak persze dz?il. Ezt
specializalva n = 2-re {2 + 2¢ + 2§ = 0} € CP? egy komplex 1-dimenziés objektum', Fermat-gérbének
hivjuk.

3.2. Tétel (Fields érem G. Faltings ’83). Ha d > 3, akkor legfeljebb véges sok raciondlis megoldds van.

Ez egy iranyithaté valos feliilet, mi a neme? Ha p # g € P2 akkor létezik egyértelmien egyenes rajtuk
keresztiil, és két (kiilonbozs) egyenes pontosan egy pontban metszi egymast. Tudunk csindlni egy vetitést

valamely p pontb6l egy rajta nem atmend egyenesre, m : P2\ {p} — P!, és ez egy holomorf leképezés is lesz.

T

_— !

1. abra.

Ezt megszoritjuk majd a Cy; Fermat gorbére. Hy-at vegyiik {[0 : z1 : z9]}-nek, s p = [1: 0 : 0]. A vetités

ebben az esetben annyit csinal, hogy elfelejti az els6 koordinatat (illetve kinullazza).
milz0: 21022 = [0 21 1 29) > [21 ¢ 29

Vilagos, hogy p € Cq a definidlo egyenlet miatt. Nézziik meg, hogy m|c,-nél egy pontnak hany &se van. Példaul

a [0 : 1] pontnak zg + 2§ = 0 egyenlet irja le az &sét, latjuk hogy zop, 2o # 0 példaul, ergo (z2/20)¢ = —1
tehat d darab Gs van. Ha az els6 koordinata nem nulla, akkor [z1 : 20] ~ [1,21/22] = [1 : ¢]. Most az Gst

a 28 + 1+ ¢4 = 0 egyenlet irja le, vagyis 2§ = —(1 + ¢%). Ha 1 + ¢¢ = 0 akkor 2z egyértelm, tehat csak
egy darab 6s van. Ez pontosan akkor torténik meg, ha (¢ = —1, tehat megintcsak d darab ilyen pont van,

ellenkezd esetben pedig megin csak d darab &s van, nem nulla komplex szamnak d darab d. gytke van.

Tezeket Riemann-feliileteknek hivjuk



2. 4bra. A j6 triangulaci6 az elagazasi pontokkal

Mostmar készen allunk az Euler-karakterisztika kiszamolasara. y(S?) = 2, vegyiink egy triangulaciot a gém-
bén, amiben a specidlis pontok ahol 1 db &s van csicsok, és ne legyen olyan él, ami két specidlis pontot
Osszekot. Megprobaljuk folemelni a triangulaciot a megszoritott vetitésen. A cstucsok felemelkednek az Gské-
pek szerint. Egy élen legfeljebb egy specidlis pont van, ha tobb &s van, akkor minden &sbe felemeljiik, ezzel

minden lap is felemel$dik, kiszamoljuk melyikb&l mennyi van.
X(SH =c—e+l=2

(¢ — d)d + d = ¢ darab cstcs lesz fent, a kivételes pontoknak csak 1 Gse van. Az élek, és a lapok szama is

d-szeres lesz, tehat
X(Cq) =d(c—d)+d—de+dl =d(c—e+1)+d*+d=3d—d*

az Euler karakterisztika, ebbél g = 2_7" = (dgl).
dj 1 2 3 4 5
g/ 0 0 1 3 6
P Pl T2 A4
3.3. Tétel (fokszam-génusz formula). Ha P homogén d-foki 3-vdltozds polinom aminek a nulla az origon

kivil regqularis értéke, akkor N(P) neme (dgl)

3.4. Megjegyzés. Minden kompakt Riemann feliilet realizdlhat6 (beagyazhaté) CP3-ba, a fenti tétel szerint

példaul a 2-nemti Riemann feliiletek nem 4gyazhatok be CP?-be!?

3.5. Definicié. a € U C C" nyilt, H : U — H(U) C C" biholomorfizmus, akkor H(z1, ..., zn) = (W1, ..., Wy )-
t koordinatacserének nevezziik, elképzelhets hogy egy h : U — C holomorf fliggvénynek egyszeriibb alakja
lesz az 1ij koordinatédkban (ho H~1).

2ez joval tébbet mond, mint az elsbbi okoskod4s, vagy az altalanosabb fokszam-génusz formula




3.6. Példa. Ha h/(a) # 0, akkor alkalmas holomorf koordinatakban egy vetités. Legyen n = 2, és h/(a) # 0.
D : (z1,22) — (21,h(z1,22)) egy lokilis biholomorfizmus a egy kornyezetében az inverz fiiggvény tételébdl

kovetkezGen. Jelolje a lokalis inverzét ¥, hogy néz ki h o ¥(w)?
(W1(w), Wa(w)) = (¥1(w), ho W(w)) = (wr,ws)
Ez azt jelenti, hogy h o ¥(w) = wa, valoban egy vetités.

3.7. Definicié. M C C™ egy komplex részsokasag, ha lokilisan Va € M-hez U kornyezet, és H(z) lokalis
holomorf koordinatak rajta, és egy 0 < ko < n szam, hogy M NU ={z € U|H;(z) = 0,5 > k. }.

Ha k = 0, akkor izolalt pontokbdl all M, ha pedig k = n, akkor a feltétel iires, csak annyit kéveteliink
meg, hogy M NU =U. A k, szamot hivjuk a lokilis dimenziénak, kdnnyen lathatéan egy lokalisan konstans
érték, tovabba fliggetlen a H vélasztasatol. dim M := maxy {k, }-nek mondjuk, ha nagyon muszaj valamit

mondani. Vilagos, hogy Hi, ..., Hy lokilis koordinatat ad meg M-nek.
3.8. Allitas. Ha M C C" komplex részsokasdg és kq dllandd, akkor M egy komplex sokasdyg.

Bizonyitds. Lokalisan holomorf médon leképezziik C" egy koordindtaalterébe, megszoritva latvanyosan ho-

lomorfan kapcsolt térképet kapunk. O
Teljesen hasonloan definidlhat6 lokélisan, hogy mit jelent M C N komplex részsokasagnak lenni.

3.9. Allitas. a € D C C" egy nyilt, F : D — C" holomorf leképezés, legyen M = F~'(F(a)). Megkiveteljiik,

hogy F'(q) mazimdlis rangi az és minden pontjiban, akkor M egy komplex részsokasdg.
Bizonyitds. Ugyantugy mint skalar esetben. Inverz fv tétel. O

3.10. Példa. C?>-ben M = {(z1,29) : 22 = 21}, vagyis f = 232 — z; nullhalmaza, a nulla regularis érték, kapunk
egy tjabb komplex sokasagot. Ha vetitiink az els6 koordinatéra, minden pont f6létt egy vagy két pontot

latunk, z; négyzetgyokeit. Ez a /2 fiiggvény Riemann feliilete.

3.2. Komplex sokasagok 2 extrém fajtaja
Egyik a kompakt, méasik a Stein. Kompakt esetben nincs holomorf fliggvény egyéltaldn, Steinen pedig sok.
3.11. Definicié. X komplex sokasag Stein, ha

1. O(X) szétvalasztja X pontjait?

2. O(X) minden pontban lokalis holomorf koordinatakat ad*

3. X holomorfan konvex®

3.12. Tétel (Remmert, Bishop, Narasimhon). X Stein akkor és csak akkor, ha X bedigyazhatd valamely

CN-be zdrt komplex részsokasdgként.

3.13. Tétel (Behmke-Stein). X egy dimenzids, nem kompakt, akkor Stein.

’p#q€ XIf € O(X): f(p) # fa)
4p € X3f1, .oy fn € O(X) : (f1, ..., fn) lokalis holomorf koordinata p-ben

Sha K C X kompakt, akkor a K := {p € X|Vf € O(X)|f(p) < ||f]|x} halmaz is kompakt




4.1. Definicié. G komplex Lie-csoport hogyha

1.

2.

6.

G komplex sokasig

G csoport

.AGxG—G:(a,b)— ab, G — G :avrs a ! leképezések holomorfak.

4.2. Példa. JOl ismert komplex Lie-csoportok

. (C™4)
. (C*,.), és az exponencialis leképezés holomorf homomorfizmus

. (C*)™ a komplex affin torusz

GL(n,C) a matrixszorzésra, ez egy nyilt részhalmaza C™ -nek, ettd] lesz komplex

. SL(n,C) egy részcsoport, és énmagaban is egy komplex Lie-csoport, a determinans egy reguléris érté-

kének! 6se

O(n,C) = {AAT = id} és SO(n,C) az 1 determinanstak

Ezek mind Stein sokasdgok is, nem kompaktak, hiszen azok csak kommutativak lehetnek.

Volt mér, hogy mit jelent komplex részsokasagnak lenni C™-ben, illetve egy M komplex sokasdgban, de ennél

még altaldnosabbak is lehetiink.

4.3. Definicié. X" komplex sokasig, A C X egy (komplex) analitikus részhalmaz?, hogyha Vp € X 3U, nyilt

kornyezet és véges sok holomorf fiiggvény fi, ..., f € O(U,), amire ANU, ={z € U : f;j(2) =0,j = 1...k}.

Fontos specialis eset a hiperfeliilet:

4.4. Definicié. A hiperfeliilet, hogyha a fenti definicioban k = 1 valaszthaté minden p-re (és f1 # 0, és nem

is iires a nullhalmaza).

4.5. Megjegyzés. 1. Ha A4, .., A, analitikus, akkor a metszetiik is.

2.

A C X automatikusan zart

Alternativ definicio

4.6. Definicié. A C X analitikus halmaz, hogyha

1.

2.

A zart

minden p € A-ra teljesiil a holomorf fiiggvényekkel valo kivagasi feltétel

4.7. Példa. 1. A= {(z1,22) : 2120 = 0} C C?, ez a koordinatatengelyek uni6ja. Az origé kiilonleges pont,

ott nem sokasag, hogyan tudnank ezt precizebben belatni? U N A\ {0} nem Osszefiiggd!

Tkonkrétan az 1-nek

2

semmi koze a valés analizisben hasznalt analitikus halmaz fogalmahoz



2. A= {23 =0} U {21 = 0,22 = 0} C C3, egyenlettel 2123 = 0, 2023 = 0 vagja ki. Megintcsak az origéban
nem sokasag ez a halmaz, mindenhol méashol igen, de a dimenzi6ja sem értelmes méar, egy 1 és egy 2

dimenziés komponense van.

3. A={(21,22): 22 = 23} C C?, a cusp. Az orig6tol kiilénbdzé pontokban regularis a definidlé egyenlet,

ott sokasag, ott azonban nem lehet megadni komplex sokasag struktirat®!

4.8. Definicié. Ha A C X™ analitikus részhalmaz, akkor p € A egy sima(/regularis) pont, hogyha p egy U
kornyezetében A N U egy komplex részsokasag.

Ellenkez§ esetben p-t szingularis pontnak nevezziik.
4.9. Megjegyzés. A sima pontokat C A egy nyilt halmaz, a szingularisoké pedig emiatt zart.

4.10. Tétel. Ha A C X egy analitikus részhalmaz, akkor a sima pontok halmaza egy sird nyilt része az

A-nak, a szinguldris pontok halmaza pedig sehol sem sdri zdrt.

4.11. Tétel. A C X analitikus halmaz, akkor A® a szinguldris pontjainak halmaza szintén egy analitikus

halmaz X -ben.

Ezzel egy ilyen hierarchiat kapunk, a szingularis pontokban megnézhetjiik hogy mely pontok simak, melyek

Legyen most X = C", adott p1,..,pr € C[z1, .., 2,] polinomok. Vehetjiik A = NV (p;)-t, ezeket affin algebrai
halmazoknak nevezziik. f € O(C"™), legyen A ennek a grafikonja, szintén egy analitikus halmaz, s6t részsokasag

C"tl ben?.

4.12. Tétel (Serre). f € O(C™) és a grifja egy affin algebrai halmaz, akkor f polinom.

4.3. Analitikus halmazon P"-ben
Legyen p; homogén polinom 2o, .., z,-ben, és vegyiik a kozds nullhelyiiket, NV (p;) C P™.
4.13. Allitas. A egy analitikus részhalmaz.

Bizonyitds. Teljesen analég, mint amikor belattuk, hogy nemelfajulé homogén polinomok részsokasagot adnak
meg. Vegyiik az U; térképeket P"-ben, az allitds bizonyitasahoz elegendd egy polinom nullhelyeire belatni,
hogy analitikus részhalmaz. py(zo,..,2,) = 0 megegyezik z}ipl (20/%j, .-, 2n/%;), ahol kihagytuk az 1-et a j.
helyrél, tehat a metszet affin algebrai U;-ben. O

4.14. Tétel (Chow). Ha A C P™ analitikus, akkor létezik p1, .., px homogén polinom, hogy A =V (p1, .., pr)-

Analitikus halmazok 1 dimenzioban nem tul érdekesek, diszkrét ponthalmaz. Ebbdl kifolyélag A € D C C-nél
D\ A 0Gsszefliggs.

5.1. Tétel. X dsszefiiggd komplex sokasdg, A C X analitikus részhalmaz, akkor vagy A = X, vagy A

seholsem stri, és a komplementere dsszefiiggd.

3itt mAr pusztin az origd kitdrlése nem elég ennek belat4sara
4hazi feladat, hogy az expoencialis fiiggvény grafja nem affin algebrai



Bizonyitds. Ha A = X, akkor készen vagyunk, tegyiik tehat fel, hogy valodi részhalmaz. Belatjuk elGszor
is, hogy seholsem stird indirekt moédon. Ekkor valami kis nyiltban stird, mivel analitikus halmaz zart, ezért
lesz belsé pontja int A # 0. Osszefiiggdség miatt int A # X, Ip € OA. Ennek a pontnak egy U osszefiiggd
kornyezetében léteznek fi, .., fr € O(U) holomorf fiiggvények, amik lokalisan kivagjak V' (fi,.., fx) = ANU.
Mivel p hatarpont, létezik g € int ANU, és IV C U Nint A nyilt kérnyezete ¢g-nak. Tehat f;|v = 0 minden
Jj-re konstrukcié szerint. A t&bb valtozos unicitas tétel szerint tehat f; = 0 az egész U-n, ez ellentmond annak,
hogy p € 0A.

Kell még, hogy X \ A osszefiiggs. El6szor belatjuk G = X = B™ C C"-re. Vegylink egy komplex egyenest L-t
altalanos helyzetben, LNG vagy iires, vagy pedig egy nyilt halmaz az egyenesben. Lehetséges, hogy a metszet
csak A pontjaibol all, vagy pedig L NG N A egy analitikus halmaz L N G-ben. Ekkor ha p,q € (LN G) \ A,
akkor GsszekothetGek a metszeten beliil egy gorbével a fenti megjegyzés szerint. Vegyilink most két pontot
p,q € G\ A. Rajtuk keresztiil vehetiink egy egyenest, ezt a metszetet nem csak az A pontjai adjak, tehat a
két pontot Ossze lehet kotni gorbével.

Altalanos esetben tudjuk, hogy X Osszefiiggs. Vegyiink p,q € X\ A, vegyiink egy folytonos gérbét kdzottiik X-
ben a: I — X. A gorbe képe valami kompakt halmaz, minden pontja koriil valasztunk egy goly6val biholomorf
kornyezetet Uy, ..,Un véges sok is lefedi mar kompaktsag miatt. Tovabba meég lejjebb szikitve feltehetjiik
azt is, hogy Uj-ben létezik ff, . [3, € O(Uj), ami kivagja A NUj;-t. Sorbarakjuk ezeket a halmazokat, legyen
a(0) € Uy, a(l) € Uy, és Us_1 NUs # 0. Ezzel a konstrukcioval készen vagyunk, mivel A sehol sem sird,
specidlisan taldlunk A-n kiviili pontot Us;_1 NUg-ben, és igy a lokalis 6sszefiiggdség miatt tudunk csinalni egy

gorbét ami a komplementumban koti 0ssze a két eredeti pontunkat. O

5.2. Tétel. X komplex sokasag, m: Y — X fedés, ekkorY -on létezik egyértelmiten komplex sokasdg struktira,

melyre © holomorf.

Bizonyitds. x € X koriil 1éteznek lokilis koordinatdk C™-be, ezt esetleg sztikitve kapunk diszjunkt nyiltakat

Y-ban, a visszahtzas mindegyiken értelmez komplex koordinatéakat. O

Most a maésik irdnyban is szeretnénk valami hasonlot. Jelolje Aut X = {¢ : X — X : ¢biholomorfizmus}
X automorfizmuscsoportjat. X komplex sokasag, I' < Aut X, p € X-re I', jelolje az orbitjat, az orbitok
halmazat jeldlje X/T'L.

5.3. Példa. Tlyen konstrukcié példéul a projektiv tér X = C"*1\ {0}, I = C*.

Ha vannak fix pontok, abbol gondjaink lehetnek.

5.4. Példa. X = C és I' = {+I}, akkor C/Zy = C. Explicit biholomorfizmus z ~ 22. Egyel magasabb

dimenzi6ban azonban méar baj lesz ebbsl. X = C2?, ' = {£I}-nél a faktor mar nem sokasig az origo
kornyezetében. Az origd kornyezeteinek a peremei RP3-at adnak, sokasagnal ilyen nem lehet (?)

Lehet még az is, hogy a faktor nem is Hausdorff. Hasson C* a C-n. Két orbit lesz, az origd és mindenki maés,
tehat a faktor két elemi. C/C* = {[0], [1]} és a faktortopologia miatt {[0]} zart, {[1]} pedig nyilt.

5.5. Definicié. Legyen I' < Homeo(X). Azt mondjuk, hogy T teljesen szakadasosan hat X-en, ha Vx,y €
X : x # y léteznek U, Uy nyilt kérnyezetek, hogy a {g € ' : gU, N U, #} halmaz {iires, vagy véges.

5.6. Definicié. IT' szabadon/fixpont mentesen hat X-en, hogyha g € ',z € X : gz = 2-b6l g = 1 kiévetkezik.

Lez ekvivalens azzal, hogy X-et faktorizaljuk az ekvivalenciarelaciéval, hogy p ~ q, ha 3y €T :yp =¢
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5.7. Tétel. X komplex sokasig, I < Aut X teljesen szakaddsosan és szabadon hat X-en, akkor X/T'-n

egyértelmien létezik komplex sokasds struktira, melyre a faktorleképezés egy holomorf fedés.

A bizonyités jorészt tiszta topologia, a végén kell kicsit sz0szolni a komplex struktura megadéasaval. A kovet-

kez6 segédallitassal kezdiink.

5.8. Tétel. X egqy T, tér, I < Homeo X teljesen szakaddsos szabad csoporthatds és zo, vy € X2
1. Ha yo = gxo, ahol go € T, akkor léteznek Uy, V,, nyilt kirnyezetek, hogy gUy, NV, =0 ha g # go.
2. ha y & T'xg, akkor megint léteznek Uy,,V,, kirnyezetek, hogy gU, N'V,, = 0 minden g € I'-ra.

Bizonyitds. xo,yo adott, Up(zg), Vo(yo) kornyezetek a teljesen szakadasos csoporthatas definicioja szerint.
Jelolje H a definicioban iiresnek vagy végesnek megkovetelt halmazt, ha iires nyertiink. Ha H = {go}, akkor
az els6 kritériumnak megfeleltiink. Ha t6bb eleme van, felsoroljuk ezeket. Az egyeshez feltehetjiik, hogy
H = g9, 91, .., 9N, tekintsiik y) = grxo-t, ezek mind kiilonb6znek yo-t6l a szabad hatas miatt! W)y az y) egy
kornyezete legyen, ami diszjunkt V' = V(yo) C Vo (yo)-t6l. Folytonossig miatt talalunk U(xzg) C Up(xo) nyilt
kornyezetet, amire g\U C W), teljesiil. Tehat ¢gyU NV = () minden \-ra, és ezt akartuk.

A maésodik rész teljesen hasonléan vihets végig. O

5.7 bizonyitdsa. ™ : X — X/T nyilt leképezés a faktortopologia definici6ja szerint. U C X nyilt, 7~ tnU =
UrgU C X nyilt valéban.

X /T Ts-sége az elbbi tételbdl fog kovetkezni. 1,22 € X és may # maa. Ekkor 6k kiilonb6z6 orbitban vannak,
és alkalmazhatjuk az el6z6 tétel kettes pontjat, leteznek U = U(z1), V = V (z1) kornyezetek, hogy gUNV =0
minden g-re, tehat a projekciénal vett képek is diszjunktak és elvalasztjak a ponokat.

Tovabbmenve 7 lokalis homeomorfizmus. xg € X, és gg = 1, yo = xg-ra alkalmazzuk az egyes pontot. Kapunk
U,V kornyezeteket, hogy g # e-re gU NV = (. Ez azt jelenti, hogy 7|yny injektiv, a kérnyezet minden
pontja kiilonb6z6 orbiton van. A projekcié nyilt, és injektiv ide megszoritva, tehat homeomorfizmus.
Mostmar latjuk azt is, hogy 7 egy fedés. Valasszunk g1 # g2 € I' két csoportelemet. 7 : U — 7(U) homeo-
morfizmus, hogy néz ki az 6se? g1U N goU = ¢1(U N gy ' gaU), de a bels6 rész iires, tehat 7~ 'nlU = UpgU.
Legyen U mint eddig, s6t még leszikitjuk ugy, hogy legyen rajta lokalis holomorf koordinata is, nevezziik
ezt ¢ : U — Cmnek. f : 717U — C"-et definidljuk gy, hogy f(gz) = ¢(x)*, itt hasznéljuk, hogy I'
biholomorfizmusokkal hat, és latjuk, hogy ez egy holomorf koordinatéazas a teljes 6sképen. Most definidlhatjuk
a koordinatazast lent ®(wx) = f(x)-el. Meggondolandd, hogy ez egy holomorf térképezés a faktoron. O

5.9. Példa. X = C,0 # w € C, hasson eltolassal z — z 4 w, general egy Z-t. A faktor a C/Z = C* henger, az
exponenciélis fliggvény megfelel6 megszoritdsa ad biholomorfizmust.

Tovabbra is X = C, vesziink két vektort wy,ws € C, amik R felett fliggetlenek. Legyen I' az altaluk generalt
racs, Z? egy példanya, hasson eltolassal C-n. Vilagos hogy szabad, ellenérizhets, hogy teljesen szakadésos.
A faktor C/Z? = T? persze, az eltolasokkal Osszeragasztjuk a racs alap parallelogrammajanak a szemkozti
oldalait. Tovabbéa ez csak egy topologikus leiras, a komplex struktira fiigg a racstol.

X = C*, most hasson Z z — 3-ként, ez szintén egy teljesen szakadasos, szabad hatés. C* /Z is egy térusz®.

2
3

nincs kizarva hogy egybeessenek

a metszetet véve foltehets hogy a két kornyezet megegyezik

tvagyis fou = pog?

5Hazi feladat: hogyan lehet ezt a konstrukeiét a racsosbol megkapni?
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W1, ..., o, € C™ egy R-bézis, tekintsiik a generalt racsot A = Z < w; >, az ezaltali faktor persze egy 2n-torusz
lesz, a bazisvektoroktol fiiggéen mindenféle komplex struktiraval. n = 1-re minden torusz projektiv algebrai,
magasabb dimenziéban generikusan nem az°!

Hopf feliilet: X = C2\ {(0,0)},Z =< 3I >< GL(2), mi a faktor? (z,w) ~ (%,%). Az S® gombfeliilet, és a
fele akkora tigy, hogy a peremén a sugarak Osszeragadnak, amit kapunk az az S® x S', ezen is van komplex
struktiira, viszont nem beagyazhat6 projektiv térbe”!

Ez altaldnosodik tovabb, ha A egy diagonalis métrix a;, as nem nulla elemekkel, amiknek az abszolit értéke
< 1. Az A* csoport is teljesen szakadasosan, szabadon hat C2\ {0}-n, a faktort altalanositott Hopf feliiletnek
hivjak. Ezek mind diffeomorfak S3 x S'-el persze.

Még &ltalanosabban Hopf sokaségokat gyérthatunk, C™ \ {0}-n is szépen hat < I >. A faktor hasonl6
kézrazassal S?"~1 x S! diffeomorfizmus erejéig. Még még altalanosabban az altalanos Hopf-sokasigoknal
vehetiink egy diagonalis méatrixot, az atloelemek mind |.| < 1, és faktorizaljuk C" \ {0}-t. Ezek megint
S2n=1 5 81,

Tovabba altalaban is két paratlan dimenzios gdmb szorzatan komplex struktira (Calebi-Eckmann sokasagok).
Ha van egy X komplex sokasigunk, akkor ugyanazon az alaphalmazon csindlhatunk egy masik komplex
sokasagot X a kovetkezé modon: (U, ds) legyen térképek egy atlasza. Ekkor X-en (U, ¥ = ¢o) lesz a
térkép, vagyis minden koordinatat konjugaljuk. Ezek vlaéban komplex struktirat adnak, hiszen ¢, ozbgl(( )=

dq © d)lgl(Z), ez pedig vildgos médon holomorf.
f: X — C™ egy fiiggvény megfeleltethets a grafjanak X x C™-ben. Ugy altalanositjuk ezt, hogy megengedjiik
hogy a vektortér, ahol a fliggvény az értékeit felveszi valtozzon pontonként, vagyis legyen adott Vm € M

egy E,, r dimenzioés komplex vektortér. E := UF,,, olyan s : X — F leképezéseket fogunk tekinteni, amire

s(m) € Bpt.
6.1. Definicié. X komplex sokasig, F egy r rangi holomorf vektornyalab, ha
1. E komplex sokasag

2. adott egy 7 : E — X holomorf raképezés, és 7~ (m) = E,,-en adott egy r dimenzi6s komplex vektortér

struktura.

3. létezik {U,} nyilt fedése X-nek és ¢, : 7 1(U,) :— U, x C” fibrumtart6, a fibrumokon? komplex

linearis biholomorfizmus.

Az 14j objektumok a szelések lesznek. Ha adott egy holomorf vektornyaldb E — X, H°(X, E) fogja jeldlni a
szelések halmazat.
Ha FE, X, ¢, ¢po-r6l csak simasagot koveteljiik meg, akkor a sima komplex vektornyaldbok fogalméat kapjuk,

ha nem komplex hanem valés vektortereket kveteliink meg, akkor a valés vektornyalabokat kapjuk persze.
6.2. Definicié. Az r = 1 esetben azt mondjuk, hogy F = L — X holomorf vonalnyalab.

VW= Qg oqblgl (mxv) egy vektortér izomorfizmus. A metszetre szoritkozva kapunk ¢, : UsNUz — GL(n)

holomorf leképezéseket. Miket tudnak ezek az attérési leképezések?

6a kovetkezs példakhoz hasonléan

Tezt persze nem latjuk jelenlegi ismeretekkel
Tmagyarul komplex vektornyaldbok szelései
2egy pont Gse

12



3. abra. Az attérések sematikus dbraja

1. e = id
2. PapPpa =1d
3. ¢aﬁ¢5'y¢'ya =1id

Ezeket hivjuk kociklusfeltételeknek. Az allitas visszafelé is igaz, ha adottak ilyen leképezések, Ossze lehet

veliik ragasztani egy holomorf vektornyalabot.

7.1. Megjegyzés. Idénként megtorténhet, hogy X és X nem biholomorfak!

A = diag(ay,as), ahol 0 < |a;| < 1, T'4 a generélt részcsoport, akkor C2\ o/I"4 biholomorf azzal, hogyha
t

< diag(3, 3) >-vel faktoralnank, (z,w) — (5%, 5=) megfelel§ lesz. Ugyanakkor A, ; = @ Valasztassal
e

(ahol megintcsak 0 < |a| < 1) a generalt részcsoport szerinti faktorat C? \ o-nak jeldlje X, ;, akkor ¢ # 0O-ra

Xa,t = Xo,1, de nem biholomorf X, o-val!

7.2. Allitas. M komplex sokasdg, U nyilt fedés rajta és adottak bap leképezések GL(r)-be amik teljesitik a
kociklusfeltételeket, akkor létezik eqy E — M r-rangu komplex vonalnyaldb, aminek pontosan ezek a ragasz-

toleképezései.

Bizonyitds vdzlat. E = (LU, x C")/ ~, ahol (b, w) € U, x C" ekvivalens (b',w") € Ug x C", hogyha b =¥/,
és w = @ap(b)w’ O

"Meta tétel", hogy a lineéris algebra kanonikus konstrukciéi vektornyalabokra is mikédnek.

7.3. Példa. 1. direkt osszeg (¢ap @ Yap)
2. tenzorszorzat (Pap @ ag)

3. ME,S'E (talan?)
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4. duslis nyaldb (¢ 3)
5. determinansnyalab (det ¢op), vagy r. kiils6 szorzat nyalab
6. Y C M komplex részskoasag, E — M holomorf vektornyalab, akkor E|y — Y is holomorf vektornyalab.

7.4. Definicié. E,F — M holomorf vektornyaldbok izomorfak, ha J¢ : E — F biholomorf fibrumtarto

fibrumonkénti izomorfizmus.
7.5. Definicié. F — M holomorf vektornyalab triviélis, ha izomorf M x C"-el.

7.6. Definicié. F, F — M holomorf vektornyaldbok, phi : E — F holomorf vektornyalabok homomorfiz-
musa, hogyha holomorf, fibrumtarto, fibrumonkénti homomorfizmus, a rangja allandé (tehat a kép, és a mag

rangja is az). Kovetkezik tehat az is, hogy ker¢,ime, F//im¢ is mind holomorf vektornyalabok, és végiil
0= kerg — E 2 imé — 0
egzakt.

7.7. Definicié. F, E — M holomorf vektornyaldb, F' < E résznyalab, hogyha Vm € M : F,, < E); alland6

dimenziés linearis altér és F' részsokasag.

7.8. Allitas. F < FE ekvivalens azzal, hogy létezik U nyilt fedés, és ¢y trivializdld leképezések ¢y : Ey —
U x C", hogy ¢ulr, : Fyr — U x C!, aholl = rkF, és C' = {(21,..,2,0,..,0)}, By =7 U, Fy = EyNF. A
ragasztoleképezések eqy ilyen trivializdciondl bloockk felséhdromsziog alakiak, az egyik dtlés blokk F, a mdasik

E/F ragasztoleképezésébél dll (plusz még valami piszok az off diagonal részben).

7.9. Definicié. M™ komplex sokasag, U, @ térképek egy atlasza. Ezekbdl legyartjuk a (@, o@El)’((I)ﬁ(m)) =:
®ap leképezéseket. Az ebbdl 6sszealld T'(M)holomorf vonalnyaladbot nevezziik az M holomorf érintényalab-
janak, a rangja persze pont M dimenzi6ja. Alkalmazva a konstrukcidinkat T*M a koérintényaldb, detT™ M

pedig a kanonikus vonalnyalab.

7.10. Allitas. X komplex sokasig Y C X komplex részsokasdg, akkor TY < TX|y.

7.11. Definicié. X komplex sokasag, Y C részsokasag akkor NY := TX/TY a normalnyalébja.
7.12. Megjegyzés. Komplex esetben nincsen cs@szerii kérnyezet, mint ahogy a simaban szerettiik.

7.13. Tétel (adjunkcios formula). X komplex sokasdg, Y C X komplex részsokasdg, akkor Ky = Kx|y ®
detNY kanonikusan.

Bizonyitds. Megfelel§ térképeket valasztva

X g
d)o(ﬁ — af afB
has

alaki, ahol x TY ragasztéleképezése, h pedig a norméalnyalabé. Ebbél latszik, hogy ﬁ = qigdeth. O

7.14. Allitas. X komplex sokasdg, Pic(X) := ({L — X : L holomorf vonalnyaldb}, ®).
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7.15. Definicié. X,Y komplex sokasidgok, £ — X holomorf vektornyalab és f : Y — X holomorf leképezés,
akkor f*FE — Y is egy holomorf vektornyalab.

f71U nyilt fedése Y-nak, ¢op o f ragasztoleképezésekkel.
Tekinthetjiik amsképpen is, 7 : Y x X — X a vetités az egyik faktorra, ekkor f*E = 1*E|g,¢(y)-

7.16. Példa. Mobius nyalab...? RP'-bél két pontot kivalasztunk p., # po, akkor 3! vektortér struktira
RP!\ {poo }-n, aminek po a nulleleme.

Valasztunk egy q € RP?, és egy egyenest (RP!-et) rajta kiviil. Ha valasztunk egy p pontot az egyenesen,
akkor az RP!\ {q}-n egyértelmtien létezik valos vektortér struktiira, aminek a nulldsa éppen p. Ezzel kapunk
egy RP?\ {q} — RP! vetitést is, ami épp a Mdobius-nyaldb lesz megintcsak. Az egyenest vélaszthatjuk
{lxo : 1 : 0]}-nak, ¢ = [0 : O : 1]-nek pedig a pontot, a vetités [zo : 21 : @2] — [xo : x1 : 0] lesz. Ezen

konstrukcionak van egy komplex analogonja ezt fogjuk vizsgalni most.

8.1. Példa. Hasonloan a valos esethez poo,po € Pl létezik pontosan egy C vektortér strukttra P!\ {ps}-n,
aminek a nulldja pp-ban van. Egyszer megadni, poo = [0 : 1],po = [1 : 0], é(s a pont komplementuman

[20 : z1] — Z, éltalénos esetben pedig barmely két pontot elmozgathatunk ebbe a poziciéba projektiv

automorfizmussal' .
Vegyiik most a P"Tl-et, ¢ egy pontja, és vegyiink benne a {[zp : ... : 2, : 0]} = Pm"-et, és valasszuk
g =10:..:0:1] legyen. Teljesen hasonléan az el6bbihez Vp € P"3!L projektiv egyenes, hogy p,q € L.

Ha kitoroljiik ¢-t megintcsak egyértelmien lesz olyan komplex vektorté struktiira aminek az origdja p, és a

vetités is ugyantugy létezik. A vetitésnél egy pont Gse éppen a hozza tartozé L egyenes.

8.2. Allitas. 7: P"*'\ {q} — P" egy holomorf lokdlisan trividlis vonalnyaldb. A jelélése Opn(1).

Bizonyitds. Valasszunk egy térképét a P-nek, U; = {[z0 : ... : 2y : 0]|z; # 0}.2 77 1(U;)-t akarjuk azonositani
U; x C-vel. Az 6skép vilagos modon {[zg : ... : zp41]2; # 0]}, a trivializaciot ezért a kovetkezs képpen adjuk
meg:
Zn+1
Qi (200 20t 2] = ([20 1o 1 20, T;—+)
J
Megadjuk az inverzét is, ezattal adott ([zo : ... : 2], ¢), és képezziik (29 : ... : 2z, : cz;]-be, ez pont megfelels

lesz. Hogy néznek ki a ragasztasok? A kompoziciot végignézve a kovetkezd adodik:

O 0 @;1 t([20 0 eznl 0) = ([20 e zn]70§i)'

Eszerint gx;j([20 ¢ ...t 20]) = 2. O
8.3. Definicié. Opn (k) := Opn(1)®* ha k > 1, a trividlis ha k = 0, végiil (Opn(k)*)®* ha k < —1.
Rogton latjuk a ragasztofiiggvenyeket is, gi;([2]) = (52)*.

8.4. Allitas. M kompakt komplex sokasdg, és L — M eqy holomorf vonalnyaldb folotte. Tegyiik fel, hogy

ds € HY(M, L), ami nem azonosan nulla, de létezik nullhelye. Ekkor L nem a trividlis nyaldb.
Bizonyitds. Trivialis, kompakt sokasdgon csak konstans fiiggvények vannak. O

8.5. Allitas. Opx (1) holomorfan nem trividlis.
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4. abra. Egyszert kis abra a bizonyitashoz

Bizonyitds. a = (ag, ..., an+1), € ant1 # 0,(ao,..,an) # 0. Vegyik az M = {[z0 : ... 1 zp41]| D ajz; =
0} halmazt, egy példanya P"-nek. g valasztdsan miatt nem eleme M-nek?®, és a (nyalab konstrukciojahoz)
kivalasztott P"-el nem egyezik ugyanezen okok miatt. Emiatt M a nyalab minden fibruméat pontosan egy
pontban metszi egyszerd projektiv geometriai okokbol. Metszeni fogja a kivalasztott P™-et is egy pontban
mivel nem azonos vele, és igy kapunk egy nem azonosan nulla holomorf szelést, minden ponthoz a fibrumanak

M-el vett metszéspontjat rendelve. O

8.6. Allitas. L — B holomorf vonalnyaldb holomorfan trividlis akkor és csak akkor, ha 3s € HO(B, L)Vp €
B : s(p) # 0.

Bizonyitds. Ha trivialis a nyalab nyilvan van ilyen szelése.
Ha adott egy megfelel s szelés, akkor a B x C — L leképezés, amit a (p, \) — As(p) definial biholomorfizmus.
O

8.7. Tétel. L — B holomorf vonalnyaldib és B kompakt, Gsszefiiggd, L nem trividlis, és H°(B,L) # {0},
akkor H°(B, L*) = {0}.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy a duélis nyalabnak is van holomorf szelése. Legyen s € H°(B, L), S €
H°(B, L*), tekinthetjiik az f(b) = S(s(b)) : B — C holomorf fiiggvényt, ami kompaktsag miatt konstans.

IMbbius transzformaciok/linearis tortfiiggvények/ PGL(2,C) elemei
2beagyazva gondolunk ra
Sugyantgy valasztunk mint eddig, [0:..:0:1] = g, stb
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Egyszer, mivel L holomorfan nemtriviélis, létezik s-nek nullhelye by, emiatt nyilvan f(bg) = 0, és mivel
konstans, ezért f = 0. Masszor s # 0-t valasztottunk, létezik b1, hogy s(b1) # 0, tehat egy kis kérnyezetében
sem folytonossag miatt, tehat S = 0 ezen a kdrnyezeten, hiszen a kompoziciénak nullanak kell lennie. Mostmar

Osszefiiggdség miatt mivel eltinik egy nyilt halmazon S, az unicitastétel miatt mindenhol eltiinik. O
Az HO(P",Opn(k)) a kovetkezSképpen alakul:

e {0}, hak<O

e C,hak=0

e k-homogén polinomok zy, .., 2, valtozoékban

9.1. Tétel. L — B holomorf vonalnyaldb, legyen U egy nyilt fedése B-bek trivializdlo kérnyezetekkel. ®; :
7Y (U;) = U x C a trivializdlo leképezések. Ekkor Vs € HY(B, L)3fy € O(U)VU € U, melyekre teljesiil, hogy

a guv ragasztoleképezésekre fu = guv fv teljesil az U NV metszeten (és vice verza).

Bizonyitis. U = {U,}, és @, a megfelel§ trivializalo leképezés. Egy térképen természetesen vehetjiik az
(m,1) € U, x C szelést, visszahtuzhatjuk ®_'-el egy szeléss¢ az U, folott. Ha két kiilonbozs térképen is
megcsinaljuk ezt, latjuk hogy mindkét trivializaci6 szerint az (m,1) pont a kép, vagyis valéban sg(m) =
D1 (m, gapl) = gap(m,1)sa(m). Tegyiik fel, hogy s € H°(B, L). Ha megszorulunk egy trivializ&l nyiltra,
slu, = faSa alakban irhato az eddig tekintett lokalis szelésekre. Mi koziik van egymashoz ezeknek az f,
fveknek? s|y, = fgsp, a metszeten pedig a kettének persze egybe kell esnie, s|y,nv, = fs55 = [8GapSa =
faSa, €s valoban ugyanugy transzformal6dnak.

Forditva, ha adott egy fedés, és f, fiiggvények a kompatibilitasi feltétellel, akkor az valéban Gsszeragad egy

globélis szeléssé. O
9.2. Tétel. k> 0-ra a HO(P",Opn(k)) megfelel a k-homogén polinomoknak.

Bizonyitds. Vegyiik a standrad térképezését P"-nek U;. p(zo, .., zn) €gy k-homogén polinom. A j. térképen
fi([#]) == M joldefinialt lesz U;-n. Holomorfitas vilagos, polinomok hanyadosa lokélisan.

7(20;&72") - (?)kpi(z();,; =) pont a ragasztoleképezések
i i J

jelennek meg, és ezt akartuk, az egyik irdny meg is van.

Kompatibilitds a kérdéses. A metszeten f;([z]) =

Hogyan kapunk minden szeléshez polinomot? s : P* — Opn (k) legyen egy holomorf szelés. Van nekiink a
C"t1\{0} — Pm fibralasunk. s-hez tartoznak az f; € O(U;). Ezt felemeljiik valahogy C"*1\ {0}-ra, méghozz4
gy, hogy z — 2 f;([2]) ha z € Uj, jol van-e ez definialva?

f(2) = 2 fill2]) = 2 5 fi([2]) = 25 £5([=D),

vagyis igen. Holomorf fiiggvény az origon kiviil. Ha n+1 > 1, akkor a Hartogs tétel miatt f € O(C"*1). Mivel
holomorf, hatvanysorba lehet fejteni, f(z) = 3 aq2®, ahol az 6sszegzés multiindexekre torténik. Osszegytijt-
jik a homogén tagokat, tehat azokat ahol |a| allando, Zgo(zla‘:j an,z%), a bels6 Osszegben véges sok tag
van, kapjuk a p;(z) j-homogén polinomokat.! A definicidja miatt a mi f holomorf fiiggvényiink k-homogén,

D Npi(z) = FA2) = A F(z) =D Npi(2), = 0= (A = M)p;

1f e o(Cnt1), akkor a homogén sorfejtése egyértelmii

ezért
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Ha a polinom rész nem nulla, akkor az el6tte levs egyiitthaténak kell annak lennie, de ez csak a j = k-as

tagban teljesiilhet minden A-ra. O
B komplex sokasag, Z egy 1 komplex kodimenzids zart részsokasag.
9.3. Tétel. Létezik L — B holomorf vonalnyalib, és sz holomorf szelése, hogy {sz =0} = Z.

Bizonyitis. U = {U,} nyilt fedés, méghozza olyan, hogy vagy U, N Z = 0, vagy 3f, € O(U,) : {fo =0} =
ZNUqy, Vlu.nz # 0. Még tovabb kicsinyitve a kornyezeteket foltehets az is, hogy a térképezésnél Z N U,
Ck=1 C CF-be képzodik, az imeénti f, lehet a térképezés k. koordinatdja. Ha nem metszi U, Z-t, akkor
fo := 1-et definidljuk. Ha nem iires U, N Ug N Z, akkor definilhatjuk az g,p := ;—Z fliggvényt, ami Z-n kiviil

holomorf, nem nulla.
9.4. Allitas. g.p € O*(U, NUp)

Bizonyitds. f, o @' = 2, feltevés szerint. Az fg o ®!(2) leképezés egyenlé®z o &1 k. koordinatajaval. A
hatvanysora ennek a fiiggvénynek tugy néz ki, hogy zph(z), ahol h holomorf, hiszen a (21, .., zx—1, 0) pontokban
azonosan nulla, kovetkezik, hogy az egyik hanyados értelmes, de ugyanigy a reciprokanak is értelmesnek kell

lennie, tehat sehol sem nulla fiiggvényeket kaptunk. O

Most megkonstrudlhatjuk a nyaldbunkat ezekkel a gop ragasztofiiggvényekkel. A kociklus feltétel vilagos

modon teljesiil, és az f, fliggvények definidljak a globalis szelést, ami kinulldzédik Z-n. O

A most konstruélt L-et szokas L[Z]-vel is jelolni. k = 1-re példaul hiperfeliilet az egy diszkrét ponthalmazt
jelent, ezekhez tudunk asszocidlni egy holomorf vonalnyaldbot és egy szelést ami pont kivagja a ponthalma-
zunkat. Ha egy ponthoz valasztjuk, egyesével kivaghatjuk a pontokat elsé rendd nullhelyekkel.

Vegyiik észre, hogy L[Z] — B\ Z holomorfan trividlis>. H C P™ hipersik, és (ao,..,a,) # 0 vektor adja
meg az egyenletét. Ekkor L[H] = O(1) teljesiil! Az U, térképen “02ttnZa kivigja U, N Z-t, és eszerint

Jij = % = %

Gyartottunk a miltkor hiperfeliilethez vonalnyaldbot, ezt lehet kicsit eqyszeribben is. Legyen B egy Riemann
feliilet, itt a hiperfelilet néhdny pont, legegyszeribb ha csak egy pontot veszink. Lefedjik a feliletet két nyilt
halmazzal, egyik U = B\ {p}, a mdsik egy p korili holomorf térképkirnyezet, ahol ¢ : p — 0 a (V, @) térképen.
A metszet itt a V' \ {p} lesz persze. fu = 1-et vdlaszthatunk, V-n pedig maga a ¢ koordindtdzds pont olyan,
hogy egyszeres nullhelye van p-ben, ez megfelel fi -nek. Ezért az dttérésink gyy = J{—g = é lesz, igy adodik az
L, pontnyaldb, a természetes szelésével egyiitt ami pont a pontban tinik el.
Altaldban is, ha Z C B zdirt komplex hiperfeliilet, konstrudltunk hozzd egy L[Z] nyaldbot, aminek van egy
szelése aminek a nullhelye pontosan Z, és elsd rendben tinik el rajta. Ez ugye azt jelenti, hogy lokdlisan
vehetjik eqy p € Z koril a szelést megadd holomorf fiigguényt, és ennek a gradiense nem foq eltinni. Lefedjiik
B-t nyiltakkal, ha egy nyilt nem metszi a Z-t, akkor rajta vehetjik a konstans 1 fiigguényt, ha belemetsz, akkor
vehetiink Z N U-nek egy definidld egyenletét (egy holomorf fiigguény ami elsérendben tinik el a metszeten).
Es akkor az dttéréseket megadhatjuk fc—z alakban, mivel mindkettd elsd rendben tinik el Z-n, ez a metszeten
kiterjed Z-re is holomorfan.

A multkori kérdésre visszatérve, ha p homogén k-foku polinom tugy, hogy a nullhelye komplex részsoaksagot

definial (ergo a gradiens nem nulla azokban a pontokban ahol p = 0), akkor L[{p = 0}] = O(k) lesz.

2van nem nulla szelése
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p(2)

k
2

Ugyanazon bizonyitas végigmegy, U,-ban a egy értelmes leképezés, és latjuk hogy pont a megfelel§

ragasztoleképezést kapjuk.

10.1. Tétel. E,F — B két holomorf vonalnyaldb, s,t holomorf szelése az egyiknek, illetve a mdsiknak.
Tovdbbd Z = {s =0} = {t =0} C B, illetve s,t elsé rendben tinik el, akkor a két nyaldb izomorf.

Bizonyitds. Teljesen hasonlé szdmolés az el6z6ekhez. b € B, tekintsiik az Fj fibrumot, ennek egy eleméhez
akarunk Fy-nek egy elemét rendelni. Ha s(b) # 0, akkor v = As(b), és ®(b, v) = At(b) egy értelmes linearis izo-
morfizmus lesz a fibrumok kozott. Ez értelmes E\ 7~ *(Z)-n. Be kellene latni még, hogy ® holomorfan kiterjed
Z folé is, ez az el6z6hoz hasonléan megy, azon miilik, hogy elsé rendben tiinnek el. Olyan kis koérnyezetet
valasztunk, hogy térképezni lehessen, itt s,¢ holomorf fiiggvények lesznek, mindkét nyalab trivializalodik is,

és a hanyadosuk valéban értelmes lesz lokdlisan mert azonos rendben ttinnek el. O

10.2. Tétel. M kompakt komplex sokasig E — M holomorf vektornyaldb. Allitjuk, hogy HO(M, E) egy véges

dimenzids vektortér!

A bizonyitas gerince a kovetkezs. Fogunk tenni a szelések terére egy normat, belatjuk hogy ez egy Banach-tér

lesz a normaval. Ezutéan felhasznaljuk a kovetkezd allitast:

10.3. Tétel (Riesz F.). X Banach-tér, akkor ha az egységgolydja kompakt, akkor a Banach-tér véges dimen-

2408.
A misik fontos alapanyag a kivetkezd:

10.4. Tétel (Vitali-Montel). D C C" tartomdny, Fy : D — CV holomorf leképezések, és tegyiik fol, hogy
[|Fi(2)|| < 1Vz € D,Vk € N, akkor létezik egy lokdlisan egyenletesen konvergens részsorozat.

Bizonyitds. Megadjuk a normat H°(M, E)-n. Legyen (U;)Y egy véges fedése M-nek 'trivializalé kdrnyezetek-
kel, s6t valasszunk V; C v] C Uj-t, és még ezek is alkossanak fedést. Ha van egy szelésiink s, akkor s|y;-hez
vehetjiik az s; : U; — C” holomorf leképezéseket. Ekkor ||s|| := Ejlv |Isj|l7-keént definidljuk a normét. Az
hogy ez valéban norma teljesen vildgos, az mar kevésbé, hogy a szelések tere Banach-tér lesz.

A nyalab ragasztoleképezései g;; : V; N V; — GL(n). Legyen s' € H°(M, E) az imént definidlt normara egy
Cauchy sorozat. A definiciobol vilagos, hogy sl|vj = sé» is Cauchy sorozatot alkotnak minden j-re. Tehét
specidlisan minden z pontban Cauchy, pontonként konvergens lesz, sé(z) 1200, sj(z) € C", és egyenletesen
is konvergens, [|s|| globalis fels6 korlat, tehat s; € O(V;,C"). Mivel ezek szelések, vilagos hogy s = gjs},
teljesiil, és ez a limeszen is d&tmegy, tehat a lokalisan kapott fliggvények Osszeragadnak egy szeléssé, ami pont
a szeléssorozatunk limesze lesz, tehat H°(M, E) valoban Banach tér.

Legyen most Y = {s € H(M, E) : ||s|| < 1}, kellene hogy ez kompakt, a sorozatkompaktsagot mutatjuk
meg. Vesziink egy s' € Y szeléssorozatot tetszélegesen. Ennek szintén vehetjiik a lokalis holomorf reprezen-
tovabb sztikitve a Vj-ket foltehetd hogy térképtartomény is legyen, tehat az értelmezési tartomany athazhato
a térképezésen egy C™-beli tartomanyra, és igy a Vitali-Montel tétel miatt kapjuk, hogy létezik lokalisan
egyenletesen konvergens részsorozata s!-nek, [;. Most elismételjiik ezt sél—re és igy tovabb, végezetiil talé-
lunk részsorozatot, ami mindegyik kdrnyezetben lokélisan egyenletesen konvergens, a limesz persze megint

Osszeragad szeléssé, és készen vagyunk. O

1E-t
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Lattuk, hogy az O(1) nyalab tgy keletkezik, hogy P™-bél kidobunk egy pontot, van egy mésik termeészetesen
megkaphat6 nyalab is a projektiv terek felett.

11.1. Példa (tautologikus nyalab). L = {([,¢) : 1 € P",( € I} C P™ x C""1, az els6 valtozora valo vetitéssel
ez is egy nyaldb, mint ahogy mindjart megmutatjuk, és be is azonositjuk, hogy melyik. Vegyiik a szokasos U;
térképeket P"-en. 7~ 1(U;) = {([z],¢) : ¢ € [2]}, azonositani akarjuk U; x C-vel. ¢y, : ([2],¢) — ([z],¢;) lesz a
megfelel§ azonositas, megadjuk az inverzét is <bj_1([zo/zj sl zn /2], 0) = ([2), A(20/ %5, -, 20/ %)) pont
megfelels lesz. Hogy néznek ki a ragasztasok? ¢; o (j)j_l([z], A) = ([z], j—;)\), vagyis g;;(z) = j—] és ebbdl vilagos,
hogy ez a nyalab az O(—1).

11.2. Megjegyzés. Nem létezik F' — P™ holomorf vonalnyaléb, amire L & F = " teljesiilne :0
11.3. Tétel. P™ kanonikus nyaldbja K = O(—n — 1).

Bizonyitds. n = 1-et diskutaljuk. P! = Uy U Uy, a térképezés [z : 21] — 2 = w € C az Uy-en, és forditva
a masik térképen. A két térkép kozott az atmend leképezés éppen a reciprokvétel. Az érintényalab a koor-
inatakbol kapott attérések Jacobi matrixaival ragad Ossze, eszerint TP' pont ;—% = —%—el ragad. Mi lesz
L = TP! ® O(-2)? Ennek a ragasztofiiggvénye a £y = —1 lesz, megadunk egy explicit trivializaciot. Az
Uy trivializacién vehetjiik az identitast, a masik térképen pedig a —1 szeresét, ezek pont Osszeragadnak egy

globalis trivializaciéva, tehat TP = O(2), és igy a dudlis (a kanonikus nyaléb) pedig az O(—2). O
11.4. Tétel. VYn ha L — P™ egy holomorf vonalnyaldb, akkor létezik egyértelmien k € Z, hogy L = O(k).

Latjuk, hogy a kanonikus nyalabnak sosincs szelése, hiszen mindig negativ. A kanonikus nyaldbbal kapunk

egy durva osztalyozasat a kompakt komplex sokasdgoknak:
1. HY(M, K) = {0}, példaul a projektiv terek.
2. Lehet triviélis a kanonikus nyalab, ezek a Calabi-Yau sokasagok
3. végiil lehet hogy van nemtrivialis szelése K );-nek.

Az 1-dimenziés esetben Riemann gdmb maga P! lesz az els§ kategéridban, a térusz érintényalabja, és igy a

koérintényalabja is trivialis, a magasabb génusztakon pedig van szelés.
11.5. Tétel. M kompakt Riemann feliilet. dim H(M,K) = g

Ha a dimenzié 2, akkor is létezik valamilyen klasszifikacié6 Kodairatol. Ha pedig nagyobb mint 2, akkor még
a klasszifikacio folyamatban van (S. Mori, J. Kollar).

11.6. Definicié. Az el6z6 tétel nyoman dim HO(M, K)-t =: pg-vel jeloljiik, és geometriai génusznak nevezziik.

Tovabba a dim H°(M, K*) szémokat plurigénusznak nevezziik.

11.7. Tétel (Groethendieck). E” — P! holomorf vektornyaldb, akkor léteznek ai,..,a, € Z, hogy E" =

O(a1) ® ... ® O(a,), és ezek a szamok sorrentdl eltekintve egyértemiek.

A magasabb rangt nyalabok magasabb dimenzios terek felett sokkal bonyolultabbak, példaul TP? nem bomlik
fel Gsszegként.

Visszatérve az el6z6 megjegyzéshez L = O(—1) < P! x C?-nek nincs direkt kiegészitje. Ha lenne, akkor
O(-1)® O(k) = O(0) ® O(0), ellentmondéasban a Groethendieck tétellel.
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11.8. Tétel. Y kompakt komplex sokasdg, és L — Y holomorf vonalnyaldb, és adott eqy s holomorf szelés,
ami elsd rendben tinik el X-en. Ekkor NX = L|x, Kx = Ky|x ® Nx.

Miel6tt bebizonyitjuk, néhany kovetkezmény. L = L[X] egy korabbi tételiink szerint. Vegyiik észre tovabba,

hogy az elsé allitasbol kovetkezik a masodik az adjunkcios formulébol.

11.9. Kovetkezmény. Ha X C P™ sima hiperfeliilet, amit a p(z) d-foki homogén polinom vdg ki, akkor
KX = O(d—n— 1)‘X

Bizonyitis. Kx = Kpn|x @ Nx a tétel szerint. Az els6 tag O(—n — 1) mint lattuk, tovabba X-hez tartozik

egy holomorf szelése az L[X]| = O(d) nyaldbnak, ami azonositja a normalnyalabot O(d)-vel. O
Ezzel kapunk egy csom6 példat Calabi-Yau sokasdgokra.

11.10. Kévetkezmény. p egy homogén (n + 1)-ed foki polinom, ami elsé rendben tinik el a nullhelyén,
akkor X = {p =0}-re Kx = X x C teljesiil.

11.11. Példa. n = 2-re egy harmadfoku polinomot kell valasztanunk, tehat pont az elliptikus gérbék (toruszok)
lesznek a Calabi-Yau sokasdgok. n = 3, d = 4, példéul a " z} = 0 K3 feliilet>. Hasonléan ha n > 4 vehetjiik
a Y 2 =0 feliiletet példaul.

12.1. Tétel. Y kompakt komplex sokasdg, L — Y holomorf vonalnyaldb, és s egy szelése. {s =0} :=X CY

és s elsdérendben tinik el X-en, akkor Nx = L|x teljesiil a normdlnyaldbra.

Bizonyitds. Rendelhetiink egy L[X] — Y vonalnyaldbot az X hiperfeliilethez, ez megegyezik L-el a mult
eldadas tétele szerint. Célunk belatni, hogy Nx és L[X] ragasztofiiggvényei ugyanazok. Vesziink egy X-hez
adaptalt térképet, lokalisan a definialo egyenlet f(z) felirhat6 z,h(z) alakban. 6’,97’;(,2’, 0)=0,k=1,.,n—1
illetve % = h(2/,0).

Ezzel szemben a normalnyaldb konstrukci6jahoz vesziink szintén adaptalt térképeket, és a koordinataétté-
rés derivaltjanak bizonyos részmétrixal lesz a ragasztoleképezés. Eszre kell venni, hogy az attérés utolsd
koordinétaja egy lokalis definidl6é egyenlete lesz szintén az X-nek a térképek vélasztasa miatt.

L[X] ragasztoleképezéseihez szintén venni kell egy lokalis definidlo egyenletetet, az attérés két ilyennek a

hanyadosa lesz.

0

_ ot ) = 22 (63(0)) = 5 00)

=0

(¢ij 0 9j)"

(p) = o

i (p)

Es most kovetkezzék valami egészen maés.

12.4. Analitikus halmazok lokalisan

Tgazabol csak azokat, amik lokilisan egy fliggvénnyel definialhatoak. p € C*, p € U NV két nyilt kdrnyezet,
és f,g € O(U). Azt mondjuk, hogy (f,U) ~ (¢,V) ha IW C V NU nyilt kérnyezete p-nek, és flw = glw.
Ez valoban ekvivalenciarelacidé persze, az ekvivalenciaosztalyokat holomorf fiigguénycsiriknak nevezziik, a
halmazukat ,O,-vel jeldljiik. Ez megegyezik a p kézéppontt valamilyen kis halmazon konvergens hatvany-

sorokkal. Kiilonb6z6 pontokban 1évS fliggvénycsirdk halmazai természetes modon azonosulnak eltolassal. Oy

2Kummer-Kiahler-Kodaira
1jobb also 1 x 1-es blokkja
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gytrd vildgos moédon, megszoritjuk az értelmezési tartomanyok Gsszegére, és dsszeadjuk Gket, szorzas teljesen
hasonlé médon.

n = 1 esetén konnyd dolgunk van még, O, féidealgytrd. Megfigyelés, [f](0) = f(0) értelmes, nem fiigg a
reprezentald elem vélasztasatél. Egy I idedlban mindenki 0-t vesz fel az origdéban, hiszen mindenki akinek
nem 0 az értéke az origéban egység, minden idedlt a véltozo valamely hatvanya generalja (w®). Ha [f] # 0,
akkor a fiiggvény valami véges rendben tiinik el az origoban, vagyis f = w” f alakban irhato.

(z,w) < 20q példaul nem generalhato egy elemmel.

12.2. Definicié (Weierstrass polinom). (z1, .., z,—1) = 2, 2, = w € C, akkor P(z,w) = w™+a,,_1(2)w™ 1+

...+ ap(z), ahol [a;] € ,—10,, feltessziik, hogy a;(0) = 0 minden i-re.

Célunk az eddigi egyvaltozos esethez analog konstrukciokat adni. 0 # [f] €, O, f(0) = 0 és tegyiik fel, hogy

f(0,-) # 0, ez mindig elérhetd linearis koordinatacserével.

12.3. Tétel (Weierstrass el6készitési tétele). Az eldbbi setuppal az origd elég kis kornyezetében f(z,w) =
u(z,w)P(z,w) alakban irhatd fel, ahol P Weierstrass polinom, [u] egység ,Op-ban, és P-ben w foka megegyezik
az f(0,-) fiiggvény origdbeli multiplicitdsdval, tovdbbd ez a felirds egyértelmi. Tovabbd, ha f € ,,_10,w],

akkor u 1s!

Multkor volt a fiiggvénycsiragytirt, egy kommutativ egységelemes nullosztomentes gytirti. Ez utébbi viszony-
lag konnyen latszik, ha [f][g] = 0, akkor reprezentansokat vélasztva, egy Osszefiiggs nyilton két holomorf
fiiggvény szorzata azonosan nulla, és az unicitastétel miatt készen vagyunk. Ha f(0) # 0, akkor egy kornye-

zetben sem nulla, és igy g = 0. Tavolabbi céljaink:
e A C X analitikus hiperfeliiletek lokalis megértése (p koriil {f =0} = A).

e Altalanositani az X C Y 1 kodimenziés részsokasaghoz L[X] nyaldbot rendelé konstrukciot analitikus
hiperfeliiletekre L[A].

e chhez kelleni fog t6bbek kozdtt, hogy egy ilyen A-nak milyen f a "legjobb" definidlé fiiggvénye.

Tehat , Oy algebrai tulajdonsigai kellenek.

W.E.T. bizonyitdsa. Emlékeztetés egyvaltozos kft-re. Ha adott egy kérlap a € C koriil, és g € O(D,(a))
fliggvény, aminek a peremen nincs gyoke (g|c, (a)0), akkor a gyokok szaméat a korlap belsejében a logaritmikus
integrallal lehet kiszdmitani:

Z(g) = — 9,

g) = —
21 Je ) 9(C)
Ezt alkalmazzuk most az utols6 valtozoban. f(0, ) # 0, vagyis létezik § > 0, hogy |w| = §-n nem tiinik el ez a

fiiggvény, a kor belsejében pedig az egyetlen nullahely az origo. Mivel f folytonos, szintén létezik € > 0, hogy

a ||7'|] < e, |w| = ¢ halmazon sem ttnik el f. Minden z’-re ami az iménti halmazban van az f(7’,-) fliggvény

1 dw f(#,1)
2w J|t|=8  f(2',t)

integral tétele miatt Z(f(z’,)) folytonos z’-ben, és mivel az értéke valami természetes szam, tehat kontans,

gyokeinek a szama |w| < é-ban Z(f (2, -)) kiszdmolhato a fenti integrallal: dt A paraméteres
méghozzé = d, a fiiggvény multiplicitasaval. ||2'|| < era @1(2), ..., 4(2’) jeldlje a gyokoket, azonban nincs
kanonikus indexelés, nem tudjuk sorban valasztani 6ket, ugyanakkor tudunk csinalni egy polinomot, aminek
pont ezek a gydkei.

d
P w) = H(w — () = w4+ ag_1 (2w + ..+ ap(2)
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, ez értelmes, hiszen az egyiitthatok a gyokok elemi szimmetrikus polinomjai, ergo fiiggetlenek a sorrendtél.
Latni kellene, hogy P holomorf z’-ben. A Newton-Girard formulakat fogjuk folhasznélni. Jeloljiitk ®;(2") =: y;-
vel, azt mondja a jol ismert algebrai tétel, hogy az y;-k hatvinydsszegeinek polinomjaként megkaphatjuk az

elemi szimmetrikus polinomokat.

13.1. Allitas. A Y ®;(2")* hatvinyésszegek holomorfak.

Bizonyitds. Szintén emlék egyvaltozobdl, hogy integralformuléaval kifejezhetSek ezek a hatvanyosszegek:

Za? = L g—/(C)de zeta

- 271 Cy(a) g

ami szintén konnyen lathato reziduumtételbdl. Ezt alkalmazva a mi konkrét szituécionkra ﬁ f‘ t=5 %,z;’)t)tkdt,

és a paraméteres integral tétele miatt készen vagyunk. O

Mostmaér latjuk valoban, hogy P holomorf z’-ben. A konstrukcio miatt P(z,w) # 0 ha ||z|| < €, |w| = §, meg
kell még talalnunk az allitasban szerepld u-t. Egyszerten elosztjuk a kett6t és a Chauchy integralformuléval

megprobéljuk beterjeszteni:
1 "t 1
u(z,w) == — f(z/, )7(175.
2mi Jjy=s P(251) t —w

Ezzel kapunk egy |w| < d-ban holomorf fiiggvényt fix z’-re, tovabba hivatkozunk megint a paraméteres
integral tételére, a kifejezés z’-ben is holomorf lesz, és Osszességében, (z’, w)-ben folytonos, ezért a tiibbvaltozos
komplex fliggvénytani allitas miatt Gsszességében, (z’, w)-ben is holomorf. Mivel P(z’,t) ugyanakkora rendben
tunik el, ugyanott, mint f(z’,t) rogzitett z’-nél, azért a hanyados folytonos, és holomorf |¢| < ¢'-n, igy a
Cauchy tétel szerint a fenti integral valéban elgallitja ezt a holomorf fiiggvényt, és nem lesz nulla seholsem,
igy az elgallitast megkapjuk.

Az egyértelmiiség trividlis. f egyértelmien meghatarozza P-t, és igy u-t is.

Tegyiik végiil fel, hogy f € ,_10,[w], az egyiitthatofiiggvényeket nevezziik b;(2')-nek 0 < j < N. ||2'|| < era
f(2',-)-nak néhany gyodke esik |w| < §’ korbe, ezek lesznek P(z’,-) gyokei. Amikor elosztjuk a két fiiggvényt,
akkor konkrétan az utols6é valtozobdl bizonyos gyokoket tintetiink csak el, tehat % is polinom lesz w-ben,
a foka legfeljebb N — d. Ugyanakkor mivel u holomorf, pt hatvanysorba lehet fejteni. u(z’, w) =Y as(z")w?®
alakban, tudjuk ugyanakkor, hogyha ||2’|| < €, akkor ez egy polinom, tehat as(z’) = 0 ha s > N — d, tehat

lokalisan valoban az ,, Op[w] egye eleme. O

Ez a tétel az implicit fliggvény tétel egyaltalanositasa! Utobbinal az {f(z',w) = 0}, f(0,0) = 0 és egy
nemelfajulasi feltételiink van, 9,,f(0,0) # 0, vagyis az utolsé valtozéra megszoritva ezt a fiiggvényt az origo
ap(z')) alakban kapjuk. Kovetkezésképp {f = 0} = {(z,w) : w + ag(z’) = 0}, vagyis az implicit feliilet pont
—ag grafikonja!

4 3

13.2. Megjegyzés. f(2',w) = w* — zw + 23 = 23 — 2w + w? attol fiiggden, hogy melyik valtozoban tekintjiik,

a Weierstrass polinom foka véltozhat!

13.3. Definicié. [f] egy n dimenzios fiiggvénycsira az origoban, és valasszunk egy L komplex egyenest. Azt
mondjuk, hogy f k-ad rendben L-regularis, hogyha f|;, # 0 az origo6 egy kis kornyezetében, és k-ad rendben

tinik el az origéban.
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13.4. Allitas. Adott [f1],...,[fn] véges sok n dimenzids origé koriili fiigguénycsira, mind eltinik 0-ban, de
egyik sem a O csirdt reprezentdlja, akkor létezik L komplex egyenes, hogy minden j-re [f;] valami k; > 1

rendben L requldris.

Bizonyitds. Trivialitas lol. Tekintsiik az f = Hiv f;. és talalni kell egy olyan egyenest amin ez a fiiggvény
nem azonosan nulla. Kénnyti meggondolni', hogyha minden egyenesen nulla volna, akkor a szorzat maga a

nulla csirat reprezentélja, tehat valamelyik tagja nulla, ellentomndas O

13.5. Példa. f(z,w) = zw + z5-hoz a z koordinitasik nem j6, a w viszont igen. Atkoordinatézassal lehet
konnyen talalni ilyen egyeneseket. u; = 2, ug = w — z ebben a bazisban f(u1,uz) = ug(ug + uy) + u$ alak,

mostmar mindkét koordinataegyenes megfelels.

13.6. Tétel (Riemann kiterjesztési tétel 1.). X dsszefiiggd komplex sokasig, A C X analitikus halmaz,
f € OX\ A). Tegyiik fel, hogy Vp € A-ra f korlditos p egy kornyezetében (ahol értelmes persze). Ekkor f

egyértelmien, holomorfan kiterjed X -re.

Bizonyitds. Egyértelmiiség konnyd. Ha F, G € O(X) kiterjesztései f-nek, akkor a kiilonbségiik azonosan nulla
X \ A-n. Volt tétel, hogy X \ A-nak van belsd pontja, és az unicitastétel miatt készen vagyunk.

Elég a kiterjesztést lokalisan megcsinélni. Feltessziik tehéat, hogy X = D C C™ egy policilinder kérnyezete a
0-nak, és A = NZ(f;) ahol f; € O(D)m kell hogy f holomorfan kiterjed az origd egy kornyezetére. Lineéris
koordinatacsere utan foltehets, hogy az utolsé koordinataegyenesre nézve f; L-regularis, ergo f1(0,-) # 0,
és az origd d-ed rendd nullhely. Valasztunk ¢',e > 0-kat mint a W.E.T.-nél, hogy a ||Z|| < ¢, |w| = §
halmazon f1(z',w) # 0. ||2|| < e-on f1(#,-)-nak véges sok gydke van a |w| < §' korlapon. f(z’,-) korlatos
a g(#',-) minden gyoke kornyezetében, tehat mint egyvaltozos fliggvény beterjed. Most mindjart egy Cauchy
integréallal kifejezziik ezt a kiterjesztést:

F(w) = 1 / J‘(Z’,C)dC

- 21 ¢|=6" C —w

ez a formula definél egy fliggvényt ||2'|| < €, |w| < §'-n, jeloljiik ezt a halmazt G-vel. F(Z',-) holomorf,
mert Cauchy integral, tovabba F(-,w) holomorf a paraméteres integral tétele miatt, végiil folytonos mint
kétvaltozos fliggvény, tehat Gsszességében is holomorf G-n. Mivel egy adott koérlapon holomorfan beterjedt f,

a Cauchy integral valoban el6allitja, és F' kiterjesztés. Mivel A C Z(f1), készen vagyunk. O

13.7. Tétel (Riemann kiterjesztési tétel I1.). X komplex sokasdg, A C X 4gy, hogy codimA > 2, adoit f
holomorf X \ A-n, akkor f holomorfan kiterjed X -re.

Bizonyitds. N.B. O

Ez egy altaldnositiasa a Hartogs tételnek. hiszen egy pont példaul analitikus halmaz n > 2-re a megfelelé
kodimenzios feltételek teljesiilése mellett visszakapjuk a Hartogs tételt, hogy nincsenek izolalt szingularitasok
CZ2-ben.

14.1. Tétel (Weierstrass osztasi tétel). f € ,Og és P € ,_10[w] egy Weierstrass polinom. Ekkor f = qP+r
alakban irhatd, ahol v € ,,_1Op[w], amire deg,, r < deg,, P =: d, és q € ,Op. Tovdbbd q,r egyértelmd, és ha
f € n_100[w], akkor q is.

1

unicitastétel+kompaktsig
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Bizonyitds. Elébb az egyértemiiség. Tegyiik fol, hogy Pq; + r1 = Pqo + ro = f a fenti feltételek mellett.
Rendezve g := P(q1 — q2) = ro — 71 =: r. Fixalva az els6 n — 1 valtozot g(2/,-) egy legfeljebb d — 1-ed foku
polinom w-ben a mésodik felirds szerint. Ugyanakkor mivel P foka feltevés szerint d, neki multiplicitéssal
mindig d darab gyoke van, tehat P(q1 — g2) = g(2',-)-nak pedig végképp. Kovetkezik, hogy g(z’,-) = 0, tehat
r1 = 2. Most pedig a nullosztémentesség miatt g1 = ¢o, hiszen P # 0 € ,,Oq.
Most jon az egzisztencia. Hasonloan a Weierstrass el6készitési tételhez legyen 0 < 6,4’ kis pozitiv szamok,
megint egy kis szorzatkornyezetben fogunk vizsgalodni. A |w| =4, ||2/|| < ¢’ kornyezetben konstrukcié miatt
P(2',w) # 0. Most megadjuk a hanyadost:

| f(#0)

q(z',w)

1
= — —dC.
i Jigms P(2.0)C—w'

Ez minden esetre egy Cauchy integral, tehat teljesen hasonlé érvelések miatt holomorf lesz a paraméteres
integral tétele miatt kiilon az els6 n — 1 valtozdjaban egyiitt, és az utolsdéban, és mivel folytonos holomorf is
lesz komplex fliggvénytani okokbol, ¢ € O(D).

Legyen r = f — qP, ez a fiiggvény persze holomorf a tartomanyunkon. Mivel f holomorf, 6t is elGallithatjuk
az utolsé koordinatajaban Cauchy integralként, majd ezt a két integralt 6sszevonhatjuk.

L/ .0 f.Q Pl w) . 1 f(Z,¢) P(',¢) = P(<, w)
2mi Jig=s C—w  P(2,() (—w 2mi Ji¢j=s P(#',C) (—w

dg

Most vegyiik észre, hogy (P(Z',() — P(z',w))/(¢ — w) egy polinom, méghozza legfeljebb d — 1. foka w-
ben. Az egyiitthatok pedig 2/, (-ban polinomok. Felcserélhetjiik ezt a véges Osszeget az integralassal (hiszen
az integralas nem w-re, hanem (-ra torténik). gil wj% I¢|=6 1’2((‘27/,’78(]]-(2', ¢)d¢ alaku lesz, ami hasonloan
lathaté médon holomorf.

Latni kellene még, hogy ha f speciélis alaka, akkor ¢ is. Fibrumonként elvégezhetjiik a polinomosztast, a
holomorfia kis kérnyezetben megmarad. Ezzel kapunk egy elGallitast, ami az egyértelmiiség miatt megegyezik

a fent kapottal. O

14.2. Definicié. I integritasi tartomany ha kommutativ nullosztomentes és egységelemes (és 1 # 0). 0 # a
és nem egység gytrdelem irreducibilis, hogyha minden a = ajas szorzatrabontasnal valamelyik a; egység.

Akkor prim, hogyha abbol, hogy oszt egy szorzatot, kovetkezik hogy valamelyik tagjat osztja.
Az trivialis, hogy ha a prim, akkor irreducibilis, de visszafelé nem biztosan, példaul Z[/—5].

14.3. Definicié. Egy integritasi tartomany UFD, hogyha minden nem nulla, nem egység elem felbonthaté

irreducibilisek szorzatara, és ez a felbontés a tényezsk sorrendjétdl eltekintve egyértelmd.

14.4. Allitas. Ha I UFD, és a irreducibilis, akkor a prim.

Bizonyitds. Triviélis O
14.5. Tétel. ,0Oy UFD.

15.1. Megjegyzés. 1. Ha D C C tartomény, akkor O(D) integritasi tartomany, de nem UFD, és nem
Noether

2. ,Op egységei azon fliggvénycsirdk, amik nem nullat vesznek fel az origoban, az ,,_1Oglw] Weierstrass

polinomok kozott az f € ,—10 fiiggvények lesznek egységek, amikre f(0) # 0.
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15.2. Lemma. h € ,,_10p[w| egy Weierstrass polinom. Ekkor h reducibilis ,Og-ban ekvivalens azzal, hogy

n—10p|w]-ban.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy h reducibilis ,_1Oplw]-ben, ez azt jelenti, hogy h = g1g2, ahol g; nem egység
n_100[w]-ban. Tegyiik fel indirekt, hogy mondjuk g1(0) # 0, ekkor go = hgy ' + 0 teljesiil ,Op-ben. h egy
Weierstrass osztasi tétel szerint eloszthatjuk go-t h-val maradékosan, és kapjuk a go = gh + r azonossagot
(n—10p[w]-ban), az eldallitas egyértelmiisége miatt kapjuk, hogy g1 egység, ellentmondas.

A masik irdnyhoz tegyiik fel, hogy h reducibilis ,,Og-ben, vagyis van egy nemtriviélis felbontasa h = g1 g2,
9:(0) = 0. h(0,-) £ 0, ezért g;(0,-) sem azonosan nulla. Preparaljuk g; = u;h;, ahol u; egység, h; Weierstrass
polinom. 1 % h = ujushihs, ahol az els6 két tag egy egység, a masodik kettd szorzata pedig Weierstrass
polinom. Az el6allitéasi tétel egyértemiiségébdl 1 = ujug, és h = hihs, tehat h reducibilis, mint Weierstrass

polinom. O

15.3. Kovetkezmény. P egy Weierstrass polinom, akkor P = Hf[ P;, ahol P; irreducibilis Weierstrass

polinom.

Bizonyitds. A lemma bizonyitasdban lattuk, hogy ha P reducibilis, akkor felbomlik két kisebb foku Weier-

strass polinom szorzatéra, ezt ismételgetve véges sok lépésben megkapjuk a felbontéast. O
15.4. Tétel. ,Oy UFD.

Bizonyitds. n = 1-re 10y f6idedlgytiri. Most n-re vonatkozo indukcioval tegyiik fel, hogy n — 1-re tudjuk,
és indirekt létezzen egy f € ,,Op amire f(0) = 0, de nem azonosan nulla, és linearis koordinatacserével
feltessziik, hogy f(0,-) # 0. ElSkszitiink, f = uP = uP;...Py az el6z6 kovetkezmény miatt. Ha f-nek
két kiilonbozs felbontasa is van irreducibilisekre [] f; = []gx. Ezek a fiiggvények nem azonosan nulldk,
de az origoban eltiinnek, egy tjabb koordinatacserével foltehetjiik, hogy az utolsd valtozoban regularisak.
Preparaljuk az f;, g fiiggvényeket u; P;, vy Hy alakban. Atrendezve [Ju; [[ P; = [Jvr [[ Hi ez két egység-
Weierstrass polinom szorzat, tehat a preparacios tétel egyértelmiiségi allitdsa miatt a szorzatok megegyeznek.
Mivel P;, H, € ,—10plw] 6k sorrend erejéig megegyeznek, hiszen indukeié miatt ,—1O¢ UFD, és a Gauss

lemma megfelels alakjabol ,,—1 Oplw] is. O
15.5. Tétel. ,,Oy Noether

Bizonyitds. Indukcidt alkalmazunk ismét. n = 1-re {Gidealgytiri, az indukcié elindul. Vesziink egy nem nulla
I idealt, és be kellene latni, hogy végesen generalt. Vesziink egy f € I-t, linearis koordinéatacserével feltessziik,
hogy az utols6 valtozojaban regularis, el6készitjiik f = uP, az idedltulajdonsig miatt latjuk, hogy P € I. Az
indukcios feltétel miatt ,,—1 Oy Noether, és Hilbert tétele miatt ,_1Op[w] is az. P € I N ;,_10p[w] < n—1Op[w]

és itt végesen generalt az eddigiek szerint, generaljak {g;}%.
15.6. Allitas. P, g1, ..., gi generdljik az egész I-t.

Bizonyitds. Ha H € I, akkor osszuk el maradékosan P-vel H = hP + r, ahol r is egy Weierstrass polinom,
vilagos tovabba, hogy r € I. Mivel r egy Weierstrass polinom az ideélban a g;-k kigeneraljak, ezt akartuk. [

O

15.7. Megjegyzés. Mar a g;-k is kigeneraljak az idealt.
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15.8. Definicié. Halmazcsira 0 € C™ben (X,0) ~ (Y,0) alakban irjuk, ahol X, Y C C*, 0 € X NY és
létezik az origonak egy U kornyezete, amire UNX =UNY.

Ha f € ,,0p, akkor értelmes Z(f) = {f = 0} mint halmazcsira. Ha f egység, akkor az elbbi zérohalmaza
tires. Vilagos, hogy Z(f1, .., fn) = Z(f1) N ...0Z(fn).

15.9. Definici6é. 0 € X C C™-re halmazcsira analitikus ha léteznek f1, ..., fi lokalis holomorf fiiggvények,
hOgy (X7O) ~ Z(fh"'vfk)'

15.10. Példa. M komplex sokasig, A C M analitikus halmaz, akkor minden p € A-re definial egy analitikus

halmazcsirat p-ben.

15.11. Definicié. Ha (X,0) halmazcsira C"-ben, akkor I(X) := {f € ,Op : X C Z(f)}.

15.12. Allitas. I<,0q, akkor Z(I) = N1 Z(f) egy analitikus halmazcsira.

Bizonyitds. ,Op Noether, tehat I = (g1, ..., gx), és igy Z(I) = NYZ(g;)- O
15.13. Allitas. X, C Xy, akkor I(X;) D I(X>)

Bizonyitds. I;<,,0O, ha I; C I, akkor Z(I1) D Z(I). Ha X analitikus halmazcsira, akkor Z(I(X)) = X, és
forditva, ha I <, O, akkor I(Z(I)) D I.
777

profit O

15.14. Definici6é. (A4,0) C C™ analitikus halmazcsira irreducibilis, hogyha egy A = A; U A, analitikus

halmazcsirdkra valo felbontasnal A; = A vagy As = A.

15.15. Definicié. M egy komplex sokasdg, A C M analitikus részhalmaz irreducibilis, hogyha egy A =
Ay U A, felbontasra vagy A = Ay vagy A = A,

15.16. Megjegyzés. Megtorténhet, hogy egy halmaz globalisan irreducibilis, de valamely pontjaban reducibilis

(y* —2® —2?).
15.17. Tétel. (A,0) analitikus halmazcsira irreducibilis pontosan akkor, hogyha I(A) prim.

Bizonyitds. Ha f1fy € I(A), akkor A = (ANZ(f1))U(ANZ(f3)), és mivel A irreducibilis, akkor mondjuk
ANZ(f1) = A, vagyis A C Z(f1), és igy f1 € I(A).

A masik iranyhoz tegyiik fel, hogy I(A) prim, és van egy nemtrivialis A = A; U A, felbontésa. Ekkor létezik
fj € I(A;) \ I(A), de ez ellentmond a primségnek, hiszen f; fo € I(A). O

15.18. Tétel (Gyenge nullstellensatz).

15.19. Tétel. Ha f € ,Oo Z(f) pontosan akkor irreducibilis, hogyha létezik egy irreducibilis g € ,Op, melyre
f=4q"

Bizonyitds. Ha f = g%, ahol g irreducibilis, akkor Z(f) = Z(g) = A. Tegyiik fel, hogy A-nak van egy nemtri-
vidlis A; U Ay felbontésa. Megintcsak létezik h; € I(A;) \ I(A). Mivel h1hy € I(A) a gyenge nullstellensatz
miatt g|hyhs. Tudjuk, hogy , Oy egy UFD, tehat g prim, vagyis g osztja mondjuk hi-et, vagyis Z(g) C Z(hq)
vagyis hi|a = 0, ami ellentmondas, hiszen hy & I(A).

Mivel Z(f) irreducibilis, az f = Hg}” felbontasra Z(f) = UZ(g;) teljesiil, irreducibilitds miatt ez csak
trivialis lhet, vagyis valamelyik indexre Z(f) = Z(g;), és igy valoban f = g;-”. O
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15.20. Kovetkezmény. f € ,,0q, akkor Z(f) = UA; irreducibilis analitikus halmazok unidja.

Bizonyitds. Mivel ,0Oy UFD, f = Hg;” alakban all el kiilonboz6 irreducibilisek szorzataként. Z(f) =

UZ(g;), és az uni6 minden tagja irreducibilis az el6z tétel szerint. O
Multkor volt, hogy
16.1. Tétel. f € ,Og-ra Z(f) irreducibilis pontosan akkor, hogyha f = g* eqy g € , Oy irreducibilis elemre.

16.2. Kovetkezmeény. f € ,0y, akkor Z(f) = UV A; felbomlik irreducibilis hiperfeliletekre lokdlisan.

Bizonyitds. f-et felbontjuk irreducibilisek szorzatara [[j g;" = [f, ahol g; # g, ha j # k, ekkor persze
Z(f) =VU"Z(g,), és ezek megfelelnek az A;-knek. O

Azt lattuk a multkor, hogy ,Op egy UFD, tehat értelmes arrdl beszélni, hogy f, g € ,Op relativ primek.

16.3. Tétel. f,g legyen w-reguldris'. Ekkor f,g relativ primek pontosan akkor, ha of + Bg = r(2') alaki
osszefliggés taldlhatd, ahol o, 8 € ,Op, ésT Z£0 € ,_10y.

Bizonyitds. W.E.T.-t hasznaljuk, f = uP, g = vQ. Mivel f, g relativ primek, ezért a Weierstrass polinomok is
relativ primek ,,_1 Op[w]-ben. Mivel R := ,,_1Op nullosztomentes kommutativ, van hanyadosteste, jelolje K.
A Gauss lemma pedig azt mondja nekiink, hogy ezért K felett is relativ primek. Mivel K test, K [w] euklideszi
gytrd, ezért létezik A, B € K[w], hogy AP + BQ = 1. Felszorozva A, B koz0s nvezGjével azt kapjuk, hogy
rAP +rBQ =r, ahol A, rB € R, ezért az a = 1rA, 8 = 1r B megfelel§ lesz.

Most tegyiik fel, hogy létezik egy az allitdsnak megfelel6 «, 3, r, és indirekt okoskodunk. Tegyiik fel, hogy
létezik valami h(z’,w) kOz0s osztd, ami a nulldban nulla, de nem azonosan nulla. Mivel h|f, h|g, ezért h|r
is teljesiil, azaz r(2’') = h(z’,w)q(2’,w) valamilyen g-ra. f, g w-reguldris feltevés szerint, ezért a h-nak is?.
Mivel h(0) = 0, az eddigiekhez hasonloan ha |w| = -t vesziink valami kis §-ra akkor itt h nem tdnik el ha
[|2|] < e, legyen h multiplicitdsa a nullaban d. Tehét V||z|| < ¢§’-re létezik (d darab, de ez nem fontos) w,
amire h(z’',w) = 0. Tehat ilyen pontokban f és g is eltiinik, és igy a formula miatt r(z") = 0, tehat r = 0,

ellentmondés. O

16.4. Tétel (Gyenge nullstellensatz). f € ,0o, f = [[f; irreducibilisek és pdronként kilonbizdek®, és
h € ,Og nem azonosan nulla figgvénycsira olyan, hogy h|zs) =0, akkor f|h.

Bizonyitds. Mivel az f;-k relativ primek elegend§ arra az esetre szoritkozni, amikor f maga irreducibilis.
Koordinatacserével feltehets, hogy h w-regularis. Ha f fh, akkor relativ primek, alkalmazzuk az el6z6 tételt.
Létezik tehat af + Sh = r(2’) felbontas, és alkalmazzuk megint az el6bbi érvelést, kis kornyezetben minden
Z'-hoz taldlunk multiplicitasnyi sok gyokét f(z’,-)-nak, specidlisan legalabb egyet. Ugyanezen pontokban

feltevés szerint h-nak is el kell tiinnie, és a formulabdl azt kapjuk, hogy r = 0. O

16.5. Tétel (Nullstellensatz). I egy idedl ,,Og-ban, Z(I) egy analitikus halmazcsirat definidl, a tétel azt
dallitja, hogy

I(Z(I)) = VI.

Ez a "valodi" nullhelytétel, nem bizonyitjuk.

Laz origbban nem azonosan nulla a w koordinataban, lasd fentebb

2h(0,-) £ 0

3minden multiplicitas 1
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16.6. Tétel. f,g € ,Og relativ prim elemek, ekkor létezik ¢ > 0, hogy Yc € C™-re ha ||c|| < €, akkor
9o, fe € nO¢ is relativ primek.

Bizonyitds. Ha valamelyik elem egység, akkor érdektelen eset, tehéat tegyiik fel hogy f, g eltlinik az origdban.
Feltehetjiik egy transzformacioval, hogy w-reguléarisak, és megint kapunk a relativ primséghdl af + fg =
r felbontast. Indirekt tegyiik fel, hogy f.,g.-nek van koz0s osztoja, tehat h.|r., de nem azonosan nulla
h(c,-), legyen k-rendd gyoke a nullaban. Erre alkalmazzuk az eddigi modszert, 1étezik ¢’-nek egy kornyezete
hogy h(z’,-)-nak van gyoke, most itt végezziik el az el6bbi érvelést, és kapjuk, hogy r(z’) = 0 a ¢’ egy kis

kornyezetében, és az unicitastétel miatt készen vagyunk. O

16.7. Megjegyzés. Nem minden tulajdonsag ilyen, att6l hogy egy csira irreducibilis az origéban, nem kovetkezik

hogy egy kornyezetben is az. f(z1,22,23) = 27 — 2523 egy ilyen ellenpélda.

17.5. Analitikus hiperfeliilet lokalis leirasa

Feltessziik, hogy p = 0 € A, linearis koordinatacserével feltehetjik, hogy f w reguléris. Ekkor létezik 4, 6" > 0,
hogy W = {(2/,0) : |¢'| < 6}-re és V. =W x Ds(0)-re a 7w : C* — C"~! leképezés mlyna : VNA— W egy
eligazo fedés, tovabba kihagyva a szinguldris pontokat 7 : 7= (W \ {r = 0}) — W \ {r = 0} egy d rétegi
becsiiletes topologikus fedést kapunk.

Weierstrass preparaciot alkalmazhatjuk az A-t definialé fiiggvényre, f = P, ahol u egység a lokalis gytrtiben,
P Weierstrass polinom. Ha A irreducibilis, akkor f, és igy P is az, tehat P és 0, P relativ primek a lokalis
gytiriiben. 16.3 szerint vannak «, 3 fiiggvénycsirdk és r € ,,_10g nem azonosan nulla fiiggvénycsira, hogy
aP 4+ o, P =r.

17.1. Tétel. 0 # f € ,Og egy nem egység, és tegyiik fel hogy h € ,Op melyre h|zs) = 0, akkor létezik egy k
természetes szam, hogy h* = fg (vagyis I(Z(f)) = \/(f)).

Bizonyitds. f-et bontsuk irreducibilisek szorzatara [ | fzk 7, ahol f; irreducibilis, paronként kiilénbozéek. Z(f) =
Z(I1 f;) vilagos, a gyenge nullhelytétel miatt [[ f;|h, tehat h = Q] f;, és latjuk, hogy k := max{k;} meg-
felel. O

Ha p € A C D C C™ analitikus hiperfeliilet, f € O(U) és UN A = Z(f), és lokalisan f, = vafj alakban
all els, ahol v egység, f; paronként kiilonbozs irreducibilis fiiggvénycsirak. f= 11f;, persze Z( f) =ANnU

teljesiil a nullhelyre.
17.2. Definicié. Ezt az f fiiggvényt az A analitikus halmaz p beli minimalis definialo fiiggvényének nevezziik.
17.3. Allitas. f egyséq erejéig jol definidlt.

Bizonyitds. Ha g egy maésik definilo fiiggvénye A-nak p egy kornyezetében, vegyiik az irreducibilisekre vald

felbontasat [] g;, ahol g; irreducibilisek és paronként kiilonbozéek. Mivel Z(f) = Z(g) a gyenge nullstellensatz
miatt g = hf, és forditva f = Hg, ahol h, H € ,,0y, igy g = hHg, vagyis h, H egységek. O

17.4. Definicié. X komplex sokasidg, A C X komplex hiperfeliilet. Tegyiik fel, hogy 0 # f € O(X), és
Z(f) = A. f minimalis definidl6 figgvény, ha minden p € A pontra f, minimélis definialé fiiggvénye A-nak
a p pontban.

17.5. Kovetkezmény., ? ? ?
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17.6. Allitas. X komplex sokasdg, A C X analitikus hiperfelilet, f,g € O(X) minimdlis definidlo figguény,
és gla =0, akkor flg.

Bizonyitis. X \ A-ban g/f egy értelmes holomorf fiiggvény. Lokalisan egy p € A pontban a gyenge nullstel-
lensatz szerint létezik egy h,, figgvénycsira, hogy g, = h,fp. Ebbdl kivetkezGen g/ f holomorfan kiterjed p

egy kornyezetére, és az unicitas tétel miatt a lokalis kiterjesztések Osszeragadnak. O

17.7. Kovetkezmény. X komplex sokasdg, A analitikus hiperfelilet, f,g € O(X) minimdlis definidlo fiigg-
vényei A-nak, akkor létezik eqy h € O*(X), hogy g = hf.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az el6z6 allitast mindkét iranyban. O

Na de van-e mindig minimélis definialé fiiggvény? Ha X kompakt példaul nincs! Egyéb bajokba is titk6zhe-
tiink.
17.8. Példa. X = C?\ S! ahol az els6 koordinata egységkorét toroljiik ki. Az A = {(2,0) : |z| > 1} halmaz

egy analitikus hiperfeliilet X-ben, azonban nem létezik globalis definialé fiiggvénye.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy mégis létezik. A Hartogs tétel miatt egy ilyen f holomorfan kiterjed az egész C2-
re. f(z,0) =0, |z| > 1-re, akkor unicitas miatt f(-,0) =0, és latjuk, hogy A C Z(f), ami ellentmondas. O

17.9. Tétel. f € ,09 minimdlis definidls figgvénye Z(f)-nek p-ben pontosan akkor, hogyha létezik k, hogy
O f és f relativ primek ,,Og-ben.

Bizonyitds. A pontosan részhez tegyiik fel, hogy f = g?h nemtrivialisan hasad két nem-egységre. Ekkor g|f,
és Opf = g*Okh + 2hg0Org, vagyis g|0x f, ami ellentmondés.

Az oda iranyhoz lineéris koordinéatacserével feltessziik, hogy f w-regularis, és belatjuk, hogy f és 0,,f relativ
primek.

Weierstrass preparalunk, f = uP = u[] P;, ahol P; irreducibilisek, paronként kiilonbozéek. Derivalva

Ouf = 0uuP +uY_ 0,P; [] Pr-

k#j

Kellene, hogy P; és 0, f relativ primek. (P}, 0, P; Hk;éj P;) =17 P; irreducibilis, a szorzatot nem oszthatja,
tehat a kérdés arra redukalodik, hogy (P}, 0,,P;) = 1, ez pedig vilagos mert P; irreducibilis és mivel w regularis
nem azonosan nulla. O
17.10. Megjegyzés. Nem w-polinomra megtorténhet, hogy f|0,, f.
17.11. Példa. f(z) = 2w+ 2,0,f = =

17.12. Tétel. X komplex sokasdg, A analitikus hiperfelilet, ekkor létezik lokdlis minimdlis definidld fiiggvény

minden p € A-ra.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy p = 0, minden lokalis. Ha f € ,Oy minimalis definialé fiiggvény, akkor létezik
egy k index, hogy f, Ok f relativ primek O-ban, ekkor a 0 egy kis kdrnyezetében is azok, tehat a kérnyezetben

minden pontban minimélis definialé fiiggvény. O

17.13. Tétel. X komplex sokasdg, A analitikus hiperfelilet, f € O(X), Z(f) = A minimdlis definidlo
fiigguény, akkor szing A={pe X : f(p)=0=df(p)} = =.
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Bizonyitds. Ha p € A\ X, akkor az implicit fliggvény tétel miatt p sima pont. Ha van egy sima pontunk
p € X, akkor létezik hozza egy U nyilt, és egy g lokalis holomorf fiiggvény, hogy Z(g) = ANU és dg(p) # 0.
Mivel f minimalis definialo fliggvény a gyenge nullstellensatz miatt f|g, vagyis g = fh, és létezik egy k
index, hogy drg # 0, de derivilva az el6z6 egyenlGséget ebben az irdnyban és kiértékelve p-ben 0 # 0 adodik,

ellentmondés. O

17.14. Példa. A = {23 — w? = 0}, a cusp. Az egyenlet a minimalis definidl6 fiiggvénye, tehét csak az origd
szingularis.

18.1. Megjegyzés. L — X egy holomorf vonalnyalab, s € H°(L), aminek van nullahelye (de nem azonosan
nulla), akkor Z(s) C X egy analitikus hiperfeliilet, értelmes azt mondani, hogy s egy minimalis definialo

fiiggvénye Z(s)-nek
18.2. Tétel. X komplex sokasdig, A C X analitikus hiperfelilet, akkor

1. létezik L — X holomorf vonalnyaldb, és ennek egy s holomorf szelése, amire Z(s) = A, és ez minimdlis

definidlo figgvénye A-nak'

2. E[A] — X holomorfan trividlis akkor és csak akkor, hogyha létezik f € O(X), amire Z(f) = A, és f

minimdlis definidlé fiiggvény.

5. abra. A setup

Bizonyitds. 1. Vesziink egy p € X \ A pontot elGszor, valasztunk hozza egy U, C X \ A kdrnyezetet, itt legyen
fr=1

Ha p € A, akkor tudjuk, hogy egy kellGen kis U, kdrnyezetben vehetiink egy f, € O(U,) minimalis definialo
fiiggvényt A N Up,-hez.

p,qg € X, haU,NU, N A =0, akkor g,, = %’ € O*(U, NU,), és ez egy nyalab attérési fiiggvénye valoban.
Ha U, NU, N A #, akkor p,q € A, és fp, fy minimalis definial6 fiiggvények, specidlisan U, N Uy; N A minden

ielsljiik E[A], L[A], [A]
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6. abra. A két kornyezetnél, illetve a metszeteknél

pontjaban is. Volt tétel, hogy %’ kiterjed nem nulla fliggvényként A (U, N Uy-ba es6) pontjaiba. Ezek a
ragasztofiiggvének teljesitik a kociklusfeltételt latvanyos modon, és igy adodik az F[A] vonalnyaldbot, és az
fp fiiggvényekbdl kapjuk a sziikséges szelést, ami ldtvanyosan pont A-n tanik el.

2. Tegyiik fel, hogy van globélis minimalis definidlé fliggvénye A-nak, legyen ez f : X — C. Ekkor Vp € A-re
valaszthato U, = X, f, = f, a ragasztofiiggvényiink azonosan 1, és igy a nyalab trivialis.

Megforditva, ha E[A] holomorfan trivialis, létezik hozza az s4 szelés, ami kivagja. A trivialitas miatt létezik
egy masik szelés, s, ami sehol sem tdnik el. Vegyiink trivializalo kornyezeteket, reprezentalja itt a {h,}
fiiggvényrendszer az s szelést. A kompatibilitasi feltételt atrendezve f,/h, = f,/h, adodik a metszeten, tehéat
ezek a hényadosok Osszeragadnak egy globéalisan definiélt fiiggvénnyé, ami kivagja A-t és minimalis, mert az
fp-k azok voltak. O

18.3. Kovetkezmény. Ha X olyan komplex sokasdg, hogy féldtte minden holomorf vonalnyaldb holomorfan

trividlis, akkor minden A C X analitikus hiperfelilet (globdlis) minimdlis figguénnyel van definidlva.

18.4. Példa. C™ példaul tudja ezt, vagy a B™ goly¢, illetve a D™ policilinderen is minden vonalnyalab holom-
orfan trividlis. Tovabba X tetszéleges nyilt Riemann feliilet is, vagy ha D; x ... x D,, alakd, ahol D; C C

nyilt, és legfeljebb egy D; nem egyszeresen Osszefiiggd.

18.5. Megjegyzés. Az el6fordulhat, hogy van holomorfan nemtrivialis vonalnyalab, és mégis minden analitikus

hiperfeliilet globalisan van definialva.

18.6. Példa. Ilyenekre példa az el6bbiekbdl az els§ harom példa n > 2-re minusz egy pont, mert a fliggvény-

kiterjesztési tulajdonsag teljesiil holomorf vonalnyaldbok szelésire.

18.7. Megjegyzés. A sima esethez teljesen hasonloan latszik, hogy E[A] egyértelmd, ha egy masik nyaldbnak

van szelése ami A-t kivagja, akkor az holomorfan izomorf E[A]-val.

A kovetkezSkben a Chow tétel felé kezdiink el tekinteni.

18.8. Definicié. X C C"'! egy kip, hogyha z € X-bdl kivetkezik, hogy Az € X, A € C, ergo komplex

egyenesek unioja.
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18.9. Példa. X C P, és volt a : C"1\ {0} — P™ vetitésiink, z — [2], akkor 7=1(X) U {0} kiip lesz.

18.10. Lemma. Legyen X eqy kip C"-ben, és adott f € 110y, tekintsiik a homogén sorfejtését f =S p,
(p, egy v-homogén polinom). Tegyiik fel, hogy létezik ¢ > 0, hogy f|B€(0)ﬁX =0, akkor X C Z(p,) minden

v-re.

Bizonyitds. Valasztunk a B.(0) golyoban egy pontot, ami X-ben is benne van, tekintsiik a rajta atmend
komplex egyenest, és vegyitk A € C : |A| < 1, tehat Az € X N B.(0). A X\ — f(\z) leképezés azonosan nulla
feltevés szerint, ugyanakkor a sorfejtésbe beirva latjuk, hogy megegyezik > Ap,(2)-vel, ez egy hatvanysor
A-ban, ami az azonosan nulla fiiggvényt allitja el6, ergo az egyiitthat6i mind azonosan nullék, és igy p,(z) = 0.
Mivel X egy kup, p, el kell hogy tiinjon nem csak a kis kornyezetben, hanem az egész egyenesén z-nek, és

igy az egész X-en. O
A Chow-tétel két nemtrividlis komponensébdl az egyik a

19.1. Lemma (Cartan-Remmert-Stein). A C C"*! egy analitikus kip, akkor A affin algebrai, sét véges sok

homogén polinom vdgja ki.

Bizonyitds. A az origé egy kérnyezetében is analitikus, tehat léteznek { f;}¥ € O(B.(0)) gy, hogy ANB.(0) =
NYZ(f;). Felirhatjuk az f; fiiggvények sorfejtését, mint homogén polinomok 8sszege minden fokra f; = > pJ,
és a lemma miatt p/|4 = 0.

Megmutatjuk, hogy nem bévebb a zéréhalmaz. Ha ¢ € C**!\ A, vegyiink r > 0-t, hogy rq € B.(0) \ A,
ezért létezik f; amire f;(rq) # 0, ezért van p), ugyanezzel a tulajdonsaggal, és mivel a polinom homogén
pl(rq) = r"pi(q), és igy q & Z(f;), és A-t eldallitottuk végtelen sok homogén polinom nullhalmazaként, és a

polinomgytri Noetherségét hasznalva véges sok is generalni fogja. O

A masik fontos komponens a kovetkezé allitas, amit nem biznyitunk.

19.2. Tétel (Remmert-Stein egy valtozata). A € C**1\{0} analitikus, izoldlt pont nélkiili, akkor A = AU{0}

analitikus C"*1-ben.
19.3. Tétel. A C P" analitikus, akkor projektiv algebrai, azaz homogén n + 1 vdltozds polinomok vdgjdk ki.

Bizonyitds. Tekintsiik a C*t1\ {0} 5 P™ O A vetitést, legyen A = 77 1(A), ez egy analitikus halmaz, izolalt
pontja sincs, tehat hozzavéve az origdt is analitikus halmazt, s6t kupot kapunk az el6z6 tétel fényében.
Most pedig a CRS lemma szerint talalunk véges sok homogén polinomot, ami kivagja A U {0}-t, és igy a

projektivizaltjat is. O
And now, for something completely different. Két nagyon érdekes dolog van hétra:

I) A Mittag-Leffler feladat. Ha adott a; € C nem torléd6 pontsorozat, és minden pontban el van irva
egy h; = ZJIV ﬁ szingularités, a feladat talalni egy m € M(C) meromorf fliggvényt, aminek a

pontban az el&irt szingularitdsa van, mindenhol méshol pedig holomorf.

Ha véges sok van, akkor konnyen megy, csak dsszeadjuk a hj;-ket, de végtelen sok pont esetén nem kell, hogy
a »_ h; sor konvergens legyen (ennek ellenére a feladat mindig megoldhato, csak tébb munkét igényel).
Nem vilagos, hogy t6bb dimenzioban mit is lehetne csindlni, hiszen nincs izolalt szingularitas. Atfogalmazzuk
a feladatot, lokélisan a feltétel azt mondja, hogy lokalisan m — h; holomorf kell legyen valami kis a; € U;
kérnyezetben (ahol U; N A = {a;}), és h; — hy, holomorf U; N Up-n, hivjuk ezeket hji-nak.
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Ezzel az atfogalmazasunk a kovetkezd. Adott m; meromorf fliggvény U;-n, hogy m; —my, holomorf U; NUj-n.

A feladatunk talalni egy globalis meromorf m fiiggvényt, hogy m —m; € O(U;).

19.4. Definicié. X komplex sokasag, A C X analitikus hiperfeliilet, m egy meromorf fiiggvény X-en, hogyha
m: X \ A — C egy becsiiletes fiiggvény, és

Vpe X IpeUCX, ghcOWU):Z(h) C ANU,m|y\a = g/h

19.5. Megjegyzés. mq, mo € M(X), akkor az Osszegiik, kiilonbségiik, szorzatuk is meromorf. Vannak azonban
1j jelenségek, C2-n vehetjiik a z/w fiiggvényt ami a {w = 0} koordindtatengelyen nem értelmes. Ha 0 # 2o € C
és tartunk (z,w) — (zp,0)-hoz, akkor a fliggvény értéke egyszertien felrobban, ebben nincs semmi meglepd,
ugyanakkor ha az origbhoz tartunk, ott nem létezik limesze. Az ilyen pontokat hatarozatlansiagi pontnak

hivjuk, ilyet nem lattunk egy valtozéban.

Ha X egy komplex sokasag, m meromorf fiiggvény, és A C X analitikus hiperfeliilet, p € A akkor vagy

a) létezik egy X D U 3 p nyilt hogy my korlatos Ebben az esetben a Riemann kiterjesztési tétel beterjeszti

p-be is m-et.

b) vagy nem létezik ilyen kornyezet. Ilyenkor mi torténik? Minden n € N és minden p-t tartalmazo V
kérnyezetre létezik ¢ € V hogy |m(q)| > n. Ha V elég kicsi akkor V' \ A-n m = g/h két holomorf
fiiggvény hanyadosa. A feltétel miatt tudjuk hogy h(p) = 0, egyszertsités miatt feltehets, hogy (g,h) = 1

a csiragytriiben. Két dolog torténhet:

— g(p) # 0. Ebben az esetben kovetkezik hogy lim, |m| — oo, és ekkor p-t pélusnak nevezziik.

— g(p) = 0 esetben pedig azt mondjuk, hogy p hatarozatlansagi pont.
19.6. Allitas. Ha p hatdrozatlansdgi pont, akkor ¥Yc € C létezik x, — p pontsorozat, és m(z,) — c.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy g,, h,, relativ primek, ezért g, —ch, és hy, is relativ primek. A gyenge nullstellensatz
miatt C' := Z(g —ch) # Z(h) =: B mint analitikus halmazcsira. Mivel nem egyelGek a kiilonbségiik nem {ires
lokalisan sem, vegyiink C'N B.(0) \ B-ben egy origoba torl6d6 pontsorozatot, ott g — ch = 0, de h # 0, tehat

(
m értelmes. Atirva g(x.)/h(z.) = c és nyertiink. O

19.7. Definicié. Azon pontok P(m) halmazat, ahol m nem korlatos polaris halmaznak nevezziik, ez tehat

a pOluspontok és a hatarozatlansigi pontok halmazainak unibja.
19.8. Allitas. A poldris halmaz egy analitikus hiperfelilet.

Bizonyitis. Ha p € X \ A, akkor p & P(m).

Ha p € A, vegylink koriilotte egy kornyezetet ahol m = g/h a csiragytirtben relativ prim lokalis holomorf
fiiggvények hanyadosa. m korlatossiga p egy kornyezetében, ekvivalens egy ¢ € O, létezésével, hogy g = ¢h,
ami azt jelenti, hogy hp|g,, de mivel relativ primek, ez azt jelenti hogy h, egység, azaz h(p) # 0, vagyis
P(m)NU = Z(h)

H(m)=Z(g)NnZ(h) O

19.9. Tétel (unicitds meromorf fliggvényekre). X dsszefiiggd komplex sokasdg, m egy meromorf figgvény,

és létezik egy nemiires nyilt U hogy m|i\a = 0, akkor P(m) =0 és m = 0.

34



Bizonyitds. P(m) analitikus hiperfeliilet (vagy iires), minden esetre a komplementere Osszefiiggs. U \ A nyilt
X \ P(m)-ben és itt az m € O(X \ A) fiiggvény azonosan eltiinik, tehat az egész X \ A-n azonosan elttnik,

tehat mindenhol korlatos, és a polaris halmaza iires. O

19.10. Példa. f,g € O(X), ahol g # 0, akkor f/g meromorf.

P, @ homogén d-foka, n+ 1 valtozos polinomok akkor P/ meromorf P™ (s6t minden fliggvény ilyen alaki).
Egy L — X vektornyaldbnak vehetjiik két szelését s1,so ahol so nem azonosan nulla, akkor s;/ss egy
becsiiletes fliggvény lesz, csak nem minden pontban, meromorf. S6t nyalabnak lehet meromorf szeléseirdl is

beszélni.

A Cousin I feladatot az el6bb mar feldobtuk. Legyen X komplex sokasag, U, egy nyilt fedése, és legyenek
me meromorf fliggvények U,-n és minden «, 5 indexre hypg := my —mg € O(UyNUpg). Keressiink m globalis

meromorf fliggvényt, hogy minden « indexre m — m,, holomorf U,-n.

19.11. Allitas. C.I feladat megoldhaté pontosan akkor, hogyha léteznek fo, € O(Uy) fiiggvények amikre
szintén hog = fg — fa-

Bizonyitds. Ha a feladat megoldhato6, akkor f, = m — m, megfelels lesz, innen latjuk hogy a kiilénbségvétel
sorrendje felcserélédik.
Ha léteznek ilyen holomorf f, fiiggvények, akkor hog = mq —mp = f3— fa, és atrendezve mqo + fo = mg+ f3

és igy az m, + f, figgvények Osszeragadnak egy globélis meromorf fiiggvénnyé. O

Multkor elkezdtiik a Mittag-Lefler feladatot, C-n mindig lehet csinalni eléirt pontban el&irt szingularitassal
rendelkez6 fiiggvényt (ha apontsorozat nem torlodik, és a szingularitasok véges rendiiek), majd atfogalmaztuk,
és altalanositottuk. A = {a;} C C lényegében egy analitikus halmaz, C\ A és az a;-k kis kornyezetei egy nyilt
fedést adnak, meromorf fiiggvényeket vesziink a kornyezeteken tugy, hogy a kiilénbségiik holomorf legyen ahol
értelmes, igy adodott a Cousin I. feladat.

X komplex sokasdg, U = {U,} nyilt fedés és m, € M(U,) meromorf fiiggvények amikre m, — mg €
O(U,,NUg), keressiink globalis m € M(X) fiiggvényt, hogy m—mg, € O(U,,). Lattuk multkor hogy ekvivalens

a feladat megoldasa azzal, hogy az m, — mg fiiggvényeket holomorf fiiggvények kiilonbségeként eldallitjuk.

20.1. Definicié. X komplex sokasag, U = {U, } nyilt fedése. Definialjuk a 0-kolanc fogalmét, ez egyszertien
egy-egy holomorf fiiggvény a fedd nyiltakon. Vo € I : f, € O(U,) Ezeknek a halmazat C°(U, O), két kolancot
nyilvinvaléan 8ssze tudunk adni, igy ez egy' Abel csoport lesz, sét vektortér és gytirt is?.

Holomorf 1-kolanc:Vap € I : fop € O(U,NUpg), egy-egy holomorf fiiggvény a kettGs metszetein, ezek halmaza

meglepd moédon CL(U, O).

Alapvets kérdés, hogy egy 0-koldnc mikor definial egy globélis holomorf fiiggvényt? Latvanyos, hogy ez
ekvivalens azzal, hogy Va3 € I : fg— fo = 0 a metszeten, nyilvan ekkor ragadnak 6ssze. Ezt atfogalmazhatjuk
egy kicsit, létezik egy CO(U, O) o, Cl(U,0) leképezés, 0o : {fo} = {f — B — fa}. Lattuk, hogy egy 0-kodlnc
pontosan akkor definiél globalis holomorf fiiggvényt, hogyha 6¢ = 0. Jeldljiik Z°(U, O)-val kerdp-al, 6k a
holomorf 0-kociklusok.

The ride never ends, holomorf 2-kolancok. {3}, ahol &qp, € O(U, N U NU,), a halmazuk C*(U, O).

Irbgdiiletesen nagy"
2C-algebra
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Ujabb atfogalmazas. X komplex sokasag, U nyilt fedés, m, € M(U,) meromorf fiiggvények, a kiilsmbségeik
hap = mq — mg egy holomorf 1-koldnc az 1j nyelvezetben. Ha létezik egy n holomorf 0-kolanc, melyre
don = {hag}, akkor a Cousin I. megoldhat6, mint a mult 6ran megbeszéltiik.

Ezek nem akarmilyen kolancok, hao = 0, illetve hgq = —hqag, és végiil ha van hidrom nyiltunk latjuk, hogy

hag + hgy 4+ hya = 0 teljesiil. Ezen harom tulajdonsagot megfogalmazhatjuk gy is egyszertien, hogy
Yoy €l :hag+hgy+hy=0

Most definidljuk a &; : C' — C? leképezést® a kovetkezs modon: € = {&ap}t — {€ap + oy + Eya -

Latjuk, hogy a Cousin L.-bél kapott feltételiink elkdédolodik §;& = 0-va. Most definialhatjuk az 1-kociklusokat,
mint a Z' = kerd;. A §;-k képeit kohatarnak nevezziik. A képet Imd; = B'-vel jeloljiik, illetve B% := 0-t
definidljuk. Az elébbi megfontolasok azt jelentik réviden, hogy ;1 o dg = 0.

20.2. Definicié. H'(U,0) := Z'/B!.

Ezen a nyelve mostmar végleg atfogalmazhatjuk a Cousin I. feladatot, mint lattuk, ez megoldhaté pontosan
akkor, hogyha az {m, — mg} = £ kociklus a nullat reprezentalja H'-ben.

20.3. Példa. Legyen X = C?\ {(0,0)}, két elem fedésiink lesz. U; = {(z1,22) : 2; # 0} nyilt fedés. A Cousin

I.-hez az inputunk m; = —1— és my = 0. Ez j6 input, a metszeten a —
Z122 ’ Z122

fiiggvény valoban holomorf. Allitjuk,

hogy ebben az esetben nem lehet megoldani!

Bizonyitds. Indirekten jarunk el, legyen h = m — - € O(U,), és igy U;-ben f = zom = z9h + %, ebbdl

Z122

f(21,0) = 0+ - ami nulldhoz tart, ahogy 21 nullaba megy??? O

21.1. Megjegyzés. Mi lenne ha holomorf helyett sima kategéridban probéalkoznank? X sima sokasag, U nyilt fe-
dés, tekinthetjiik a sima fiiggvények kévéjét, ami valoban kéve lesz. Ugyanez a program végigmegy, definidljuk
a kohatarleképezéseket, a kolancokat és az els§ kohomolégiacsoportot.

21.2. Tétel. H'(U,C>®) =0

Bizonyitds. Egységosztas. O
21.3. Tétel (H. Cartan). Ha X Stein, akkor H*(U,O) =0

21.4. Tétel. HY(P™,U,0) =0

Ezeket alkalmazzuk most.

21.5. Tétel. X komplex sokasdg, tegyiik fel, hogy minden fedésére H*(U,O) = 0. Legyen A C X analitikus
hiperfelilet és ¢ minimdlis definidld fiiggvénye, tovabba f : A — C holomorf leképezés. Ekkor f holomorfan
kiterjed X -re.

Bizonyitds. p € X \ A,p € Up, U, NA#0, f, =0, ha p € A, akkor U, f, az feltételbsl adott. Minden p-re
my 1= % € M(U,), ha Uy, U, nem metszik A-t, akkor nyilvan m, — m, holomorf, hasonléan hogyha csak

U, metszi A-t. Végiil ha A belelég a metszetbe, akkor m, —mg = fp;f", és ez AN U, N Ug-ra megszoritva

azonosan nulla. Mivel ¢ minimalis definialé fiiggvény volt, igy m, — m, holomorf U, N U;-n, ezzel kapunk
egy ciklust Z'(U, O)-ban, feltevés szerint az elsé homologia elttinik minden fedésre, tehat létezik egy {h,}
0-ciklus, melyre hq — hy, = m, —my = I % Atrendezve fq + ¢hg = fp + dhy, ezek Osszeragadnak egy
globalis holomorf fiiggvénnyé. O

3¢ = iU, 0)

36



A Weierstrass feladat n = 1-re a kovetkezd: adott egy A = {a;} C C nemtorldédo6 pontsorozat, és n; € N egész
szamok, kereslink egy holomorf fiiggvényt, aminek n; rendd nullhelye van a;-ben. Altalanosabb Weierstrass
feladat, A mint el6bb, n; € Z és keresilink egy meromorf fiiggvényt aminek n; rendd nullhelye van ha n; > 0,
és —nj rendd polusa ha negativ. Vilagos, hogy a két feladat ekvivalens, vegyiik A™ = {a; : n; > 0}, és
hasonléan A~-t, ezeken megoldva a Weierstrass feladatot a két megoldés hanyadosa megoldja az altalanosat.
Tovabb akarjuk altalanositani ezt, de elébb n = 1. Legyen {U,} nyilt fedése C-nek, U, N A véges, f, =
Iy, cv.nalz — )" . Ha Uy N Ug # 0, akkor % € O*(Uy NUp). Az altalanos Weierstrass feladat megoldéasa
olyan f € M(C) : £ € O*(U,).

A Cousin II feladat: adott X komplex sokasag, U nyilt fedés és mindegyik nyilton egy f, meromorf fiiggvény
agy, hogy a hanyadosok nem-nulla holomorf fiiggvényeket adnak meg a metszeteken. Keresiink egy globélis

meromorf fliggvényt, amire fi € 0*(U,) minden a-ra.

21.6. Tétel. Cousin II megoldhato pontosan akkor, hogyha minden a-ra létezik go € O*(Uy) €s gap = 5—‘3.
Bizonyitds. '—’ ha létezik f globalis meromorf megoldas, akkor g, := fi megfeleld.
' ha fc—‘;/gag = g—ﬁ, akkor foga = gpfa, és Osszeragadnak. O

Definialhatunk anal6g objektumokat, C*(U, O*), és leképezéseket, &g : {fo} — ;—i és 01 : {fap} — %.
Szamolassal latszik, hogy d1 0 09 = 1. Egy {f.} 0-ciklusra do{f.} = 1 pontosan akkor, hogyha Gsszeragad
egy globéalis nem-nulla fligvénnyé. kerd;-et is meghatarozhatjuk, a szokasos kociklusfeltétel szorzésos verzioja
adodik fosfsyfye = 1 minden indexharmasra. Ebbél definidljuk H'(U, O*)-t. A Cousin II feladat adatai
egy fedéshez egy 1-kociklust ad meg, az el6z6 tétel azt mondja ki, hogy a feladat megoldhatd ponosan akkor
hogyha ennek az 1-kociklusnak a kohomolégiaosztalya az 1.

Vegyiik észre, hogy egy Z'(U, O*) elemhez konstrualhatunk egy L — X vonalnyalabot, ha a kociklus elemeit

mint ragasztofiiggvények értelmezziik (a kociklusfeltétel pont ezt mondja ebben az esetben).

21.7. Definicié. Egy meromorf szelése L — X-nek egy m, € M(U,) rendszere meromorf fiiggvényeknek,

amik Osszeragadnak szeléssé, vagyis ma = gagmgs.

Tehat a Cousin II feladatot megfogalmazhatjuk tgy is, hogy egy X komplex sokasig folott adott egy L
holomorf vonalnyalab, a feladat megoldhaté hogyha ez a nyaldb holomorfan trivialis. Vissza akarjuk vezetni

Cousin I-re, de ez nem elég, sziikségiink van egy topologikus feltételre:

21.8. Tétel (Serre). X komplex sokasdg, U nyilt fedés, a kettes metszetek Gsszefiiggdek és egyszeresen dssze-
fiiggoek, ha nem iiresek (az ilyeneket hivjuk egyszerid fedésnek). Ha HY(U,O) = 0 és H*(U,Z) = 0, akkor
minden U-hoz tartozé Cousin II feladat megoldhato (azaz HY(U,O*) = 0).

Kis kitérs: a Z kéve definicidja.
21.9. Lemma. Minden X sima sokasdgon van egyszeri fedés.

Vesziink egy g Riemann-metrikat, és az U,-kat konvexnek erre a metrikara nézve megfelels lesz.
Tény: H*(X,Z) =0 akkor H*(U,Z) = 0.

Tétel bizonyitdsa. f, meromorf Uy-n, hop = J}—Z € O*(U,NUg). Adott tovabba gas € O(UyNUg). €29 =
hag, és feltehetjiik, hogy gga = —gas-

1= haﬂh[jfyh,ya = eQﬂi(903+gﬁw+gva)
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Ezzel kapunk egy elemet kagy = gap + 9py + Gra € Z2(U,Z). Mivel H*(U,Z) = 0, igy létezik £ € CY(U, Z),
amire 6§ = k, ergo kapgy = &ap — Eay + &3y Legyen Gag := gap — &ap € O(Ua NUp). A harmas metszeten &
konstrukci6ja miatt gos € Z1(U, ), de ez a csoport feltevés szerint nulla, tehét létezik n € C°(U, O) amire
Jap = On. Legyen o, 1= > € O*(U,,). Ezekre Z—z = e2M0as = ¥migap = 5.1 O

22.1. Definicié. Legyen X egy topologikus tér, U a nyilt halmazai. Abel csoportok elgkévéje egy leképezés,
amely minden U € U nyilthoz egy F(U) Abel-csoportot rendel hozz4, és teljesiil a kivetkezs feltétel.
Ha U C V € U egy maésik nyilt, akkor létezzen egy ryy : F(V) — F(U) homomorfizmus, és ezek teljesitsék

a kovetkezd axiomakat:
1. F(0) = {0}
2. ryy = id
3. U C V C W nyiltak, akkor ryy oryw = ryw

22.2. Megjegyzés. Lehetne mas algebrai struktirakkal is el6kévét definialni, test, (kommutativ) gytird, algebra,

vektortér, modulus...

22.3. Példa. 1. X toptér, és F(U) = C(U,R) a valos értéki folytonos fliggvények, és a kozonséges meg-

szoritassal mint leképezéssel

2. X dithat6 sokaséag, vehetjiik F(U) = C*°(U, R)-et szintén a szokasos megszoritassal mint homomorfiz-

mussal (vehetnénk akir valamely C* fiiggvényeket is)
3. X komplex sokasag, F(U) = O(U), szintén a sima megszoritassal egy tjabb elskévét ad

4. X egy sima sokasag, E — X sima vektornyalab, akkor F(U) = I'(U) a sima szeléseket rendelve hozza
kapjuk vektorterek egy elgkévéjét

5. X komplex sokasag, E — X holomorf vektornyalab F(U) = H°(U) szintén egy el6kéve

6. X komplex sokasadg, A C X analitikus részhalmaz, F(U) = {f € OU) : flanv = 0} <O(U) egy

ideéal-elGkéve

7. X komplex sokasag, F(U) = O*(U) (multiplikativan persze) Abel-csoportok elékévéje a standrad

fiiggvény-megszoritassal
8. X komplex sokasag, F(U) = M(U) gytrd (illetve ha U 6f, akkor test) el6kéve
9. K € {Z,Q,R,C}, X egy toptér és F(U) = {U — K| lokalisan konstans }
10. X komplex sokasag, F(U) = {f € O(U) : f korlatos }
11. X komplex sokasag, F(U) ={f/g: f,9 € O(U),g # 0 U minden komponensén}

22.4. Definicidé. Legyen X topologikus tér, és adott rajta egy F el6kéve. Ekkor F kéve, hogyha adott {U,}
nyiltaknak egy rendszere, U = U{U,},

4. f,g € F(U)-ra teljesiil, hogy Vo : ry v (f) =ru,uv(g), akkor f =g

1¢ egészérteki

38



5. Va fo € F(Us) &s Vaf teljesiil hogy rv,nvs,v. (fo) = Tv.nvs,us (fs), akkor 3f € F(U) : ry,u(f) = fa

22.5. Példa. Az el6bbiekbdl 1 — 9 mind kéve. A tizedikben ha egy fiiggvény kis nyiltakon korlatos, attél még
nem lesz az unidn is az, tehéit ez nem kéve. Végiil a tizenegyesnél ha a teriink példaul P", két azonos foku
homogén polinom hanyadosaként globalisan nem ragadnak &ssze, csak konstans polinomjaink vannak. Egy

tovabbi perverz példa:
12. X topologikus tér, F(U) = K ha U nemiires, 0 ha iires szintén egy el6kéve

Azonban nem lesz kéve, ha U nem 0Osszefiiggs nem teljesiil a kiterjesztési tulajdonsag

Emlékezziink meg a holomorf fiiggvénycsirakrol. Ha X megintcsak egy komplex sokasag, O, jelolte az x € X
pontban a fiiggvénycsirdk halmazat. Jeldljiik gmathcalO = UxO,, van egy természetes projekcié innen
X-be, ami egy csirdhoz a talppontjat rendeli.

X toptér, F egy el6kéve rajta, ehhez az informécichoz fogunk rendelni egy F = X objektumot.

22.6. Definici6. z € X, z € U}V, f € F(U), g € F(V)-hez azt mondjuk, hogy (U, f) ~ (V,g), hogyha
létezik egy W C U NV nyilt, hogy rwu (f) = rwv(g). Ez latvanyosan egy ekvivalenciarelacio, az osztalyokat
nevezziik z-beli csirdknak és Fx-el jeloljik, tovabba F := Ux F,, a természetes projekcio is atmegy teljesen
azonos modon.

Ezen a téren van egy topologia. Ha U C X nyilt, és f € F(U)-hoz rendeljiik Uf ={f, € Fy:q € U}-t, ezek

lesznek a bézisa a topolégidnak F-en.

Emlék, volt X toptér és definidltuk az elékéve és a kéve fogalmdt. Eqy F (elé)kéve X minden nyiltjidhoz egy
Abel csoportot (vagy valami mds algebrai struktirdt) rendel, és a tartalmazdsokhoz természetes médon tartozik
egy-eqy homomorfizmus analdg modon a figguények megszoritisaval. Két ragasztdsi tulajdonsdg kildnbézteti
meg a kévéket az eldkévékidl, pl a korldtos fiigguények eldkévéje nem kéve. Megkonstrudltuk a lokdlis gyirivel

analég modon o kocsdnydt eqy kévének, illetve a kocsanyokbol egy topologikus teret is.
23.1. Allitas. A vetités F = X lokdlis homeomorfizmus, és F, indukdlt topoldgidja diszkrét.
Bizonyitds. HF O

23.2. Megjegyzés. Ne gondoljuk, hogy ez valamiféle lokalisan trivialis fibrélas, a rostok Ossze vissza lehetnek,
nem izomorfak semmilyen értelemben.

Tovéabba a konstrukci6 megy visszafelé is, ha adott F = X, ahol X toptér, 7 lokalis homeomorfizmus (sziirjek-
tiv), minden fibrumon adott egy Abel csoportstruktira, a miiveletek folytonosak!, akkor hozzarendelhetjiik
az X, F parhoz az F(U) := {s: U — F : folytonos szelés } kévét rendeljiik a standard megszoritéssal mint
homomorfizmusokkal, latvanyosan kévét kapunk.

Vegyiik észre, hogy a topologikus tér konstrukci6jahoz nem hasznaltuk a kévetulajdonsagot, azonban a top-
teres konstrukciobol visszacsindlva mér igen, ezt hivjuk kévésitésnek.

Ezek az F kévék nagyon furcsa topolégiaval birnak, példdul nem mindig Haussdorfak.
23.3. Példa. Vehetjik X = R, és a folytonos fliggvények kévéjét. Tekintsiik az f = x1,-¢ fliggvényt, és a

g = 0 fiiggvényt, ezeket az Fp-ban nem tudjuk szétvalasztani.

Azonban ha X komplex sokasig, akkor O — X Ty lesz a holomorf fiiggvények merevsége miatt!?

Is,t: X DU — F folytonos szelések, akkor legyen s % ¢ is folytonos
?thank god
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Minden p € F, meghataroz egy lokalis szelést a lokalis homeomorfizmus tulajdonsag miatt (ami tudni fogja
azt, hogy f(z) = p).
23.4. Allitas. Ha w: F — X egy kéve, zo € U C X nyilt kornyezet, s; : U = F folytonos szelés j = 1,2-re
és s1(xo) = s2(xo), akkor s1 = so lokdlisan.
Bizonyitds. HF O
23.5. Kovetkezmény. Ha F € Ty, X dsszefiiggd €s s1,S2 globdlis szelések amik egy pontban megegyeznek,
akkor egyenldek.?
Ha X komplex sokasag, F(U) = M(U) ={f/g: f,g € O(U), g # 0}, hozza a meromorf fiiggvények kévéjét
kapjuk, F = M.
23.6. Definici6. (F,m, X),(F', 7', X) két kéve X folott. Kévék morfizmusa a kovetkezs: Egy A : F — F/
folytonos leképezés, ami

1. tartja a rostokat, F, — F.,

2. ezek a megszoritasok homomorfizmusok
Természetesen definidlhatéd a kéve izomorfizmus fogalma.
23.7. Allitas. Minden kévemorfizmus lokdlis homeomorfizmus.
Bizonyitds. A projekciokkal egy kommutativ négyzetet kapunk, a két fiiggsleges leképezés lok. homeom és
kész vagyunk. O
23.8. Kovetkezmény. A nyilt leképezés specidlisan, ezért A(F) C F' nyilt, és minden x-re A(F,) < F.,
hiszen homomorfizmus.
Ezeket fogjuk részkévének tekinteni.
23.9. Definici6é. F — X kéve, H C F nyilt és Vo ‘H N F, < F, akkor H-t részkévének nevezziik.
23.10. Allitas. A: F — G kévemorfizmus, akkor imA részkéve G-ben, a magja pedig részkéve F-ben.

Bizonyitds. A képre vonatkozo allitas vilagos, ez motivalta a definiciot.
Ha y € ker A, valasztunk egy lokalis szelést rajta keresztiil, legyen ez s. A o s egy lokélis szelése G-nek, és az

értéke z-ben 0. Ezért ez a szelés lokélisan megegyezik a nullszeléssel?. Kévetkezményképpen ker A is nyilt. [

Hogy néznek ki az el6kévemorfizmusok? (X, F), (X, G) két el6kéve, mit jelentene itt egy morfizmus? Minden
U nyiltra kell egy ay : F(U) — G(U) homomorfizmus, ami kompatibilis a megszoritasokkal. Ha kévésitiink igy
valoban kapunk is egy kévemorfizmust ezekbdl az informéciokbol, a mag is szépen fog viselkedni, U — ker(ay)
egy kéve rogton, azonban u — im(ay) csak el6kéve lesz, a kévésitése persze pont az imA kéve lesz.

Ha X komplex sokasag vegyiik rajta a Z az O és az O* kévéket.
022500 =0

Teljesiil minden csiraban latvanyosan, lokalisan tudunk logaritmust venni. Azonban ha ugyanezt a leképezést
tekintjiik valami U nyilton akkor mar nem feltétleniil van logaritmusunk, nem lesz egzakt a sorozat, és igy a

képe csak el6kéve lesz, nem teljesiti az 5. tulajdonsagot.

3 Altalanosabban is, ha két szelés megegyezik, akkor ahol egyenléek az egy nyilt halmaz
4a miiveletek folytonossagara tett feltétel miatt a nullszelés mindig folytonos
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23.11. Definicié. Legyen 0 — F — G egy részkéve, a faktorkéve az U — G(U)/F(U) kévésitése lesz. A

rostok egyszertien a G, /F, lesznek.

23.12. Példa. X komplex sokasag, 0 = O — M — M/O — 0, hogy néznek ki a lokalis szelések? A faktorban
lokalisan olyan ekvivalenciaosztalyok vannak, hogy két meromorf fiiggvény, amik kiilonbsége egy holomorf,
ez emlékeztet minket a Cousin I feladatra. Az ott kapott adatok pontosan megadnak az M /O kévének egy
folytonos szelését. A feladat maga azt kereste, hogy ez a globélis szelés mikor jon a nagy M kéve egy globélis

szelésébdl. Kapjuk a
0— H°(0) &5 H'(M) &5 HO(M/0)

egzakt sorozatot, a kérdés az, hogy van-e m € HY(M), hogy g.m = p?
Egy masik egzakt sorozattal operal a Cousin II: O* < M*, a faktort hivjuk D-nek, a Cousin II adat ennek a

kévének egy globalis szelése. A kérdés megint csak az, hogy felirva az
00" M"-D—=0

kévét ez minden roston egzakt, adott p € HY(D), kérdés hogy létezik-e m € H°(M*), hogy q.m = p?
Felirhatjuk ugyan azt a hosszi egzakt sor kezdeményt a globalis szelésekre.

Hasonloéan felirhatjuk a globélis szeléseken indukilt egzakt sort az exponencilis SESre is, és persze itt is
értelmes kérdés, hogy az utolso lépésben sziirjektiv-e vagy sem (ez kb a logaritmusfeladat).

Legyen X komplex sokasag, és A C X analitikus részhalmaz. Vegylik az I,(U) = {f € O(U) : fla = 0}<O(U)
idealkévét, és tekintsiik a szerinte vett faktort. Itt két lokalis fiiggvény azonos, hogyha a kiilonbségiik nulla
az A-n. Ebbdl kapjuk az Oy

23.13. Példa. Ha X = C, A = {0}, akkor kapunk egy C skyscrapert az origoban.

Emlék, egy toptér X és Abel csoportok harom kévéje folotte F,E,G és ezek alkossanak egy rovid egzakt sorozatot
ebben a sorrendben, ami azt jelenti, hogy minden roston egzaktak. Az az dltaldnos kérdés, hogy egy adott U
nyilton mi torténik az egzaktsiggal? Az injektivitds ldtvdnyosan megmarad hiszen minden roston az volt,
tehdt az elsd helyen egzakt marad, illetve a mdsodik helyen, £-ben is, viszont az utolsé pontban nem biztos,
ezt szeretnénk vizsgdlni, ezt vezettik be mault érdn az exponencidlis egzakt sorral. Teljesen analdg setupot
kaptunk a Cousin I és II feladatokkal. EIGbbi esetben a holomorf és meromorf figguények kévéje, illetve
ezek faktora volt a hdrom kéve a természetes leképezésekkel, utébbiban a mem-nulla holomorf és meromorf
fiigguényekkel' csindltuk ugyanezt. Eqy holomorf fiigguény kiterjesztése is példa erre a problémdra, A C X
analitikus részhalmaz, akkor Ia,Ox,04 szintén egqy megfeleld kévehdrmast ad.? O4 folytonos szelései az
f: A — C holomorf fiigguények, emlékeztetiink, hogy O rostjai A-n kivil csak a nullabol dllnak.

Az altalanos setup

0-F%ed g0

és ebbdl globalisan probalunk kitalalni valamit. Mivel 8 sziirjektiv minden s szeléshez lokalisan létezik &s,
ami persze nem egyértelmd, de valasztunk egyet. Egy adott pontban vélasztunk egy ilyen &st, neki van
egy reprezentansa egy kis kérnyezetben T, € £(U,), ezt 16kjik elére S-val, azt latjuk, hogy S o T, és s|y,
megegyeznek egy pontban, tehat egy (esetleg sztikebb) kornyezeten megegyeznek. Tehat az s szeléshez kaptunk
egy nyilt fedést, és mindegyiken egy szelést ugy, hogy a képiik S-nal pont s, azonban az nem vilagos, hogy

!Minden rost Op \ {0}, a miivelet a pontonkénti szorzas, és nem az dsszeadas.
2az A idealkévéje, a holomorf fliggvények, és az A strukturakévéje
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Ossze is ragadnanak. Vilagos azonban hogy a metszeteken vett kiilonbségiik kerS-ban van, hiszen mindketten
slv,nv, -t adjak. Egzaktsag miatt létezik f,, € F(V, NV,), amire a(fy,) = T, — T, teljesiil, ez az obrstukci6

arra, hogy Osszeragadjanak a T,-ek egy konkrét szelésre, észrevessziik, hogy ez pont az 1-kolanc definici6ja.

24.1. Definicié. Adott F — X kéve, V nyilt fedés. F-beli 0-koldncok egy-egy szelés a fedérendszer elemein,

az 1-kolanok a kettes metszeteken vett szelésekbdl allnak. Kapjuk megintcsak a dg leképezést,

{&at = {(&lvanvs — &alvanvi)as}
Az el6bbi szitudcidhoz visszatérve az egzakt sorunk kiegésziil a kovetkezs alakban:
0— H(X,F)— H°(X,€) » H(X,G) —» C'(V,F)
Itt az ] leképezés az s szelésiinkhoz az el6bb konstrualt { f,,} 1-kolancot rendeli
24.2. Allitas. 3T € £(X) : B.T = S pontosan akkor, hogyha létezik {f.} € CO(V, F), melyre So{fz} = {fuy}

Bizonyitis. = Mivel 8,T = foT = S feltevés szerint, ezért 5o (T|y, — T;) = 0 hiszen a csirdk a-
ben megegyeznek, ezért lokalisan is. « injektiv, tehat létezik f, € F(V,), amire a(f,) = T|y, — Ts, ergo
Tly, = Ty + ofz), és igy egy Vo NV, metszeten T, — T, = a(fy) — a(fz) = afzy), o injektivitasabol
kévetkezik hogy fy, — fz = fay-

<’ Ha létezik a feltételnek megfelels f, € F(V,), akkor a(fsy) = a(fy) — a(fs) a megfelel6 metszeten,
konstrukci6 szerint T, — Ty = a(fy) — a(fz), és igy T + o(fs) globalis szelés. O

A kapott obstrukcié nem akarmilyen 1-kolanc, ugyanigy mint a multkor kapjuk hogy 1-kociklus.

24.3. Kovetkezmény. Létezik T' globdlis szelés amire B, T = S pontosan akkor, hogyha a kohomoldgiaosz-

tilya = 0 € HY(V, F), ezzel tovibbmegy az egzakt sorozatunk.

Hogyan lehetne ezt a szelések emlitése nélkiil csinélni ezt? ElGszor definidljuk az altalanos p kolancokat. C9, C'*
mér volt, C?-héz minden harmas metszeten kell valasztani szeléseket, s igy tovabb, a p + 1-es metszeteken
CP-hez, kapunk Abel-csoportokat, és kozottiik definialunk leképezéseket. Ha &€ € CP(V, F) akkor

p

(6p€>ao,u.,ap+l Z(—l)jT o fao,...,d]‘,“.,ap+1

Jj=0
Ahol r megszoritas a N{Vj-re, a kalap az adott index kihagyésat jelenti.

24.4. Allitas. 6,1 06, =0/

24.5. Definicié. kerd, =: Z,(V,F) a p-kociklusok, tovabba a p kohomologiacsoportok a szokisos médon

kerdy,y1/imd, alakban jonnek létre. Ezeket a V fedéshez tartozo Cech kohomolégiacsoportoknak hivjuk.

H°(V,F) = F(X) minden fedésre a globalis szeléseket adja meg, mint azt lattuk.
Meg akarunk még szabaulni a HP(V, F) fedéstol valo fliggésétdl, ez egy "lokalizéacios eljarassal" torténik. Egy

X toptér nyilt fedésein van egy természetes részbenrendezés:

24.6. Definicié. Azt mondjuk hogy a V nyilt fedés az U fedés finomitasa (V < U), ha létezik az indexhal-
mazaik kozott egy p : B — A leképezés, melyre Vs C U, gy teljesiil.
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Ha adott egy F kéve X f6lott, és két nyilt fedés, akkor egy finomitas indukal egy természetes leképezést a
Cech komplexusok kozott

p*CPU,F) = CP(V, F) : (P7€) 80,8y = &p(Bo),.p(By) Va1V, -

Emlék, kéve rovid egzakt sorozatabol hosszi egzakt sorozatot kezdtink el gydrtani globdlisan. Minden
rostban kapunk egy SESt, lokdlisan vdlaszthatunk egy reprezentdnst ami eltaldl egy adott szelését a harmadik
kévének, lattuk hogy két ilyen lokdlis visszahiizott a mdsodik leképezés magjiban van, igy az elsd leképezés
injektivitds miatt eltaldlja. Kapunk egy 1-kociklust és a H'(V,F) csoporttal boviilt az egzakt sorozatunk.
Elkezdtink megszabadulni a fedéstdl valo fiiggéstdl a fedések parcidlis rendezésével, és az dltaluk indukdlt

leképezésekkel.

25.1. Allitas. d,p* = p*J,

Bizonyitds. Meggondolhaté. O
Ebbdl latjuk, hogy a kohomologiacsoportok kozott is egy p* : HP (U, F) — HP(V,F), ahol V < U.

25.2. Tétel. p* fiiggetlen a p leképezéstil.

Bizonyitds. A lényeg, hogy ha van két kiillonbozé leképezés, ami mutatja a relacio fennéllasat, akkor az
indukalt leképezéseik kolanchomotopok lesznek, vagyis létezik o : CP+1 (1) — CP(V) homomorfizmus, hogy
o(dh) + 6(ch) = ph — ph minden p + 1 kolancra. A leképezés expliciten

P
(1) 80,8y = (=1 Bo(80) 083855
i=0
A bizonyitas standard szamolés, p = O-ra a jegyzetben megtalalhato. O

Ezzel kapunk egy pj,,, homomorfizmust a durvibb fedésbdl a finomabba, ami csak a fedésektdl fiigg, az
indexeléstdl nem. Ezek a leképezések a finomitasokra szépen viselkednek, W <V < U, akkor pfyy,, = pinn ol

teljesiil. Eszrevessziik, hogy hasonlé a helyzet a fiiggvénycsirakhoz.

25.3. Definicié. X toptér, F — X kéve U,V nyilt fedései X-nek, és vegylk f € HP(U) és g € HP(V)
ekvivalensek, hogy ha létezik egy kozos finomitasa W < U,V és pinn(f) = ppw(g). Ez konnyen lathatoan

ekvivalencia relacio.

25.4. Definicié. H?(X,F) := {ekvivalencia osztalyok a fenti értelemben} egy Abel-csoport. Ezt hivjuk F
egyltthatos Cech kéve kohomoloégia csoportnak.

Nagyon nehéz kiszamolni!

25.5. Tétel. Ha X parakompakt Ty topsokasdg, akkor H*"9(X,7) = H*(X,Z). Hasonldan a lokdlisan
konstans Q,R,C, ... kévékkel.

25.6. Kovetkezmény. Ha X pontrahizhatd, akkor H1(X,7) = 0¥q > 0.

25.7. Tétel (Leray). X parakompakt To toptér, és eqy F kéve filotte, és eqy specidlis U fedés, melyre
Vp > 0,q > 0-ra ha flq(ﬂgUm,]—') =0 teljesiil, akkor HP(U, F) = HP(X, F).

25.8. Definici6. Ilyen fedéseket F-hez tartozo Leray fedésnek hivjak.
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25.9. Példa. Ha X sima sokasag, és a kéve lokilisan konstans fliggvények kévéje, akkor mindig létezik ilyen
fedés. Tudniillik tegyiink egy Riemann metrikit a sokasagunkra, diffge6bdl tudjuk, hogy minden pontnak van
(metrikus) konvex nyilt kornyezete, ilyenek metszete is ilyen és igy a metszetek pontrahizhatoak.

venni, mert ezek atlognanak az egyelitén, nem lesz konvex, és a metszet egy gdmbov és pontrahiazhatoé.

Valodi félgombbel lefedhetjiik (hany kell?), és meghatarozhatjuk a kohomolégiat ehhez a fedéshez.
25.11. Kovetkezmény. X sima sokasdg, nyilt konvex halmazokkal val fedésénél H(X,Z) = HP(U,7Z)
25.12. Tétel (Cartan). X Stein sokasdg, akkor ¥q > 0-ra H1(X, ) = 0.

25.13. Példa. X komplex sokasdg, ha tudunk valasztani nyilt fedését ugy, hogy a fedés minden tagja, és
minden véges metszete Stein, akkor Cartan elébbi tétele azt mondja nekiink, hogy ez egy Leray fedés és
H'U,0)=H(X,0).

Ezalapjan X = P™ a szokésos fedéssel egy O-Leray fedés, hiszen minden fedéelem C", a kettds metszetek
pedig C* x C"~! (ellenérizziik!), a hdrmas metszetek C* x C* x C"~2 s igy tovabb, fogadjuk el, hogy ezek

mind Steinek.
25.14. Tétel. HI(P",0) =C ha q =0, 0 kilonben.

Bizonyitds. ¢ = 0 akkor tudjuk, hogy csak a konstans fiiggvények globélis szelései O-nak, és az el6z6ek
alapjan elegendd a fedéshez tartozé Cech kohomologiat kiszamolni.

Specidlis esetben nézziik n = 2,¢q = 2. Haromelemi fedésiink van, egyetlen harmas metszet van emiatt.
Minden kolanc kociklus, hiszen nincs négyes metszet, be kell latni hogy mindenki kohatar. F holomorf N3U;,
létezzen f;; € O(U; NU;), melyre F' = fi9 — foo + fo1. Konkrét térképek, Up : [z0 : 21 : 22] — (21/20, 22/20) =
(w1, ws) azonositja (Ci)hm—vel. Ha f € O(Uy), akkor ha hatanysorba fejtjiik (Uy = C), és behelyettesitjiik az

elébbi paraméterezést a fliggvény

ik —i—k i k To 71 T
E : ajrwiwy = E ajrzg’ a2y = E Aroryra 2021 29" = E arz’
J,k>0 r;€L,r1,m22>0,5 7;=0 r€Z3,|r[=0,r1>0,r2>0
Hasonlbéan ha f € O(Uy NUy), akkor &t felirhatjuk egy vegyes Laurent és hatvanysorba (Uy N U; = C* x C)
wy-ben, és

flwy,we) = Z arz" = f([z0: 21 : 22])

rEZ3,r2>0,|r|=0
A tobbi kett8s metszeten is teljesen hasonlatos sorokat kapunk, homogenitds miatt a multiindex norméja
mindig nulla, a kimarad6 koordindta nemnegativ. A harmasmetszeten barmelyik koordinata lehet negativ
kitevén, csak a homogenitéasi feltétel marad meg ("dupla Laurent sor", hiszen a harmas metszet egy C* x C*).

A keresett kohatar alak ugy adodik, hogy ezt a sort szétbontjuk

Z a2’ = Z a2+ Z arz’" + Z a2’

reZ3,|r|=0 reZ3,|r|=0,m70>0 reZ3,|r|=0,r0<0,r1 >0 reZ3,|r|=0,r0<0,r1 <1

Vegyiik észre, hogy a harom tag holomorf az Uy NUs, UyNUs, UyNU; metszeteken. Gondoljuk meg hasonléan,
hogy H'(P?) =0. O

Térjiink vissza az egzakt sorokhoz. A ﬁl(X, F') csoport specilis!
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25.15. Tétel. X toptér, {Vs}pep =V <U = {Us}aca két nyilt fedés, akkor p* : H'(U) — H' (V) injektiv!

Bizonyitds. h € Z'(U, F) és tegyiik fel, hogy p*h = 8h/, ahol h € CO(V, F). Pp(Bo)p(81) Vg Vs, = izgl — hg,,
ahol hg, € F(Vs,). Kellene, hogy h kohatér, azaz h = ¢, £ € CO(U,F), amire haga, = Eay — Eao- Legyen
o, Bo, 1 tetszsleges. Ekkor U, NV, C Vg, ésitt a izgo szelés adott. Ezek nem feltétleniil ragadnak Gssze egy
U, feletti szelésse, ahogy By végigfut a B indexhalmazon, de U, NV, NVg, C Ua NUys,) NUp(g,), € tudjuk,
hogy h kociklus. Kovetkezik, hogy Us N U,s,) N Upyip,)-ban hapse) + Pogop)(81) = Map(sy) teljesiil’, tehat
Ua N Vs, N Vg -ben hapg,) = Papse) + hg, — hg,. Atrendezve hs, + hpBo)a = Pp(Br)a + hg, Gsszeragadnak
egy globélis F(U,,) szeléssé, ez lesz a keresett &,.

Ha most ag, a1 € A és B € B tetszéleges akkor Uy, N Uy, N Vg-ban

far —&ao = hp + hp(ﬂ)al — (hg + hp(,@)oco) = hp(ﬂ)al + haop(ﬁ) = haga -
Az utolsd egyenlGségnél hasznaltuk, hogy h kociklus, és pont ezt akartuk megmutatni. O

25.16. Kévetkezmény. A természetes leképezés H' (U) — H'(X) is monomorfizmus minden U nyilt fedésre,
vagyis H'(X) = 0 pontosan akkor ha minden fedésre H'(U) = 0.2

Ezzel a természtes leképezéssel az eddigi egzakt sorozatunk kiegészithets H (X, F)-el, igy eltiinik a fedéstdl
lokalis reprezentans s1, V; és s, Vo-nek egy kozos fiomitéasat.
Tehat mostmar G(X)-nél is egzakt a sorozatunk. Ez persze nem &ll itt meg, azonos dimenzidkban a, 5.

létezni fog minden rangban, a dimenzidugrasnal akadunk el, ott kapunk egy tjabb § leképezést.

25.17. Tétel. Egy 0 = F — & — G — 0 révid egzakt sorozat indukdl eqy hosszu egzakt sorozatot
0 — HOF) 2 79(e) 25 710G) & Y (F) 2 7HE) 2 1Y) & H2(F) — ...

25.18. Példa. Ha X sima sokasag, £ a sima fliggvények kévéje, £* a nemeltling sima fliggvények kévéje, ezekre
is felirhatjuk az exponencialis egzakt sorozatot. A részkéve megint a lok konstans Z lesz, és gyakon volt, hogy
az egységosztas tétele miatt H=0(U, ) = 0, és latjuk hogy fIl(é'*) = H'""Y(X, 7). Megfigyeljiik, hogy H'(E*)
nem mas, mint a sima komplex vektornyaldbok csoportja a tenzorszorzasra, és ezeket azonositottuk a masodik
szingularis kohomolégiaval.

Ha X komplex sokasag, akkor nincs egységosztas, de ha van olyan szerencsénk, hogy H'?0O = 0 ugyanezt az

izomorfizmust kapjuk.

25.19. Kévetkezmény. H'(O*) = Pic(X), illetve még mindig a fenti feltételek mellett ez azt mondja, hogy

minden sima komplex vonalnyaldbon egyértemi komplex struktora van.
25.20. Tétel (Cartan). Ha X Stein, akkor ez a feltétel teljesiil és H'(X,0*) = Pic(X) = H*(X,Z).

25.21. Kovetkezmény. A projektiv terekre vonatkozo szimoldsok miatt latjuk, hogy itt is teljesiil ez a feltétel,
és igy Pic(P") = H?(P",Z) = 7.

25.22. Példa. X komplex sokasig, megint felirjuk az exponenciélis egzakt sort. Ha H'(X,Z) = 0, akkor
latjuk, hogy minden f € O* fiiggvénynek létezik holomorf logaritmusa. Példaul a kilyukasztott komplex sik
homotopikusan egy S*, probéljuk meg meggondolni hogy mi lesz did.

Tez pontosan a kociklusfeltétel
2illetve H'(U) < H'(X)
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25.23. Példa. Cousin I-hez felirjuk a 0 - O — M — M /O SESt. A kohomologikus hosszu egzakt sorozatbol
latjuk, hogy mivel a Cousin I inputja egy H°(M/O) elem, igy ha H'(O) = 0, akkor a Cousin I megoldhato.
Ez torténik példaul ha X Stein, vagy egy projektiv tér, mint mar lattuk.

25.24. Példa. Cousin II-nél felirjuk ugyanazt a sort mint az egyesnél csillagokkal, az input itt is egy £ €
HO(M*/O*) elem, azaz pontosan akkor lesz megoldhaté a feladat, ha ¢ = 0.

Emlékezziink a Cousin II feladat eredeti megfogalmazasara, egy m, € M*(U,) fuggvényrendszer ugy, hogy
a hanyadosok nem nulla holomorf fiiggvényt adnak a metszeten. A kociklusfeltétel vildgosan teljesiil, és
gap = Mq/mga egy holomorf L vonalnyalab ragasztofiiggvényrendszere, vagyis & = L € Pic(X), és ez utobbi
azonosul H'(O*)-el.

Emlékezziink a Serre tételre, atofgalmazhatjuk a mostani eszkdzeinkkel: X komplex sokasag melyre H'(O) =

0=H? (Z), akkor minden Cousin II feladat megoldhat6, ez kénnyen latszik az exponenciélis egzakt sorozatbol.

25.25. Kovetkezmény. Ugyanezen feltételek mellett kovetkezik, hogy minden L — X nyaldb holomorfan
trividlis.
25.26. Tétel. X Stein és H*(X,Z) = 0, A C X analitikus hiperfeliilet, akkor létezik globdlis minimdlis

definidlo figgvénye.

Bizonyitds. Exponencialis egzakt sorbol kapjuk hogy H'(O*) = 0 Cartan tételét felhasznalva, kivetkezik
hogy minden vonalnyalab holomorfan trivialis, specidlisan az L[A] nyaldbnak is van globalis szelése, ez meg-

felel6 minimaélis definidlo fliggvénynek. O

25.27. Kovetkezmény. X Stein és H*(X,Z) = 0 és A C X analitikus hiperfeliilet, f € O(A), akkor f
holomorfan kiterjed X -re.

Bizonyitis. H'(O) = 0 Cartan tétele szerint, akkor minden fedésre H'(U, ), az el6z6 tétel szerint van

globélis minimalis definialé fliggvény, és korabban lattuk, hogy ebbdl kovetkezik hogy f kiterjed X-re. O
25.28. Definicié. H°(M*/O*) elemeit Cartier divizoroknak hivjuk.

25.29. Definicié. X komplex sokasag, D := > N, A, egy Weil divizor, ha A, C X irreducibilis analitikus
hiperfeliiletek, n, € Z és az Gsszeg lokalisan véges. Div(X) := {Weil divizorok} = D(X) egy Abel csoport.

Emlékezziink a modszerre, ahogyan analitikus hiperfeliiletekhez vonalnyaldbokat rendeltiink.
25.30. Allitas. Létezik eqy div : M* — D leképezés.

Bizonyitds. Vazolunk csak. Legyen m € M*, P(m) = UP; m polaris halmaza, lokélisan véges, a P;-k irredu-
cibilis analitikus hiperfeliiletek, és hasonloan N(m) = UN, a nullhalmaza. Ha Z C X tetsz6leges analitikus
hiperfelillet, € Z, U egy nyilt koriilotte és h € O(U), melyre h|zny = 0. Tegyiik fel, hogy U olyan kicsi,
hogy f minimalis definial6 fliggvénye Z-nek z-ben, ekkor ordz ,(h) := max{m € N:3g € O,, h = f"g}.

25.31. Tétel. Z irreducibilis, h holomorf Z egy kérnyezetében, akkor ordz (h) nem figg x-tél.
Ha most m € M* és x € Z kis koérnyezetben m = g/h, g, h € O, relativ prim fiiggvénycsirak.

25.32. Definici6. ordz ,(h) := ordfz ,(g9) — ordz . (f)
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Ezzel legyenek moo := > (—ordp,(m))P;, mg := Y ordy, (m)Ny m polus- és nulldivizorai. Végiil legyen

div(m) = my — mwo, ezzel kapjuk az allitott homomorfizmust. O

Most altalanositani szeretnénk az L[A] konstrukciot. Legyen D € D(X). Vp € X3U, C X nyilt kérnyezet hogy
Dly,-re egy véges Osszeg Zf[ ngB, ahol Zg irreducibilis hiperfeliilet U,-ban. Létezik egy esetleg sztikebb
Vi, C U,, ahol létezik f5 minimalis definidl6 fiiggvénye Zg-nak. Ekkor div([]) f™) = 321 mi(2:0V,) = Dly,
azaz D|y egy meromorf fiiggvény divizora m,,. Igy kapunk egy V,, nyilt fedést és m,, meromorf fiiggvényeket
a nyiltakon, ez egy Cartier divizor lesz, a hanyadosok holomorfak a metszeteken! Az asszocialt nyalabot igy
kapjuk az m,, fiiggvényeken keresztiil, ezt hivjuk L[D]-nek.

Ezzel kaptunk egy

M* — D(X) — Pic(X)

leképezést. Psyche, ez ugyan az, mint amit méar korabban lattunk
M*(X) = H'(M*/O*) — H' (0%)

Az els6 tagok megegyeznek, H'(O*) = Pic(X), mint amint mar targyaltuk, végil D — {m,} a leképezés

ami Weil divizorhoz Cartier divizort rendel.?

ez izo?
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