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[o1] = si(c1, ..., ci) Schur polinom. sys; =" cf,s K, az egyliithatokat Littlewood-Richardson egyiitthatoknak

nevezziik.

2. Masodik el6adas

Schubert varietasok o;. C" =< eq,..,e, >

2.1. Definicié. Alterek egy 0 < V! < V2 < ... < V" = C" sorozatat zaszlénak nevezziik. Az Osszes zészlok
halmaza FI(C™)-el jeloljiik, és majd kés6bb latjuk hogy sima sokasag, szintén hat rajta a GL(n), méghozza

tranzitivan.

Vilagos, hogy FI(C") = Gi(n)/Stab, kérdés hogy mi is ez a stabilizator? Vegyiik a standard zaszlot, F. = (<
e1 >, < e1,es >,...)-t, neki szeretnénk a stabilizatorat. Ez a stabilizator latvanyosan a fels6haromszogmatri-
xok részcsoportja lesz, jeldljiik ezt BT (n)-el. Ezzel latjuk mar, hogy ez egy sokasig, hiszen zért részcsoport
altal vett faktor, a dimenzi6ja (g), ahany szabad paraméteriink marad. Q; := {V € GriC"|VI : dim(VNF;) =
dim(V; N F;)}, ahol Vi =< e;1,...,e; > az I indexhalmazhoz tartozo altér. A standard flag tagjaival vett
metszeteket fogjuk a V' dimenziovektoranak nevezni, diy (). Ezt a halmazt hivjuk Schubert-cellanak, azon
alterek, amiknek a dimenziovektora megegyezik az I-hez tartozé alterével. o; = Omegay lesz, ezt hivjuk

Schubert-varietésnak.
2.2. Allitas. Gr,C" = u(I%n)QI teljesiil, tovdbbd Q0 = C* (homeo, diffeo,stb).

2.3. Példa. GriC" = P"~ !, 1-ds altereket tekintiink, a dimenziévektor csak annyit mond, hogy az els6 hany
bézisvektor spanjében van benne az egyenesiink. Azt latjuk, hogy o; = P < ey, ..., e; >, vegylik észre, hogy

Q; = 0; \ 05,1 és pont a standard felbontasat kapjuk a projektiv térnek.

2.4. Hazi. A diy, (i) fliggvény monoton ng, és minden lépésnél legfeljebb egyet ugorhat az értéke, a definiciobol

ez more or less nyilvanvald. Feladat, hogy az ugrasok helye megegyezik az I indexhalmazzal.
2.5. Allitas (folytatva). Q = BTV, tovdbbd dim Q; = > (i; — 7), ahol I =iy < iy < ... < if,.
2.6. Megjegyzés. xGr,C" = ()

Bizonyitds. V € g ekvivalens azzal, hogy I a dimenzidfiiggvényének az ugrashalmaza. Szeretnénk gyartani

egy bijekciot ¢ : C* — C™ ugy, hogy im¢ = V+ extra tulajdonsagok, hogy elég merev legyen és valéban



létezzen ez. VN F;, _1 = 0 persze, és dim(V N F;, ) = 1. Tehat létezik egyértelmd v, € V, ami Z;;l e t+eq
alakban irhaté. Ezt folytatva, létezik egyértelmitien olyan v;, ami Zlf -t oy, e;+e;; alakban irhato, ahol tovabba

ap; =0,hal =1, :a=1,..,j—i Ezen a modon eléallitottunk egy bézisat a V-nek. Egymas mellé téve

€y /] 0

1. abra.

a v; vektorokat kapunk egy n x k-as méatrixot, aminek a képe valéban a V', és nem valasztottunk semmit
a konstrukcié kozben. Ezzel kvazi a Gauss elimindlt alakjat kapjuk egy ilyen métrixnak, ebbdl latjuk a
dimenzioforumlat is. Az ugrasoknak megfelels sorokban van egy 1-es, mellette csak nullak, folottiik (ha csak
egy maésik les nem Oli eg 6ket) szabad paraméterek, alattuk is nullak. Ebbél latjuk azt is, hogy valéban
mindenki benne van a megfelels indexhalmazhoz tartozé standard altér orbitjaban, a métrixban e; ha i € I,

és v; ha igen. O

Allitas, hogy T(Gr(C™)) = Hom(S*,C"/S*), hom nyalab a tautologikusbol a trividlisnak a tautologikussal
vett faktoraba. Az n, k Grassmann GL(n)/Stab, egy homogeén tér, altalaban is kiszamolhato. Az egységelem-
ben a lie-algebrakat faktorizaljuk.

H—-G—G/H

egy principalis H nyaldb. T(G/H) = G x iy Ty, ahol a H balrol hat és a kitiintetett pontot [H]-t fixalja. Ezzel
hat az érintGtereken, és a lenti derivalt fogja megadni az érintényalabot. Hazi feladat a szamolést befejezni I

guess?

3. Harmadik elGadas

Q; = Bt V;-hez tériink vissza picit. Allitjuk, hogy v € Q ekvivalens azzal, hogy létezik egy olyan bézisa V-
nek, amiben a vektorok olyan alaktak mint az el6z6 el6adason, az i. bazisvektorban az els6 i; — 1 elem barmi,

és egy l-es az i;. helyen, aztdn még a sorokat eliminalhatjuk ezekkel az egyesekkel. Ebbél latjuk a dimenziét



2. abra.

is, Z]f i; — j, de a kodimenzi6 jobban érdekel minket, \; =n —k+j — i, |A| ;= >_ A, ahol A = (A1, .., Ag).
Particionak nevezziik, mert |-t k elemt particiéra bontja. Young diagramokat is rajzolhatunk ezeknek, ha
olyan kedviink van éppen. Kapunk egy k x n — k-as dobozt, és mindegyik Schubert cellaink bele van ebbe
rajzolva, I € (}) <+ A C [0,n—k]*NZ. Konverzitformula A\; = n—k++j —i;, és hasonléan visszafelé, hasznélni

fogjuk az Q) kifejezést, ami a megfelel§ indexhalmazhoz tartoz6 Schubert cellat értjiik, hasonléan oy-val.
3.1. Allités. or = UJS]QJ.
3.2. Definici6. J < I pontosan akkor, hogyha J, < I; minden koordinataban.

Nézziik meg konkrétan Gra(4) esetét. o012 = {Fa} egy pont, a Young diagram egy 2 x 2 négyzet. A legnagyobb
cella 034, ehhez egy nulla teriiletd Young diagram tartozik, és hozza a teljes Gro(4) tartozik. Megindokoljuk
az allitast egy kicsit. Legyen V; =< e1,ea +teg >€ Q13 C Gra(4). Ahogy t — 0, V; =< e1, ea >, ez valahogy
a rang félig folytonossaga miatt van, csak csokkenni tud ergo egy vektor bezuhanhat egy kisebb altérbe.

Most a teljes lista. 034 = Gra(4), 1-teriiletd diagram tartozik 94 = {V : V. N Fy # 0}-hez. 2 teriiletd
diagrambél van a magas és a széles. EI6bbi az Fz-ban 16v6 projektiv egyenesekbdl all, og3'. 014, az utébbi
az Fi-et tartalmazo egyenesekbdl fog allni. Tovabbmenve elforgatott L alakd a 013, azon V-kbdl all, amikre

Fy <V < F; teljesiil. Végiil o12-ben csak F5 van.

1Heads up, 90 fokkal elforgatjuk a Young diagramokat a bézisvektoros felirashoz képest!



Szemmel lathatoan példaul o3 = PFy projektivizalt, illetve 014 = P(C*/F}) egy masik projektivizalt tér,
pt 11 1 1 1

Gra(4) |1 1 2 1 1
Hogy megy a szorzas? o3, =7 meg kellene szdmolni a metszéspontokat, ha egy kicsit kimozgatjuk. Ezt tgy

majd o153 = P(F5/F1). A kohomoldgia generatorait sematikusan igy vizualizalhatjuk:

vissziik végbe, hogy a flaget, ami definialta a cellainkat kicsit megvaltoztatjuk, ergo Fs-at kicseréljiik F}-
re. Két altalanos helyzets 3-ds altér két dimenzidban metszi egymast, tehat a pont osztalyat kapjuk, oqs-t.
Hasonl6an 0%4 is a pont osztalyat adja vissza. Keresztben oo3zo14 mi lesz? Azon V-ket keresiink, amikre
F3; >V > F], ilyen pedig &altalaban nincs, tehat a szorzat nulla. Ezért a Gro(4) metszetforméja standard
diagonalis 2 generdtoron. Végiil 03, = aca3 + bos, érdekelne minket hogy pontosan hényszor az egyik, és
hanyszor a mésik generator. Egyfelsl 03,003 = a[x], ugyanakkor geometriailag azon V-ket keressiik, amikre
VNFy, #0,és VNF)#0 végil pedig hogy V < FY, ilyenbdl pedig pontosan egy van, a pont osztéilyat
kapjuk, vagyis a = 1. Teljesen hasonléan b = 1, és igy o5, = 2[+]. A szorzotabla beejezését végiggondolhatjuk
otthon.

Vegyiik észre, hogy Gra(4) C P(A2C*), ez egy GL(4) ekvivarians bedgyazis. Mik GL(4) orbitjai A>’C*-en? Ez

utébbira gondolhatunk tgy, hogy a 4 x 4-es ferdén szimmetrikus matrixok, ezeknek a standard alakja a

-bol &ll6 blokkdiagonalis matrix. GL(2n) orbitjai a A2C?"-nek a ranggal van bijekcioban (ami ezesetben
mindig paros). Tehat A2C%-nél 3 orbitunk van, a 0, egy szimplektikus blokk, vagy ketts. Projektivizalds utan
tehat két orbitunk lesz, mi csak a kisebiket valaszthatjuk, ennek az orbitja lesz a Gra(4) a projektiv térbe
beagyazva.

Altalaban is igaz valami olyasmi, hogy egy reprezentéacié projektivizaltjanak a minimalis dimenzi6s orbitja
zart (ha nem lenne az a pereme egy kisebb dimenzios invaridns halmaz stb), és igy minden kompakt algebrai
izé bigy6t meg lehet kapni.

Gro(4) egy hiperfeliilet ebben a projektiv térben, kérdés hogy milyen egyenlet vagja ki? f : A2C* — C polinom
ami GL(4) invarians. Ilyet nem sokat ismer az ember, det jo tipp. Allitas, a determinéns egy polinomnak a
négyzete, mégpedig annak, hogy miamsqs —mizmeg+migmesz-nak. A leképezés maga amit tekintiink az alteret
reprezentald matrix minorjait képezi le, és az méar konnyebben lathaté, hogy egy matrix minorjai kdzott fennéll

ez az Osszefiiggés. oy C Gra(4) C P5, hogy néznek ki ezek a celldk bedgyazva? V =< vy, v9 >€ 034 pontosan
V1 VU2 €1 €3

* x 1 0

akkor, hogyha + % 0 1 determinansa nulla, vagyis ha mgs = 0, az el6z6 egyenlettel gyiitt kapjuk,
* x 0 0
* x 0 0

hogy P*-ben —mq3mog + migmaz = 0. Vegyiik észre, hogy az egyenletben nincs mq2, még egy dimenzi6val
lejjebb tudunk menni, ez a cella egy kip egy P3-beli kvadratikus feliilet felett, méghozz4 sima, tehat P! x P!,
Gri, — P(A*C"), és Gr,_p — P(A""FC") beagyazédnak, na de 6k izomorfak is, hogy néz ki a kettonek
a képe egymashoz képest? Van egy AFC* @ A»*C" — AMC"™ = C parositasunk is. Ez ad egy AFC" =

(A"=*C™)v izomorfizmust?.

2de ez sem kanonikus!



4. Negyedik el6adas

A projektiv dualitasbol kapunk valami hiperfeliiletet, ami a Grasmann képének a duélisa. P(V?) = {V hipersikjai},
és akkor Gri(V?) = Grp_i(V). Vessziik az Osszes hipersikot ami érinti az Y varietasunkat, ebbdl kapjuk a

DY dualist P(V")-ben, allitas, hogy egy tipikus varietas dualisa hiperfeliilet, és hogy ez valéban egy dualitas,
ergo DDY =Y.

4.1. Hdazi. V. = Hom(C" CP), legyen PY C P(V), ahol Y = {legfeljebb 1 rangu leképezések} = Xn—1.
GL(n) x GL(p) hat V-n, az orbitok persze a rang altal lesznek megadva, X jeloli az i korangu leképezéseket.

Micsoda is valéjdban PY, és mi a dudlisa®.

Komplex bilinearis # Hermitikus :’(. Es egyik sem felel meg nekiink teljes mértékben.

A mult 6ran lattuk hogy ogope. egy kup P! x P! felett.

N\ .
-/ & =T
- Gl 1/’ \
| I
3. abra.

BTV; = Uj<;B*"J, ha a szam k-asokrdl attériink particickra. Q; = {V : dim(V N Fy,) = j,j = 1,,,k}, és
Qr=0r={V: dim(VNFr) > 5,5 =1,,,k}

¢ : Ck — C™ leképezés gy, hogy im¢ = V, és V € o7 pontosan akkor ha bizonyos minorjai elttinnek.

4.2. Példa. V € Gri(C™), és azt szeretnénk példaul, hogy dim(V N F3) > 2, ez pontosan akkor teljesiil hogyha
dim([V] < C"/F3) < k—2. Vagyis az kell, hogy az els6 harom sort kidobva a matrixb6l minden k—1x k— 1-es

minor determinansa eltiinik, vagyis a matrix néhany minora elttnik.
4.3. Hdzi. Ezt végiggondolni.
4.4. Kovetkezmény. o; = GrN koordindtaaltér a Pliicker-térben. Tehdt a metszetek nem transzverzdlisak,

nagyon specidlis helyzetben vannak a Grasmannok bedgyazva a projektiv alterekhez viszonyitva. Tehdt nem

csak a Grasmann, hanem a Schubert varietdsok is valdban projektiv algebrai varietdsok.

3ezt kénnyebb latni, mert a csoporthatasnak 4t kell mennie a projektivizalason és a dudlison



—x 0 * %

det( 0 ) ferdén szimmetrikus matrix determindnsa a négyzete egy polinomnak, ezt hivjak
—%  —x *
—% —x —x 0

"Pfaffian"-nak.

4.5. Kévetkezmény. sigmay D o, pontosan akkor, hogyha A C pu, tehdt a Young diagramok kézott tartal-

mazds dll fenn, vagyis A\; < ;.

4.6. Hdzi. Mennyi rkH?!(Gr;(C")) =?. Ugye pontosan azon Young diagramok szamaval, amik teriilete éppen

i, de még jobb ha a Poincaré polinomot meg tudnank hatarozni.

4.7. Lemma (Kleinman-Bertini moving lemma). 3Fy, Fj és ox(Fy) transzverz o, (Fy), G tranzitiv csoport-
hatds M-en, A, B C M akkor létezik olyan g € G, hogy A transzverz gB-re. St az ilyen g-k Zariski nyiltat
alkotnak G-ben.

Vizsgéljuk sing(oy)-t. Lakshnibai-Seshadri tétele a kovetkezs. A szinguléris helyek tgy jonnek létre, hogy a
maétrixban egyel lejjebb 1ép az ember, és balra, mindkét irdnyba letoljuk az egyik sarokpontot. A kodimenzio
ilyen médon mindig legalabb 3-al né.

Tehat a sima Schubert cellak Ggy néznek ki, hogy a Young diagrambol egy téglalapot kitorliink a jobb alsé
sarokbol. Ezeket konnyedén be is azonosithatjuk. {F, <V < F}}, ez pedig személyesen egy Gri._,(Fy/F,) =
ox. Ebben az esetben a téglalap amit kitoroltiink b — k x k — a-as.

A célunk megérteni a Schubert varietasok altal reprezentalt kohomolégiaelemek szorzatait meghatarozni.

4.8. Allitas. c;(S) generdljik H*-ot, ahol. S* — GryC" a tautologikus rész*nyaldb, Q" * a tautologikus

nyaldb szerinti faktor.

Tehat H*(Gr) = Z[c1(S), ..., cx(S)]/ ~. Konnyi talalni relaciokat a Grasmannok kohomologiagytirdjében,
példaul ¢(S)e(Q) = 1, a virtualis normélnyalabra. Kifejezve kapjuk, hogy ¢,—x+1(Q) = 0,...,¢,(Q) = 0, és
ez mér elég is!

Eltl Em + 1

Cur, — 1 Cps Cuy, +1

4.9. Tétel (Gianbelli formula). [o)] = det( Gz ) Ahol u = AT, hogyha a

o,
Young diagramjdt a fédtlora vett tikrozéssel kapjuk. Tovdbbd jelolje & = c;(SV)-t.
4.10. Definicié. Ha ¢y, ..., cg, ... valtozok, definidlhatjuk az s)(c) fliggvényt a fenti determinanssal, ezeket

hivjak Schur polinomoknak.

4.11. Tétel. {sr(c1,...,c) : A= (A1,..0s Ai), |A| = d} egy bdzisa a d. foki homogén polinomok Z[cy, ..., cxla
terének (deg c; =1).

Hac; = E;(x1, ..., x;)5 ahol E; az i. elemi szimmetrikus polinom és deg z; = 1, akkor vilagos, hogy a gradaléso-
kat mért igy koveteljiik meg. Az x;-k persze a vektornyaldbunk vonalnyaldbok Gsszegére vald visszahtuzasanak

az els6 Chern osztélyai.

4a trivialis nyalabnak része
5formalis vAltozok i. elemi szimmetrikus polinomja,



Ni+k—i
Komponalva kifejezhetjiik elséfoki valtozokka is a Schur polinomokat. % = sa(x) ez az alak két
j

determinéns hanyadosaként felirva.

4.12. Hdzi. Megprobalhatjuk meggondolni, hogy ez mért polinom, és mért szimmetrikus.

5. Otodik eléadas

Szimmetrikussdag vildgos, vdltozdcsere megcserél két oszlopot a szdmldléban €s a nevezdben is, ergo :—%—el
vdltozik az értéke (ergo nem). A nevezd egy Vandermonde determindns, [, ;(z; — x;) alakd, a szdmidld is
eltinik, hogyha x; = x; helyettesitést alkalmazunk, tehdt a nevezd osztja a szdmldldt és valoban polinomot
kapunk. Ez elvezet az alterndld polinomok fogalmdhoz (x; <> x; cserére eldjelet vdlt), és ez az érvelés beldtja
a struktiratételt, hogy egy polinom alterndl pontosan akkor, hogyha qV alaki ahol q szimmetrikus, V pedig

egy Vandermonde determindns. sy = |EX7¢+i—j| Mért szeretjiik a Schur polinomokat?
5.1. Tétel.
H*(Gry) = H*(BGL(k)) = Zlci, ..., cx] = H*(Gr(n)) = 0

Bizonyitds. v : ¢; — ¢;(S*), ahol S* a Gry(n) tautologikus nyalabja. Valojaban S jobb valasztas, ennek a
nyaladbnak vannak szelései, pozitiv, stb. 7(s)) = [0,], vagy 0. Az els6 eset akkor, hogyha A Young diagramja

benne van a k x n — k-as téglalapban, 0 kiilénben. O

5.1. Szorzas
5.2. Definicié. sys, = ZM:P\H—I#I c"uxpSy, ezeket hivjuk Littlewod-Richardson egyiitthatoknak.

5.3. Tétel (Pieri formula). sys; = ahol s; az egy elemi (1) particid.

nem lehet két uj kocka egy oszlopban Su

R Tzl gl

T

I

4. dbra. példa az syso szorzattal

5.4. Példa. Tehét a szumma ugy megy, hogy hozzacsapjuk az [ hossza 1 magas téglalapot, és mozgatjuk ugy

" négyzet egy oszlopban. Tehat soso = s3 + s31 + S22, hasonléan

az 1j négyzeteket, hogy ne legyen két "j
S$9811 = S31 + S211. Példa [01]2 = 5181 = S2 + S11- A negyedik hatvanyhoz kibontjuk a tagokat, csak 2s99

marad.

5.5. Hdzi. e 0% € H*(Gry(5)) hanyszorosa a pont osztélyénak?

e 01 C Gri(n) Ggy néz ki, hogy {V : VN F,_; # 0}. Ez a hatvany azt szamolja meg, hogy 6 egyenesen
P*-ben hany egyenes megy at?



slf("_k) = Y axsy, ha elkiildjiik a véges Grassmannba, majdnem mindenki meghal, csak a(p—jyr marad, 6 az

adott leszamlalasi feladatra a vilasz. Ez a szdm tovdbba egyenls deg(Gry(n) C P(AFC™)), hiszen pont egy
komplementer dimenziés altérrel vett metszést szamol.
A Pieri formula + a Giembelli formula (a determinansos dolog) egyiitt azt mondja, hogy elviekben tudunk

Szorozni.

5.2. Szép kis alkalmazas
5.6. Allitas. Altaldnos harmadfoki felileten P3-ban 27 egyenes van.

Bizonyitds. A kovetkezd jol ismert lemmat fogjuk felhasznalni:

5.7. Lemma. E? — M vektornyaldb, s : M — E szelés, transzverz a nullszelésre, akkor [s71(0)] = e(E) =
Cd(E).

f(y1,...,ys) € Pol®(C*) a harmadfokd polinomunk, Z; C P3. s; szelése lesz Pol®(S? — Gra(4)) a tautologi-
kus nyalabnak, egyszerten s¢(V') = f|v, hiszen harmadfoka polinom megszoritésa is az. 5171(0) pont a Z¢-en
levs egyenesekbdl fog allni.

Allitjuk, hogy egy (Zariski) nyilt halmazon ez a szelés transzverz a nullszelésre (bizonyitas majd lesz). A
masik allitasunkhoz ki kéne szamolni e(Pol®>S?). A tautologikus nyaléb felbomlik vonalnyalabok 6sszegére
(igazabdl visszahtizhat6 bele) (S?)” =" Ly @ La, c1(L1) := «, c1(Lg) := B. Pol?S? = Sym3(S?) teljesiil, és

ezt alkalmazva a vonalnyalabos felbontasra
Sym* (L1 @ Ly) = LY @ LY* @ Ly & ...
Tenzorszorzésra az Euler osztalyok Gsszeadédnak, és adodik
e(Pol®S?%) = 3a(2a + B) (o + 283)38.

c1 = a+ (3 és ca = af vilagos, ezzel kifejezhetjiik a fenti egyenldséget 9ca(2¢? + c2) alakban. ¢; = s1, ¢ =
s11, atirunk mindenkit Schur polinomokba. sf = S9 + S11, s% = S99 + ..., S2811 = 0+ ..., tovabb irva
9511(2(52 + 211) + 511) = 27522. Dirr. O

Hogy altalanosodik ez? d fokd hiperfeliilet P"-ben, mikor lesz rajta véges sok egyenes? Az elébbi dologhoz
hogy végigmenjen d + 1 = dim(Grz(n)) = 2(n — 2), vagyis d = 2n — 5. n = 4-re most kaptuk meg hogy a
valasz 27, n = 5-re kb 2825. Ezt még meg lehet probalni esetleg kézzel.

5.8. Allitas. oy = ¢;(SY).

Bizonyitds. Topologia: cq(E?) = 0 ha B = E' @ C.

Geometria: s szelése E-nek, transzverz a nullara, akkkor a 0 &se reprezentalja cq(E)-t.

Altalanosabban ¢4 = 0 ha E? = E/ @ C?~!. Es a geometrie hozz4, hogy léteznek s; szelések i = 1,...,d — [
amik minden pontban lin ftlenek. Ekvivalensen létezik az M — Inj(C¢~' E) C Hom(C% !, E) nyalabnak
egy szelése. Hom \ Inj = ¥,. Ha s egy olyan szelése a Hom-nak, ami transzverzalis ¥;-re, akkor a ¥, Gse

pont c;41-et reprezentalja. O

Olivér hdzija lol. fGrz((C5)[U6] = 4. Ez more or less a Grassmann projektiv foka

5.9. Hdzi. fG’rz [0'1]27174 =7



codim Gry(C") C P(A2C") = ..., nem vilagos hogyan lesz ebbdl becslés, perturbalva fels6t vagy alsot kapunk
a fokra.
Gr(C™) mint sokasag izomorf Gr,,_;(C")-el vilagos médon. Megadunk konkrét izomorfizmusokat, és meg-

nézziik mi toérténik a kedvenc objektumainkkal. Gri (W) = Gr, (W) vélasztassal lesz természetes minden.
G:WOVeAmm(V)={f W >C: fly =0}

Hogy néz ki 6*(S™~*)? ez pont Q" lesz, a tautologikus nyaldb meréleges kiegészitSje. (o (F))) az F. zaszlohoz
tartozo Schubert cella képe mi lesz? Pont oy (FT), a leképezés a valasztott zaszlohoz rendel egy maésikat a

képben az annullacidval, de a tartalmazas megfordul.

5.10. Allitas (Emlékeztets). [on] = sa(c(SV)) az eddigiek szerint ez tovdbbd egyenls = s\r(c(Q))
Definialjuk sz := A,-t.

5.11. Allitas. ¢;(Q) = (—1)7s1;(c(S))

Ebbdl kovetkezik, hogy ¢;(Q) = 515 (c(S”)). Az egyiket elégséges megérteni, mivel: [oyr) = §*[or] = 0*s\7(c(SV)) =

syr(¢(Q)) @1, ..,xr a Chern gySkei S-nak azt jelenti, hogy ¢(SV) = II(1 + x;), ergo ¢;(S") = Ej(z1,.., k)

a j. szimmetrikus polinommal. Most allitjuk hogy ¢;(Q) = Hj;, ahol H; a j. teljes szimmetrikus polinom®7.

Ugyanakkor mivel a két osztaly egymas inverze c(Q) = Hl%m.s Mésként irva sy(E) = Ax(H).

Ha |\ + || = k(n — k), akkor szeretnénk kiszémolni a [o)][0,,] szorzatot. Allitjuk, hogy ez [«] vagy pedig 0

attol fliggben, hogy a kovetkezs eset all-e fenn a particidikkal.

X

5. dbra. Komplementer particiok, amikor [*] a szorzat.

Bizonyitds. Vegyiik a duélis zaszl6t F., ahol F; =< ey, .., en_iy1 >.
5.12. Allitas. Qx(F) = B~ V;()°
Bizonyitds. hf O

5.13. Tétel. Q) th Q,(F)

6

nem csak azok a tagok, amik minden monomban els6 fokon szerepelnek, hanem az 6sszes j foktt homogén monom &sszege
7H1 =F = in, Hy = Zw% + Zi<]’ TiZ g

8az x,;-k vitruélis vonalnyalabok ci-ei tehat a dualizalasnal mind el§jelet viltanak, c(S) = II(1 — x;)

9X a dualis particié



Bizonyitds. Legyen V tetszoleges. Vilagos, hogy b™+b~ = gl(n). Mivel ¢ : GL(n) — Gr : g — gV tranzitivan
hat, dy : gl — Ty Gr sziirjektiv, és készen vagyunk. O

Ebbdl kovetkezik, hogy a Schubert cellak erds értelemben transzverzalisak, sztratumparonként.

Ha ) és pu komplementer mérettek, akkor dim Q th ,(F) = 0, vagyis a metszet véges sok pont. Ezek a pontok
BT N B~ =T invaridnsak. Mivel a torusz dsszefiiggs, ezért ez a halmaz pontonként invaridns. A diagonalis
maétrixokra invarians alterek pontosan a V; koordinataalterek. Ezzel készen vagyunk, hiszen minden Schubert
cella pontosan egy ilyen alteret tartalmaz, és megkapjuk amit allitottunk, és a két particidhoz rendelt altérnek

egybe kell esnie, maskiilonben a metszet egész egyszeriien {ires. O

5.14. Hdzi. [0x][o,] = 0 ha 7z belelog A-ba (elforgatjuk, és kapunk pont mint az el6bb a komplementaris

esetben).

5.15. Kovetkezmény. X C Gr, és vegyik a kohomoldgia osztilydt [X] = > axlon], akkor kovetkezik a

dualitds miatt, hogy ay = [X]|[ox] > 0 hiszen komplex dolgok pozitivan metszik egymdst.

6. Reprezentalhatosag

6.1. Chow-csoport

Legyen X sima varietas. Definidljuk A;(X) :=< i dimenzios részvarietdsok > / ~-t, egy hatalmas szabad
Abel csoport, mod egy ekvivalenciarelacio. ~ a racionéalis ekvivalencia, Y7 ~ Y5 pontosan akkor, ha létezik
V C P! x X varietés, és két pont P'-ben, hogy a szeletek Y; és Y5.'0 Ez azt mondja nagyjaboél, hogy nemcsak
hogy atdeformalhato egyméasba a két varietas, hanem ez az egyenleteik szintjén is megtehets. Nem ekvivalens
pl egy pont és két pont P2-ben. Definialjuk végiil A(X") := A, _;(X™).

Ha Y C X, akkor hozza vehetjiik a [Y] € H*(X) reprezentalt kohomologiaosztalyt

6.1. Allitas. Ez a kohomoldgiaosztdly vétel indukdl egy gydrdhomomorfizmust cl : A* — H°.
Tipikusan nagyon buta, senem mono senem epi.
6.2. Allitas. Ha X -nek van affin'® sztratifikicidja, akkor cl eqy izomorfizmus.

6.3. Példa. Trivialis példa a térusz, van paratlan kohomolégidja, tehat nem lehet izo a cl ciklusleképezés.

Talaljunk negativ onmetszési fele dimenziés varietast. E” — X" egy vektornyaldb, vegyiik a projektiv
lezartjat, E := P(E @ C)-t. Azt allitjuk hogy itt a nullszelés képe pont megfelel. e(E) = k[* C X| persze, és
latvanyosan teljesiil hogy [Z]? = k[* C E|]. Legkisebb példa 7 — P!. Ezzel kapunk egy X = P(r ® C) — P!
nyalabot. Ezt allitjuk, hogy meg lehet kapni a kévetkezé modon is: Vegyiink egy L C C3 egyenest, x = [L] €
P? fixalva, ekkor X = {(I,p) : € I,p € I,1 C P? egyenes}. Vegyiik észre, hogy ez pont P? felfijisa az x
pontban. Ennél is egyszertibb a C2-t felfajni.

C?« 71— P!

10total nem trivi, hogy ez ekvivalencia
11 CF_kkal van kimeritve
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A fenti diagramot projektivizaltuk az imént, és ebbdl latszik az iménti felirdas. X C P(C3/L) x P2-be be-
képezhetjiik a blowup nyalabos felirdsat, a méasodik komponensre valé vetités pont a blow-down'2. Az elss
faktorra val6 vetités visszaadja a fibralast amibdl kiindultunk.

Tekintsiik egy egyenes Gsét:I' = S71(l;) gy, hogy I; = [Vi] # x. Ezzel kapunk egyértelmtien egy "egyenest"
fent, ha egy mas egyenest emeliink fel, ami dtmegy z-en, akkor megkapjuk a visszahuzéasnal a kivételes
divizort Z-t, és a strict transzformot, jeldljiik A-val.'® Allitjuk, hogy [Z] + [A] = [[]. Basically lineéris
kombinéacioit vehetjiik a két egyenest megado vektoroknak, és ezt felemeljiik. A szorzotablat is megkapjuk,
[2=0,[Z2?=-1, AZ=1,TZ=0.

X)) = H*(X)[c1, ey Chy C1y ory En—1) /(e = ¢(p*E)), ahol Gry(E) 2 X a vetités. Vilagos hogy az adott relé-

ciénak teljesiilnie kell, az hogy nincs tébb, a Leray-Hirsch tételbdl kovetkezik, egy nehéz szadmolas.

6.4. Tétel. F — T — X fibrdlt nyaldb, és léteznek fi, ..., fr € H*(T) osztdlyok gy, hogy < fi = filp >=
H*(F) szabadon generdl, plusz még valami feltétel amire nem emlékszink, akkor H*(T) = H*(X) @ H*(F)
mint H*(X) modulus.

Ergo minden elem o = Y p*a; f; alakban fog elgallni egyértelmten.

Visszatérve az eredeti példahoz, mi lesz H*(Grq (1 ® C)) = H*(PY)[e1,é1]/((1+c1)(14¢1) = 1 — [#]). Ebbél
kapjuk, hogy ¢; + ¢ = —[#], és c1¢1 = —ci(c1 + [#]) = 0. A gytird végss soron Z[H,c1]/(H?,c¢2 + c1H).
Al =< H,c; >, és latjuk a szorzotablat, H2 =0, c;H = Hey =1, ¢2 = —1.

6.5. Hdzi. Mi torténik akkor, ha P? helyett P"-et fajjuk fol?

X sima algebrsi var. Y C X részvar, multkor volt [Y C X]-et, az 6 kohomologiaosztalyat. Y-t sztratifikaljuk,
Y\ singY : =Y}, csupa paros dimenzios sztratumokkal. Yy C X \ singY ez egy sima részsokasig, neki van
egy valodi kohomoldgiaosztalya H24(X \ YingY)-ban, és mivel codimSingY > 2d + 2, ezért H??(X)-bél
a megszorito leképezés vladjaban izomorfizmus. Az [Y] osztdly az Y-ra tdmaszkodik, ergo [Y]|x\y = 0.
Tekintsiik a ker (| x\y) = Ay "elkeriils" idealt. Ha Y sima, akkor Ay NH*(X) = 0, hogyha i < 2d, és < [Y] >
ha i = 2d. Ez a Thom-izomorfizmusbol, és egy kivagasbol latszik. HY (X, X \'Y) — H'(X) képe kell a par
egzakt sora miatt, és a source kivagds és a Thom-izo miatt pont H'(v(Y C X),v(Y C X)\0) = H'=24(Y).
Magasabb gradicsokon nem tudni mi lesz, mindenféle izgalmas geometria. Ha f : ¥ — X, akkor létezik
f:H(Y)— H™2?4(X) ha f proper.

6.6. Allitas. [0y] = ¢(Q)
Gr(C™)-ben vagyunk.

Bizonyitds. Kulcslépés, szeretnénk oy-et elGallitani elfajulasi helyként. s legyen egy szelése hom(C, Q) = Q-
nak, ha s th 0, akkor [s71(0)] = e(Q). Az Euler osztaly obstrukcié arra, hogy van-e trivialis dsszeadandoja
a nyaldbunknak, és hasonléan a tébbi Chern osztély is azt obstruélja, hogy van-e d — [ + 1 darab minden
pontban linearisan fiiggetlen szelésiink, ami ekvivalens azzal, hogy Hom(C%~'*+1 E)-nek van egy minden
pontban injektiv. Ha s € T'(Hom(C4~H1 E))-nek és s h 1 (C-1+1 p) 1415

12
Ty =: 8
13ha egy teriink sztratifikilva van affin médon, akkor egy fél6tte levé vektornyalab projektivizaltja is, tehat izomorfizmus lesz

a cl ciklusleképezés
Hyi(ce,c?) ¢ Hom(C®,CY) : coranked =i
1551 ben tehat a nem-injektiv fiiggvények vannak
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Mindezek utan llithatjuk, hogy [s7!(X1)] = ¢, illetve momentarily elhissziik, mindenki latta mér gy is. Le
kellene gyartani egy szelést ami pont o-et adja. Hom(C™, Q)-nak van egy tautologikus szelése, hiszen Q-t
a trivialis nyaldbbol kaptuk faktorizacidval. Megszoritva egy megfelel6 dimenziés altérre kapjuk egy szelését
Hom/(C"F=+1 Q)-nak.

Két allitas, ez az s L1, és hogy az 6s pont megfelels. Egy V' vektortér pontosan akkor van az dsben, hogyha
{dimV N F,_p11—1 > 1} teljesiil, ez pedig pontosan o;-et adja. O
6.7. Hdzi. Y-k sokasagok, mi a dimenzidjuk?

6.8. Hdzi. Lassuk be hogy a fenti s valoban transzverz $!-re.
6.9. Allitas. codimX! C Hom(C*,C?) =a—b+1

Szoritsuk meg ¢;-t M\ s~(X1)-re, itt latvanyosan nulla lesz hiszen van d—[+1 fiiggetlen szelés, pont ezt adja
az s. Mivel ezek karakterisztikus osztalyok ¢;(E)|yn s-151 = ci(E|pp s-151), ezért latjuk, hogy ul...] = ci(E).

Az elv, és amirdl az ekvivaridns kohomolégia sz6l, hogy ez az u nem fiigg az E nyaladbtol.
6.10. Hdzi. Keresni egy nyalabot, amin ez az u kiszamolhato.
Transzverzalitas diszkusszi6. f: M — N sima, Y C N részsokasag.

6.11. Allitas. f hY pontosan akkor, hogyha f~'Y = X sokasdg és vX C M = f*vY C N.
Ha X MY részsokasdgok M-ben, akkor vX NY =vX|n @ vY|n.

6.12. Kovetkezmény. f: M — N, stb mellett azt kapjuk, hogy [f~*(Y)] = f*[Y].
A masik szitudcidban pedig azt ldatjuk, hogy [X][Y] = [X NY].

6.13. Hdzi. A Thom osztalyok szorzodnak, ha nyaldbokat dsszeadunk, feladat ebbdl egy legalabb formalisan
értelmes allitast kibiitykolni.

X, Y legyenek részvarietasok, mi torténik veliik ugyanebben a setupban?
6.14. Definici6é. f MY ha minden sztratumra transzverzalis.

Sokszor elég, hogy az a halmaz ahol f transzverz Y sima részére nyilt Y-ban és f~1(Y \ Y4) kodimenzidja

nagyobb mint Y-e.

7. Transzverzalitas

Transzverzalitast tisztdzzuk ma. Egyszer a Kleinman-Bertini, ha G tranzitivan hat M-en, A, B C M részva-
rietasok, akkor létezik g € G hogy A M gB, s6t létezik egy U C G Zariski nyilt, aminek minden eleme tudja
ezt.

Maésszor az altalanositott Bertini, E — M vektornyalab, B vektortér és ¢ : B — I'(F) lineéris leképezés,
és ® : Bx M — E sziirjektiv, ahol ® : (b,m) — ¢(b)(m). Ekkor ha W C FE részvarietas, akkor létezik
() # Q C B nyilt, hogy ¢(b) M W : Vb € Q.

7.1. Lemma. ®: B x X — Y sima sokasdgok kozotti sima leképezés és W C 'Y részsokasdg, ® M W, akkor
létezik U C B nemdires nyilt, hogy Yo € U : ®(b,-) h W.
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Bizonyitds. Legyen Q = {b € B : ¢(b,-) h W}, és definialjuk W, := ®~1(W). Eszrevétel: feltehetjiik, hogy
ez az Gshalmaz legalabb dim B dimenzids, ellenkez& esetben a B-re vald vetitésnél egy tipikus pont se iires
lesz a szorzatban, és az iires metszés transzverzalis.

B x X 55 B, ezt megszorithatjuk Wg-re (ezt m-vel jeloljiik siman), és azt allitjuk, hogy T€Gr |y, C

A Saard lemma miatt tudjuk, hogy B\ Reg, nullmértékii, és a kritikus pontok halmaza egy részvarietas,
hiszen a Jacobi elfajulasa pont ilyen algebrai feltételeket jelent, és emiatt készen vagyunk, valoban Zariski
nyilt Q.

Most azért az allitast még belatjuk. ® m W azt jelenti, hogy

To)Y =TopaoyW +T(T(p.)(B x X)).
Van egy masik egyenlGségiink is mivel b € reg,, névleg
Tio,0)Wa + Tip,2) ({0} x X) = T{p,2) (B x X).

Most alkalmazzuk T'®-t erre a mésodik egyenletre.

T@(T(@mW@) = T@(b,m)W N T(I)(T(b,m) (B X X))
Tq)(T(b,z)X{b} x X) = T(I)b(TzvX)

és ebbdl
T@(b7$)W + T(Db((TIX)) D T(I)(T(bx)(B X X))

Alkalmazva a transzverzalitasi azonossagot
Tﬁb(b,x)y = T@b(ﬂ)y = be(b,ac)W + T@(bvﬂ)T(b@) (B X X) = Tﬁbb(x)W + TCI)(TIX)
és megkaptuk a kivant transzverzalitast. O

Most alkalmazzuk a dolgot hogy belassuk Kleinman-Bertini tételét. & : G x A — M D B, ahol A, B simék

eloljaréban.
7.2. Allitas. A mostani setupban ® ( M is teljesiil.
Bizonyitds. Ez azért igaz, mert a hatéas tranzitiv. O

Tehat ® th B speciélisan, és az el6bbi lemmabol készen vagyunk. Ha nem sima részvarietasok, akkor a
megfelel§ nyiltakat minden parra Gssze kell metszeni a sima sztratifikaciojanal A, B-nek.

Az altaldnos esetben ® : B x M — FE, ki kéne csiholni hogy a fiiggvény sziirjektivitdsabol kiovetkezik ez a
derivaltjara is.

El6szor is, ez egy lokalis kérdés.

8. Inflexids egyenesek szama

f € Pol?(C"), kapjuk Z; C PC", és végig feltessziik, hogy n = 3 Az egyenesek halmaza Gry(C?) = pC?’

8.1. Definicié. Egy V € Gr3 egyenes inflexios egyenes, hogyha f|y = f{q, ahol f; € Polll.
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Meg akarjuk érteni a Pol?(C?). Eszrevétel, hogy ezek a kétvaltozoés polinomok linearisak szorzataiként allnak
el6. A projektivizéltja a P! beli pont d—-esek, ez egy kiilonleges jelenség, a szimmetrikus szorzat altalaban

nagyon cstnya tér.

Y3(d) := {p € Pol : 3l € Pol' : p = 13q&l Jq&q minden gydSke kiilonboz6}
A lezartja ennek a térnek elfelejti az utolso két feltételt. Ennek a halmaznak a kodimenzidja 2.
8.2. Hdzi. Y2(d) egy hiperfeliilet, mi az egyenlete?

Eszrevétel, ez az Y3(d) halmaz, meg a lezartja is GL(2) invarians'®. A Pol?(S?) — GryC? nyalabot vizsgél-
juk'”, az invariancia miatt lesz értelmes ez a nyaldb, minden fibrumban értelmes a d-foka polinomok tere,
mivel ez GL(2) invaridns ezért ez dsszeragad értelmesen. S* = P X g(2) C?, és ezzel analog modon csinéljuk
most is. Ebben csiicsiil az Y (d)(S?). Van egy szelése, 0,(V) = F|y. Az inflexiés egyenesek ennél a szelés-
nél a részvarietds ose lesz, jeldljiik ezt 732 ¢. Az altalanos Bertinibdl kapjuk, hogy az f-hez tartoz6 szelés

transzverzalis az Yi-ra, vagy akirmilyen mas fix részvarietasara a polinom nyalabnak.
T35 € GraC¥] = o} ¥ (d)(5*) € Pol (5]

Egy altalanos sitkgorbének véges sok inflexids egyenese lesz ezért, hiszen a diszkriminans halmaz 2 kodimenzios,
GryC? pedig 2 dimenzios.

Fel kell oldani ezt a szinguléris részt, nincs nyaldb aminek ez lenne a transzverz szelésének a nullédsa. Meg-
probaljuk a fibrumot feloldani elGszor, majd ezt elvégezziikk minden fibrumban. Megcsinaljuk t6bb médon is.
Elékszitjiik a Y := {(p, [I]) : p = ql®} C Pol?(C?) x P(Pol*(C?))."® Az els6 koordinatara valo projekcio lesz a
keresett feloldas, az latvanyos, hogy Y3(d) felett bijekcid, hiszen ott csak egy haromszoros gyok van. Latni kel-
lene még, hogy ez valéban sima, ehhez tekintjiik a masodik koordinatara vetités fibrumat. Ez latvanyosan egy
Pol=3(C?), ebbél szeretnénk konkludalni a simasagot, illetve azt hogy ez egy vektornyalab P! felett. Vegyiik
a Pol?=3(C?) ® Pol?(C?/v) =: E nyalabot, ahol v a tautologikus nyalabja P'(C?)-nek (eddig S'-el jeldltiik
volna), méashogy jelolve ez ((C2/)")®3. Megadunk egy E — Y leképezést. E — Y q® ¢®3 — (¢3¢, [4]) egy
fiiggvény.

8.3. Hdzi. Megkonstrualni ennek az inverzét Y — E.
8.4. Kovetkezmény. E izomorf Y -al GL(2) ekvivaridins mddon.

Most akarjuk ezt globalisan. Mi lesz a totalis tér? Kiceréljiik a konstrukcioban C2-t S2-re, tehat a bazis

P(S?), ami egy flagsokasag. Ef6lott mar két tautologikus nyalab is van, ezeket is S2, S%-vel jeloljiik.
E — P(S?) = FI(C?)

A totalis tér tehat Pol?=3(5%) @ Pol3(S5?/S'), megszorulva Ys(d)(S?) folé latjuk, hogy ez globélis feloldas.
Eisenbach Harris 32-64.

A Pol?(S?) — Flnyaldbnak van egy szelése & r, ami gyakorlatilag a visszahttéasa o y-nek. Ugyanannyi inflexios
egyenest latunk a Flagben is ha meggondoljuk. Végss soron igy [E C Pol?(S?)]-t akarjuk kiszdmolni. Ez ugy
tud menni, hogy e(Pol?S?/E).

163 hatas a prekompozicié
1752 a tautologikus nyalabja
183 masodik tag egy P!
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8.5. Hazi. F' < E résznyalab, akkor [F C E] = e(E/F)(=e(E)/e(F)).
Kiszamoljuk az Euler osztalyt most. ¢ = c;(s'") és n = ¢;1((s%/s')?). Kovetkezik, hogy ¢;(S%") = ¢ + 17 és
c2(5%") = (n. A Pol%(5?) nyalab Chern gyckei a két "vonalnyalab komponensének" az Gsszes lehetséges d

foku tenzorszorzaténak az Osszegei generaljak
Pol!(S%) = (L @ L'®*)

8.6. Hdzi. kiszamolni
Emlék, Y3(d) C Pol?(S?) — Gro(C") egy fiigguényhez tartoik egy o szelése ennek a nyaldbnak, az Y3(d) dse
ennél a szelésnél pont a flex egyenesek. P = GL(S?) — GroC™ az asszocidlt keretnyaldb, és ezzel legydrthatjuk
P xgr) Ys(d) = Y3(d)(S?), és ezt rezolvdljuk, hiszen a hdromszoros gydkkel biré d foki polinomok tere Y3(d)
szinguldris. A rezohicidja egy fibrumnak a E = Pol®=3(C?)® Pol®(C?/v) — P(C?) nyaldb'®. Eszrevéve, hogy
E-n hat GL(2), és legyarthatjuk az E = P xgro) E — P Xgr(2) PC? = PS? nyaldbot, mint a fibrumonkénti
rezoliicid. Eszrevettiik, hogy ez egy (magasabb dimenzidban részleges, n = 3-ra teljes) zdszldsokasdg,

PS? = Flis(n) = {(L,V) : L' < V? < C"}

Emiatt E = Pol?=3(S?® Pol®(5?%/S"))-t irunk. Tovdbbd Fli2(n) — Gra(C"), és minden fibrum félé vehetiink
tautologikus nyaldbokat, minden pont folé odatehetjik a V sikot egészen, vagy az egyenest egészen (L,V,xz € V

vagy L,V,x € L), ez az S?, illetve az S*. Az f-et dltaldnos helyzetimek vdlasztva minden fleven csak egy

- \/77
;
1 RHS) g

% @ o
iﬁfll \L/> @f\,z/ LM

o Y ’
e (E) 6 ()

6. dbra. Jobb oldalon a flexek, a bal oldalon a flexek, és egy inflexios pont rajtuk ("tantfeloldas").

inflexids pont van, és p eqy bijekciot létesit a flex eqyenesek halmaza, és az inflexids pontok halmaza kézott.
Ki kellene szdmolnunk [E C Pol?(S?)] = e(Pol?(S?)/E) osztdlydt, itt hagytuk abba. A flagsokaségban vessziik
¢ =c1((81)?), és n = c1((S%/51)), és vilagos hogy c1((S5?)Y) = ¢ + 1, c2((S?)?) = (n, mert ezek pont a
Chern gydkei. Pol?(S?) = Symm?((S?)?). Adodik, hogy [](i¢ + (d — i)n) = e(Pol?(5?)). Most e(E) is kell,
a tenzorszorzat egyik tagjat most szamoltuk ki d-re d — 3 helyett, a méasik tagbol megjelenik még 37 minden

szorzandoban, atindexelve Hg(in + (d —1)(), ezt a kettSt mostmar el tudjuk osztani.

e(Pol?S* /E) = (d¢)(n + (d — 1)¢)(2n + (d — 2)¢)

19,}, =91
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Nem tudjuk azonban még [ (3, [(?n, [(n? értékeit.

H*(FU(3)) = H*(PS?) = H*(Gr2(C?))[e. e/ (cc — e(5%))
Ezt kicsit konkrétabban, c=1+c¢; =1+(, ¢=1+¢ = 1+n. ¢((S%)?) = 1 + 01 + 0%, mert ¢(Q")c(S?) =1,
utobbi 1 4 o1, elébbi 1 — o1 + o7. Mivel HroC? egy projektiv tér, a homologiaja Z[o1]/(03). Igy a teljes
kohomolégiagytird
Zlov, ¢ )/ (0}, 01 = C +n,07 = (n).
8.7. Hdzi. (3,1n° =0 ebben a gytirtiben, és (?n = —(n? = [#].

Mostmér minden megvan, hogy az integralt kiszamoljuk, megnézziik a szorzatban a kétféle tag egyiitthatoit.
/(dg)(n (A=) + (d—2)¢) = d(2(d— 1) +d — 2 — 2d) = 3d(d — 2)

Arassuk még a babérokat! Altalanos(abb)an a kohomologikus szamolasok igazak maradnak, és még min-
dig p| proyi(E) €8Y feloldés, de nem biztos hogy p bijektiv. El6relokéssel szamolhatjuk a flagben é16 sima A
varietasnak az osztalyat, a szingularis B folott, [B] = pi[A].

Az elgrelokés kompatibilis a Leray-Hirsch tétellel. F' — E — B IL-H, ha a fibrumra valé megszoritas sziir-
jektiv a kohomologidkban, vagyis H*(F')-et szabadon generaljék fo, ..., f — k-k és a feltétel az, hogy léteznek
fos s fo € H*(E) amikre f;|p = fi. Vagyis ha a € H*(E) akkor Y P*j;f;, ahol 3; € H*(B). Mivel f, a
pont osztalya, a top kohomoldgidba keriil, egy térfogati forma, ezért integréalva csak az 6 egyiitthatéja marad
meg, vagyis pia = -

Elérelokve az elébbi szamolast megkaphatjuk a flexvarietas kohomolégiaosztalyat GroC™-ben.

8.8. Allitas. A mostani setupban egy olyan osztilyt keresiink, ami minden fibrum CP-ben a pont osztdlydt
generdlja, ez pont a tautologikus vonalnyaldb elsé Chern osztdlya, vagyis az eddigi nyelvinkben (, ez lesz az
fo- a(¢,n) = Cp*Bo + p*B1, mivel a bazisbol jonnek, Bo, By, ... szimmetrikus C,n-ban. Tehdt egy kétvdltozos
polinomhoz kell rendelniink eqy egyel kisebb foki szimmetrikus polinomomt, erre a kévetkezd formula lesz jo:

0u(g.n) i= HEL =G

A L-H tétel miatt egyértelmiséget tudunk, és kapunk egy piq(¢,n) = dq.

C=C+nt+n?=s=0c—cy Pn(n=co=s11, (N? — —(n, és ebbdl ki tudjuk szimolni a kivint
osztdly eldrelokatijét.

A flexvarietds osztilya ezért d(d —1)(d — 2)so + 3d(d — 2)s11.

Az egyik egyiitthatot mar lattuk, a mésik azt szamolja meg, hogy egy d foku feliiletnek egy adott ponton &t
hany inflexios egyenese van (be kell szorozni még so-vel, hogy megkapjuk a top dimenziot).

Jegyzet teamsben.

Az eddigi szamolasokhoz megfigyeljiik, hogy az n nem szerepel a formuldkban! Mindegy, hogy melyik C"

felett akarjuk ezeket az osztalyokat szamolni.
8.9. Allitas. Ez egy univerzdlis formula.

Ha P — M egy principalis GL(2) nyalab valaimlyen algebrai sokasag folott, ehhez tudjuk asszociélni az
E := P xgp2) Pol*(C?) D Y3(d)(E) =: Y (P). Az allitas azt mondja, hogy [Y (P)] :=[Y C E] =d(d—1)(d —
2)52(P) +3d(d72)811(P) Itt SQ(P) = C%(P XGL(2) (C2 702(P XG’L(Z) C2, hasonléan S11 = CQ(...). A kovetkezd

allitasbol fog a fenti kvetkezni:
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8.10. Allitas. f: M — N simdk, akkor [Y (f*P)] = f*[YV(P)].

Bizonyitds. [*P xgp ) Pol*(C?) = f*(P xgr(2) Pol?(C?)), mindegy hogy egy principélis nyaldbot huzunk

vissza, vagy az asszocialt nyalabjat. Kapjuk a f pullback leképezést a vektornyalabok kozott.
& J é
{ ( e ) > PY@UQR] <

) )
b —L > M

7. dbra. A pullback diagram.

Az a megfigyelés, hogy f M Y (P). Megfelels azonositas mellett f*” = 7 f*. Azt hasznaljuk, hogy Y (f*P) =
FH(Y(P)), a transzverzalitassal egyiitt ebb6l mar valoban kévetkezik az allitott természetességi tulajdonség,
[Y(f*P)] = f*[Y/(P)] és a technikai 4llitas miatt elhagyhatjuk a vonést. O

8.11. Hdzi. Kiszédmolni a felhasznalt transzverzalitast.

Ugyanezen az érvelés egy altalanosabb allitast is belat, barmilyen principélis G nyaldbra, és invarians rész-

varietésra teljesiil ugyanez.

8.12. Kévetkezmény. Ha G = GL(k), akkor 3o € Zlcy, ..., cx|(H*(BGL(k))), amire [PxgY C PxgV] =
a(P) = kha, ahol k : M — BGL(k) a klasszifikdlo leképezés(e P-nek).

Ugye BGL(k) = Gri(C>), de elegendd valami véges Grassmanunt valasztani CW-approximécié miatt.

P > EGL(Y)
\

Loy

2, M ~> ECoL(Q
\) Gv, ((]j’@)
ka(c )

8. abra. A klasszifikalo leképezés és a véges Grassmanok

Bizonyitds. P := GL(S*) — Gry(C"), erre a := [P xgr Y C ..] € HY(Gr,C") = HY(BGL(k)), ahol a

kohomolégiagytrik a természtes bedgyazason keresztiil azonosulnak. O

Mi is tortént? Volt egy Y C V GL(k) invarians részvarietdsunk, és rendeltiink hozza egy karakterisztikus
osztalyt o € H*(BGL(k)), ezt hivjdk az Y ekvivarians kohomologiaosztalyanak.
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9. Steiner feladat

A probléma az, hogy héany kupszelet érint 5 adott kipszeletet. Hg C {ktpszeletek} = P(Pol?C3) = P5 lesz
a diszkriminanshalmazunk most. Explicitebben Hg = {k : K érinti Qt}. Ez egy hiperfeliilet lesz, a foka kell
nekiink, amir6l az deriil ki, hogy 6. Elemi médon is kiszdmolhaté, az egyenletét egy diszkriminéanssal lehet
szamolni, de mi most egy geometriaibb érvelést fogunk csinalni. Ugy fogalmaztatik at a kérdés, hogy egy
kupszeletsor hany tagja érinti Q-t7

R&vid bevezetd a kipszeletsorokba, a kipszeletek egy P°-6t alkotnak, vesziink egy egyenest ebben a tér-
ben, ezek a kupszeletsorok. Ergo vesziink két kipszeletet, és az egyenleteiket egy projektiv paraméterrel
stlyozva Osszeadjuk. Ebbdl a paraméterezésbdl latvanyos, hogy 5 pont kell egy kupszelet megadasahoz?°, egy

kupszeletsor tehat négy adott ponton atmend kupszeletek seregét is jelenti. Steiner gondolatmenete, hogy

9. dbra. Egy kupszeletsor tagjai, ellipszisek hiperbolak és egyenespérok

{érdekes kupszeletek} = N3Hg,, ennek az elemszama (nem) [[H,]® = 6°, mert kettGs egyenesek vannak

Hg-ban, és egy kettés egyenesnél a transzverz metszés is algebrailag érintésként latszik. Ha ezt nem zarjuk

10. abra. KettGs egyenessel vett metszés

ki akkor a valasz nyilvan végtelen, igy ezeket ki kell zarnunk ahhoz, hogy a feladat érdekes legyen: Hany
olyan kupszelet érint 5 adott kipszeletet, ami nem kettsegyenes? Igy mar nem miikédnek a kohomologikus

technikik, mert nem részvarietds a halmazunk, ki van dobva egy része. Adunk egy intuitiv érvelést arra, hogy

201d. még Geogebra,
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ktpszelet Ggy, hogy P+ L+ Q = 5, és megkérdezziik, hogy hany (igazi®!) kipszelet érinti ezeket? Igy kapunk
tobb feladatot, ezek megoldasait (P, L, Q)-val jeloljiik.
Lesz egy tablazatunk, elkezdjiik kit6lteni. (5,0,0) = 1, 6t pont megad egy kupszeletet egyértelmtien. Megyiink

tovabb (4,1,0) = 2, egy kupszeletsor tagjait kell visgalni, és pont kettd fog érinteni egy fix egyenest.

11. 4bra. (4,1,0)

(3,2,0) = 4. Az el6z6 feladatbol tudjuk, hogy egy adott egyenest érint6 kupszeletek hiperfeliiletének a foka
2.

(P.L.Q) # / (Hp|P (HLF[Ho)?

Azonban ez a formula néha azért miikodik, példaul az elbbi esetben. A kettds egyenesek nincsenek elég sokan
hogy bezavarjanak, nem tugy a kévetkezs esetben!

Projektiv dualitas to the rescue P? > p <+ {L : p € L} € (P?)?, és ez a dualizélés tartja az illeszkedéseket. Ez
megy tovabb, egyenesek dudlisa egyenes, és még a kupszeletek is dualizalodnak @ — {Q-t érint§ egyenesek},
tehat ha van egy allitdsunk amiben pontok egyenesek és kupszeletek szerepelnek, akkor annak a duélisa igaz.
Ebbél kévetkezik, hogy szimmetrizaljuk a tablazatot innentdl, (2,3,0) = 4.

Igy a tablazatunk egyfajta Pascal haromszog lesz.
9.1. Allitas. (P,L,Q)=2(P+1,L,Q—1)+2(P,L+1,Q —1)
9.2. Haz. Kitolteni a tablazatot.

Bizonyitds. Egy valos triikkon milik az allitott rekurzié. ElGszor is legyen az egyik kupszelet egy egyenespar.
Egy ilyet kupszelet kétféleképpen tud érinteni, vagy valamelyik tagot valéban érinti, vagy atmegy a metszés-
ponton. Kis perturbécié utian az egyenesparboél hiperbola lesz, a valéban érinté kipszeletek ezt észre sem
veszik, a kettGspontban "érint6" kupszeletek viszont megdupldzodnak, a hiperbola két 4gabdl valamelyiket
érintheti. Itt nemtrivialis 1épés, hogy a perturbacioé igy valoban elvégezhetd.

A masik eset az, hogy ha az egyik kupszeletet egy pontnak valasztjuk, ezt ugy lehet érinteni, hogy dtmegyiink

rajta. Megperturbélva kapunk egy kis ellipszist, és szintén két modon lehet majd érinteni.

2Inem kett&segyenes
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Na de hogyan lehetne ezt precizen? P? = {kett&segyenesek} < P°  méghozza pont a Veronese feliilet V.
Felfijjuk a P5-6t a Veronese képe mentén, legyen ez B. Vesziink 5 darab Hp, Hg, .-t lent, és tekintsiik a

strict transzformjukat. Hp, ..., ez ugye ugy alakul, hogy Wp\‘/), a teljes Gse ez, unio a kivételes divizor,

B~1V. Allitas, hogy megsziintek a gondjaink, a strict transzformok metszeteinek az elemszama mar a valodi
megoldast adja, és transzverzalisak is. fB [HQ]5 = (5,0,0) Gond, hogy nem ismerjiikk H*(B)-t, kellemetlen.

Az az allitas, hogy [Hg] = 2[Hp|+2[HL], a preciz verzidja az iménti rekurzionak. Ezért [Hq)® = 2° Zg ) [Hp|{[HL]P,
és még ki kell szamolnunk az [[Hp]’[H]> '-ket, ez pont a haromszogiink als6 sora, és a Veronese képét el-

keriilik, tehat ugyanaz az integral lent és fent. O
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