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1.

Peldak:

C részhalmazai, Riemann gémb.

f : C?— > C irreducibilis biholomorf leképezés, R :=< (z,y) € C?|f(z,y) =
0, f2fy # 0 >. Irreducibilitas 6sszefligg6séghez kell, a derivaltak nem nullasaga a
térképek holomorfitasahoz.

Ha nem teljesiil a derivaltas felétel, £(0,y) = y* * p(y), az origé legalabb kétszeres
gyok, tehat minden értékhez az origdnal kell6éen kodzel van k darab kiilénb6z6 6se, és
igy a szingularitasok felbonthatdak tébb riemann fellletté.

Leképezések holomorfitasa is definialhato az evidens modon, konform ekvivalencia.
Ertékmultiplicitas, polusmultiplicitas is joldefinialt a térképek kozott, viszont a
reziduum nem!

Homotdpia, univerzalis fedés, fedétranszformaciok és szigortan diszkontinuus fedés,
fed6transzformcidcsoport és fundamentalis csoport izomorfiaja skipp.

Univerzalis fedés konstrukcioja:

R riemann felllet, xy € R, y € R. Kosse 6ssze v -t y-al. Az (j felllet a R .=
{(y,7)|y gbrbe y-ba}/homotdpia a gérbékre, a kérnyezetek egy pont
térképkdrnyezetében meghosszabitjuk az (y, ) utat a térképkdrnyezet pontjaiba,
mivel a térkép egy korlap, ez egyértelm(. A térképleképezés az elsé koordinatara valo
vetités. Haussdorfsag, dsszefliggbség konnyd, egyszeresen dsszefiiggé? ¥(t) =
(v(t), 8 /homotopia)=(y(t), ¥|jo,4 /homotdpia). De ¥ (t) t € [0, g] nullhomotp,
és ezzel készen vagyunk.

V4 4
Példak
Korgylrinek sav az exponencialis leképezéssel.

Haromszor pontozott Riemann gémb, pl. a 0, 1, co helyeken, tikrozési elvvel
kiterjesztjlik az egységkorlapra a felsé félsik leképezését ide. Kévetkezmény:Picard
tétel
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Az univerzalis feddterek a mi esetlinkben metrikus terek, és egy infimumos
konstrukcioval lehet ezt atvinni a lenti térre az 6s6k tavolsaganak minimumaval. Az
egységkorlapon van konform automorfizmusokra invarians metrika ami a
hiperbolikus geometrianak egy modelljat kapjuk. A sikon is van egy invarians
metrikank nyilvan, illetve a gdmbon is, de 6 amugy sem tud fedni senkit, nincsen
szigordan diszkontinuus automorfizmuscsoport. Mindez tehat az egyszeresen 6f
Riemann fellletek osztalyozasan mulik.

2.

Fedéseket részcsoportokbol kapunk, a tegnapi konstrukcié altalanositasaval.

v : [a,b] — R, zobdl indul, w-be megy, és két (o, wo) ~ (1, w1) hawo = wi
és Y01 € H < 1 (R). Afedbleképezés a masodik koordinatéra valé projekcio.

H = G valasztassal a trivialis fedést kapjuk, H = 1-el pedig az univerzalist.

h : S — R fedés, S-en automorfizmusok egy diszkontinuus részcsoportja F', melyre
S/F = R és a fed6leképezést a faktorizaci6 adja meg pontosan akkor létezik, ha
H < G, ezeket hivjuk Galois fedésnek.

Q 71 (S) = H, a faktor pedig a fedétranszformaciocsoport.

Sl C, D! a harom egyszeresen sszefiiggd Riemann-feliilet, erre hajtunk (még
mindig). Nehéz talalni holomorf/meromorf fliggvényt Riemann-fellleten az
unicitastétel és hasonloak miatt (nincs egységosztas!). Ugye a cél pont az lenne, hogy
tetszdleges egyszeresen dsszefliggd Riemann fellletet leképezzlink a fenti harom
valamelyikébe, de mar akarmilyen holomorf fliggvényt is nehéz talalni.

Egyszer(i analitikus gérbének neveziink egy v : [0, 1] — M leképezést, ha az
kiterjeszthetd egy az intervallumot tartalmazé tartomanyra a komplex sikon (ebbdl
szakaszonkeént analitikus gorbe fogalma, stb). Az unicitastétel miatt csak véges sok
metszéspontjuk lehet. Homologia emlékeztetd.

Differencial szokasosan a térkép visszahlzasaval, ennek holomorf, meromorf verzioja.
Ertelmezhetjiik tovaba f7 F(z)dz is a térképekre valo felbontéssal
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Cauchy integraltétel: Ha v egy nullhomolég ciklus, akkor fv df = 0. Reziduum is

értelmezhetd a szokasos modon, illetve a korulfordulasi szam. Reziduum tétel zart
Riemann felileten > ) ResF = 0. Ez azon mdlik, hogy véges sok izolalt szingularités
lehet, ezek koré vesziink kis e-kdroket, az uniojuk nullhomolog lesz. A
szingularotasokat kidobva az integraltétel szerint valoban 0-t kapunk.

¥ Kovetkezmény (értékeloszlastétel): Zart fellleten meromorf (nemkonstans)
figgvény multiplicitassal szamolva minden C értéket ugyanannyiszor vesz fel.

df/(f — a) meromorf differencilra alkalmazzuk a reziduum tételt.
Harmonikus fliggvények, és a Poisson formula.

v Allitas: harmonikus fliggvények lokalisan egyenletesen konvergens sorozata is
harmonikus.

A lok.e.konvergencia &tmegy az integralason, és a harmonikus fliggvényeket
integralformulaval adtuk meg.

Harnack egyenlétlenség: nemnegativ harmonikus fliggvény az egységkorlapon, a
minimuma és a maximuma legfeljebb egymas 9-szeresei. Altalanosan tébb
kompakttal is a maximum a minimum egy A-szorosaval becsilheté (jegyzet 18. 0.).

Kovetkezmény: harmonikus fliggvények monoton névé sorozata vagy mindenutt oo-
hez tart, vagy mindenitt lok.e.konvergens. Ehhez kell a Vitali-Montel kivalasztasi tétel.

Vessziik a harmonikus fliggvényhez tartozé holomorfat az egységkorben, ezt tudjuk a
Harnack egyenlétlenséggel becsuilni trivialisan, ezek e. korlatosak, van megfeleld lok.e.
konvergens részsorozatuk. Lefedjik a tartomanyunkat kérnyezetekkel, mindegyikben
talalunk egyenletesn korlatos részsorozatot, kiatlézva kapunk egy globalisan
kovnergens részsorozatot.

Szubharmonikus fliggvény, ha a kdzépértékintegral felllrél becsuli a figgvenyértéket
(ez cirka azt jelenti, hogy a A = V2 Laplace operator nemnegativ).

Véges sok szubharmonikus fliggvény maximuma is szubharmonikus (ez elrontja a
difhatdsagot, jaj). Meglepd mddon ez is egy joéldefinialt fogalom Riemann-fellileteken
is (mint a harmonikussag)! Ervényes rajuk a maximum elv, ha létezik lokalis maximum
egy pontban, ha lokalisan konstans.

Ha egy u harmonikus majoralja h-t a peremen, akkor mindenhol majoralja, egy
Dirichlet-feladatot megoldva latjuk, hogy ha h szubharmonikus, akkor egy
attérképezése is az lesz (Halasz 20. o.).

Dirichlet feladat riemann fellilet analitikus perem( hataru tartomanyan megoldhaté
ugy, hogy ne vegyen fel Uj értékeket. Vessziik az egyenl6tlenségeket teljesitd
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kompakt tartoju szubharmonikus fliggvények szuprémumat amik teljesitik az
egyenlotlenségeket. Egy térképkornyezeten belil lecserélhetjiik a klasszikus Dirichlet-
feladat megoldasara a fliggvényt, ezzel névelhetjik a fliggvényt a harmonikus
majorizacio elve szerint.

3.

Emlékeztetd: szubharmonikus fliggvények. Tudunk beldlik globalis fliggvényeket
Osszeragaszgatni, €s er0s kozik van a harmonikus fliiggvényekhez (ha egy
tartomanyon értelmezve van egy harmonikus, és egy szubharmonikus fliggvény, és a
peremen a harmonikus majoral, akkor mindenhol). Holomorf fliggvényt nehéz
megadni.

¥ A Dirichlet feladat megoldhato, ha D egy tartomany a Riemann fellileten aminek
minden hatarpontjabol indul a hataron analitikus iv, akkor minden folytonos
korlatos fliggvényhez mint peremfeltételhez létezik megoldasa D-n.

Foltehetjlk, hogy a peremfeltétel 0 és 1 kozott van. Vessziik a D-ben kompakt
tartoju szubharmonikus figgvények (amik tudjak a peremfeltételt) (= H)
szuprémumat, 6 lesz a kandidatus a megoldasra (u).

ro € D, és V egy térképkornyezete Ggy, hogy még a lezartja is térképezhetd,
vehetjik akar az egységkorlapnak. Vegylk ennek egy sir( részhalmazat, r,,, és

u(ry,) = limh}; hY € H.

hn, = max{hg : 4, < mn}, ezekis benne vannak H-ban. Vegyiik észre, hogy
ezek monoton nének, ez egy atlézas gyakorlatilag. Ezért Vk € N : u(r) =
lim A, (7).

Mostmar legyen h; a h,,-hez tartozé Dirichlet feladat megoldasa V -ben (ezt
tudjuk a klasszikus komplex analizisbél), a kdrnyezeten kivil pedig maradjon h,,.
Ez a fliggvény is szubharmonikus lesz, csak a hataron amené gorbékre kell
ellendrizni, de itt is igaz lesz, hiszen csak noveltik az integrandust a
kdzépértéktulajdonsagnal, igy a harmonikus majoralas elve miatt teljestlni fog.
Egy kompakt halmazon valtoztattuk meg hy, -et, tehat még mindig kompakt
tartéju figgvényt kapunk, h} € H.
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h monoton nové szintén, sét harmonikus fliggvényhez tart a V'-n (Harnack
egyenl6tlenség miatt harmonikusok monoton limesze is harmonikus). Tovabba
konstrukcié miatt b (1) — u(ry), tehat az u fiiggvény egy strl részhalmazon
egyenl6 egy harmonikus figgvénnyel, vagyis V' minden pontjaban az, ezt minden
V -re eljatszhatjuk, tehat u harmonikus.

Kell még, hogy lim u(¢) = u({p), ahol ¢ € D, (y € OD. Vessziik egy §
sugaru kérnyezetét (y-nak D-ben (egy térképezés kis korlapjanak 6sképeként),
ahol § gy van valasztva, hogy |u(¢) — u({y)| < € minden { € 0D-re.
Modositjuk a fiiggvényt hogy a B((o, d) hatérara lecsengjen, elmetszve D-vel
minden komponensen harmonikus legyen, ez csak egy Dirichlet feladat
megoldasat jelenti. Az igy kapott fuggvény legyen h, ez benne lesz H -ban,
kompakt tartojd, és szubharmonikus, megint csak a kis kérvonalon kell
leellendrizni, de mivel ott azonosan 0, a fliggvény nemnegativ, teljesil a
kozépértékfeltétel. (o-ban nem valtoztatuk az értékét, lim h({) = u((), vagyis
létezik §* > 0, hogy V¢ € B((p,9*) N D-re h(¢) > u({y) — € ugyanakkor

u(¢) = h(¢) = u(éo) — e

A masik egyenlétlenséghez harmonikus majoralas. Konstrualunk egy masik
fliggvényta 0D N B(Co, d)-n. {p-ban nem valtoztatunk, nagyobb egyenlé
legyen u-nal itt, és folytonos. Tovabba legyen u = 1 a kérvonal, és D hataranak
metszetén (ez véges sok pont) és a kdrvonal hataran is. Most erre oldjuk meg a
Dirichlet feladatot (komponensenként), ez lesz h.Eza fliggvény majoral minden
h € H-t V-n, nem tudjuk hogy kompakt tartéjd, de nem is kell, hiszen emiatt

h > u is teljesil a szuprémum tulajdonsagai miatt. Latjuk mostmar, hogy mivel a
Co-beli értékeik megegyeznek, folytonosak, ergo 36 > 0 : V¢ € B((o,¢) N D-
e u(¢) < R(C) < u(Go) + €

Megjegyzés, nem mindig egyértelm0 a Dirichlet feladat megoldasa, mi most a
legkisebbet konstrualtuk meg.

Legyen D C C egy 6f szép hataru tartomany, zo egy pontja. f egy konform bijekcio
az egységkorrel, f(zg) = 0, akkor log | f| egy Green-fiiggvény.

¥ Tétel: ugyanolyan feltételek mint az el6bb, de legyen a hatar nemures, p € D-hez
létezik egy D \ zo-n harmonikus u > 0 fiiggvény, ami a hataron azonosan nulla
(limesz), és ha vesziink egy p térképet 2y korul, ami 2y-t az origoba kepzi, akkor
u(r) + log|p(r)| szubharmonikus, ha z-ban alkalmasan értelmezziik.
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El6szor is, ha p1, pa két térképezés p koril, p-t az origdba képzik, akkor
limy, p1/p2 = a = 0 Iétezik

Vegyiik megint az dsszes szubharmonikus, kompakt tart6ju fiiggvényeket D \ p-
n, amik 0-ba tartanak a 8 D-n, és egy vélasztott p térképezéssel h + log |p| a p
pontban is szubharmonikus. llyen fiiggvény legaalbb egy van, a — log ||
fliggvény az egységkoron, és 0 kivil. Ezt a nemires figgvényhalmazt jeléljik H -
val, a korlatossagot nem latjuk.

Legyen V' zy egy térképkdrnyezete, p : V' — B(0, 3) és menjen 2, az origéba,
és h € H.Tovabba My = max{h(z)|p(z) = 1}, M1 = max{h(z)|p(z) =
2}

Allitjuk, hogy 3g < 1 : My < M. Ehhez Legyen u harmonikus D \
p~1(B(0,1))-n megoldasa annak a Dirichlet feladatnak, melyre &D-n 0 a
peremfeltétel, és 1, ha p(z) = 1. max{u(z) : |p(z)| =2} =g < 1a
maximum-elv miatt. Most az Myu a D \ p~* B(0, 1) halmazon majoral
tetszéleges h-t az M -et definiald halmazbdl.

A h* := h + log |p(z)| értelmes V -n, és szubharmonikus. Ebbdl, és a
szubharmonikus fiiggvényekre vonatkozé maximum elvbél My + log 2 =
Max|,(;)|=2 h* 2 maxjy(z)—1 A" = M.

Kovetkezik, hogy M1 < Ma + log 2 < qMi + log 2, vagyis M1 <
log2/(1— q).

Ebbdl latjuk, hogy korlatos, és hasonl6 médszerekkel mint az el6bb belathato,
hogy a pontonkénti szuprémum megfeleld.

4,

v Tétel: ugyanolyan feltételek mint az el6bb, de legyen a hatar nemires, p € D-hez
létezik egy D \ zo-n harmonikus u > 0 fliggvény, ami a hataron azonosan nulla
(limeszU), és ha veszlink egy p térképet zq kordl, ami zp-t az origoba képzi, akkor
u(r) + log|p(r)| szubharmonikus, ha zp-ban alkalmasan értelmezziik.

El6szor is, ha p1, p2 két térképezes p koril, p-t az origoba képzik, akkor
lim, p1/pa = a = 0 Iétezik,
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Vegyiik megint az dsszes szubharmonikus, kompakt tartéju fiiggvényeket D \ p-
n, amik 0-ba tartanak a 8 D-n, és egy valasztott p térképezéssel h + log |p| a p
pontban is szubharmonikus. llyen fiiggvény legaalbb egy van, a — log |p|
fliggvény az egységkoron, és 0 kivil. Ezt a nemires fliggvényhalmazt jeléljik H -
val, a korlatossagot nem latjuk.

Legyen V' zy egy térképkdrnyezete, p : V' — B(0, 3) és menjen 2, az origéba,
és h € H.Tovabba M; = max{h(z)|p(z) = 1}, M1 = max{h(z)|p(z) =
2}

Allitjuk, hogy 3¢ < 1 : M2 < gqM;. Ehhez Legyen u harmonikus D \
p~1(B(0,1))-n megoldasa annak a Dirichlet feladatnak, melyre &D-n 0 a
peremfeltétel, és 1, ha p(z) = 1. max{u(z) : [p(z)| =2} =q¢<1a
maximum-elv miatt. Most az Mju a D \ p~* B(0, 1) halmazon majoral
tetszéleges h-t az M -et definiald halmazbdl.

A h* := h + log |p(z)| értelmes V -n, és szubharmonikus. Ebbdl, és a
szubharmonikus figgvényekre vonatkozé maximum elvbél My + log 2 =
maX|p(z)—2 B 2 maX|y()—1 B* = M.

Kovetkezik, hogy My < My + log 2 < qM; + log 2, vagyis M; <
log2/(1 — q).

Ebbdl latjuk, hogy korlatos, és hasonld mddszerekkel mint az elébb belathato,
hogy a pontonkénti szuprémum megfelelé.

Lattuk, hogy lokalisan van Green fliggvény, van-e globalisan?

Allitas: Minden Riemann feliilet lefedheté megszamlalhaté sok
paraméterkdrnyezettel.

Definicio: paraméterkérnyezet egy V' kérnyezet, amin létezik p: V. — D C C
térképezés.

¥ Legyen R Riemann feliilet, V' egy paraméterkérnyezet, p : V' — B(0, 2)
konform bijekcié. R* := R\ p~tB(0, 1). Allitjuk, hogy R* metrikus térré tehetd.

Vesziink egy nemtrivialis Dirichlet feladatot R*, ez egy nemkonstans harmonikus
fliggvényt hataroz meg. Lokalisan vehetiink hozza egy harmonikus tarsat, f =
u + 2v holomorf lokalisan, nem jol definialt, egy additiv konstans ambiguitas van
benne. Ezért d f egy jéldefinialt holomorf differencial. Legyen zq, zo € R*, és
legyen d(z1, 22) = inf{f,y |df] :

v a két pontot 6sszekotd szakszonként analitikus gorbe}. Kérdés, hogy
mért nem lehet két kiildnb6zd pont tavolsaga 0?
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Legyen z1, 22 € R*, U egy paraméterkérnyezete, p : U — B(0, 1) bijekcio, és
~ szakaszonként analtikikus gorbe kozottik, mely végig U -ban fut.

L1df1 = [ l9()ldz] 9(2) = S5 anz™ ha p() € B(0, €), akkor
lak /2||2"%] < |g(2)] < 2|ak||2¥]. Lokalisan alulrdl tudjuk becsiilni az integralt
egy pozitiv szammal alulrél becsilni, kivil pedig csak még messzebb vannak a
pontok.

Kovetkezmény: R valdoban megszamlalhatd sok paraméterkornyezet unidja.

Most legyen R nem kompakt Riemann felllet, zop € R. Mikor van zp-ra vonatkozo
Green fliggvény R-en? Lefedjik megszamlalhato sok paraméterkornyezettel, aminek
még a lezarasa is paraméterezhetd, a hatar szép analitikus gorbe, ezek halmaza P,,.

Legyen D,, C R monoton névé nyilt részhalmazok a kdvetkezd rekurziv definicio
szerint. Legyen 2o € Py, akkor D1 = P4, és ha D, definialva van, akkor legyen Py a
legkisebb index( olyan paraméterkdrnyezet, melyre P, N D,, = (), de Py 7 Dy,
D, 1 := D,, U Py.Vilagos, hogy U°D,, = R, mivel D,, kompakt (és R nem az),
ezért ez valdban végtelen sok tagu ez a sorozat. D,,-en van Green fiiggvény, és
nagyobb halmazon a Green fliggvények majoraljak egymast, mert a kiildnbség egy a
hataron nemnegativ harmonikus fliggvény lesz. Legyen g,, Green fliggvény D,,-en 2
-ra. Ha ez konvergens, akkor R-et hiperbolikusnak hivjuk (figgetlenség gn,
valasztasatdl, D,,-tél, zy-tél nem lesz elmondva, de megcsinalhatd), ha pedig
mindenhol végtelenbe tart ez a sorozat, ekkor R-t parabolikusnak nevezzik.

Belatjuk, hogy egyszeresen dsszefliggd hiperbolikus Riemann feliilet konform
ekvivalens az egyséegkorrel!

Legyen u egy Green figgvény R-en, v a harmonikus tarsa (lokalisan definialt csak,
vagy mod 2mi), tekintsiik az f(20, 2) = exp(—(u + iv)) fliggvényt, ez R \ zo-
ban értelmes, a limesze zp-ban 0, és | f| = e~ < 1. Vilagos, hogy csak zg-ban
egyenlé 0-val f, kellene mindenhol mashol is az injektivitas.

Legyen wy € R, és tekintsik a g(2) = (f(z0,2) — f(20,wp))/(1 —

f (20, wo) f (20, 2)) fiiggvényt. Ez wy-ban nulla, és |g| < 1. Legyen u* := — log |g]
. Allitjuk, hogy minden gn, : Dy, \ wo-n értelmezett Green fiiggvényt majoral, ahol
mindketten értelmezettek. Kovetkezik hogy Ok korlatosak véges sok pontot kivéve, és
konvergalnak egy u(wy, z) Green fliggvényhez. Tehat a h(z) = f(wo, z) fuggvény
abszolutérétke majoral minden g,,-et, és magat g-t is. 2 = zg-ban azt latjuk, hogy
|f(wo, z0)| = [g(20)| = [f (20, w0)

értékek egyenldek, és |h(z)| = |g(2)

, €z persze eljatszhato forditva is, tehat ezek az

, vagyis h = €g valamely 1 abszolUtérték
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komplex szamra. g egy lineéris tortfiiggvénye f(zg, z)-nek, f(zo,2) = f(wo)
akkor és csak akkor, ha 2z = wy.

Ve

5.

Ott tartunk, hogy R egyszeresen 6sszeefliggé nem kompakt Riemann felilet. Ez
eldallt megszamlalhtéan sok paraméterkdrnyezet unidjaként, R = UD,,, és R, =
U’fDn és egy pontot vesziink zg € R. u,, a D,, Green figgvénye erre a pontra, ezek
monoton nének. Ha korlatosak valamely pontban, akkor mindenhol, és konvergensek
is, ez volt a hiperbolikus eset, ezt lerendeztiik, ez az egységkor.

M} := max{un(z) : z € D1, |p(2)| =1, p: D1 — B(0, 3) térképezés},
M? := max{u,(z) : z € D1, |p| = 2}, mint az elébbinél, a 4. e.a. elején. Most a
parabolikus esetet tekintjik, vagyis amikor Mé nem korlatos. Legyartunk egy v,, :=
u, — M} fiiggvényt. Mit tud ez? v, (2) < 0Vz € R, \ p 1 (B(0,1), mert a
Green fliggvény a kiilsé peremen 0, és a belsdn a kivonassal tettiik nempozitivva, a
monotonitast viszont elveszitjik. Ahhoz, hogy mégis konvergens legyen kellene, hogy
vn, lokélisan egyenletesen korlatos R\ p~1(B(0, 1)-en (esetleg kelléen nagy n-re).
Felsé korlatunk a 0, also kellene.

Emlék a Harnack tétel: D C C' tartomany, akkor V() =+ K1, Ky C D kompaktra
Jg € R, hogy Vu : D — R nemnegativ harmonikusra igaz, hogy maxg, u <
g ming, u teljesil, ezt a gondolatmenetet ismételjiik el Riemann feliletre.

Most legyen 4 = —vy. Ha 32 € D1 : |p(2)| = 2 ésvn(2) = My (2) —

M7 (2z) > —log 2. ezt elvileg tudjuk??

u(z) < log 2 min{u(z) : z € p~'(B(0,2))} < log2. Allitjuk, hogy VnV @) =
K c D, \ p1(B(0,1)) kompaktra 3g > 0 : maxy u < qlog 2, vagyis a
Harnack egy valtozata kiterjed Riemann fellletekre, ezekre a fliggvényekre.

Bizonyitas teljes indukcid, az alapeset maga a sikbeli Harnack. Indukciés lépésben
a K C Dy van egy kompakt. Dp, N Dp—j # (), a metszetbd| vesziink egy K
nemiires kompaktot, és a sikbeli Harnack szerint 3¢ = §(Ko, K) a megfelels
tulajdonsagokkal, és maxg v < ¢ ming, u < § maxg, u < §q log 2 indukcié
szerint, ¢ az indukciébol kapott konstans a Dy_;-hez. Tehat valoban lokalisan
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egyenletesen korlatosak vagyunk, hiszen ezek a konstansok nem fliggenek attdl,
hogy melyik figgvenyt valasztjuk.

Valasztunk most egy konvergens

részsorozatot, vehetjik ugy, hogy v, p a Dq paraméterezése a
maga konvergél valami v-hez R \ harom sugaru korlapra, 2y €
p 1 (B(0,1))-en. D!

Im < v, (2) < M, ha |p(z)| = 2. v, + log |p| harmonikus p~1 (B(0, 3))-on. Ha
|p| < 2, akkor maximum és minimumelv miatt m — log 2 < v,, + log |p| < M —

log 2 teljesiil. Hozzéadva m — log 2 — log |p| < v, < M — log 2 — log |p|, tehat
vy, lokalisan egyenletesen konvergens az egész R \ zg-on, és igy a hatarértéke, v

harmonikus is itt, és valami Green szer( tulajdonsagai vannak, nevesiil v + log | p|
harmonikusan értelmezhet6 az egész R-en.

Vegytik a harmonikus tarsat, ami megintcsak 27r¢ additiv konstans erejéig van
definialva w-t, ebbdl viszont f = exp(—(u + iw)) mar mindeniitt joldefinialt
holomorf fiiggvény R \ {z(}-ban, és egy limeszt szamolva a szingularitas

megszlintethetd, és f(z0) = 0. Kellene, hogy injektiv.

Az vilagos, hogy csak zg-ban nulla, és ez egyszeres nullhely, példaul argumentumelv
miatt. Vz € R\ p 1 (B(0,1) : v(2) < 0, tehat | f| = exp(—v) > 1 ugyanitt.
fopt:B(0,3) — C holomorf. Tekintsik az egységkor képét, § =

ming 1) |g| > 0, tehat ha |(| < 6, akkor g = ¢ pontosan egy helyen a B(0, 1)-
ben. Tehat ha [¢| < min{1,d} akkor f = { pontosan egyszer veszi fel
multiplicitassal az egész R-en (hiszen az egységkordn kiviil csak egynél nagyobb
értékeket vesz fol). f(zp,2) = f(2), éslegyen || < min{1/2,6}, éswy =
F71(¢). Legyen most g(z) = f(2) — . Ez a fiiggvény holomorf, és csak wg-ban
van nullhelye. De ha a teljes elébbi konstrukciot megcsinaljuk f(wo, 2) is egy ilyen
figgvény. 1/g holomorf R \ wy-an, és wy-ban elsérendl pdlusa van, szintlgy

1/ f(wq, z)-re. Tehat h(z) = 1/ f(wg, z) — a/g(z)-nek megsziintethetd
szingularitasa van wy-ban valamely a € C-re. Ez a h igy holomorf lesz. Ha z € R\
p 1 B(0,1), akkor tudjuk becstlni.

b < 1+al/|f = ¢l <1+ 2|al

Tehat, hogy h egy korlatos holomorf figgvény.

file:///C:/Users/marci/Documents/Egyetem 8e23ac4bc4e044e397ce29ef6133af37/RieFel b61b4c053323435dad3efd935890823f/riefel.html 10/25



2022. 05. 14. 18:36 1.

Ha h nemkonstans korlatos holomorf fliiggvény, feltehetjiik, hogy
h(z0) = 0,|h| < 1, és akkor — log |h
fliggvenyeket, de azt tettiik fel, hogy ezt nem lehet.

, €s ez majoralja a Green

Kévetkezik, hogy 1/ f(wq, 2) — a/(f(z0,2) — () = ¢, vagyis f(wo, z) linearis tért
figgvénye f(zp, z)-nek. Ezen felbuzdulva csinalunk egy ekvivalenciarelaciot. zg ~
wy 29, Wy € R pontosan akkor, ha f(wg, z) = L(f(Zy, 2)), egy lineéaris
tortfiggvénnyel. Egy kis kdrnyezetben mindenki ekvivalens egymassal, tehat az
ekvivalens pontok egy nyilt halmazt alkotnak, vagyis mindenki ekvivalens mindenkivel.

Q Ha két kilonbozd fliggvenyt konstrualtunk egy adot ponthoz,
1/f(z0,2) — 1/ f*(z0,2) = ¢, akkor 8k emiatt egy nullat fixen tartd
transzformacidban térnek el, tehat valéban joldefinialt az
ekvivalenciarelacio.

Ha f(z0,wo) = f(20,wy), akkor legyen f(wo, 2) = L(f(z0, 2)), ekkor persze
F(wo, wy) = 0, tovabba = L(f(wo)) = L(f(w§)) = f(wo, w5) és ez
ellentmondas, mert a nullat csak egy helyen veheti fel. Tehat a képnik injektiv médon
vagy az egységkor, vagy a szamsik, de az egységkoron korlatosak lennének a Green
fuggveények, tehat kénytelen a siknak lennie.

Kompakt eset

Hatra van még az eset, ha R egyszeresen 6sszefliggé kompakt Riemann felllet.
Régzitiink egy wo-at, és R* = R \ wo.

Az egyszeres Osszefliggdseget eddig csak ott hasznaltuk, hogy a Green
fliggvény exponencialisa értelmes, mert a differencialformajat kellett
integralnunk, és ennek kell utfiggetlennek lennie.

Vegyiink zg € R*. Eljatszuk az eddigi konstrukciokat, két szingularitas lesz, de
értelmes lesz az exponencialis mert kompakt fellileten a reziduumok 6sszege nulla,
neklnk két polusunk lesz, nem lehet szingularis wg-ban, vagy megsziintethetd

6.
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C-n csak az identitas szigortan diszkontinuus, ez nem tul izgalmas.

C-n van az identitas, ebbdl megkapjuk dGnmagat mint faktor. az + b is konform
automorfizmusok, ezek kéziil szigordan diszkontinuusak pontosan a z + b alakuak.
Hab 7 0 kapunk egy savot a két végén Osszeragasztva, ergo egy nyilt henger, ami a
pontozott sik az exponencialis leképezéssel. Kételemmel generalt részcsoportok kozdl
z + w1, z + w2 j6 lesz pontosan akkor ha w1 /w2 € C'\ R (kilénben vagy elfajul
1 elemmel generaltta, vagy torlédni fog), ebbdl adddik a torusz. Tobb elemmel sem
fogunk tudni generalni, mert torlédasunk lenne.

Minden tovabbi esetet az univerzalis fedés a félsik/korlap lesz. Ezt modellezziik

imz > 0-val, ezen a |dz|/Imz egy konform automorfizmusra invarians metrika. A
konform automorfizmusokat itt generaljék az az + b, —1/z alak fliggvények (a >
0,b € R), ezekre elég ellendrizni, csak a reciprok kérdéses. dw/dz = 1/22, ebbél
|dw| = |dz|/|2*

, €s kdnnyen kiszamolhat6 hogy valoban invarians lesz.

A geodetikusok a peremet merdlegesen metsz6 kérok lesznek a geodetikusok.
Q Az egységkoron ugyanez a metrika 2|dz|/(1 — |z|?).

Ha az R riemann felilet = I'mz > 0/G alakban &ll el6, egy fundamentalis
“tartomany” egy olyan részhalmaz, amely minden ekvivalenciaosztalybdl pontosan
egy elemet tartalmaz.

Q Altalaban nem lesz valédi (topoldgiai) tartomany, csak igy hivjuk. Szokés
néha lezarni, akkor a peremen lehetnek tobbszords pontok, cserébe
legalabb zart lesz.

Egyfajta fundamentalis tartomany a normalpoligon. Vegyiink egy 20 € H =
Imz > 0.z € H eleme a normaltartomanynak pontosan akkor, ha Va € G :
d(a(z), z9) > d(z, 2), ez ekvivalens azzal, hogy d(z, a1 (29)) > d(z, z),
ezeket a pontokat éppen a felezémerélegesekkel tudjuk kimetszeni, tekintsiik

20, a(2g) pontpérok fele6zmerdlegeseit (a hiperbolikus geometriaban!), és ezeket

messik Ossze.

Minden kompakt Riemann fellletnek létezik olyan fundamentalis tartomanya ami
ai, b, al_l, bl_l, . ag_l, b;l alakd, a peremkomponensek ilyen médon ragadnak

ossze.
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Kompakt Riemann fellletnél maradunk, normalpoligonbdl Euler-karakterisztika. Van
egy darab lapunk, [ darab élunk, és v darab cstcsunk. Ebbél 2 —2g =1 — [ + v,
vegyulk észre, hogy egy adott v csicshoz tartozé szogek 6sszege (a faktoralas eldtti
normaltartomanyban) 27 kell legyen ("kérbeériink” ha elkezdjiik 6sszeragasztani). A
hiperbolikus geometriabdl tudjuk, hogy a normalpoligon terilete aranyos a
széghiannyal T' = ¢((2l — 2)7 — 27v) = 2en(l — 1 — v) = 4enm(g — 1), vagyis
minden kompakt Rieman fellilet normaltartomanyanak terilete abszolut
konstansszorosa a génuszanak.

Ha w egy meromorf differencial R-en, ami g génuszi kompakt Riemann feldlet,
akkor a gyok — polus = 2g — 2, ahol multiplicitassal szamoljuk a gyokok és
polusok szamat. Ezt elegendd egyre ellendrizni, mert amigy meromorf fliggvénynek
ugyanannyi pdlusa és gyoke van multiplicitdssal kompakt R fellleten. Vegyik w =
df-et, ahol f nemkonstans meromorf fliggvény, az uniformizaciés tétel szerint ilyen
mindig lesz. Legyen f : R — C egymeromorf figgvény. Ez valéjaban egy
elagazasos fedés! Generikus pontnak d kilénbdzé ésképe van, genericitas itt
konkrétan véges sok kivételt jelent, hiszen kompakt tereket tekintink. létezik tehat s
darab v; € C kritikus érték, ahol az 8sképek szama nem d.

Kossiik 6ssze egyszer( ivvel a v; pontokat, a maradék részben van egy valddi d-szeres
fedésiink. Itt 2 — 2g = x = d 4+ >_;_; kj — d(s — 1), ahol k; = #f " (v;).
Tovabbmenve ez 2d —ds + > 1 kj =2d — > ] Sk pii + .1k =2d —

>3 (wji — 1), ahol wji v . bsképének multiplicitasat jeldli. Ezt mondjak Riemann-
Hurwitz formulanak:

S

.
Ziuji—1:2d+2g—2.
1 1

Ha f-nek a végtelen nem kritikus értéke, akkor w = df pélusainak szama 2d, a
zérushelyek (multiplicitassal vett) szama pedig pont > > (i — 1) (a derivaltnak
egyel kevesebbszeres gydke lesz egy adott pont). Az el6bbi formulabdl kovetkezik,
hogy #gyokok = #polusok + 2g — 2.

Tétel: Legyen R kompakt Riemann felillet, f, h : R — C meromorf fiiggvények.
Alljuk, hogy létezik p(z, y) irreducibilis polinom, melyre p(f, h) = 0.

Irreducibilitas vildgos. Legyenek deg f = dy,deg h = ds. Legyen p(x,y) z-ben
A - dy fokd, y-ban A - d; fokd, ahol A egy természetes szam, késébb megadjuk.
Ekkor p(f, g) pdlusainak szama legfeljebb 2Ad; dy. Egyiitthatdja p-nek (1 +
Ad2)(1 + Ad1) > A%dida. Kijelslink ennyi pontot, és azokban megoldunk egy
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linearis egyenletrendszert, hogy ezekben nulla legyen a kompozicié, és ezzel
unicitas/fokszam miatt kész vagyunk. [l

8.

Analitikus figgvény Riemann felllete

Példa log z. Van egy f : D — C holomorf fliggvényiink, térképek lesznek (D, f),
ha D* N D 7t @éS f’m = f*|m

Specialis eset f(z,y) : D — C irreducibilis, vehetjiik az f(z,y) = 0. Ha
f(zo,90) = 0és 0y f(xo,y0) # 0, akkor létezik h : B(xo,€) — C holomorf Ggy,
hogy lokalisan a megoldas (z, h(z)).

Még speciélisabban, ha f(x, y) irreducibilis kétvaltozés polinom. Keresni akarunk
egy R* kompakt Riemann feliletet és X, Y : R* — C meromorf figgvényt, melyre
f(X,Y) =0.Y(zo,y0) € C? melyre f(zo,y0) = 0 létezik p € R* melyre

X (p) = xo és Y (p) = yo. Ezt Ggy kapjuk meg, hogy az el8z6 eljarast akalmazzuk
és kompaktifikalunk. Mit lehet csinalni a szingularis pontokban? (zg,yg) €

C?, f(zo,y0) = 0és 9, f(zo,y0) = 0. Legyen egy ilyen pontban yy k—szoros
megoldas.

Legyen € > 0 olyan, hogy minden z* € B(xy, €) kérnyezetre f(z*,1y) = 0-nak

minden megoldasa egyszres. Az implicit fliggvény tétel szerint értelmezhetiink egy
h(zx) figgvény, hogy f(x,h(x)) = 0, kis kdrnyezetekkel kdrbemehetiink, néhany
ilyen utan visszaérlink sajat magunkba.

példa: 2% + y3 + xy az origbban. Metszés is lesz, és az egyik komponens
kétszeresen van. Egy megoldas az, hogy y = —x + Z;O an,x", ezt kobreemelve
Y= —a = bya" tovébba zy = —z? + Y o anz™th.

A mésik komponens i = 3.5° anz™? alakban all el6. y® = S5 bpx™?, és xy =
Zgo an—22"2, ebbél megint csak kapunk egyenletrendszereket.

Ha f(z,y) x-ben k fokd, y-ban [ fokd, akkor generikus xg-ra f(xg, y)-nak
multiplicitassal [ megoldasa van, kivéve ha a féegyutthato eltinik, reciprokot

helyettesitve itt az y = 00 lesz a megoldas, csak a véges-véges esetet kell kell

érdemben vizsgalni.

Allitjuk, hogy ebbél egy kompakt metrikus teret kapunk. Legyen p, € R* sorozat,
vesszitk az £, = X (p,) és y, = Y (p,) sorozatokat C'-ben. Ezeknek tehat létezik
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konvergens részsorozata, tartsanak x*, y*-hoz. Vagy ezek regularis pontok, ha
szingularisak, akkor veges sok branch talalkozik ott, és valamelyikben van végtelen
sok pont, ezek torlodni fognak a koordinatakérnyezetben.

Legyen RCR* egy Osszefliggdségi komponens, ebben kevesebb 6se lesz egy adott
z-nek, mert a tobbi komponensben is lesz, tehat ezt egy alacsonyabb foku

polinommal is kivaghattuk volna, és fnem irreducibilis.

Tétel: Legyen R kompakt Riemann felulet, X, Y két (nemkonstans) meromorf
fuggvény, amelyre generikus g esetén az X! (z9) véges halmaz pontjaiban Y
paronként kiilonbdzé értéket vesz fol. Ekkor VZ : R — C meromorf fiiggvényre
Z = Q(X,Y) valamely @ racionalis tértfliggvényre, sét

Z = qn—l(Y)Xn_l + Qn—Z (Y)Xn_2 + -+ Qo (Y)

alakd g; racionalis tortfiggvényekre, ahol n az Y meromorf fiiggvény rendje
(=polusok multiplicitassal vett szama).

Bizonyitas: yg € C generikus. Legyen x1, ..., T, € C paronként kilonbozok
melyre Y (z;) = yo. Legyen z; = Z(z;). Létezik olyan p legfeljebb n — 1-ed
foky interpolacios polinom melyre p(x;) = z;. Ez fiigg yo vélasztasatdl, p(x) =
p(Yo, %) = ¢u_1(y)z" ! + -+ + qo(y). Az interpolaciés polinom valdban
racionalis tortfiggvénye az interpolalandé pntoknak, kizarjuk hogy lényeges
szingularitas legyen valahogy.

Kévetkezmény: R meromorf fliggvényeinek teste izomorf C(Y)[X] : f(X,Y) =0

9.

Egyszer(ibb példa 2 + y2 — 1 = 0, ennek a fellilete a Riemann gomb lesz. Ennek a
felparaméterezése megadja nekiink a Pitagoraszi sazmharmasokat is.

Mult 6ran ° + y3 + xy = 0, hozza tartozik egy R kompakt Riemann fellilet, és
errél X, Y meromorf fiiggvények. Hol kritikus X? 322 + vy = 0, ergo y = —322,
visszahelyettesitva 3 — 27x% — 323 = 0, 2725 = 223, tehat z = 0, vagy x =
(217)1/3, ami még 3 érték, dsszesen 4 tehat. Elhissziik egyeldre, hogy a végtelen nem
kritikus. Rieman Hurewiczbdl 2d+2g-2=4 adddik, mert minden kritikus pontunk 1-
szeres, vagyis g = 0, ez egy torusz. A koordinataink X = Q(t) ésY = R(t)
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alakuak lesznek, k6zds polussal az egyenlet miatt. Ezt a harom polust elvihetjik kvazi
— )

barhova, legyenek ezek a harmadik egységgyokok, vagyis (t) = =, hasonldan
gy gyseggy ay B_1
R(t) = t’;(f)l alaktak, tovabba a nullhelyeik is megegyeznek. ¢(t) = ¢1 (t —

a)(t — B)?, és hasonléan 7(t) = co(t — a)?(t — B) alaku lesz, a nullabeli vagas
miatt. Beirjuk ezt a definialé egyenletbe, és bévitink (3 — 1)3-el. ¢y (t — a)?(t —
B)8 + ca(t — a)b(t — B)3 + crca(t® — 1)(t — a)®(t — B)® = 0 adddik.
EgyszerUsitve

ci(t — B)? + et —a)® +aca(t® —1) = 0.

Ehhez c; + co = —cy ¢ kell, tovabba az egyes egyutthatokra kapunk egyenleteket,
ezzel paramétereztiik a gdmbot.

Newton poligon

Z aklxkyl alaku polinomunk van, akkor vegyiik a nem nulla ag;-ek-hez tartozo

(k, ) pontok konvex burkat, ez a Newton poligon, és ennek is a hatara érdekel
minket. Ez jOl leirja a végtelen beli szingularitast. Ha X -nek, vagy Y -nak pdlusa van,
akkor ott f(z,y) ~ z3 + y3, csak a poligon “felsd” peremét add pontok s6zlnak
bele a nagysagrendbe. X egy polusa kozelében 22 + 3% ~ 0, és y ~ —ezx, ahol

€3 = 1. A pdlus kdzelében viadban harmadik egységgydkhoz tart a fliggvény, hiszen
1+ (y/z)® + y/x? = 0. Atparaméterezzik u = y/z-el, 1 + u3 + u/x = 0.
Felirhatjuk y = Zl_oo a,x™ alakban, kiszamolhatjuk az egyutthatdkat, latjuk hogy
a; = —e. Kdvetkezd koordintat is bevezetjiik a kdvetkezd egyiitthatéra us = (u +
€)x. Mondjuk € = 1-rew = ug/z — 1, ebb6l 0 = 1 4 uz /x> — 3u3 /x? +
3uz/x — 1+ ug/x? — 1/z, és kapunk linearis egyenletet az 1/x egyutthatdjat,
stb. Tehat harom kiiponb6z6 hatvanysort kapunk a végtelenbeli szingularitashoz, és
valoban nem elfajult.

Atvissziik a nullat a végtelenbe, € = 1/z,n=1/y.1/& +1/n® +1/én =0,
atszorozva 773 + &3 + (£n)2 = 0, a Newton poligon felsé pereme két egyenesbdl all
(0,3) — (2,2) — (3,0). Az elsd esetben 1) + £2 ~ 0. Felirhatiuk 7 = 37 __ an €™,
és latjuk hogy ay = —1.u = 1n/£? az (j koordinatank, n = £2u, ezt beirva az
egyenletbe £%u3 + €3 + €5u? = 0, elvégezve megint a helyettesitést uy = (u +
1)€, és £%(uz/E(ua/€ — 1)2) + €3 = 0, csak egy tagban lesz 1 /€, tehat a; = 0
kell hogy legyen.

A masik agon & + n? ~ 0 latszik szimmetrikusan, tehat £€-nek masodrendi pélusa
van, és M ~ 4/ —&, ezt lokalisan tudjuk értelmezni, két kilénb6z6 modon is. Ekkor
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n=3."_ a,t" alakban irhatjuk fel, ahol t = /€. £ = t, ebbél n® + t° +
172t4 = 0, az 6sszeg utolsd 2 tagja jatszik, u = n/t-t helyettesitiink, ennek mar lesz
hatarértéke, és ebbdl u3t3 + 8 + u2t® = 0, vagyis u = =i kell hogy tljesiiljon,

hogy a fokszam csékkenjen, us = (u — 1)t.
t3(ua/t +1)% + 5 + 5 (u3 /12 + 2iua/t —1) =0

a hatodfoku tagok kiejtik egymast, csak egy otodfokat latunk, tehat ap = 0, s igy
tovabb.

Példa: (22 — y3)3 + zy = 0. © mar nagyon betegecske szegény. z-ben
harmadrend( poélus, y-ban masodrend(, de még kobre is van emelve, a Newton
poligon nem lat mindent. y = Zim an:c”/?’ alaku Puiseux sort kap az ember,

gyakorlatilag harom sor jon ki, szétvalnak az agak.

10.

g = 1 Riemann feliletek

Tudjuk, hogy vannak nemtrivialis meromorf fliggvények, és kozottiik mindig van egy
algebrai kapcsolat. Ezzel meg is adtuk a kompakt Riemann felileteket, valamilyen
algebrai fliggvény nullhelyeként.

Az univerzélis fedés C lesz. Létezik w1 , wo, melyekre Z—; € C \ R, és valdjaban az
altaluk generalt raccsal van lefaktorizélva a komplex szamsik. Tudjuk, hogy a
fundamentalis tartomany terilete konstansszor g — 1, ebbdl valahogyan kiderdl,
hogy ez az 6sszes.

Weierstrass féle P tggvény: f : C/(kw; + lws) — C meromorf fiiggvény, létezik
egy f* : C — C fuggvény, ami w; szerint periodikus. Mekkora lehet egy ilyen f
rendje? 1 biztosan nem, mert akkor konform ekvivalencia lenne (kiintegrélva egy
fundamentalis tartomany hataran aminek a belsejében van a pélus nullat, és a
reziduumot kapnank). 2 rend(l bizonyos esetekben lehet a Schwarz Christoffel formula
szerint, ¢ [ [[(z — B;)®%/™ 1 -vel. Ezért példaul ha a soksz6g amire képezni akarjuk

a fels6 félsikot egy négyzet, feltehetjiik hogy B4 = 00, és akkor az 6sszes o = /2
4 dz
, és akkor f \/(Z—Bl)(Z—BQ)(Z—Bg)

megkapjuk, és egy kétszer akkora négyzetet képzi le. igy a konform leképezések

. Egy tukrozeési elv utan az also félsikot is

alaptételébdl latjuk, hogy téglalapracson van masodrendu fiiggvény.
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Tekintsuk a Zk ez m dsszeget, egy baja van neki, hogy divergal. Helyette

1 1 1 ,
P(2) = 5+ 2kiez\00) (o Zimn) — Tnlun)? ): €2 Abszollt konvergens, az
invariancia kevésbé vilagos. Derivalunk, P’ = —2(%3 + ZZ2\(0 0) m) =

—% ZZQ m amin mar latszik, hogy invarians, és lokalisan egyenletesen, és
abszolut konvergens, mert a racspontok reciprok kobének 6sszege az, és Weierstrass
kritérium. A derivalt invarianciajabol kévetkezik, hogy létezik ¢y, co, melyekre P(z +
w1 ) = P(2) + c¢1, és hasonléan. Latszik tovabb4, hogy P egy paros fliggvény. Tehat
P(—w1/2) = P(w1/2), és P(w1/2) = P(—W1/2 + LU1) = P(—w1/2) + c1,

tehat ¢c; = 0, és hasonldan ¢y is.

A racspontok kébdsszegének abszoldt konvergenciaja azon malik, hogy ar < |z| <
27 korgydriiben hany racspont van. Nagyjabol m(4r? — r2) /T, ahol T a
racsparalelogramma tertilete, ezt egy egészen konkrét becsléssé kiszamolhato, tehat
cr? darab racspontot tartalmaz egy ilyen korgy(ri. Kovetkezésképpen Y \m |
becsilheté mindkét iranybdl, vegyik » = 2" -et, ekkor tagonként 2%&022"2, és

hasonldan alulrél.

A P fuggvény definicidjaban a tagokat is valahogy ( g -al becsulni.

N
kwi +lws

P-hez masodrend, a derivaltjadhoz harmadrend(i meromorf fiiggvény tartozik a
téruszon. Szingularitas csak a racspontokban van. P paros, a derivaltja paratlan, ebbdl
P'% ismét paros lesz. P2 — ot P3-nek negyedrend(i pélusa lesz megfeleld o-ra.
Kivonva még BP?-nek mar csak masodrendi pélusa lesz, még kivonunk egy vP-t,
ezzel egy konstans figgvényt kapunk, vagyis a P’ egy harmadfokd polinomja P-
nek.

Az z? = p3(y) felirasbol vilagos, hogy van egy masodrent auomorfizmus, tovabba
minden eltolas is indukal egyet, van egy egész komplex dimenziényi automorizmus,
tranzitivan hat a tdruszon.

Hogy tudjuk megkildnbdztetni az 1-génuszu Riemann feliileteket (a konform
struktlra tekintetében)?

T =C/(kwy + lwy) és T* = C/(kw; + lw}). Ha h : T — T* konform
bijekcio, akkor létezik olyan h : C — C konform bijekcio, amely racspontokat
racspontokba visz, tehat pontosan a hasonl6 racsok altal meghatarozott téruszok
lesznek konform ekvivalensek. Mikor lehet két racs hasonlo? Z—; leirja a
parallelogrammalap hasonlésagokat, a sorrendet mindig valasszuk ugy, hogy ennek a
hanyadosnak a képzetes része pozitiv legyen. Azonban a racsok szintjén wy, —ws, és
w1 + kwsy, wy is ugyanazt a racsot reprezentalja, és valdjaban minden
generatorrendszer megkaphato ilyen Iépésekkel.
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Az elsdhoz —ws /w1 tartozik, vagyis a —1/z fliggvény. A masodik esetben a z + 1
alaky leképezést kapjuk, ezek generaljak az PSL(2, Z) részcsoportjat a felsd félsik
automorfizmuscsoportjanak, végsdsoron tehat akkor hasonlé két paralelogrammaracs
pontosan akkor ekvivalens, ha a megfelel6 hanyadosaik ilyen fliggvényekkel
atvihetéek egymasba. Ezt a csoportot hivjak modularis csoportnak.

A fundamentalis tartomany a —1/2 < Rez < 1/2 sav egységkordn kiviili részével
lehet reprezentalni, ennek minden pontjahoz tartozik egy torusz, és pontosan ezek a
toruszok. Osszeragasztva kapunk egy szingularis gdmbét, a végtelenben cuspja van, 1
-ben masodrendd, illetve a perem két sarokpontjaban harmadrend( szingularis
helyekkel.

2
it

)

ok

J
2
)

P
-
—_—

Kép wikipédiardl

A végtelen tavoli pontot kidobva latjuk, hogy a sikkal ekvivalens, magyaran minden
téruszhoz létezik egy j(T') € C szam, ami megadja az 6 konform struktirajat.

Legyen Ty, az 22 = y(y — 1)(y — a)-hoz tartozo térusz, azt szeretnénk, hogy
7(T3,) holomorf legyen. a = 0, 1 esetekben elfajulas van, gémbét kapunk.

g > 1 esetben a modulustér 3(g — 1) komplex dimenzids lesz, szingularis.

Hasonlé dolgokbdl kapjuk a Teichmilller tereket, ez is 3(g — 1) dimenziés sima
komplex sokasag, ami C39~! korlatos (egysz. 6f.) részhalmaza. Ezen van egy randa
nagy csoport, a szerine vett faktor lesz a becstletes modulustér, a magasabb
dimenzids modularis csoportok szerint. Egy kompaktifikacids eljarast alkalmazhatunk
ezekre is, amit kapunk az pont a C P31 ezutan. Itt is a kvazikonform
leképezéseket hasznaltak a bizonyitashoz, talan Ahlfors.
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Szingularitas akkor lesz a paramétertérben, amikor a fellletnek van nemtrivialis
automorfizmusa.

g = 2-re van egy masodrendu "hiperelliptikus” automorfizmus, nagyobb génuszra

generikusan egyaltaldn nincsen automorfizmus!

A téruszok esetében a négyzetracsnak van egy nemtrivialis automorfizmusa, az ¢-vel
valé szorzas, a fundamentalis poligonban neki pont az 7 pont felel meg. Most az
egyenldoldalt 7 /3 sz6g( racsot tekintsiik, ekkor a racs valéjaban szabélyos
haromszogekbdl all, és harmadik egységgydkkel vald szorzas is automorfizmus lesz, a
masik kor-egyenes sarokponot pedig a 120 fokos haromszogracsboél kapjuk.

Kévetkezé alkalommal diskutaljuk, hogyha G egy automorfizmuscsoporja egy g
génuszu feliletnek akkor |G| < 84(g — 1) (tovabba g > 1-re végtelen nem lehet).

11.

Automorfizmuscsoportok

Legyen g > 2, R kompakt g génuszu Riemann feliilet. Aut(R) konform
automorfizmusok csoportja érdekel minket. Miért is érdekes? A g génuszu kompakt
Riemann feliileteken létezik egy T'(G) 3(g — 1) komplex dimenzi6s sokasag
(valojaban C3973 korlatos egyszeresen 0sszefliggd részhalmaza (homeomorf R%9-6)
amelyen hat a (egy) modularis csoport, és M (G) = T(G) /modularis csoport. A
modularis csoportok egyre randabbak, de diszkrét csoportok. A modulustér mar nem
sokasag, vannak szingularis részei, ezek pontosan akkor jelennek meg, ha vannak
nemtriviadlis automorfizmusok. Magas génusznal (> 2) a nemidentikus automorfizmus
a nemtrivialis, alacsonyban nem, a téruszt el tudjuk forgatni 6nmagaban barhogy,
illetve még van egy szimmetria a harmadfoku miatt ha y jo, akkor —y is. 2 génusznal
mindig lesz egy masodrend( automorfizmus még, és ennyi.

Allitas: | Aut(R)| < oo hag > 2.

Allitas: zg € R, akkor a 2(-t fixenhagyé automorfizmusok részcsoportja ciklikus.

a: R — R, a(z) = 2z automorfizmus. Athtzzuk a fedésre B(0,1) ——
B(0, 1), tegyiik fel hogy m(0) = 2z, és azt a felemeltet vegyiik, amire a*(0) =
0, a Schwarz lemmi miatt mostmar a*(z) = €z, mivel véges a csoport, ezért

ennek az e-nak a rendje véges.

I' := Aut(R), vegyik az R/T teret, ami szintén egy kompakt Riemann felilet lesz.
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Ha egy pont nem fixpont, vilagos hogy jo lesz, ha fixpont, akkor az elébbiek
szerint csak egy ciklikus részcsoportnak fixpontja, a fedésben egy pont
kornyezetének a reprezentansa egy megfelelé szogl szogtartomany.
Jeldljik R* = R/T. Legyen a génusza p. Az R-en generikus pontok palyaja I’
szerint d elem(, ha [T'| = d, vannak kivételes palyak, a fixpontokhoz tartozok.
Ezeknek a pélyaknak a hosszai d/ A1, . .., d/Ag, ahol \; a megfeleld pontot
fixentartd automorfizmusok szama. Eulerkarakterisztiak sazmolunk, 2 — 2g = d(2 —
2p) — Yoy d — 1, ebbol

B 2g — 2
= — .
SEL- L) +29 -2

Most ha p > 2 akkord < (29 — 2)/2 = g — 1, ha p = 1, akkor pedig d < (29 —
2)/(1/2) = 4(g — 1). Végiil ha p = 0, akkord = (29 — 2) /(=2 + 35 (1 —
1/);)). Ha k > 5, akkor a nevezé automatikusan pozitiv lesz, és d < 4(g — 1) mint
az elébb. A k = 3,4 esetek maradtak, hiszen legfeljebb 1/2-el tudjuk névelni a
nevezdt tagonént. Egyszer(iség kedvéért tegytk fel, hogy A; monoton névé. Ha k =
4, és A1 # 2, akkor mindegyiknek 1/3-nak kell lennie, ebbél d < 3(g — 1). Ay = 2
esetben ha Ag > 2, akkor a tébbit valaszthatjuk 3-nak, és megintd < 4(g — 1)-et
kapunk. Ha Ay = Ag = 2, és a harmadik nem, akkord < (2g — 2)/(—2 4 2 *
1/242%2/3) = 6(g — 1). Ha az els6 harom A ketté, a harmadik nem lehet kettd,
haromnak valasztjuk, ésigy d < (29 — 2)/(—2+3%1/2+2/3) = 12(g — 1).

k = 3-nal? Ha A\; = 2, akkor A9 = 2, hiszen kiilénben a nevezé negativ lenne.
Vegytk akkor haromnak, A nevezd ekkor —2 + % + % +1-— )\1—3 = % — %3 tehat
A3 > 6, hét a legjobb eset. Ekkord = (29 — 2)/(—=2+1/2+2/3 4+ 6/7) =
84(g — 1). Kdvetkezd eset A\ = 2, Ay = 4, ekkor A3 > 4, és az extrém esetben

d < 40(g — 1) adédik. Ha Ay = 2, A > 5, akkor a nevezé > —2 + 1/2 4 2 %
4/5 = 1/10, és ez mar automatikusan pozitiv, A3 = 2,ésd < 20(g — 1). M =

3, A2 > 4-re ismét a nevezd automatikusan pozitiv, és 12(g — 1)-et kapunk, marad
a1l = Ay = 3, ekkorvégil —2 +4/3 +1—1/XA3 =1/3 — 1/)A3, ezért A3 > 3,
extrém esetben a nevezd 24(g — 1)-et kapunk, a legrosszabb tehat 84(g — 1).

g = 3-ra mar létezik ilyen extrém Rieman fellilet, Macbeath talalta meg. Ezeket hivjak

Hurvitz csoportoknak.

Ha van g génuszu Riemann felilet 84(g — 1) rend(i automorfizmuscsoporttal, akkor
g* = (g — 1)m?9 + 1-re van g* génuszu is tetszéleges m € N -re.
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Specialisan van pl 2m5 + 1 génusz.

Geometriai magyarazat

Vegylk R egy normaltartomanyat IV, ennek a (hiperbolikus) terllete, mint azt
kordbban meggondoltuk (2g — 2) * ¢, és valéjaban arrél van sz6, hogy R*
“normaltartomanyanak” a teriilete nem lehet kisebb mint ¢/42.

Hogyan kereslink automorfizmuscsoportokat?

Szokasos jeldlések, legyen R* = 82, a Riemann-gdmb. Ezen vegyiink vy, . . ., Uk
paronként kilénb6z6 pontokat, vy = 00-t a kényelem kedvéért feltesszlk, tovabba
A1 - .., Ak afixpntokhoz tartozd osztétényezok. Kell, hogy d = (29 — 2)/(—2 +
> (1 —1/X)) € N, ennyi lenne a rend. Osszekétjiik a v;-ket egymas utéan, a
komplementum egyszeresen dsszefliggd lesz persze, nevezziik ezt a tartomanyt D-
nek. I'-t ismerjik izomorfizmus erejéig. R — R* a szokasos vetités, vegylk a

71 (D) halmazt, ez d darab diszjunkt képiaja D-nek, hiszen a fedés eldgazasi
pontjait kidobtuk. Az egyik ilyen 8sképet elkereszteljik 1-nek (D, 1), majd o € T'-ra
a(D,1) = (D, a)-ként legyen jeldlve. Ha latjuk hogy ezek a diszkek hogyan
csatlakoznak egymashoz a perem mentén, akkor készen vagyunk, latjuk a felliletet is.
Tekintslink egy kis kort a v1 kérul. Ehhez a ponthoz tartozik egy cr; automorfizmus
ami a legkisebb szd6g(, ergo generalja a pontot fixalé részcsoportot, és ai‘l = 1d, a
kort ha felemeljik, akkor ezzel az elemmel Iépiink tovabb. v9-nél kétszer Iéplink at az
elvagott részen, egyszer al_l—el, majd a1 -el a masodik atlépésnél, tehat
Osszességében ap-vel leplink el, s igy tovabb.

Kell tehat a1, ..., ar € I csoportelemek, melyek rendje Aq, ..., Ag, és
AeAp_1...A1 = Lteljesil, és < a; >=T.

Tehat példaul a2 — 3 — 7 csoportnal Ggy vehetjiik, hogy a? = 8% = 77 =

vBa = 1 mint prezentacié, Mashogy, mivel v = a 171, a? = 82 = (Ba)" =1,
kell még hogy < a, 8 >= 84(g — 1), ezekt pont a megfelelé extrém Riemann
fellleteket adjak.

Mi valtozik ha R* nem a gémb? aq, by, ..., a,, b, az R* normaltartomany csucsai,
ezeket fogja az «;, B; felcserélni, a nekik megfeleleket.

Létezzen ay, Ba, ...y Qpy By V1,5 +» Yk € I, és arelacio 'y{\l == 'y,i"“ =
a1, B1] - [ap, Bolyi - Yk = Llesz.
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12.

R-en méasodrendl automorfizmus van, és legyen R/ Zy = C. Fixpontok szamara
2=d=(29—-2)/(-2>,1—-1/2) = (29 —2)/(—2+ k/2), ezt rendezve
k = 2g + 2 db fixpont van.

Példa. g = 0, masodrendl automorfizmusnak persze 2 fixpontja van. g = 1-en 4
fixpont, szintén latjuk. g = 2-nél hatnak kellene lennie. A gdmbnél mondjuk a —z
fliggvény, két fixponttal, a torusznal az y? = ps(x) felirasbol (z,y) — (z, —y),
harom véges helyen nulla az y koordinata, plusz a végtelen (ez is a —z az univerzalis
fedésben). A duplatorusznal egy 6tdd, vagy hatodfokuja lesz x-nek egyenld y2—el (és
még annyi hogy csak egyszeres gydkdk vannak).

A 2-génuszu kompakt Riemann fellletek sokasaga 3 komplex dimenzids. Linearis
athelyettesitéssel feltehetjiik, hogy minden polinomnak 0,1 gydke, igy valdjaban
ps(x) = z(z — 1)(x — a1)(x — a2)(z — a3) alaky, valéban ott a 3 szabadsagfok,
ez mar magasabbra nem fog mikodni, egy hetedfokiba csak 2 extra szabadsagfokot
kapunk, de a fellleteknél 3-nak kellene bejonnie.

Ha nem a gémb a faktor, akkor 2 = (29 — 2)/(2p — 2 + > 1 — 1/2))-t kapunk,
ebbdl 3g — 3 = 6p — 6 + 3k /2. A faktor létrehozasanal 3(p — 1) + k szabadsagi
fokunk van, ez a torusznal is mikodik, mert az automorfizmusok tranzitivan hatnak,
ezért egy pont kijelolése nem emeli a dimenziét. Ezért 3p — 3 > 3g — 3 = 6p —

6 + 3k/2, vagyis —3p + 3 > k/2, tehat p = 0 vagy 1. Az 1-es esetben nulla darab
fixpontnak kellene lenni, de ezeket mar megnéztik.

Ezért nincsen tipikusan (masodrendul) automorizmus, tul sok dimenzionyi felilet
jonne ki.

Allitas: Ha R hiperelliptikus Riemann feliilet (van rajta masodrend(i automorfizmusa,
hogy a faktor a gémb), akkor R-en van olyan X, Y meromorf figgvény, melyre
Y? = pygi2(X), és ez az egyenlet definialja R-et.

Legyen X : R — R/Z> a faktorizacié. Felteheté, hogy a 2g + 2 fixpont ésképe
mind véges, a1, ..., @24+2, ezek pont az X kritikus értékei. Most pedig Y :=

V(X — a1)...(X — agyi2) legyen. Osszekotjiik az a;-ket ivekkel szépen
sorban, a komplementum legyen egyszeresen Osszefliggd, nevezzik D := C \
ai — az — ... — agg+2-nek. X "1 (D) két egyszeresen Gsszefiiggd
komponensbdl all R-ben. Mindkét komponensen tudjuk értelmezni a
négyzetgyokot egyszeres dsszefliggéség miatt. Y : By — C, ezt szeretnénk
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kiterjeszteni. Ehhez legyen Y| g, : —Y o ¢, ahol ¢ a masodrend(
automorfizmusa R-nek. Annyi kell, hogy ez jol terjedjen ki a hatarra. Amikor egy
zart gorbe az a;-ket 0sszekdtd egyenest metszi, és paros sok pontot tartalmaz,
akkor a fedésben E1-bdl E2-be léplink at, vagy forditva, és pontosan ez torténik
a négyzetgyokkel is, ha a nullat megkeruljik, ezért fog kompatibilisen kiterjedni a
hatarra a fenti médon megadott leképezés.

Nemkonstans meromorf fliggvények, mint elagazasos fedések

R kompakt Riemann feliilet. X : R — C d-edfokd meromorf fiiggvény. Kritikus
értékek legyenek vq, ..., vs paronként kilonbozok. Minden kritikus pontjahoz tartozik
egy A; k, multiplicitas, ahol az 1-eseket altalaban kihagyjuk. Kifejezhetjiik az Euler
karakterisztikat x = 2 — 2g, és ezt az elagazo fedésbdl is kiszamolhatjuk, ez tovabb
egyenld d — (s — 1)d + Y1 ki = 2d + .1 (ki — d), tovabba ez 2d + > 7 (k —
Zlfl Aij) =2d—>] Zlf’ (Aij — 1), ezt a formulat is Riemann-Hurewicznek
szokas hivni, altalanositasa annak amit mar tanultunk.

Kosslik 6ssze most megint a kritikus értékeket ivvel, a komplementum ése megintcsak
d-db egyszeresen 6sszefiiggé tartomany diszjunkt unidja lesz, 1, 2, ..., d. Fixalunk
egy pontot az iven kivil, és vessziik a fundamentalis csoport generatorait az egyes
kritikus pontok koril. A kérbemenés utan egyes diszkek felcserélédnek, ezt leirja egy
permutacié 7; € Sd. Aj1, ..., Ajk; hosszu ciklusokbol fog allni, tovabba

T...ToT1 = id, és az altaluk generalt csoport tranzitiv. Ez visszafelé is igaz, ha adott
egy ilyen részcsoport, akkor konstrualhatunk beldle egy megfeleld feliletet.

Ritt dolgozott sokat ezen a teruleten.

Ha p egy polinom, és p = py © ... 0 ps, ahol p; irreducibilisek, akkor s fliggetlen a
felirastol (néhany kivétellel, pl Csebisev polinomok). Racionalis tortekre nem igaz,
létezik R, melyre létezik R:, RY irred, hogy R = R o R}, és léteznek R; i =
1,2, 3, irreducibilisek, hogy R = Ry o ... o R;.

Ha p1 © po = p2 © p1 nem azonos polinomokra, akkor p; = 2™, py = 2™, és még
esetleg egy linearissal megkomponalva, vagy pedig Csebisev polinomok linearissal
valo konjugalas erejéig. Itt is le lehet kdvetni ha felirja az ember, hogy a
kompozicionak mik lesznek a kritikus értékei.

Polinomok korében a kp'q — Ipq’ = ¢ ## 0 € C megoldasara is alkalmazhat6 az

eddig targyalt masinéria. R(z) = p* /¢!, és R'(2) = (kp'p*'q' —

1g'q"1p") /(%) persze, a feltétel miatt (p*~1q'~1c)/q?, vagyis a p-nek és a g-nak
a gyokei lesznek a kritikus pontok. Trivialis esetekté| eltekintve deg p* = deg ¢ egy

megoldsra. A kritikus értékek tehat a végtelen, a nulla, és még egy v szam,
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lekdvetheté hogy hogyan forognak a dogok. A fenti egyenletet pl a szomszédos
Csebisev polinomok megoldjak, s6t ha csak valos gyokok vannak a polinomoknak,
akkorl = k + 1, és csak a T}, T}, 1 -ek oldjak meg.

13.

Uniformizacios tétel alkalmazas a Koenigs tétel bizonyitasa.
Tétel: f(20) = 20, és |F'(20)] = || < 1, akkor 316 : B(0,€) — B(zo,d)
konform, ¢(0) = zo, ¢'(0) = 1 dgy, hogy (¢~ f$)(2) = Az

Legyen - olyan Jordan gorbe, hogy zo € im 7, f injektiv int y-on és f(v) C
int ~. Itt csindlunk egy Rieman feliiletet, legyen y(t) ~ f(7y(t)), ez egy térusz
lesz, az univerzalis fedése egy parallelogramma racs. Az egyik oldala 27z legyen, a
masikat pedig feszitse w. Van egy h leképezés a sikboél erre a parallelogrammara
ami a w oldalakon esetleg kicsit masként all, az exponencialis leképezés ezt elviszi
egy korgy(ribe. Itt az f-el valé kompozicié pont az e* -bel vald szorzasnak fog
megfelelni, a lokélis dinamikét pedig ismerjiik. Ezzel adédik a ¢ : B(0,€) —
B(zp, ) leképezés el6szdr csak a pontozott kdrnyezeten, de létezik hatarértéke,
beterjed a teljes kdrnyezetre, € - z alakban kapjuk a konjugaltas leképezést.

R kompakt Riemann felllet, g génusszal. p € R, mit tudunk R azon meromorf
fuggvényeirdl amelyeknek csak p-ben lehet polusuk? Konstans fliggvények persze
jok, de na. Ha p generikus, akkor a legkisebb foki nemtrivialis ilyen meromorf
figgvény poélusanak rendje legfeljebb g + 1. Ez a Riemann-Roch tétel egy specialis
esete. Altalaban ha azt kérdezziik hogy milyen rendi pélusa lehet egy meromorf
fuggvénynek p-ben, és az derll ki, hogy pontosan g kivétellel kell tartalmaznia ennek
a sorozatnak az 0sszes természetes szamot, s ezek a szamok félcsoportot alkotnak
persze, hiszen szorzassal 6sszeadddik a pdlusok rendje, generikus esetben ez persze
az 1...g szamok. Weiestrass pontoknak nevezziik azon p-ket, ahol ez a félcsoport nem
a{g+ 1,9+ 2,...} szamokbdl all. 1 génuszban nincsenek ilyen pontok egyaltalan,
és altalaban is ismert, hogy hany van, egy harmadfoku kifejezés g-ben
(multiplicitassal).

A mult érai konstrukcidéban az 6sszekotd utak valasztasa egy nem természetes dolog,
mi van ha masik utat vesziink? Bejonnek a fonatcsoportok somehow.
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