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1.

Torténeti bevezetd. Gauss 19. sz. elsd fele. Késébb Riemann habilitacids el6adasa (> 3
dimenziét is vizsgalni kell), az ambiens tér elhagyasa lényeges Uj otlet. Sokasagfogalom
(mannigfaltigkeit) szintén Riemanntol szarmazik. Az érintotér absztrakcioja fontos 1épés,
befoglalé euklideszi tér nélkil hogyan értelmezziik az érintévektor fogalmat?

Szokvanyos jeloléseket alkalmazunk parcidlis derivalasra, stb.

Iranymenti derivalas mint vektortér. Topologikus sokasag definicio. Térkép, koordinatafliggvény
és C'™ kapcsoltsag definicié (diszjunkt esetben mindig!). (C* —)Atlasz definicié mint fed6
térképrendszer.

Példa nem kompatibilis térképekre: p(t) = ¢, 1 (t) = ¢3.

1960 Kervaire konstrualt topologikus sokasagot, amin nem lehet differencialhaté
atlaszt megadni

v Tétel: Adott egy A C'™ atlasz, ez egyértelmlen meghataroz egy teljes (tovabb nem
bdvithetd) atlaszt.

Vesszik az 0sszes olyan térképet, amely kompatibilis az A barmely térképével, erre
belathato, hogy megfeleld lesz.

Mostantél eleve teljes atlaszokkal dolgozunk. (M, A) egy topologikus sokasag, és egy teljes
C™-atlasz. R™-en mindig a természetes differencialhaté struktarat tekintjiik, az id fliggvény

meghataroz egy teljes atlaszt.

Egy fliggvény sima, ha minden térképen az. A sima fliggvények egy (egységelemes kommutativ)
R-algebrat alkotnak. Sima sokasagok kozotti leképezések simak, ha a térképekre vett részeik

simak (no o &1)

Diffeomorfizmus definicié.

1956-ban Milnor belatta, hogy a 7-dimenzios gdmbon 28 nem diffeomorf diffhato
strukrura van. Igaz tovabba, hogy a 4-dimenzids euklideszi téren is tdbb nem
diffeomorf struktdra van (Donaldson 1983).

Sokasag nyilt részhalmaza is (sima) sokasag az altértopoldgiaban a térképhalmazok és
fuggvények megszoritasaval.

Masik médja Uj sokasagok gyartasara a szorzatkonstrukcio.
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Sima gorbe definicio.
Egy kornyezeten értelmezett fliggvény kiterjesztése az egész sokasagra: dudorfliggvény. Tartd
definicié.
v Allitas: U C M nyilt, p € U. Ekkor létezik fliggvény, melyre suppf C U, 0 < f < 1,p
egy nyilt kérnyezetén f = 1.
g :=0hat < 0; és exp(—1/t?) egyébként. Legyen € > 0 fix, és ezzel

h(t) := g(2e —t)/(9(2e — 1) + g(t — €)).

Ez a figgvény azonosan 1 e-nal kisebb szamokra, 0 2e-nal nagyobbakra.

Minden térképezés eltolhatd a képben, tehat feltehetjik, hogy a térképen p az origéba
képzddik. Megtehetjiik tovabba hogy a térképtartomany része legyen U-nak, és a kép a
V3e sugaru golyo. p ezen kdrnyezeten a térkep kepének hossznégyzetfliggvénye.
Komponaljuk ezt h-val, ez megfeleld lesz dudorfiiggvénynek.

Erintévektort a sima fiiggvényeken értelmezett derivalasokként (linearis+Leibniz szabaly)
definialunk. A konstans nulla példaul megfeleld.

v Allitas: ha h megegyezik g-vel p egy kérnyezetében, akkor minden derivélasra v(f)=v(g).

Vesziink egy f dudorfliggvént p-hez. f(g-h) azonosan nulla itt. A Leibniz szabaly és a
linearitas miatt kapjuk az allitast.

Most értelmezhetjik sima gorbe pontbeli érintévektorat. Minden sima fliggvény
prekomponalhatjuk a gérbével, ez egy derivalhatdo R—R fliggvény, tehat valéban egy
érintévektort definial a vizsgalt p pontban.

Hogy is lesz vektortér az érintévektorokbol? Konnyen ellendrizhetd hogy derivalasok dsszege és
skalarszorosa is derivalas lesz, ezzel kapjuk a T), M érintéteret.

Hany dimenzids az érintdtér? Minden érintdvektor eldall gorbe sebességvektoraként? Naivan
nem latjuk rogton, de persze igaz.

Egy adott térképezéshez vegyiik a térképezés koordinatafiiggvényeit. (U, £) térkép, és zt =
i o £. Ezek megadnak dim M darab derivalast p-ben a 22 (p)(f) = 0i(f 0 € 1)(£(p))

formulaval. Ezeket nevezzik a térképhez tartozo alapvektoroknak. Vildagos tovabba, hogy ezek
az R™ koordinatavonalainak a visszahlzott gérbéinek a sebességvektorai. Ez valdjaban az egész

kdrnyezetben megad alapvektorokat.

V¥ Tétel (Bazistétel): Az alapvektorok kifeszitik a pontbeli érintétereket, konkrétan
— i\ _0
vp = > vp(2') 57 (D)

Q
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2.

Vilagos, hogy a pontbeli érintévektorok halmaza egy vektorteret alkot R felett, ezt T;, M -el
jeloljik. Ha egy figgvény csak lokalisan van megadva, akkor dudorfliggvénnyel kiterjeszthetjik,
az iranymenti derivalt egy adott pontban nem fligg a kiterjesztéstdl, ezt fogjuk hivni a lokalis
fliggvény derivaltjanak valamely iranyban.

Vegyiik az R™-beli 7 sugaru egységgolyét. Lemma, minden B — R fliggvény eléall g(0) +
> u® - P;g alakban. Ez a Morse lemmahoz hasonloan a parciélis derivalt egyik koordinatairany
menti integralasaval kapunk, ez is sima lesz a paraméteres integral tétele miatt. Osszekditjiik
linearisan az origdt egy z ponttal, és alkalmazzuk a Newton-Leibniz formulat.

A bazistétel bizonyitdsahoz mostmar vegyiink egy térképezést. Feltehetd hogy a p pontot az
origéba viszi, és a képe egy nyilt golyo, esetleges sz(ikitéssel. Allitjuk, hogy vy =

> v, (2°)0 /02" (p), ehhez megmutatjuk, hogy minden fliggvényen ugyanazt az értéket veszik
fel.

Legyen f € F (M) tetszbleges, és szoritsuk meg a térképkdrnyezetre. Athlzva a térképpel

g = f o £ 1-re alkalmazhatjuk az el6z6 lemmat, és felirhatjuk f(p) + > u’ - Pi(fo 1)
alakban. £-vel komponélva f(p) + > u' - (Pi(f o £71) 0 &), és erre hattatjuk a v,
érintévektort. v, (f) = 0+ S v,(2") - P(f 0 £77)(0) + X2 (p) - vp(Pi(f o €71) 0 &) a
Leibniz szabaly miatt. Az origot valasztottuk a p értékének a koordinatazasnal, ergo a masodik
tag eltlnik. Az elsé tagban pedig a konstrukcio miatt az alapvektor definicidja, a
koordinatairany derivaltja a 0-ban. Ezzel valdban megkaptuk az allitott felirast. A fliggetlenség
peig elveszett, rip.

Kovetkezmény, hogy T, M dimenzidja pont m. Tovabbéa, hogy minden érintévektorhoz talalunk
olyan gorbét, aminek pont egy valaszott érintévektor a sebessége.

Megjegyezziik, hogy két kiilonb6zd pont érintéterei diszjunkt halmazok. Ezek unidja a sokasag
érintényalabja.

Altaldban igy nincs dsszefliggés a kiildnbozé érintéterek kdzott. Azonban, ha a sokasagunk
eleve egy vektortér még van remény. Egy V'™ vektortéren barmely norma ugyanazt a
topoldgiat adja, vegyiink egy b; bazist V-ben, és egy dudlis bazist ehhez x*. Ezzel kapunk egy
térképezését a vektortérnek, ez sima lesz, barmely két térképezés kozott az atmeneti

fuggvények matrixokkal irhatok le, linearisak tehat simak.

Azonosithatjuk V-t és T,V -t. Vehetjik a p kezdépont, v irdnyd egyenest a vektortérben, és
ezen gorbéknek lehet venni az érintévektorat a kezdépontban, opy = p + tv alakd gorbékkel.

Sima leképezés érintdleképezése

Adott egy it : M — N sima leképezés. Egy Win T_pM érint6vektorhoz rendelt leképezés vy, :
F(N) — R ugy, hogy v,(g) = v(g o ) minden sima fuggvényre N-en. Kénnyen lathatoan
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ez egy érintévektort ad a célsokasag u(p) pontjanak érintéterében, ez lesz a T}, 11 leképezés, ez
az érintbleképezése [1-nek.

Kifejezhetjiik ezt koordinatakkal is. A kiindulsi, és a céltér pontjai p, u(p) = q koril vesziink
egy-egy koordinatazast &, 7. Veszsiik a térképezéshez tartozé bazisokat, és alkalmazzuk a
bazistétel(bizonyitasa)t.
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Tehat a leképezés matrixa pont a térképekre atvitt fliggvény Jacobi-matrixa lesz (n X m-es).

A sima gorbék esetét kulon kiemeljik. Egy darab alapvektor van, ez pont derivalasként hat. o :
I — M sima goérbe, mi lesz az alapvektor képe? Pont a gorbe iranyaban vett derivalasként.

Teljesil tovabba a lancszabaly.

M- N -2 Pnal kapott dsszetett fliggvény érintdleképezése megegyezik a tagonként
vett érintdleképezések kompozicidjaval. Megintcsak megmutatjuk, hogy az egyenléség két
oldala ugyanudgy hat (hasznaljuk a kompozicié asszociativitasat). v € T, M, h € F(P):
— = ) 0 _( f ¢ ((7 o) J*..-_.)" - .-«IK o) ‘/j 3 J,\ i
C (eopm) () (B) = v (B2 Gop)) = {(Ro9) 5 ) =

=T (v) (B28) = Toi) § (1o 2o U'?J (&)

— | -f(."‘ e 4L_\ [L_) _— [ 5 T y -‘"l:-r) {_—_—‘

i."' |.\ ) Vi J s /“"L’(l,v)] k) \ ‘/\_/ /(/: L‘ - -
Kévetkezmény, ha vesziink egy sima gorbét M -ben, akkor a gérbe érintévektoranak
érintéleképezés alatti képe megegyezik a képgorbe érintévektoraval.

Sima vektormezdk differencialhaté sokasagon

Erintévektormezd egy Y : M — TM szekcid, a vektormezé sima hogyha minden sima f
fuggvényre Y f is sima.
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X (M) a sima vektormezok halmaza. A sima vektormezék halmaza egy modulus az F'(M)
gy(r0 felett (vagy csak mint R vektortér).

Vektormez6hoz vehetjiik az integralgérbéit, hogyha a pontbeli érintévektorira o’ (p) =

Y (o(p)) . vagyis megegyezik a vektormezd pontbeli értékével. Ezek konstrukcitja
diferencidlegyenletrendszerek megoldasaként all el6. Lokalis koordinatakban felirhatjuk ezeket
az egyenleteket. Volt diffegyen, hogy lokalisan minden pontbdl el tudunk inditani ilyen
gorbéket, kérdés hogy mikor igaz az, hogy minden integralgorbe kiterjed a teljes
szamegyenesre?

O,

3.

Mult 6ran integralgdrbéket definialtunk, belattuk a bazistételt.

Dualis érintotér T,' M, egy f fiiggvény p pontban vett deifferencidlia aza df (p) : T, M — R

linearis forma, melyre df (p)(v) = v(f) all fenn, ez persze egy tényleg egy linearis forma a
T, M téren.

Egy térképezésen vehetjiik a koordinatafiggvényeket ! = u’ o &, és ezek differencialjait
dx’ (p), vildgos, hogy ezek fogjak alkotni a duélis bazist a koordinatakérnyezethez csatolt
alapvektorokhoz.

]
r}\;/]
<
i
z.
I
ro

Ez a differencial is teljesiti a Leibniz szabalyt az érintévektorok definicioja miatt.

Sima vektormezék mint az F'( M) derivacioi

Vilagos, hogy F'(M) egy algebra, derivacié egy linearis leképezés, ami a szorzasra nézve a
Leibniz szabalyt teljesiti. Ha adott egy sima vektormezd Y : M — T'M, tekinthetjik minden
fiiggvényre az Y f(p) = Y, (f) sima fiiggvényt, a Leibniz tulajdonsag is teljesiil az
érintévektorok definicidja miatt. Felmeril a kérdés, hogy minden derivacié eléall-e, mint egy
vektormezé szerinti irdanymenti derivalas? Igen!
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Sima vektormezdk Lie-zéardjele egy [ X, Y] : F(M) — R leképezés, ha X,Y sima
vektormezok, és teljesil hogy [ X, Y| f = X, (Y f) — Y, (X f).

v Allitjuk, hogy ez egy érintévektort definial M -hez p-ben.

A linearitas vilagos, kell még a Leibniz szabaly.

=X (rg)o +2(va)) =¥ WH +2(x3))=
=X (Y8) 9 () + Y () X, () +Xd) Y () +
L) X (Y9) - uf,w/)'i ) = Xl ) )~
W Xe) = £ Vo (xg) =
= (x_ o) - T (<8)) 7 (1) (% (79) =11 ()
X1 () - () +26)- D471 (9

Hasonldan definidlhatjuk vektormezék Lie zardjelét, pontonként. Megjegyezziik tovabba, hogy
ha a sima vektormezd&kre, mint F(M) modulusra tekintlink, akkor a Lie zardjel nem linearis!

Koordinata alakban kiszamolhatjuk vektormezdk Lie-zardjelét, és nullat kapunk az
alapvektorokra.

Lie-algebra definicio. Antikommutativ+Jacobi azonossag, pl R? a vektorialis szorzéassal.
Allitjuk, hogy X (M) a Lie-zardjellel Lie algebra, a Jacobit kell leellendrizni.

Hogyan tudnank jellemezni a részsokasagokat?
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V™, W™ vektorterek, V*, W* a dudlis tereik, v : V' — W lineéris leképezés, e;, f; bazisok,
akkor a(e;) = > Al f, matrixszal irhat6 le a leképezés. Ez indukal egy leképezést a duélis
terek kozott o (w)(v) = w(a(v)) a masik irdnyban. A dualis bazisokat €, ¢ -vel jelolve
konnyen latszik, hogy ugyan azon egyiitthatok szerepelnek a* (¢") = > A7 €l. Mivel matrix és
transzponaltjanak a rangja megegyezik, latjuk, hogy rka = rka*.

Vegylink egy sima leképezést, ennek az érintdleképezését, véglil ennek a dualisat.

=1 1 J

TP (Y = f & vy CEE PN
‘e /e ;;XJM) = Z,V (Vo0 ¥ )3 S A

Leképezés indukalt linearis érintéleképezése

Az el6bbihez hasonlodan itt is a Jacobimatrix transzponaltja fogja megadni a dudlis leképezést.

A rangmegmaradas miatt, ha injektiv volt a leképezés, akkor az indukalt dualis leképezés
szlrjektiv lesz, és forditva.

v Allitas:Minden g € F(N) figgvény diferencialjara (T p)*(dg(p(p)) = d(g o ) (p).

Sima leképezések osztalyozasa

(4 immerzi6, hogyha minden pontban T}, i injektiv, szubmerzi6, ha T}, p sziirjektiv. Lokalis
diffeomorfizmus, ha minden pontnak van olyan U kdérnyezete, amire megszoritva ,u|U

diffeomorfizmust létesit a képére.
Megjegyzés: a térképezések lokalis diffeomorfizmusok.
v Tétel: Ha T}, izomorfizmus, akkor i lokélis diffeomorfizmus p-kérdl.

Attériink térképekre, és latjuk, hogy a térképekre 4thlzott fiiggvény Jacobi matrixa
nemelfajuld p-ben, és alkalmazzuk az inverzfliiggvény tételt.

igy nyerhetiink térképezést sima leképezésekbdl. Vegyiink sima fliggvényeket R-be, melyeknek
a p-beli differencilja bazist alkot T}, M*-ban. Ezeket 6sszetéve egy vektorleképezéssé nyeriink

egy M — R™ leképezést. Allitjuk, hogy p egy kérnyezetén ez a leképezés térkép.

Kellene, hogy (Tp )* maximalis rangu. RAm_{\eta(p)}-ben a természetes bazist, és
koordinatafliiggvényeket tekintve alkalmazhatjuk a koérintdéleképezés kiszamolasara adott
képletet. Ebbdl latjuk, hogy az RAmA* dualis bazisa pont az dyi—be megy (ahol n =

(¥}, ..., y™)), tehat bazist bazisba visz, ergo izomorfizmus, majd hasznaljuk az elébbi allitast.

Megmutathato tovabba, hogy ez kompatibilis lesz a differencialhatosagi struktdraval.
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Definicié: Egy P sima sokasagot az M részsokasaganak neveziink, ha P C M és a topoldgia az
altértopoldgia, tovabba ¢ : P — M természetes injekcid egy immerzid.

Beagyazas hasonldéan egy injektivimmerzié, amely homeomorfizmust ad P és a képe kdzott.

Térkepezéseknél kiilonb6z6 dimenziods affin alterek 6sei kiilonbdzé dimenzids beagyazott
részsokasagokat adnak, ezeket hivjuk koordinata-szeletnek. A projekciéval komponalva kapunk
rajta térképezést is, ezek a k-dimenzios koordinata szeletek, ezek topologikus, sét
differencialhatd sokasagok, differencialhato részsokasagai M -nek.

Allitas: Ha van egy olyan részhalmaz, aminek minden pontja koriil van egy olyan kérnyezete,
ami megegyezik egy koordinata-szelettel, akkor ez a halmaz differencialhato részsokasag(ga
tehetd). A megforditas is igaz lesz, minden k-dimenzids részsokasaghoz adhatodak olyan
térképek, hogy pont a koordinataszeletek feleljenek meg a részsokasag térképezéseinek.

S
4.

Mult éran: részsokasagok.

Definicié: M diffhaté sokasag, a P sokasag részsokasaga M -nek,ha P C M,ést: P — M

természetes leképezés egy immerzio.

Példa: koordinataszelet. (U, £) térképkornyezet, tekinthetjiik a képhalmazéanak egy pontjat

A

- )
§=lpeul="C0zc, \ééﬁ

A koordinataszelet konstrukcidja

Ezt nevezzik k dimenziés koordinata szeletnek, gyakorlatilag egy affin altér 6sképe. Vilagos,
hogy topologikus sokasag, a térképet az elsé k koorinatara valé projekcidval kell csak
komponalni, E :mof|g, aholw: R™ — RF a vetités. A difhaté struktarat it megkapjuk ezzel,
(S, §~) egy globalis térkép.
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Tobb is igaz, minden részsokasag koordinataszeletek unidjaként fog eldallni.

v Tétel: Legyen P* C M részsokasag, ekkor tetszéleges p € P pontban létezik egy olyan
(U, &) térképe M -nek, hogy U N P ennek egy koordinataszelete.

Legyen (V, ) egy olyan M -beli térkép, hogy p € V és ((p) = 0. Az idetartozd
koordinatafiiggvényeket 2¢ = u’ o (-val jeldljuk. Tudjuk, hogy ¢ : P — M egy immerzid,
vagyis mindig injektiv az érintéleképezése.

Az alapfelallas

Az el6bbi megjegyzés szerint (T,e)* : Ty M — T P sziirjektiv. dzt(p),...,dz"(p)
béazis a dudlis térben, tekintsiik a képét (T,)* (d2"(p)) = d(2" o ¢)(p), ezek a
differencialformak generaljak a dualis T ; P teret szurjektivitas miatt, tehat létezik k darab
kozottiik ami bazist alkot, feltehetd, hogy az elsé k darab ez a bazis. A mult érai tétel
szerint megfelelé szlkitésével a W C =1 (V N P) kornyezetnek térképezést adnak a
2' o v fuggvényeki =1...k.
Legyen ) = m o € o t|w. A projekci6 egy nyilt leképezés, megfelelé V CV-re WSV C
77W teljesilni fog (esetleg egy kis sz(ikitéssel. Valasszuk fi =28t : nW — R. Most az
V>R figgvényeket adjuk meg, az elsé k koordinataban egyezzen meg 2t |V-vel a
maradék helyeken xl =2 — fJ (. Kellene, hogy ez is egy térképezés, ergo, hogy
dz’(p) lineérisan fiiggetlenek.

Zdw )(8/82") ZBZ dz' (p

Ha j < k, akkor nem végeztiink valtoztatast, Blj =&, azl. alapvektort kell hattatnunk a j
. koordinatafliggvényen. A fennmaradé j > k esetben allitjuk, hogy I > k-ra szintén

Blj = 5lj teljesul. Behelyettesit, kibont, behelyettesit, f;m konstans az utolsé m — k
koordinatatengely mentén.
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Most vehetiink egy U C V nyiltat p kériil, amin az imént kiszamolt z* vy 2™y
fuggveények térképezést adnak, hiszen a differencialok bazist alkotnak T;M—ben.

Belatjuk, hogy (U, £)-nek U N P koortinataszelete, de ez vilagos. GGEZ

v Allitas: P¥ C M részsokasag, legyen adott y1 : N — M sima agy, hogy u(N) C P.
Ekkora it : N — P megszoritott leképezés is sima.

Vehetjlik a koordinataszelet térképezéseket, ezen vildgosan latszik, hogyha athuzzuk p-t,
sima leképezést kapunk.

v Allitas: Legyen P C M olyan, hogy tetszéleges p € P-hez létezik M -beli (U, £) térkép,
hogy U N P egy k-dimenzids koordinata szelet. Ekkor P egy k dimenzids részsokasagga
tehetd.

"Kézenfekvo kalkulacio.”

v Allitas: M tetszéleges P részhalmaza legfeljebb egyféleképpen teheté részsokasagga, azaz
legfeljebb egy C'™ osztalyu teljes atlasz adhat6 meg rajta.

Legyenek A, Aj olyan teljes atlaszok P-n, hogy (P, A;) és (P, Ay) egyarant
részsokasagok.

(M, B) a teljes atlasz adja meg a difhatd strukturat. ¢1 : (P, A1) — (M, B), és 12 :
(P, Ay) — (M, B) injektivimmerzidk (a fliggvény maga azonos, csak az alantas
differencialhaté struktdrakat valtoztatjuk meg). Ekkor Z : (P, A;) — (P, Ag) sima
leképezést ad oda, és vissza, és a két struktura diffeomorf.

Definicié: Legyen adott egy i : M — N sima leképezés, ¢ € u(M) reguléris érték, ha Vp €
p!(c) pontban a T), u sziirjektiv.

v Allitas: Ha c egy reguléris érték, akkor 1 (c) egy m — n dimenziés részsokasag.

Vegytink egy (U, £) térképet p € M kéril, és (V,n) egy térkép u(p) = c koériil.
Kihasznaljuk, hogy (T, u)* : T N — Ty M injektiv, d(y" u) (p) fiiggetlen elemek T M -
ben, valasztunk hozzajuk még m — n darabot, hogy bazist kapjunk, pl az elsé m — n
darab, dz*(p), . ..,dx™ " (p),d(y'p), - . .

Legyen 2/ = 27, haj < n — milletve 2™ ™" =gy ", har = 1...n. Mivel a
differencialok fliggetlenek, van olyan esetleg szikebb W C U tartomany, amelyen ezek a

fliggvények térképezést adnak. S = =1 (c) N W egy m — n dimenziés koordinataszelet
lesz, hiszen az utolsé n koordinata konstans lesz.

8
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5.

Kovarians tenzormezdk

X (M) sima vektormezdk tere M -en, egy modulus F'(M) felett.

Definicio: Az M -en vett 0, r tipusd tenzormezén egy olyan @ : X (M) x --- x X(M) —
F (M) leképezést értiink, ami F'(M)-linearis, ergo valtozdiban additiv, és sima fiiggvény
szorzd kiemelhetd.

Ertelmezhetd 1, r tipust tenzormez4 is, ahol Q : X (M)" — X (M).

M: tegytik fel, hogy valamely p pontban valamely Y; mezé nulla, akkor
Q(Y1,...,Q:)(p) =0.0

Allités: Legyenek Y7, ...,Y, és Z, ... Z, vektormezdk, melyek a p-ben ugyanazt veszik el,

akkor Q(Y1,...,Y)(p) = Q(Z1, ..., Z:)(p).c

Ezen két allitasbol kovetkezben értelmezheté minden tenzormezéhéz egy Qp : Ty M"™ — R
linearis forma.

Megjegyzés T (M), T} (M) jelsli a O,r és 1,r tenzormezdk terét.

Definicié: Qo € T2 (M), Q2 € TP (M) tenzormez8k tenzori szorzataaza Q1 ® Q2 € T, ,,
melynek az értéke az Y; vektorokon Q1 (Y1, ..., Y. )Q2(Y,i1,. .., Yis).

1-forma mezdk

X*(M) jelsli a 0,1 tipust mezdk terét, ezek vektormezékhdz rendelnek fliggvényeket.

Definicio: f € F(M) fuggvény diferencélja df az az 1-forma, melynél df(Y) =Y f.

Tenzormez6 visszahuzasa

w: M — N sima leképezés, és () € Tf, tekinthetjlk a visszahlzott ©* () tenzormezét,
melynek a definicidja u*Q(Y;) = Q(Tu(Y;).

Definicio: Riemann metrika egy 0,2 tenzormez6, amely szimmetrikus, és minden érintétérre
megszoritva egy pozitiv definit bilinearis format eredményez.

Parhuzamos eltolas

r: D — R" egy M hiperfeliilet paraméterezése, ebben fut egy gérbe, egy vektort ementén
parhuzamosan eltolhatunk. Egy vektormezé Z : I — R™ gérbementi, ha Z (t) € Ty M
minden t-re.

Deinicié: Z egy parhuzamos vektormezé ha Z'(t)— < Z'(t), No(t) > No(t) = 0.

Ez mind szép és jo, amig be vagyunk agyazva, az absztrakt sokasagokhoz konnexiok kellenek.

Kovarians derivalas sokasagon
Definicio: V : X (M)? — X (M) egy kovarians derivalas/lineéris konnexié M-en, ha
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1. elsé valtozdjaban additiv

2. elsé valtozéjaban F'(M) lineéris

3. masodik valtozojaban additiv

4. masodik valtozéjaban F'(M) derivalas
Megjegyzés: V x Y -nal jeloljik, és az Y mezd X szerinti kovarians derivaltjanak hivjuk.
Ha a masodik valtozét fixaljuk, kapunk egy 1,1 tenzort, és latjuk, hogy az irany, amerre
derivalunk, csak a pontbeli értéktdl fligg.
Allitas: Ha Y = Ya P pont egy kérnyezetében, akkor V, Y =V, Y.

Y — Y azonosan nulla egy kornyezetben, ezt kénytelen nullaba vinni a V,, 1-1 tenzor.

Ha U, ¢ egy térkép, X (U)-n vehetjik az alapvektormezéket 8/0x?, és vehetjik a

Va/ami 3/3xj felirasat ebben a bazisban. Felirva a derivalt mezdt a természetes bazisban
> I 3/3mk, ami tovabb megegyezik I‘k = dz*(V,,x;)-vel.

Megjegyzés, ha két vektormezé egy v iranyd gorbe mentén egyenld, akkor a v iranyd kovarians
derivaltjuk is megegyezik.

Legyenek Y, Z € X (U) lokélisan definialt vektormezék, az alapvektorokbél 1%, ¢
egyUtthatokkal felirva. Most szamolunk, Vy Z -t kibontva a linearitas, és derivalasi
tulajdonsagok szerint.

6.

Kovarians derivalas/linearis konnexio folyt.

V:X(M)x X(M) — X(M), egy térképezésen kifejezheté koordinataalakban

Vx, X;=> Fijk alakban. Ebbdl a konnexié tulajdonséagait felhasznalva kifejezhetjik
tetszbleges Vy Z vektormezét a Christoffel szimbdélumokkal, és a vektormezék
koordinatafiiggvényeivel.

VyZ:Z(Zini +ZZI‘ yz”

lesz az X, egyitthatdja, haY = Yy X;, Z = > 2' X;. Egy pontban kiirva ezt a formulat (
Y (p) = v) adddik a kévetkezd.

Allités: legyen o : I — M sima gérbe, és Z1, Z2 € X (M), ahol Z1 0 0 = Z o 0. Ekkor
vda/dtzl - Vdo-/dtZ2 tteesUI.

Vesziink egy térképet o (t) kordl, felijuk a kovarians derivaltat ezen a térképen. A feltételtink
szerint a két vektormezé megegyezik a gorbén, és igy visszairva a kifejezéseket latjuk, hogy
ugyanazt a vektormezét kapjuk. [l
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Definicié: o : I — M sima gérbéhez a Z : I — T'M leképezést gérbementi vektormezének
nevezziik, ha Z(t) € T,y M.

Ha o(I) C U egy térképtartomanyban van, akkor a Z mezé kifejezheté > (;(t)0;0 ()
alakban (ahol (; : I — R). A Z gérbementi vektormezét simanak mondjuk, ha ezen
koordinatafliggvények simak. Ebbdl definidlhaté X (o) a gérbementi sima vektormezék tere, ez
persze egy modulus a C* (I) gy(ra felett.

Definicié: Legyen (U, £) olyan térkép, amely tartalmazza o (t)-t. Egy t € I' C I intervallumon

kifejezhetjiik a Z (t) gérbementi vektormezét, ennek a kovarians derivaltjat

2(t) = S0+ 3 S Th(e (1) - 0l(t) - G 1) X(o (1)

k

formula értelmezi.

Q Ha o regularis (vagyis a sebességvektora nem tlnik el), akkor I-nek megadhat6 egy
részintervalluma, és egy olyan Z € X (M) vektormezd, hogy Z o o|; = Z|;

tetszéleges Z gérbementi vektormezd esetén, és ekkor Z' = V5 Z.

Ha o’ (t) = 0 valahol, akkor Z'(¢t) = > (. (t) Xk (o (¢)) teljesul.

Q h € F(I), akkor hZ € X (o), ekkor (hZ)'(t) = W' (t)Z(t) + h(t)Z'(t).
Definicio: A Z gdrbementi vektormezé parhuzamos, ha Z' = 0 teljesdil.

Vilagos, hogy ezek egy alterét alkotjak X (o)-nak, méghozza m dimenzidsat, hiszen egy adot
pontbdl egyértelmlen tudunk elinditani egy parhuzamos vektormezét, egy elsérendd linearis
difegyenlet megoldasai a koordinatafliggvényei. Kévetkezik hogy értelmezhet6 a o menti
parhuzamos eltolas.

Definicié: o geodetikus, hogyha az érintévektormezeje parhuzamos sajat maga mentén. (6)' =

0

Ez mar egy masodrendu diffegyenlet megoldéasat jelenti, nem biztos hogy kiterjed, de
legalabbis minden pontbdl kiindul geodetikus minden iranyban.

A kovarians derivalashoz rendelt tenzormezdok
1. Torzidtenzor. T : X (M) x X(M) — X (M), definicié szerint T(Y , Z) = Vy Z —

VzY — [Y, Z]. Latvanyosan antiszimmetrikus, tenzorialitas ellenérizhetd.

2. Gorbuleti tenzor. R : X (M)? — X (M), ez pedig R(X,Y)Z = VxVyZ —
VyVxZ — V|xy|Z. Ez az els6 két inputjaban antiszimmetrikus.

Kovarians tenzormez6 derivaltja
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Q € T°(M) egy 0, 7 tenzor. Ennek az X mez6 szerinti derivaltia azon Vx Q € TP (M)
tenzormezd lesz, amelyet a

VxQ(Yi,...,Y;) = X(Q(Y1,...,Y2)) = ) _Q(Yi,...,VxYi, ..., V)

formula értelmez. Tovabba VQ(Y1,...,Y,11) := Vv, Q(Y1,...,Y;), egyel névelhetjiik a
rendjét ha a derival6 vektormezdt valtozénak tekintjuk.

Riemann-sokasagok

g € T9 (M) tenzormezé egy Riemann-metrika, ha szimmetrikus, és g, : TyM x T,M — R
pozitiv definit minden p-re.

Legyen Y € X (M) rogzitett. A gy : X (M) — F(M), Z — g(Y, Z) leképezés
egy 0, 1 tenzormezét hataroz meg.

Lemma: Legyen adva egy w € X*(M) (1-forma v. kovektormezé), ekkor egyértelmGen létezik
egyolyanY € X(M), hogy w = gy.

Lokalisan. Térképtartomany (U, £), és vehetjiik a koordinatafliggvényeket i =ulo& Ag
metrika térkép szerinti komponensfiiggvényei g;; : U — R sima leképezések, ahol

9ii(p) = gp(0i(p), 0;(p)). ezekkel kifejezhetjik a metrikat mint bilinearis format,

> > gijda’ ® da? alakban. Vehetjik a g™ inverzmatixot. w|rr = Y pidz’ alakban
irhat fel. Elegendd egy olyan vektormez6t konsturalni, melyre w(X;) = g(Y, X;), hiszen
ha a bazison megegyeznek, akkor mindenhol. Beirva ebbe az egyenletbe p; = > gilyi, ezt
az inverzzel 4tszorozva megkapjuk, hogy Y = > ) gijpj 0;, vagy valami ilyesmi alaku lesz

lol |l

Tétel: (M, g) Riemann sokasagon egyértelmien létezik olyan V kovarians derivélas, amely
torzibmentes, és Vg = 0.

1.

Riemann sokasagon vett Levi-Civita linearis konnexio

g c Tzo(M) a metrika tenzormezdje M -en. Egy ilyen objektumot is lehet kovariansan
derivalni, definici6 szerint Vxg(Y,Z) = X(9(Y,Z2)) — g(VxY,Z) — g(Y,Vx Z).
Tétel: létezik egy olyan kovarians derivalas, amelyre V.x g = 0 minden X szerint, és

torzibmentes.

Bizonyitas: Tegytk fel, hogy V egy ilyen linearis konnexié. A metrika ad egy kanonikus
megfeleltetést a vektormezok, és a kovektormezdk kozott, mint malt 6ran megemlitettik (

VX eX(M)JwVY : g(X,Y) =w(Y)).

file:///C:/Users/marci/Documents/Egyetem 8e23ac4bc4e044e397ce29ef6133af37/SokDifGeo aaOb615ffa4943ba86dd9ca8f76114c0/ez.html 14/29



2022. 05. 14. 18:39 1.

Most az elsé feltétel szerint Xg(Y, Z)) = g(VxY,Z) + g(Y,Vx Z), majd ezeket
felirjuk ciklikusan az X, Y, Z vektormezdkre:

Xg(Y,2))=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ)
Yg(Z,X)) :g(VyZ,X)—i-g(Z,VyX)

1. 4 2. — 3.-bdl adddik

X(Q(Ya Z)) +Y(g(ZaX)) - Z(g(X,Y)) =
g(VXY+ VyX,Z) —{—g([X,Z],Y) —l—g([Y, Z]7X)

Az utolso két tag a torziomentesség miatt a Lie-zardjel. Vy X = VxY — [X,Y]-t
felhasznalva atirjuk az elsé tagot is az egyenléség jobb oldalan.

29(VXY, Z) —g([X,Y],Z) +g([XaZ]7Y) +g([Ya Z]aX)

Most a teljes egyenléségben csak egy tagban szerepel kovarians derivalas, kifejeztiik
9(VxY, Z)-tiranymenti derivalasok és Lie zarojelek illetve a metrika segitségével.

Ezzel megkaptuk a Koszul formulat, a V x Y -hoz tartozd 1-forma mezé egyértelm(en
meghatarozott, és igy a metrikaval maga a vektormezé is.

Most egzisztenciat is belatjuk. Vegyiik azta C : X (M)3 — F (M) leképezést, amit a
Koszul formula definial. Az additivitasa minden valtozoban vilagosan latszik. Az deril ki

viszont, hogy csak az elsd és harmadik valtozdjaban lesz F'(M) linearis. A masodik
valtozojaban

torténik. Ez kiszamolhato egyszer(i behelyettesitéssel, és az [fY, Z] = f[Y,Z] — (Zf)Y

azonossag felhasznalasaval.

Legyen X, Y fix, tekinthetjik a C'x y leképezést amit ezzel kapunk, ez egy 1-forma mezé
lesz. Ehhez a metrikét felhasznalva egyértelmen létezik egy olyan D(X,Y )-el jelslt
vektormezé, hogy Cx v (Z) = g(D(X,Y), Z), ergo kaptunk egy D : X (M)? —

X (M) hozzarendelést. Errél be akarnank l4tni, hogy kovarians derivalas.
Ag(D(X,Y),Z) = C(X,Y, Z) felirasbol, és az elsé valtozdbeli F'( M) linearitasbol
latszik, hogy D(fX,Y) = fD(X,Y), a masodik valtozéhoz az elébbi azonossagot
hasznaljuk:g(D(X, fY), Z) = g(f(D(X,Y) + (X f)Y, Z) a tagok 6sszevonasa utan,
mivel ez minden Z-reigaz, D(X, fY) = fD(X,Y) + (X f)Y kévetkezik tehat D egy
kovarians derivalas.

Torziémentességhez D(X,Y) — D(Y, X) = [X, Y] teljesiil-e, egyszert formalis
ellenérzés, végil a metrikussaghoz X (¢9(Y, Z)) — 9(D(X,Y), Z) —
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9(D(X,Z),Y) = 0 kell, az utolsé két tag pont C(X,Y, Z) és C(X, Z,Y),

megintcsak egy formalis ellenérzés. [l

Q A tételben szerepld linearis konnexiét nevezziik Levi-Civita féle kovarians derivalt.

A Christoffel-féle szimbdlumok

(M, g) Riemann sokasag, (U, §) térképezések. Egy ilyenen felirhatjuk Vg, z; = > I‘éjxl
alakban a kovarians derivalast, ahol 2 : u? o € : U — R a koordinaatfuggvények, és x; =
0/0x".

Tovabba a metrikabdl g;; : U — R, ahol G(p) = (g (p)) = (9(z:(p), z;(p))) a Gram
matrixa a lokalis koordinatarendszertinknek. Ennek nemelfajultsag miatt vehetjik az
inverzmatrixat, ez legyen H (p) = (h* (p)), ezekre teljesl, hogy >~ gy h'* = §F. Lokélisan
glv =32 >0 gijda’ ® da! alaki lesz a metrika.

Tétel: A Christoffel szimbolumai a Levi-Civita konnexiénak kifejezhetéek a metrika

komponenseibél a kévetkezé médon: Tl = > hlk(aii (gjx) + a%(gkz) — 8%(923))
Bizonyités: Vx, X; = > T, X, ezt szorozzuk skalarisan Xj-val, g(Vx, X;, X)) =
ZI‘”gm = Pji;. A konnexi6 szimmetrikussagabol X; (g(X;, X)) =

9(Vx, Xj, Xx) + 9(Xj, Vx, Xk). Megint ciklikus cserélgetést csinalunk:

(gjk) — zk:] + szka
(gkz) jzk + sza
Xk(glj) Pk‘]z + Pkm

Most pedig megint 1. + 2. — 3., és azt kapjuk hogy X; (gjx) + X;(gri) — Xk(9i;) =
2> F”glk Erre a kifejezésre raszorozhatunk a H inverzmatrixszal megkapjuk a kivant
azonossagot. [l

Példa: Poincaré féle félsikmodell a hiperbolikus geometrianak. M = {(u,v) € R%*|v > 0}, a
metrika gi; (u,v) = 1/’02527'.

8.

Osszefiiggé Riemann sokasag metrizalasa

Riemann sokasagban a tavolsag alatt két pontot 6sszekdtd gorbék ivhosszanak az infimumat
értjl'jk Ez ad egy metrikat a sokasagon, az indukalt topolégia megegyezik a sokasag eredeti

« s

Legyen o : [a, b] — M egy sima gorbe, & = Tyo(d/du(t)) az érintévektora, és az ivhossz
f \V 9(6,F)dt lesz. Két tetszéleges pontot szakaszonként sima gérbével 8sszekdthetjiik, és
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ennek az ivhosszat kiintegralhatjuk, majd ezen szamokra vehetiink egy infimumot. Altalaban
nincsen legrovidebb 6sszekdtd gorbe, lokalisan azonban igen.

Allités: Legyen adva egy o : I — M sima gérbe, Ha Y, Z € X (o) gérbementi vektormezék
parhuzamosak, akkor g(Y', Z) konstans t-ben.

Bizonyitas: & (t) i 0 az els6 eset. Ekkor van egy olyan lesz(kitése az intervallumnak J, hogy
a o(t) pont egy U nyilt kérnyezetén megadhatdak Y, Z vektormezék, melyek kiterjesztik
Y, Z-t erre a nyiltra. Ekkor az f =< Y, Z > fliggvény is kiterjed erre a kérnyezetre
persze. Tekintsiik az f'(t) derivaltat, behelyettesitve ez - (g(Y,Z)o0) =
To(L1)9(V, 2) = 6(t)(9(V, 2)) = 9(Voy ¥, Z(o (1)) +

9(Y(c(t), Ve, Z) =g(Y',Z) + g(Y, Z'), és ez a parhuzamossag miatt 0.

Ha o = 0, akkor lokalisan kifejezziik, és a Leibniz szabalyt alkalmazzuk, a 0-vektor iranyaban
kell derivalni, ami mindig nullat eredményez. A két vektormezd komponensfliggvényeinek
derivaltja O lesz parhuzamossag, és a feltételiink miatt (a gérbementi kovarians derivaltas
formulaban a Christoffel szimbélumos tagot megéli &), a harmadik tag f’-ben pedig azért

esik ki, mert & = 0. [}

Geodetikusok

o goérbe geodetikus pontosan akkor, hogyha ¢’ = 0. Egy térképtartomanyban felirhatjuk a
diffegyenletet ezekre. & = Y o (t) X; (o (t)), ezt még derivélva

A(t) + D Th(o(®)oi(o}(t) = 0

minden k-ra, kell hogy teljestljon.
Kévetkezmény: Ha az M egy p pontjdban adva van egy v € T}, M vektor, akkor létezik
egyértelml geodetikus, melyre o(0) = p, és 6(0) = v teljesiil valamely maximélis I

intervallumon értelmezve.

Exponencialis leképezés

Av € T, M érintévektorhoz tartozé maximalis -y, geodetikushoz tartozé intervallum legyen I,
. Jelolje T, M azon vektorok halmazat, melyekre 1 € I,,. Belathatd, hogy egy geodetikus
linearis atparaméterezése is geodetikus, és hogy T}, M nyilt, és csillegszer(i halmaz. Ezen a
halmazon exp,, : T, M — M az exp,(v) = 7»(1) képlettel. Belathato, hogy ez a leképezés
sima, és a nulla egy kornyezetét diffeomorf mddon képezi le p egy kornyezetére.

Normalis koordinatarendszer

e; ortonormalt bézis T}, M -ben, és U = expp(W) a megfelelé kis kornyezetre. ¢ : U — R
az a fiiggvény, ahol (exp,(w)) = gp(w, €;). Ezeket tegylik 6ssze egy £ leképezéssé, ezt

hivjuk normalis koorinatarendszernek.

Gorbiileti tenzor tulajdonsagai
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Allitas: Tetszéleges X, Y, Z, W € X (M) vektormezékre fennall
1. RX,Y)Z+R(Y,Z2)X+R(Z,X)Y =0
2. 9(R(X,Y)Z,W) = —g(R(X,Y)W,Z)
3. 9(R(X,Y)Z,W) =g(R(Z,W)X,Y)

Kihasznaljuk, hogy tenzormezdkkel dolgozunk, elég egy adott térképen az
alapvektormezdkre ellenérizni, tehat valasszuk X, Y, Z, W -ket ilyennek. Torzibmentesség
miatt VxY = Vy X teljesiil ilyen esetben, és ebbdl R(X,Y)Z = VxVyZ —
VyVxZ —0.
Az elsé (Bianchi) azonossaghoz felirhatjuk a 6 tagot, s paronként kiejtik egymast.
A mésodik tulajdonsaghoz elegendé, hogy g(R(X,Y)Z,Z) = 0.

S = L(v,w) egy sikallas, S C T,, M, a hozzatartoz6 Gauss gérbilet K, (S) =

<R(v,w)w,v>
<v,u><w,w>—<v,w>2 "

9.

Alternal6 formak egy vektortéren

V egy m-dimenzios vektortér R felett. V-n értelmezett k-lineris formak tere legyen £* (V).
Ertelmezheté ezek tenzorszorzata, @ € LF, és B € L!, akkor a @ B € L a pontonkeénti
szorzatra, az els6 k valtozd a-ba, a tébbi [ valtozo [B-ba helyettesitendd, majd az eredményt

dsszeszorozzuk.

Sk a k-fokd szimmetrikus csoportot jeldlje.

Definicié: Az a k-linearis forma alterndlo, ha al(vy(;)) = sgn(o)o(v;) teljesiil.

Hasonldan definialhatjuk a o« transzformalt k-format, ahol pont a o permutacioval csavarjuk
meg az inputokat.

Vilagos, hogy az A* (V) alternalé formék egy alteret alkotnak a k-lineris formak terében.
Szeretnénk egy szorzast ezeken is, a tenzorszrzas nem felel meg, nem lesz alternald a szorzat,
valami hasonlot csinalunk majd.

Vegyik észre, hogy linearisan 6sszefliggd vektorokon egy alternalé forma értéke
mindig nulla. Egyszer(en kifejeziink egyet a tobbibdl, linearitast hasznaljuk, és az
alternalésagot.

Koévetkezésképp k > m-re csak a 0 forma alternalé. Belathatd tovabba, hogy altalanosan is

(7;) lesz a k-alternalé formak terének dimenzidja.

Allités: Legyen e; egy bazisa V-nek, ési; < - - < 4 indexek. Ezekhez tekintsiik az €k
format, ami a kdvetkezSképpen van definialva €% (ej, , .. ., e;,) = 5;1 ... 5;’; ahol
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feltessziik, hogy 71 < - -+ < ji is teljestl. Ezen formak egy bazist alkotnak a k-alternalé formak
terében.

Alternaloé operator

Legyen a : L¥ — LF az a leképezés, ahol tetszdleges a(a) = Y sgn(o)oa. Kénnyen

UGSk
lathatoan ez a forma mindig alternald lesz.

Azr,s € Sy permutaciok szorzatan az r o s leképezést értjiik, a kompozicidjelet
néha elhagyjuk.

Lemma: p(oa) = poa igaz tetszéleges p, € Sy, o € L¥-ra.

ploa)(vi) = oa(vyi)) = a(Veo)) = poa, egy vy = wi helyettesitéssel latszik
szépen.

Lemma: a(a) alternalé.
p € Sk, mellett tekintsiik pa(a)-t.

p(D_ sgn(o)oa) =) sgn(o)(po)a = sgn(p) Y sgn(pc)(po)a = sgn(p)a(a)

(o2 (o2 g

Kiils6 szorzat az alternalo formakon

Definicio: o k-alternalo, B I-alternalé forma legyen. Az 6 kiilsé szorzatukon az

alpf = ﬁa(a@ﬂ)

formulaval definialt |+k alternalé format értjik.
Allitas: Igazak az alabbi 8sszefliggések
1. BAa=(—=1)"a A B, vagy egyenértékiien a(8 ® a) = (—1)*a(a ® B)
2. a(a(a) ® B)) = ki (a ® B)
3. a(a x a(f)) =l a® p)
4. a(a) = kla

Az egyeshez csak ki kell szamolni annak a permutacionak az eldjelét, ami az 1.k szamokat
I+ 1...1 + k-baviszi,ésak + 1, ...,k + [ szamokat 1, ..., [-be. Ezt kell hattatnunk hogy
felcseréljuk a tenzorszorzat sorrendjét, és kiemellink az el6jelével, ami minden bizonnyal
(_1)kl'
Allitas: tetsz8leges a, B, k| és n linearis formakra (a A B) Ay = a A (B A7) teljesil, ez
egyenlé ﬁa(a ®RLB®7).
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Allitas: Legyenek €’ linearis formak. Ekkor tetszéleges v; vektorokra €' A - - - A €* (v;) értéke
pont det €’ (v;) lesz.

///////

tekintlink (figyelem, minden 1-forma alternald!). Tehat csak a tenzorszorzat alternaltjat kell
kiértékelni a vektorokon, ami pont a determinans definiciéjat adja vissza.

Differencialformak sokasagon
Definicio: Az M sokasagon vett k-fokl differencidlformdn egy olyan w : X (M)* — F(M)

kovarians tenzormezét értlink, amely minden pontban alternalé.

Ertelmezhetjiik a kiilsé szorzatot, mint a pontonkénti ékszorzatat differencialformaknak. A k-
differencialformak terét QF (M)-el jelsljik. A dim M foku differencialformakat térfogati
formadknak nevezziik.

10.

Differencialformak sokasagon

r-adfoku differencialforma tulajdonképpen egy w : X (M)" — F(M), egy (0,7) (kovarians)
tenzormezé, amelynél w( X7, . .., X,) = sgn(o)w(X,1,. .., Xsr) teljesil minden o € S
permutaciora, vagyis w, minden pontban egy alternalé forma T, M -en. Ezeket 2" (M )-el
jeloljuk, az r-edfokd differencialformak M -en. Ezekre kiterjesztjik a kiilsé szorzas mUveletét. Ha
n € QY (M), akkorw A : X (M) — F(M) akilsé szorzatuk ami a

ﬁ Y osin $9n(0)w(Xo1,s - oy Xor )N(Xo(ri1)s - -+ s Xo(ri1)) formula szerint van
értelmezve teljesen analég modon a vektortereken értelmezett alternald formakhoz.

Alternalo formak egy vektortéren

V egy m dimenzi6s vektortér. Az ey, . . . , €, bazishoz vehetjiik a dualis €, . . ., €™ dudlis
béazist V*-ban. Ebbsl A¥ (V)-nek bazisa a k-tagl ékszorzatok az € -jb6l (monoton névekvé
indexekkel mondijuk). Ez valéban bazis, minta >_ 1(ei1, - . . , € )€ A -+ A €F feliras
mutatja. Kovetkez6en emiatt dim A* (V) = (7,';) Vizsgéljuk meg, hogy hogyan valtozik
bazistranszformacidra az ékszorzat.

Legyen b1, . . ., by, egy masik bazis, B, . .., B™ dualisokkal. Az attérést felirhatjuk b; =

3" cle, alakban. A térfogati formakra ! A--- A €™ = (e A+ Ae€™)(bry...,bpn)BY A
-+« A\ B™, mert az értékiik megegyezik a baziselemeken. Ez utébbi szamot kiértékelhetjik a
topdimenziés formakra vonatkozé determinansos képlettel det (e’ (b;))B* A - -+ A B™ alak
lesz a transzformalt m forma, ez pedig az attérés miatt det B A - -+ A B™.

Linearis izomorfizmusra mi a helyzet? V', W valds vektorterek. Vegytinkegy p : V. — W
linearis leképezést. Ennek a pullbackje p* : W* — V* (masnéven transzponaltja). Ezt
kiterjeszthetjik az alternalé ormékra a kévetkezé modon. u* : L¥(W) — L¥(V), ahol
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tetsz6leges n-ra p*n(vy, ..., vE) = n(p(vy), ..., u(vg))-val van definialva. Ez a leképezés
megsz(kil az alternald formak terére. Tegyuk fel most, hogy p linearis izomorfizmus. b; egy
bazis W -ben, B¢ a megfelel6 dudlis bazis, hasonléan e; bazis V -ben. Felirhatjuk mostmar 7]
matrixat, (e;) = > A} by. Igazolhatd, hogy u*(BL A -+ A B™) = det Aet A--- A e™
teljesil, az el6z6 esethez hasonloan.

A differencialformak lokalis kifejezése
w € QF(M), és adott egy U, £ térkép, ¢ = u'® o £ koordinatafuggvényekkel. w|y =
S w(z2r,...)dz™ A ... alakban fejezhets ki.

BIE“ b

Iranyithato sokasagok
Definicié: Az M sokasag iranyithato, ha létezik v € Q™ (M), amire 1, = 0.

Ebbdl konkrét iranyitast ugy kapunk, hogy egy adott érintétérbeli bazis iranyitott, ha a v rajtuk
felvett értéke pozitiv, az ilyen bazisokat kompatibilisnek mondjuk.

Egy adott térfogati forma minden pozitiv szamszorosa ugyanazt az iranyitast
reprezentalja.

Deifinicié: Legyen M iranyithato és az iranyitast reprezentalja v. Az U, £ térkép kompatibilis az
iranyitassal, ha van olyan f : U — R pozitiv sima figgvény, hogy v|g = f - dz* A -+ A
dx™.

Osszefliggd térképtartomany esetén legefeljebb egy koordinatacserével elérhetjiik a
kompatibilitast, tehat kivalaszthatd kompatibilis térképekbdl atlasz.

Térképezésekbdl nyert térfogati formak

U, € ésV,n legyenek térképek metsz6 térképtartomanyokkal. 2 = u’ o £, ésy/ = u? on.
3‘?/ (p) =3 5%1' (p)(z") 5% (p) = 3 Bi(z" o 1) (n(p)) 22 (p) a bazistétel szerint. Tehat
a bazistranszformacié matrixa T, M-ben ponta J (& o ") (n(p)) Jacobi matrix. A T* M -beli
dualis bazisok (differencialformak) dz!(p), . .., dz™(p), és hasonldan a mésik térképre. Az

elébbi meggondolasok miatt a bazisok ékszorzatai pontosan az attérési matrix determinansaval
szorzédnak az attéréskor (Adz' = det J(£ op 1) - (Ady?)).

Tétel: Az M sokasag iranyithaté pontosan akkor, hogyha kivalaszthato rajta olyan sima atlasz,

hogy barmely két elemére (mondjuk megint U, £ és V', n) teljesiil, hogy Eon 1 : U NV —
R™ leképezés Jacobi matrixanak a determinéansa pozitiv.

Vesziink egy fedé megszamlalhaté résztérképet a feltétel szerinti atlaszbol U, , €,, és a
hozzajuk tartozé fo - (Adxy,), ahol fo egy nemnegativ bumpfiiggvény, amivel kiterjesztjik
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a lokalis térfogati formakat. (lokalisan véges fed6 rendszert vesziink az egységosztashoz,
ezért az sszeg értelmes)

Riemann metrikaval meghatarozott térfogati forma

Legyen adva (M, g) Riemann sokasag, amely iranyitva van (). (U, &) legyen az iranyitassal
kompatibilis térkép. Itt lokalisan felirhatjuk a metrikat komponensfliggvényekkel, g;; (p) =

g(0/0xt,0/0z7). 7(p) := 1/det G(p) - (Adz")(p) egy alternalé forma lesz, ami flggetlen

a térkép megvalasztasatol, ez lesz a térfogati forma (ahol G(p) = g;; (p) a Gram matrix).

é(p) a V', n térképhez tartoz6 Gram-matrix legyen. A bilineéris formak transzformaciés

szabalya szerint G = JT GJ, tehat vV det G = v/det G det J, és ezt pont kiegésziti a

lokalis térfogati forma képletében felbukkano Jacobi-determinans, tehat minden térképen

V det G (Ady?)-t latunk.

R'™-en értelmezett térfogati forma integralja

V legyen nyilt részhalmaza R™-nek. w € Q™ (V) egy olyan térfogati forma, hogy supp(w)
kompakt. w kifejezhetd egy figgvény segitségével w = h - (Adu'), ahol h : V — R sima
faggvény. Nem tudjuk, hogy V', K Jordan mérhetd lenne, de vehetlink véges sok gombét,
melyek lezartja is V' -ben van, és K -t lefedik, ezek unidja Jordan mérheté lesz, hiszen a hataruk
nullmérték(, ez lesz K (a masik konstrukcié az lenne, hogy specialis V -t és w-t valasztunk, de
ez egyszer(bb).

Definicié: Az w térfogati forma integraljan az fK h Riemann integralt értjik. Ezt fV w-nak
jeloljuk.

Allités: fW P*w = fV w, ha ¢ egy irdnyitastarto diffeomorfizmus V', W kézétt, ez csak egy
atfogalmazasa az integraltranszformacios tételnek.

11.

Integralas R"-ben

V' C R nyilt részsokasag, az identitas mint globalis térkép, és legyen w egy térfogati forma V'
-ben, melynek K tartoja kompakt. Mint a multkor lattuk w = hdu® A - -+ A du™ alakban
kifejezhetd.

Definicio: fV w= [z h= [z h(uy,...,u,)du; ...du, aformaintegralja.

A tarté nem feltétlentil Jordan mérhetd, de lefedhetjiik véges sok gémb unidjaval egy olyan
kompakt halmazza, amely mar Jordan mérheté (ez a K).

Allitas: Legyen ¢ : W — V az R™-beli W nyilt halmaznak egy irdnyitastart6 diffeomorf
leképezése V -re. Ekkor fV w = fW P*w.

Bizonyitas: A W, id globalis térkép koordinatafiiggvényei 2! . .., 2™ legyen, supp w kompakt,
és az 6se is kompakt W-ben. Ty ¢p : T,W — Ty, W, az alapvektorok 8/0z(a), . . ., és
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d/0ut(¢(a)). A bazistétel szerint T, p(8/0z%(a)) =

>, Tu$(0/07" (a)(u")(9/0u" (¢(a)))-

Az egyltthatéfiiggvények pedig pont T, ¢(8 /02" (a)(u") = 8;(u" o ¢)(a), vagyis pont
J¢(a) irja le az érintSleképezést. Vagyis ¢* (dul A ... A du™)(a) = detJp(a)(dz! A ... A
dz")(a) a malt 6rai szamolasok szerint. ¢p*w = (h o ¢) det Jo(a)(dz* A ... Adz") a

visszahUzott térfogati forma. Felirva mostmar a térfogati forma integraljanak definiciéjat

/w —/ (ugy ..., up)duy...du, =

(ho¢)(z1, ... (det Jp)(z1, ..., 2n)dz1...d2zn =

b1K
= / o
W

Pontosan ezt allitottuk [Jli.

M -5 N 25 P sima leképezések, vehetiink egy w differencialformat (vagy
tenzormez6t), akkor (p o pu)*w = p*(p*w)

Mostantdl csak iranyitott sokasagokat vesziink, iranyitott térképekkel.

Integralas sokasagokon

Allités: Az M sokasagon legyen adva egy kompakt tartéju w € Q™ (M) térofgati forma.
Tegytik fel, hogy supp w = K C U NV, ahol U, & és V', 1 szokas szerint térképek. Ekkor

fennal, hogy
[eye=[ oiye
13 nVv

Bizonyités: Az inverzeket inkabb tildaval jeloljiik az egyszerlség kedvéért. Nézziik a £ o 1)
leképezést, ez a térképtartomanyok metszeteinek képei kozott egy iranyitastartod
diffeomorfizmus, n(U NV) — £&U N V).

Az el6z6 allitas szerint fg(UmV) w = fn(UﬂV) (€ o 7)*(€*w) teljesiil. Nyilvan
(o) (€w) = 0" (€ (W) = 7" ((§0&)'w)) = 7"w.
]

Legyen w € Q" (M) kompakt tartéjd. Fedjik le supp w-t véges sok térképtartomannyal,
ezeket nevezziik Uy, ,-nak. U,, M \ K nyilt halmazok egy véges fedését adjak a
sokasagnak. Vegytink egy ehhez alarendelt egységosztast, supp fo C U,, és supp f C M\
K, vilagos hogy f, tartéja kompakt. Mostmar vehetjika ) | fga 5*(fa ) értéket.
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Allitas: A fenti érték nem fiigg a lefedé térképtartomanyok és az alarendelt egységosztas
megvalasztasatol.

Bizonyitas: Vegylnk egy masik Vg, ng véges fedést, és annak alarendelt hg egységosztast. Az
el6z6 integral

Z/ﬁw (fot) = ZZ/ £ (hs fow) = Zz/gawﬂ o) —
zz/ (s fo)

U, OV5

Ahol az utolsd egyenléségnél az elébbi allitast hasznaltuk, hogy egy diffeomorfizmusra
invarians az integral, konkrétan a két térképezés attérési figgvényére. Végul ez tovabb egyenld

= Z/ 3 (hsw).
ng Vs

ami pedig pont a masik térképezéshez és egységosztashoz rendelt integralérték, ezzel készen
vagyunk.

Definicié: Az imént belatott egyértelmuen létezé Z f€ U (fa ) értéket nevezzik az w €
0" (M) térfogati forma integraljanak.

Definici6: Legyen M kompakt Riemann sokasag, ennek térfogata vol (M) = fM T,ahol T a
metrikabdl meghatarozott térfogati forma.

| Ez kb ugyanaz, mint a klasszikus felszinszamolas, csak bonyibb lol.

Kiilsé differencial
Legyen adva az M sokasag és azon egy w € 2% (M), k-foku differencialforma.

Definicio: Az w kiilsé differencialjan azt a dw : X (M)F*1 — F(M) leképezést nevezziik,
ahol tetszéleges X1, ..., Xx4+1 mezdkre fonnall

dw(X1, e, Xpp1) 1= Z(—l)iHXi(w(Xl, ooy Xiy ooy Xi1)) +

+Z Z“w XZ,X] Xl,...,Xi,...,Xj,...,Xk+1)

i<j

Q Haw € QY(M), akkor dw(X1, X2) = X1 (w(X2)) — Xa(w(X1)) —
w([X7, X2]) példaul.

Allitas: Legyen w € QR (M) egy olyan differencialforma amely eléall w = fdy' A ... A dy®
alakban valamely f,y" fiilggvényekkel. Ekkor dw = df A dy' A ... A dy®. 1d jegyzet 52-53. o.
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Bizonyitds: J = df A ... ANdy" (X1, ..., Xk11) kiszémithatd egy determinanssal a
df(X;),dy’ (X;) matrixbol. Az elsé sor alapjan kifejtjik ezt a determinanst. Vegyiik az y =
(y;) oszlopvektort, amire a vektormezék hassanak koordinatanként, ezzel a szamolas
egyszer(sodik valamelyest. A kifejtésbdl

—Z 1)1 df(X;) det(X1Y, oo Xi¥, ooy Xk11Y)

adodik. Most a masik oldalt is szamoljuk. d(fdy* A ... A dy®t) =
— Z 1) X ( (f det(X1y,..., Xiy, ..., Xpi1y) +

+Z H_]f det([XzaX] ',*X_iya--"vXija"'7Xk+1X))

1<J

definicio szerint. A masodik tag 0sszegre bomlik a zarojel miatt, az elsé tagban pedig a szorzat
derivalasi szabalyat alkalmazva latjuk, hogy pont kiesnek a masodrend( tagok.

D (-1) T f(X A+Z X (A) + 3 (—1)7 £ det(Xi X; — X X, ...

7 1<J

és minden masodrend( tag kiesik.

12.

Kiilsé differencial
w € QF(M)-hez rendel egy dw k + 1 foka differencialformat a malt 6ran targyalt formulaval
(biz most).
Allitas: Ha w = fdy' A ... A dy¥, akkor dw = fd A ... A dy*.
Ez volt mult héten.
Allitas: Tetszéleges w € QF (M) esetén dw egy k + 1 foku differencialforma.
Vesziink egy V', i térképezést, y' = u’ o, és & = wly, ez 4lljon el6
> iencir Firin QY™ A oo A dy¥s, és az el626 éllitas szerint dw = Y df . A ... A dy™,
kapunk egy k+1 formét a V kérnyezeten. Tovabba dw|y = dw, ezért készen vagyunk.
Allitas: Ha w € Q% . € Q!, akkor d(w A 1) = dw A n+ (=1)%(w A dn)

Ismét lokalisan szamolunk. V', ) térképezés, felirjuk a térképen a lesz(ikitéseket koordinatas
alakban a természetes bazissal f... és h. .. koordinatafiggvényekkel. Az ékszorzatban a
koordinatafiiggvények dsszeszorzddnak, illetve d(fh) = hdf + fdh, és k darab cseréjét
kell végezni a baziselemekben hogy e a masodik tagot a megfelel6 alakra hozhassuk, innen
az eldjel, megintcsak a baziselemek differencialjara vonatkozo éllitast alkalmazva.
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Lemma: tetszéleges f € F' (M) fuggvényre d(df) = 0
X,Y € X(M) vektormezék. d(df)(X,Y) = X(df(Y)) - Y(df(X)) —
df([X,Y]) a definicio szerint. X (Y f) = Y(Xf) — [X,Y]f = 0.

Allitas: Tetszéleges w € QF (M) esetén d(dw) = 0.

Megint lokalizalunk, stb, ebbdl do = S"df... A ... A dy® . Az el6z6 allitasok alapjan
ennek a kifejezésnek a differencialja nulla lesz, hiszen ha kibontjuk 6sszeggé mindegyik
tagban lesz egy “dd"-s tag, ami nulla, igy az egész 6sszeg nulla, tagonként.

Mashogy, do = S"1- f A ... Ady®, éserreddw = S d1l Adf A ... A dy™, dea
konstant egy fliggvény derivaltja nulla, igy az egész kifejezés is az.

Definicio: w € QF (M) differencialforma egzakt, ha van olyan egyel kisebb fokt 7
differencialforma, hogyha dn = w. Ha dw = 0 akkor pedig zdrtnak nevezziik.

Integralas kompakt regularis tartomanyon

Definicié: Az M sokasagnak legyen D egy részhalmaza, ahol D jeléli D hatarpontjainak
halmazat. D-t regularis tartomanynak mondjuk, ha tetszéleges p € 9D pontban M -nek
létezikU , £ térképe hogy 2™(p) = 0, és a&|ynp : U N D — R™ lesz(kités egy
homeomorfizmust ad a metszet, és R N (U)-vel, tehat a felsé zart féltér és a térképezés
képe kozott.

Q Ergo D egy 0 kodimenziés peremes részsokasag.

Megfelel6 térképezések valasztasaval elérhetjiik, hogy a perem egy térképezésnél pont a
koordinatasikba keriljon, majd a vetitéssel kaphatunk egy tékrépezését a peremnek.

Allitds: Ha M iranyithatd, akkor a D peremes részsokasag pereme is iranyithato.

Vegytink két térképet a perem egy pontja koril, amik megszoritasként jottek Iétre és a belsd
rész iranyitasaval kompatibilisek. Az attérési leképezések Jacobi matrixai persze
iranyitastartoak feltevés szerint, meg kellene érteni hogy a projekcio utan mi torténik. Az
utolsé sorban a parcialis derivaltak az utolso (atldba tartozé) kivételével mind nulla, hiszen a
perem képzdédik az ™ = 0 hipersikba. Az atléhoz tartozo elem pozitiv, ezért a felsé m —
1 X m — 1-es minor determinénsa is pozitiv, igy a peremre megszoritott attérés is
iranyitastarto.
Definicio: Az U, & peremhez illé térképen a D regularis tartomany U N BD,E
koordinatafiiggvényei ! = 2% o é A 0D perem iranyitasat az U M 0D metszet pontjaiban
meghatarozza (—1)™dz! A ... A dz™! differencialforma.

M iranyitott sokasag, D kompakt peremes részsokasag. Legyen w € 2™ (M) adott térfogati
forma. Uy, €, iranyitassal kompatibilis térképek, amelyek fedik D-t, ezt kiegészitve M \ D-vel
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egy nyilt fedésévé M -nek fesziink egy alarendelt egységosztast Ggy, hogy az U, -hoz tartozd
fo tartoja kompakt.

Az integralt teljesen hasonldan lehet definialni ezek utan, visszahuzzuk a térképezés inverzével
faw-t, ezzel R™-en értelmezett kompakt tartéju térfogati format, amit kiintegralunk utana.

13.

R -beli térfogati forma integralja egy résztartomanyon
V nyilt R™-ben, w € Q™(V), a K tartdja kompakt.
w=hdu' A...\Ndu™ h e F(V).V CV zért legyen.

Definicio: Az w integraljan a V' résztartomanyon a V' M K -n vett Riemann integralt értjik

/Vw = /m h(u)du

Allités: Legyen M irdnyitott sokasag, w € Q™ (M) kompakt tartdju térfogati forma, és D egy
regularis tartomany. U, € és V', 1) kompatibilis térképek, melyekre K C U NV, ahol K =
supp w. Ekkor fg(UmV) Ew = fn(UmV) N*w teljesul.

Térfogati forma integralja egy kompakt regularis tartomanyon

w térfogati forma, D kompakt. Lefedjik véges sok térképtartomannyal. Vesziink egy ehez
alarendelt f, egységosztast. Ekkor p € D-re persze w(p) = >, faw(p).

Definicio: Az w térfogati forma M -en. Az integraljan a D kompakt tartoményon az

/D B ; /eawm) Calfor)

formulaval definialt szamot értjik.

Q Ez az integral nem fligg a térkép és az egységosztas valasztasatol. Ezért kedviink
szerint valaszthatjuk hogy milyen térképekkel fedjik le D-t. Példaul a pereméhez ill6,
illetve a peremtd| diszjunkt térképeket valaszthatunk (0D egy m — 1 dimenziés
iranyithat6 részskoasag).

Az irdnyitast Ugy valasztjuk, hogy £, (U, N D) a zart felsé féltérbe képzédjon. A : R™ —
R™! természetes projekciénal o &, egy térképezése lesz a peremnek, nevezziik ezt (, -nak.

Uy =0DnN U, (o térképezés a peremhez. 0D-n van egy kitiintetett iranyitas, melyet az M
iranyitasa hataroz meg a (—1)™dzl A ... A dz™! formula szerint. Az elsé bazisvektor “kifelé”
mutat D-bdl, a tobbi pedig a perem érintotere.
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Stokes-Tétel: Legyen D regularis kompakt tartoméany M-ben, w € Q™ Y (M),1: 8D — M
természetes injekcidja a peremnek M -be. Ekkor

/dw:/ cw
D oD

Specialis térképtartomanyok alkalmazasaval torténik a bizonyitas. U, &, peremhez

teljesul.

illeszkedd kompatibilis térképek. Még véges sok tovabbi térkép Vg, ng, melyek lefedik
int D esetleg kimaradd részeit, hogy egyutt lefedjék D-t. fD dw egy megfelel6 alarendelt
egységosztassal fo, hg, melyek tartdja kompakt. Az integral

Z/&,mp (fadw) +Z/ﬂﬂ *(hgdw)

(V)

alakban all elé. Uva, Ca Véges sok térkép a peremhez, fa := f, ot fliggvények egy
alarendelt egységosztast adnak a peremen.

fore= 0T [, Gl

Legyen V nyilt részhalmaz R™-ben, w egy m — 1 fokd kompakt tartoju differencialforma.

R™-beli eset

V N H™ legyen regularis tartomany V -ben. Ezen tartomany peremének természetes
beagyazasat jeloljik el p-val.

p*w térfogati forma a peremen.

AL _ *
Allitas: [}, pm dw = fB(VﬂHm) prw

w eldall Y=, hidu® A ... A du™, ahol az i. tagbdl du’-t kihagytuk, valamely h; €

F (V) fuggvényekkel. A differencialformakra vonatkozo6 szamolasokbdl latjuk hogy

dw =Y. dh; A ... AN du™, ahol megintcsak az . tag kimarad. Tovabba dh; =

ZT 0, h;du", eszerint mivel fliggvény differencialjanak énmagaval vett ékszorzata nulla
dw = Zi(—l)i_l&-hidul A ... A du™, ez mar egy térfogati forma, minden du’
szerepel a szorzatban. V' N H™ N supp w kompakt, befoglalhatjuk egy kompakt
téglaba, ezaltal kiterjesztve dw-t. Most definicid szerint kiszamitjuk az integralt. T' =
[t1, 2] x ... x [0,¢2 ] legyen ez a tégla.

dw :/ 1)1,k (uy -, U )duy ... dy,
T S —

alaku az integral definicioé szerint. Ha 7 < m — 1, akkor a téglan vett Riemann integral
nulla a szukcessziv integralas modszerébdl konnyen lathaté modon. A fennmarado
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lapokon az integral ft? j;?:_ll(—l)mhm(ul, ey U1, 0)duy...dtty, 1. 2° = u' o
p: 0V NH™ — R™ ! koordinatafliggvények a peremhez. Itt p* (du’) = d(u’ o
p) = dz’ ha j < m, ha pedig pont m, akkor p*(du™) = 0, hiszen a kompozicidjuk
konstans. Ezek szerint p*w = (hm o p)dz' A ... A dz™ 1, ezt definici6 szerint atirva
pont ugyanazt az integralt latjuk, kivéve hogy a z! A ... ékszorzat nem biztos hogy a

megfeleld iranyitast reprezentalja, ezért még médositunk egy (—1)™-el.

file:///C:/Users/marci/Documents/Egyetem 8e23ac4bc4e044e397ce29ef6133af37/SokDifGeo aaOb615ffa4943ba86dd9ca8f76114c0/ez.html 29/29



