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Rezollcio

Sok kiilénb6z6 valtozatok, mult szemeszterben lattunk mar egyet, de maskor még az

egzisztencia sem vilagos.

X C P" vagy esetleg C"
1. X C CP" projektiv algebrai
2. X C C" affin algebrai
3. (X,0) C (C™,o0) algebrai vagy holomorf csira

Tétel: létezik X sima (proj/qproj/...) algebrai/holomorf és X i> X proper holomorf
és

¢ (X \ SingX) ey x \ SingX

izomorfizmus!

C™ eset, és a csira eset
X ={fi =---= fr = 0} polinomokkal, mi SingX?

A Jf Jacobi matrixot tekintjik, az f érint6leképezését. létezik egy x ahol a rang
maximalis, azon pontok halmazat, ahol a rang maximalis sima pontoknak nevezziik,
ha kisebb, akor szingularisnak. dim X = n — 7,4,

Megjegyzés: codimX = n — dim X = r,,,, < k, ha a kodimenzi6 pontosan k,
azt mondjuk hogy X teljes metszet.

Példa

4
C* =< x1,...,24 >, X ={x: rk(x1, T2, T3; T2, x3,24) < 1} =
2 2
= {x123 — x5 = T124 — T2x3 =2 T4 — x3 = 0}
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T1x3 = x%, Toky = :13§ és ebbdl z1x2x4 = :131:3% = zch%, ergo o (w124 —
zox3) = 0, ez majdnem a harmadik definialé egyenlet. A masik esetben ha 3 = 0
akkor x3 is nulla. Tehat a harmadik egyenletet eldobva X -et, és egy sikot kapunk.

Algebrai geometriailag a harmadik egyenlet nulloszté lesz a masik
kettovel vett faktoraban a polinomgyarinek.

A Jakobi matrix j6 randa lesz:

x_3 -X_2 x_1 0
x_4 -x_3 -X_2 x_1
0 -x_4 2x_3 -X_2

Az elsé aldeterminans —2z3 — zix1 + 3z2x32s = 223(2224 — 25) +
z4(zox3 — x124) = 0 X-en automatikusan!, sét minden 3x3 aldeterminans nulla
lesz, ergo Timar < 3.

2x27?
x_4 -x_3
0 -x_4

Az egyik aldeterminans, a:i nem automatikusan nulla X -en! Allitsuk x4 = 1-et, és ki
tudjuk fejezni és megoldani a definialé egyenleteket, vagyis rmaez = 2, a dimenzié 2,
és a kodimenzid is.

SingX =7 kellene hogy az 6sszes 2x2 minor nulla, ezekbdl rengeteg van &.
Példaul £1 = x4 = 0 kell teljestljon a ba also és jobb felsé minorokbdl. Most a
definialé egyenletekbdl kovetkezik hogy €3 = a9 = 0, tehat csak egy szingularis
pont van.

(Veronese leképezés) P! — P3 beagyazas. v : [s:t] — [s3 : 5%t : st? : t3] a
harmadfokd homogén monomokkal. Milyen egyenlet irja le ezt a parametrizalast?

[] HF: hogy ez pont az el6z6 szamolas projektivizalasa.

Vegylik észre hogy harmadik egységgyokkel forgatva ugyanazt a képet kapjuk v-nél.
Z3 szabadon hat C2 \ (0, 0)-n, ebbél tehat X = C?/Z; faktortér, C2 \ (0,0) —
X \ (0,0,0,0) regularis Galois fedés.

Z
c? =5 X elagazé fedés, origdn kivil regularis. Origd korili gombbel elmetszve egy
3-sokasagot kapunk, igy van egy 83 — X N 87 fedést, ez az L(3,1) lencsetér!
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(s,) ~ (s&,28).
Kérdés, létezik-e C? — X rezoltcié? Nem lehet, mert 7 (X \ 0) = Z3 viszont
m1(C \ 0) = 0. Naiv médon nincs, mashogy kell nekialini.

Rezollcio szerkesztése ebben az esetben:
Emlékeztetd a P! feletti vonalnyaldbokra. P! = C, LI Cy /{z = 1/y}.

C, x C, egy térkép, C, x C,, a mésik, a ragasztast végezziik el u = y3v szerint, ez
ugye u, v-ben linearis, konkrétan az O(—3) vonalnyalab, hivjuk £-nek.

Q Hogy hatarozzuk meg az Euler szamot? Adunk egy szelést, az x-es térképen
legyen s(x)=1, u=1. Ezt a masik térképre leforditva s(y)=y 3, nullhelye nincs,
egy harmadfoku pdlusa van, igy az Euler szam -3, 6sszeadva a gyokdket és
polusokat.

Allitjuk, hogy ez a rezoltcié £ i> X. Megadjuk a leképezést a két térképen kilon
kilon X -be ugy, hogy kompatibilisak maradjanak. Az (z, u) térképen (z,u) —
(u, uz, uz?, ux?), ennek a képe vilagos hogy X -be képez. A masik térképen a
ragasztoleképezést hasznaljuk (y,v) — (vy3, vy?, vy, v), kénnyen lathatéan ez a
két leképezés tényleg atmegy a faktoralason (u = y3'U, ur = Uy2, stb).

[[] HF: hogy ez szlrjektiv.

Az origo Ose a nyalab nullszelése lesz,

[] HF L\ P! — X \ 0izomorfizmus.
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Itt is forog a csigalépcsd, csak harmat mire végigér, a kdzepe roppan Ossze a
rezollcioval.

Kivételes halmaznak nevezziik azokat a helyeket A C X, ahol dim ¢(A) < dim A
(ekvivalensen, ahol esik a rang megintcsak). Esetlinkben egy kivételes gorbét latunk a
nyalabban, egy Pl-et.

Megjegyzés: Az &1 fliggvényt L-re visszahlzva az elsé térképen egyszeres nullhelye
van, és a masikon haromszoros polusa (x1-et visszahlzva az egyik térképen u-t
latunk, egyszeresen eltlnik a divizoron, a masikon pedig haromszoros pélusa van
még).

S m—
o

|
|

(] HF: X1 amiark(zy ... Tp;22 ... Zpg1) < 1 egyenlet definial 2dim felilet és
O(—n) lesz egy rezollcidja. Pl. n=2-re 123 = a:%

Megjegyzés: Ha X -et egy egyenlet vagja ki, akkor dim X = n — 1, és a szingualris
pontok éppen azon pontokbdl allnak ahol minden parcialis derivalt eltGnik.
Példa: cusp, paraméterezés bijektiv, origdn kivil regularis, ez egy rezolucié.

Példa: xy=0, a rezollcio két egyenes unidja, egyik fedi az egyiket, masik a masikat.
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2.

El6z6 ora 1.

1. Felfdjasnal mit is akarunk szétszedni? Mik az obstrukciok amiket ki akarunk
kerGIni? Mit akarunk gazdagitani?

2. Mi a technka? Hogyan fdjunk fel?
3. Hogyan értelmezem amit kapok felfujas utan?
0 € C? felfujasa. Szét akarjuk szedni az egyeneseket amikt az origoba befutnak.

{L C C?%|0 € L} = P! a projektiv egyenes. Incidenciasokasag C* x P! része I, a
tautologikus vonalnyalab. Két természetes projekcio, minket az elsé koordinatara vett
érdekel. Ez mindendtt szlrjektiv, hiszen minden ponton van 6t az origéval 6sszekotd
egyenes. Egy nem null a pont 6sképe egy pontdl all, hiszen egyértelm( egyenes van
ami rajta és az origon atmegy. Azonban a nulla ése kiad egy teljes projektiv teret.
Ergo I \ P! =2 \ 0 izomorfizmus. Van az E = p~1(0) kivételes gorbe, hogyan
van ez beagyazva I-be?

Tekintstik a masik vetitést. Ez egy vonalnyalab a C' P! felett, minden (projektiv) pont
bse az 6t reprezentald egyenes C%-ben.

A tautologikus vonalnyalab Euler osztalya —1, a vonalnyalabok tenzorszorzasra egy
csoportot alkotnak, ez az osztaly ad egy izomorfizmusat ennek a csopotnak Z -vel.

P! = C, U C3, az egyiken [1 : f], a masikon [ : 1] a térképezés, a reciprok
mentén ragasztva mint mindig. (z, y), [ : B] par egy pontot hataroz meg az
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incidenciasokasagon pontosan akkor, ha 8 = ya hiszen a pontnak rajta kell lennie
az egyenesen. Az elsé térképen ez 8 = y-ként esik 6ssze. Ezen a térképen az x =
0 egyenesbdl csak egy pontot latunk, minden mast teljesen.

(

Az incidenciasokasag, és az egyik térképezése az x = u;y = [u térképekkel.
A masik érképen persze szimmetrikusan térténik mindez. (y, ) a szabad

paramétereink, £ = ya adja meg a pont masik koordinatgjat. £ = va;y = v a
koordinatazasa ennek a térképnek.

Hogy tériink at egyik térképrél a masikra? @« = 1/, ésv = Bu ha (B8,v) € C* x
:Z T xC x
Mo ) GZ(L Cy

¢, LS C,
&

A ragasztasok sematikus diagramja.

Az Eulerosztalyt egy szeléssel szamitjuk ki, mint minden vektornyalabban mindig van
a nullszelésiink, kellene egy masik, ami csak véges sok pontban metszi/van polusa.
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[] HF a trivialis nyalab osztalyanak kiszamitasa.

Az elsé térképen vehetjik a v = 1 fliggvényt szelésnek, hogy ragad ez a masik
térképre. a — (v, 1), a masik térképen u = 1/B-nak kell lennie. Nullhelye nincs,
egy polusa van, ergo a szam -1. Masik szelés a v = «, ez az elsé térképen ad egy +1
kontriblciot az Euler szamhoz. A masik térképen u = v/B = a/B8 = 1/3% ez egy
2 rend( polus, ergo megintcsak 1 — 2 = —1 az Euler szam.

Mas értelmezés ugyanazon feladatnak. C%-en vannak racionalis fuggvényeink, pl.

x |y, ez az x-tengelyen nem értelmes persze. C? - P! fuggvénykent is
értelmezhetjik, ergo (z,y) — [ : y|, hol nem értelmes ez? Csak az origéban nincs.
Felfujas utan viszont mar mindenhol értelmessé tehetjik, athtzhatjuk a projekcién C?
-re.
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Uzenet, ha van egy, nem az egész C?-n értelmezett fiiggvénytink mondjuk P*-be,
akkor esetleg sokszor felfujva kiterjeszthetjik regularis fliggvénnyé!

Szérakozas: (x,y) + [2? : y3] fuggvényt fujjuk fel, hogy reguléris legyen
valamely T feliiletrél P'-be. ax? = ﬂy?’ gorbék mentén a leképezés

konstans, de kiilonb6zd helyekre ér be, ezeket kell szétszedni.

Példak pont felfljasara: Egy, vagy akar minden pontot kicserélek az érintSterére.

C™ origéban vett felfdjasa. P"~1 = {L C C™|0 € L} mint az el6bb, és C™ x
P !_pen az incidenciasokasag I = {(p, L)|p € L}. A C™-re vett projekcional az
Os vagy egy pont, vagy a teljes projektiv tér (az origd felett). A projektiv térre vett
projekcio pedig megintcsak egy vonalnyalab, ez a P" ! feletti —1 osztalyd
vonalnyalab (a tautologikus vonalnyalab), hasonlé szamolassal, csak tobb térképpel.
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C*-ben vesszik az {zy = 2t} = X sokasagot. Ez egy homogén halmaz a definialo
egyenlet szerint. A nulldban felfdjva visszahUzhatjuk az X -et, a vetitést
megszorithatjuk, ezzel magat az X -et gazdagitottuk. Az origdban a sok szétvalasztott

irany 0sszeroppan.

[] HF: Lassuk be, hogy a megszoritas X >XnPis nyalab, X sima, és
micsoda X NP3 = P! x P!

P! tautologikus hipersiknyalabja: T — P™ !, a fibrum pedig C" 1. {H C
C"|dimH =n — 11in;0 € H} = P™ ! megintcsak a normaliranyokat tekintve.
C" x P! 5T ={(v,H)|v € H}, a vetités a masodik koordinatara egy n — 1
dimenzios C-nyalab P" ! felett.

Példa: M,, ~ End(C™) ~ o a matrixgylra. Legyen X = {M|det M = 0}
egy homogén tér egy egyenlettel megadva. singX =7 n = 2-ben pontaz ry =
zt egyenlet vagja ki. Altalaban? singX = {M|rangM < n — 2} fog teljesilni.
Parcialisan kell derivalnunk minden koordinatafiggvényt. singX = {det M =
0det /8aij = 0}. Fejtsiik ki mondjuk az elsé sor szerint, ebbél azonnal kapjuk, hogy
0det /0a;; = det My, ahol a jobb oldalon azalsén — 1 X n — 1-es
aldeterminans értéke all a kifejtési tétel szerint, és pont ezt alitottuk.

dim X = n? — 1, mennyi dim singX =? A jobb felsé részmatrix egy kis
kornyezetét hozzavehetjiik, a megfelel6 sor és oszlop is tetszdleges lehet, a bal also
elem kénytelen 0 lenni, hogy a rang ne legyen n, ez (n — 1)2 +2(n — 1) = n? — 1
dimenzi6 valdban. A szingularis helyeken egy n — 2 X n — 2-es almatrix kdrnyezetét
vehetjiik hasonldan, és két sor+oszlopnyi helylink van még, a bal alsé 2*2-es
részmatrixba nullat kell tenni, hogy a rang ne ugorjon. Ez (n — 2)2 + 2 % 2 % (n —
2) = n? — 4 dimenzié, ha a rang csak egyet esik. Altalaban vannak kisebb dimenziés

sztatumok is (ahol a rang nem kett6t, hanem harmat, stb esik).

Az X, és a singX dimenzidjat megadd matrixalakok.
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A rang pontosan azt jelenti, hogy mint linearis leképezés dim ImM <n —1,a
matrixtérre megint mint endomorfizmusokra gondolunk. Tekintsiik a “dualis” projektiv
terét a hiperfeliileteknek. I = {(M, H)|rkM <mn — 1;ImM C H} lesz az
incidenciasokasagunk, és ezt projektaljuk vissza az X -be. Ha M € X \ singX,
akkor felette csak egy pont lesz, hiszen a képe pont maximalis rangu (mar abbdl amit
megengedtiink), ergo 71 (X \ singX) — X \ singX izomorfizmus. Ha M €
singX generikus, akkor TkM = n — 2, és w1 (M) = P! lesz, egy
egyparaméteres csaladja lesz hipersikoknak amik tartalmazzak a képterét, s igy
tovabb magasabb dimenzidkban.

Innen 4thizva sima mar a det? Ugy néziink az incidenciasokasagra, hogy M = ¢ :
C™ — H alaku linearis leképezésekbél all, a leképezést elég koordinatanként

megadni @¢ : C' < e; >— H, és ez pont a teutologikus hipersiknyalab.

&

3.

Sikgorbe szingularitasok, feloldas, rezoluciés graf

(C,0) C (C?,0) analitikus/algebrai csira, egy fuggvénnyel megadva {f = 0}, ahol
f egy lokalis algebrai/analitikus csira. O¢z , UFD, felirhatjuk [ ] f;* alakban, ahol a
tagok irreducibilisek.

Sing(C,0) = {0f/0x = 0f /0y = 0} C (C, 0) aszingularis hely. Ha létezik
a; > 2, akkor f; = 0 szingularis. Ha minden a; = 1 azt mondjuk, hogy a gérbe
redukalt, és ha része a maximalis idealnak akkor csak az orig6 szingularis. Ha nem

része a maximalis idealnak a lokalis gylriben, akkor nincs szingularis helye, ez
ekvivalens azzal, hogy f lokalisan egy vetités.

Célunk: Felfajni C%, o-t, hogy sima figgvényént tudjuk athtzni a gérbénket.
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Ahol X sima. Ezt a visszahUzottat hiviuk C' total transzformjanak. Az orig6 ése Fy U

.-+ U Ej a kivételes divizorok, ezek mind projektiv egyenesek a visszahlzas miatt.
cl(¢1(C; \ 0)) lesz a C; komponens strict transformja. Addig csinaljuk ezt, amig
C°t normal crossing divisor nem lesz, vagyis Vp € X létezik (u,v) lokalis
koordinata p kériil, hogy ¢|y = uv® alakd.

Ehhez: felfujas, metszetindex, multiplicitasi rendszer, kompatibilitdsok. Geometriai
értelmezések: algebrai csomék, Milnor fibrum, monodrémia...

Példa: f(z,y) = zy(x + y), hdrom egyenes, harom

komponens,z =0, y =0, x +y = 0. 2z = af, b E=i¥ :\{3
y = B eqgy térkép a felfijas utan. 8 = 0 a kivételes
divizor, ez nem latja az y = 0 tengelyt. Visszahlzzuk f-
et, o* f = B2a(a + 1), a kivételes divizor harmas

multiplicitassal jelenik meg, a = C§", (a + 1) =

C5 a két komponens transzformaltja (a harmadikat
nem latja a térképunk). A masik térképen x = ,B Yy =
ap, és a visszahtzott B2a(a + 1). A két térkép
1/ = @ szerint ragad 6ssze. Ismét megkapjuk a

kivételes divizort haromszoros multiplicitassal, tovabba
Cs', és C5™ a két masik tagbol.
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Egyszer( koordinatacserével latjuk, hogy nem kell tovabb menni, minden pontban
valéban a megfelelé alaku koordinatézést latunk. Tehat az E,-k, és a CF"-ek simak

és transzverzalisak.

Ehhez rendeliink egy grafot (dualis/beagyazasi

graf). A kivételes divizorok lesznek a csucsok A A 7
E, C (]571(0), 3 C’f""ek nyilak, és a /WIL D
metszéspontok az élek. Kétféle dekoracio, az ) ﬁ/
algebrai multiplicitas zarojelben, és az Euler-szam, s (3 = ))
ami ¢ (N (E, C X))-vel egyenl6 (tehét az - ,@Z )
Pz N
\Q

Onmetszési szama a normalnyalabnak).
A duédlis graf felépitése.

Példa: cusp, f = % — y3. Az érintékdp homogén

linearis d-foku, hasad egyenesek szorzatara, /b<

esetiinkben {22 = 0} az érintékup. Térképezés /1
z=af, y= B Mostd*f = %(a® — B) lesza —
visszahtzott. {8 = 0} = Ej a kivételes divizor,

latszik kettes multiplicitassal, és C5*™ a masik

komponens. C§'" N E = p, ez pont az érintékip

iranya! (d}

A masik térképen x = B, Y = o‘zﬁ_. A felemelt \/

¢*f = B%(1 — a3B) lesz, megint latjuk a e \/
kivételes divizort kétszeres multiplicitassal, a strict

transform C§"* nem metszi a kivételes divizort, itt

minden térkepink jo lesz mar, monomnak >
valaszthato. Az elsé térképen meg nem K

transzfervalis a metszes, ott még fujni kell.

Vegylk észre, hogy mar most is sima a
strict transzform, de még nincs szépen
beagyazva, ezért megyiink tovabb.

Azt szeretnénk, hogy a fibralas diszknyalabjanak legyenek fibrumai astrict
transzformok, akkor latjuk jol, ezért fdjunk tovabb.
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B = st, a = s a kdvetkezd felfdjas egy =
térképezése. {s = 0} = Es a kdvetkezé (3
kivételes divizor. ¢5d; f = s’t%(s — t) a

masodik visszahuzott. A masodik divizor

S
haromszoros multiplicitassal, €s megmarad a b =L

régi F1 kettes multiplicitassal, végil a <1>
masodik strict transzform.

Mégegyszer felfdjunk, mert harom tengely fut be egy pontba. s = uv, t = u, a
visszahtzott u%v® (v — 1)

<, &

d::»——-—-—.———""'_L

( =) \L(() (39
(v

A cusp rezolucidja

A felfujas utan megjelenik egy Hopf-fibralas, vagyishogy a tautologikus nyalab, a —1-
es Euler-szammal. Ha a kivételes divizor egy pontjat felfdjjuk, a kivételes divizor egy
tubularis kornyezete valtozik, hidba megy fel izomorfan az F/; maga!

Ha E C X, az euler szém egy a
nullszelésre transzverz szelés
metszéseinek algebrai szama. Ha fel
akarunk fajni egy Ujabb pontot ezen az
E-n, a régit athtzva kapunk egy pdlust,
kimegy a tubularis kdrnyezetbdl! Az (j
Euler szam emiatt a régi—1 lesz!

Alternativan, ha a felfdjandé pontban
nullhelye van a szelésnek, és a
meredekség valami korlatos €, akkor

athuzva az Uj térképre is latjuk, hogy
egyel csokken a metszetszam.
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[0 HF O(—n)-ben (z,u), (y,v)
ragadazy = 1, v = 2 "u
képletek szerint., fUjjunk fel egy
pontot a kivételes divizoron, és
lassuk be, hogy a korabbi PA1
normalnyalabjanak Euler szama n-1.

E,

n
Ve e

A cusp felfujasai, és rezollcios grafja a metszési indexekkel.

Valbjaban diszknyalabokat néziink C P felett, de az Euler-osztaly itt is osztalyoz, akar
vonal, akar diszk, akar kérnyalabokat néziink. Az Euler-osztaly H2(C, Z) = Z-ben
izo. Ha nem C'P-tink van, hanem valami mas gérbe felett nézziik, sima tipus erejéig
akkor is mikodni fog ez a projekt, a kivételes divizor a nullszelés, és kis diszk*diszk
kdrnyezetek mentén ragasztunk vonalnyalabokat.

Metszetmatrix: az eddigi informaciot elkodolhatjuk a metszetekkel, mint a H2(X, Z)
-ben a metszet, mivel X egy 4-sokasag. (E;, Ej) = 1, ha i = j, és nemires
metszetiik van, 0 ha ugyanezen esetben lres a metszetiik, és (E;, E;) =

eu(N(E; — X).
[] HF A rezollcids graf I valdjaban egy fa (6f, kdrmentes)! 6tlet: indukcié.

[[] HF Az I metszetmatrix negativ definit forma (Sylvester kritérium: az atlés minorok
felvaltva -1,1,-1,..)

[] HF det(—1) = 1, vagyis a metszetforma unimodularis.
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Az induktiv 1épés: az egyik divizoron felfujunk egy pontot, akkor csak bel6le agazunk
le egy Ujabb levéllel, tehat 6f marad, fa marad, meg kéne gonolni, hogy negativ
definit is marad. Ha két divizor metszetét fujom fel szétvalnak, és bekeril kozéjik egy
—1-es Uj divizor, 6f, fa megmarad, a definitséget megint meg kell gondolni.

Allitas: C érintékipjanak egyenlete megfelel az E N C*" metszet pontjainak.

¢

b L’q
L= N f
=N\

Ll

S

C={f=0}ésf=fg+ far1 + ... ahol f; homogén i.foku. f3 = 0 az
érintékap, alljion L1 U - - - U Lt egyenesekbél. ¢ = a8, y = 3, visszahlUzzuk f-et:

f(aB,B) = B(fale, 1+ Bfari(a,1) +...),a C*" pontaz fa(a, 1) + 5.

lesz. A kivételes divizor a 8 = 0, tehat csak az fy éli til, a metszet az fz(a, 1) = 0
pontokbdl all, vagyis az érintékdpnak megfelel6 iranyokra esik szét a gérbe a
kivételes divizoron.

Gyakorlatok: 3 — y4, zt — y6, (xz + y3)2 + y$5-

O

4,

Graf tubularis kornyezete, 4,3, whatever sokasagok.

Plumbing szerkesztés

Egy plumbing graf all egy grafbdl (fabol) ami 6sszefliggd. Minden cstcs dekoralva
van, minden cslcson van egy e,, € Z az Euler szam, és egy g,, > 0 génusz.
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X egy topologikus tér, ezen osztalyozni akarjuk a C'-vonalnyaladbokat. A
klasszifkialo térbe mend leképezések osztalyozzak, a BS' = C P, ez a
K (2, Z), tehéat igazabdl a H(X , Z) elemei adjék meg a kiilonbozé
vonalnyalabokat.

A mi esetiinkben X = C kompakt iranyithat6 2 valés dimenziés felllet,

H(C, Z) = Z aziranyitas generalja, ez az euler szam. A multkor megszerkesztettiik
C P! felett az 3sszes nyalabot. Ez tovabb megegyezik az dSnmetszési szamaval a
nullszelésnek a totalis térben.

A zéroszelés normalnyalabja C'* izomorf magaval a nyalabbal (illetve a totalis
terével).

C?,C2 C X* transzverzalisak Ng,  x -hez tatozik egy euler szam, és egy génusz. A
D¢, x diszknyaldbot is beazonosithatjuk, a metszetben pedig megvalaszthaté a
trivializacié ugy, hogy kompatibilisek legyenek mindkét nyalab struktdrajaval, ennek
az elkészitése lesz a plumbing szerkesztés, amikor grafbol rekonstrualjuk a szituaciot.

Van egy grafunk tehat, minden csuicson Euler szam, és génusz, és élek kozottiik. Ebbdl
szeretnénk egy 4-sokasagot X (I'), és egy OX (I'). Minden v cstcshoz tekintiink egy
diszknyalabot T}, 2, Cy, ahol g(Cy) = gy, és e(Ty, L, C,) = e,. Ha adott egy
e = (v, w) él, valasszunk egy pe € Cy és ge € Cy, és valasztunk egy pe € U, C
Cy, és ge € Ve C O,y trivializalo kornyezeteket. Ekkor 1 (Ue) = Ue x D}, és
hasonléan V,-re. Most ragasztunk, T, LI T}, és U, X Di dsszeragad V, X D,llu—vel
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"keresztbe” (z,y) ~ (y',x’) szerint. Ezt elvégezziik minden élére a grafnak. Ebbdl
kapjuk a a plumbed 4-sokasagot I'-hoz, a pereme a 3-sokasag, amit a grafhoz
rendelunk.

Példa e=0, g génusszal: ez Cy x D.Ha e=1, g=0 egypontl graf az N(CP! —
C P?) nyalébnak felel meg.

I'-hoz kaptuk az X (I")-t. Ebben a 4-sokasagban benne van UC,, a csticsokhoz
tartozo bazisok unidja transzverz metszésekkel. Ebbdl a homolgiaja
H;(X(T),Z)= H;(UC,, Z). Hy = Z, mert a graf 6sszefiggé, H; =

Zh (2390 o5 Hy, = ZIVI,

[] HF A graf minden kére general egy homoldgiaelemet, lassuk be a Hy-re
vonatkozé allitast.

A metszetforma (C,, C,) = e, persze, tovabba (C,, Cy,) = #élek (v,w). Az
el6z6 példaban pl latunk degeneralt metszetformat.

Hasonldan tekintsiik a Hy (X, 0X, Z)-t. Tétel, latezik egy masik metszerforma
Hy(X,Z) ® Ha(X,0X,Z) —=+ Z, ami nemdegeneralt. Ez a Lefschetz tétel.
Kévetkezik tovabba, hogy Ho (X, 80X, Z) = (ZIV1)*, generaljak a D, -k, a nem
plumbolt részen a fibrum diszkjei, < C,, Dy, >= 0.

(C,0) — (C?,0) izolalt sikgorbe szingularités. C = U7 C;. Fujjuk fel elég sokszor,
kapunk egy X -et. Kapunk kivételes divizorokat, és a éz strict transformokat,
transzverzalisan a kivételes divizorokra. Vegylk észre, hogy a rezolucios graf pont a
plumbing graf specialis esete, mindegyik génusz O, az Euler szam lehet mas, azt fel is
irtuk. Ha izolalt a szingularitas, akkor minden multiplicitas nulla, visszahlzva
tekinthetjuka . my, E, + 3. C; € Hy(X,0X,Z) osztalyt, mint a fiiggvény
visszahuzottjat.
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A cusp rezollcidja hatszazadszorra is.

div(¢*f) = 6E3 + 3E2 + 2E1 + C. Allitjuk, hogy ez a homoldgiaosztaly a nulla!
Ehhez kellene, hogy minden abszolit homologiageneratorral elmetszve nullat ad. <
div(¢* f), E1 >= 6+ 0+ 2(—3) + 0 példaul, és hasonldan a tébbi generatorral.
Ha tekintjik az { f = €} <> {f = 0} homotopiat, emeljiik fel az f = € gorbét, ez
lokalisan u™™ = € alakd, m,, darab pont fut be a kdzépsé fibrumba. <

div(¢* f, B, >=< ¢*(f =€), E, >= 0 mert a metszet konkrétan Ures, a

kivételes divizorok mellett lesz multiplicitas sok darab szal.

divg* f =Dy Mo By + Y > 14 Cu,i alaka a principialis divizor izolalt
szingularitas esetén, lattuk, hogy ez elmetszve barmelyik kivételes divizorral elmetszve
nullat ad. Bilinearitasbol mit latunk? > m, (E,, Ey) + #1Ind, = 0, ezt minden w
csucsra felirva kapunk egy matrixegyenletet, ezt megoldva a multiplicitasokbél
kiszamolhatoak az Euler szamok és az indexek, stb.

Példa folyt. 3Ey + 6E3 + 2E; + C’-t szorozzuk a kiilénb6zé divizorokkal, pl Ey-
vel, 3ea + 6 x 1 + 2% 0+ 0 = 0, ezt megoldhatjuk es-re. E'3-al szorozva 3 x 1 +
6es + 2 x 1 + 1 = 0. Ha az Euler szamokat tudjuk, és a nyilak helyét, invertalnunk

kell a metszetformat megad6 matrixot.

Q Az I =< E,, E,, > metszetforma unimodularis és negativ definit.

Vegyuk észre, hogy rezolucional végig S marad a perem, mindig belsé pontot fujunk
fel. UC; N 0X — OX a szingularitds csomdja beagyazva S3-ba.
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0

5.

(f =0,0) C (C?,0) csira, f : (C2,0) = (C,0). (X, E) N (C?,0), a
kivételes divizor komponensekre hasad. ¢ 1 (f = 0) = E U St(f = 0), mint oly
sokszor mér eddig is. Ha f = fi ... f,, akkor az algebrai halmaz is felbomlik 7
komponensre, és a Strict transzform is szétesik a kivételes divizorokra transzverz
kérlapokra. C; = ¢ 1(C; \ 0), az E = UE, és UC; mind simak, transzverzek,
minden metszéspontot csak ketté megy at.

Dulis rezollciés graf: By — -, C; — (—), és E, N E,,-k lesznek az élek a pontok
kozott, ez a I' graf. Harom dekoracio, E, — [g(Ey)], illetve m,, = ¢* f
multiplicitasa E, mentén, végiil pedig a e(v(E, — X)) metszésszamok, a divizor
beadgyazasahoz tartozdé normalnyalab euler szama. C~'Z — m1 = 1, haizolalt a
szingularitas (ergo f felbontasaban minden tag kilonb6zd).

I metszetmatrix a grafot kddolja, a multiplicitast nem. I, ,, = (E,, Ey,) az Euler
szam ha v = w, illetve a két kivételes divizor metszeteineka szama (ergo az élet
szama I'-ba kozottik). f-bol kapunk ide egy div(¢* f) = Y. m,E, + >, 1C; a
H,(X,0X) relativ homolégiacsoportban. Ez homologikusan trivialis, mint a malt
6ran megbeszéltik. Tehat (3" my By + 3. Ci, Ey) = 0 a metszetformaban
minden generatorra (hiszen Hj (X )-et generaljak a kivételes divizorok,
rajuknyomhatjuk a fibrumokat.

Ebbél adédik egy matrixegyenlet I - (myq, ..., my) + (#{i, C; N E1},...) =
(0, ..,0). A multiplicitas szigoruan pozitiv mindig. Meg akarjuk mutatni, hogy az I

matrix negativ deifnit.

Van egy dekoralt 6sszefliggd grafunk (minden csicshoz az dGnmetszés e,), ehhez le
tudjuk gyartani az el6bi médon az I matrixot. Létezzen tovabba egy D = Y " dy Ey
nem azonosan nulla ciklus, hogy (D, E,) < 0V v, és létezzen egy olyan vy :
(D,E,) < 0.

Q A (-, -) az I métrix altal megadott bilinearis format jeldli.
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Ha mindezek teljestilnek, I negativ definit.

Ha I negativ definit, az pontosan azt jelenti, hogy minden z ciklusra ha 22 >0,

akkor z = 0. irjuk fel z = 2y — 25, ahol 2y = > 2y E,, és hasonldan

2, >0
negativ esetben a masik tag. z% + z% — 2(z1, 22). A vegyes tagban csak pozitiv
szamokat latunk, tehat a minusz egyszerese negativ, és a négyzet < z% + z% és
feltehetjuk, hogy z = 21, vagyis minde egyutthatdja nemnegativ. Indukcidé a nem
nulla tagok darabszamara. Ha ez nulla, akkor z = 0, és kész. Ha 1, akkor 0 >
(2,D) = (20 Ey, D) > 2,d, E}, ha z, = 0, feltevés szerint. Ugyanakkor 2* =
22E? > 0, ergo 2z, = 0, elletmondas.

Z =Y zyEy, ahol z, > 0. Nézziik azt a részgrafot, aminek a nem nulla
egyUtthatdju csucsuk felelnek meg. Szoritsuk meg D-t erre a részgrafra, allitjuk,
hogy ez is teljesiti a feltételeket, ez persze vilagos, tagok elhagyasaval csak

Tehat feltehetjik, hogy minden v-re z,, > 0. Nézzik z — aD-t, ezt a kell6en
kicsinek valasztva még ennek a kiildnbségnek még nemnegativ egyiitthatoi
lesznek. Legyeneza 2. (2/)? = (2/,2 —aD) > (#',2) = (z —aD, z) >
2% > 0, tehat talaltunk egy kevesebb tagu ciklust aminek még mindig pozitiv a
négyzete, indukciobdl kapjuk, hogy 6 nulla, vagyis z = a.D, vagyis 0 < 22 =
a?D? < 0, kbvetkezik, hogy a = 0.

Negativ deifnitség ugyanaz Z és () felett, ezért hasznalhatjuk a
folytonossagi érveléseket.

Kévetkezik, hogy det I = 0 példaul. Hy(X) — Ha(X,8X) elébbit a kivételes
divizorok generaljak, a masikat a “dualis” transzverz korlapok az egyes kivételes

divizorokhoz. i(Ey) = ey Dy + >
leképezés a generatorokat, ez pont a metszetmatrixszal vald szorzas., réla tudjuk,

vw ¢1 Dw képlettel fogja elvinni ez a természetes

hogy nemdegeneralt, specialisan tehat injektiv.

Folytatva a sort, Hy (X ,0X) — H;(8X), ha a perem nem S, hanem valami
etwas, a Hy (X)) szabad Abel, tehat a perem elsé homoldgiéja felbomlik mint
cokerI @ Z"(I+2X 90 zlakban, tehat a perem (ami izomorfan mozog, tehat

«se7

megegyezik 0X -el) elsé6 homoldgiajat megkapjuk torzié+szabad alakban.

Hy(X) ® Hy(X,0X) —=5 Z Lefschetz dualités miatt nemgenerealt bilinearis.
Példaul az E,, D, bazisban a matrixa pont az identitas. Hy (X) ® H, (X) Yy za
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mi altalunk vizsgalt I metszetforma, a méasodik koordinataban vett 7 beagyazassal
kapunk egy kommutativ haromszdoget.

Nézhetjik, hogy a felfujas nem csak a kedvenc gorbénket, hanem az dsszes tobbit is
hogyan valtoztatja, szétbontjuk a lokalis algebrat.

NI
<2 , 3

Xéx/é Youyo g7t ) USST
Ve h =9
354 )

Hova visszlik a linearis figgvényeket? Mar az elsé 1épés szétvalasztja Oket, az elsé
divizoron lesznek 6k a transzverzi korlapocskak.
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Minek felelnek meg az u = bv alakd gorbék eredetileg a masodfokdak voltak, y? =
bx (megintcsak b = 0). Kévetkezéleg Sk lesznek a masodik kivételes divizoron
lesznek Ok a transzverz korlapocskak.

2 2

A harmadik térképent = cs, c i 0, akkor u = cv?, és visszatérve y3 = cx”,
cuspok paraméteres csaladja. Példaul y2 = cx? egyenesparokbdl all, az elsé

divizoron lesz, y2 = cx? pedig a harmadik masik térképén fog latszani.

Hogyan fligg 6ssze a graf szerkezete a felfujt fliggvények terével?

(X,E) N (C?,0) AN (C,0), visszahtizunk egy valamilyen tiggvényt, ehhez
tartozik egy div(¢*g) = > my Ey + str(g) divizor. Erre mindig teljesil, hogy
(divg(¢*g), E,) < 0V E,. Azilyen Vv : (D, E,) < 0 alakd divizorok terét

nevezziik Lipman kipnak, egy félcsoport. C? felett 4ltalaban minden ilyen divizorhoz
létezik is egy fliggvény ami 6t adja.

1.

Erdekelne minket a kdvetkezé plumbing graf altal megadott tér.

’- 3

1
(az— )
alakban, ez a Hirzebruch lanctort, nem lefelé, hanem folfelekerekitéssel képezzik. A
fenti grafhoz 3 — 1/4 = 11/4 = n/q, ez a (11,4), ehhez a dualis lanctért az

n/(n — q), akonkrét esetben ez 11/7 ennek a Hirzebruch felbontésa [2, 3, 2, 2].
Ha forditott sorrendben irjuk fel a lanctértet (n, ¢')-t kapunk, ahol ¢¢' =1 mod n.

(fel van téve 0 < ¢ < m, (n,q) = 1)

Lanctortekkel fogunk foglalkozni, [aq, . ..,a,] = a1 — ilyen fura minuszos

Ez valahogy analdg a lencseterekkel...?
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Ao (Rso < (0,1),(1,0) > kiphoz hoz a C[¢] = C|z,y] ++ C?
tartozik pl. Méasodik példa, ha a kapot (0, 1), (1, 1) generaljak, akkor is a
sikot kapjuk, hiszen ez csak egy atkoordinatazas.

Reguldris kipnak hivunk egy kupot, ha a vy, vy generétoraira det(vy,vs) = +1,

ekkor a félcsoportalgebra spektruma mindig C? lesz.

Algebra

Z2-ben vessziik a (4,11) racspontot, és az orig6t vele 6sszekdtd egyenest. Ehhez
tartozik egy o dudlis félcsoport, amit R>q < (4, 11), (1, 0) > feszit, ehhez ¢ =
o N Z%-t vessziik, és a hozza tartozé C[@)] félcsoportalgebrat. Ez egy végesen
generalt C-algebra, tehat 6 pontosan megfelel egy X affin varietasnak. Szamoljuk
meg hany racspont van a kipban, a lenti tétel szerint leolvashatjuk a generatorokat:
(1,0),(1,1),(1,2),(2,5),(3,8),(4,11) pontok generaljak, betlizziik el ket

a, B,7,6,m, u-vel. AC|[cx...u] — C[¢] leképezés magjat a félcsoport relacidibél
leolvashatjuk, a konkrét esetben példaul az elsé harom generatorbdl leolvashatjuk
hogy ay = 3%, Altaldban a 2-vel eltolt szomszédok 6sszege a kozottiik levé elem
valahanyszorosa, ez pont a dudlis lanctortet fogja visszaadni!l! Ergo 86 = '73, yn =
62, op = 772 a tobbi relacio a szomszédos generatorok kdzott, az elsével egyitt

2, 3,2, 2] pont a dudlis lanctért felbontas! De ez nem az &sszes generéator, a
Veronesehez hasonl6 elcsusztatott matrixot csinalunk, és még a lanctort b;
multiplicitasaival beirunk egy k6zépsd sort amit csak a negativ iranyban vesziink bele
az aldeterminansok szamitasaban.

\ <o Y1 Ay

L~2 b
( yzi - .

)(\ )(Z, >(-5 .

Része a csUsztatott matrixnak, a kozépsd sorral és a kétfajta szorzasirannyal ami a minorokban kell.
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Tétel: ¢ = & N Z? generatorai: conv (¢ \ 0) halmaz pereme
szakaszokbol/(fél) egyenesekbdl all, a kompakt komponensein
fekvo racspontok minimalis generatorrendszert alkotnak.

Topoldgia

Duélis kip 0 = {v : (v,w) > OVw € o } formulaval van definidlva. A mi konkrét
kipunknak a dualis generatorai a (0, 1), (11, —4) lesznek. Fel akarjuk osztani
regularis részkdpokra. Ezt a duélis kapot (0, 1), (1,0), (3, —1), (11, —4) generaljak.
Ezekbdl az egymasmellettiek fogjak megadni a regularis felosztast, jeldlje ezeket
rendre 01, 02,03. det(0,1;1,0) = —1, stb. Vegyiik észre tovabba, hogy a 2-
szomszédok 8sszegébdl 3,4-et kapunk ((0,1) + (3, —1) = 3(1,0), stb), ez pont a
fenti n, q! Ahol ragadnak az egy egyenes, ennek a dualisa egy félsik lesz, az ehhez
tartoz6 algebra C[z,y, y 1], ami C' x C*-nak felel meg, pont ementén ragasztunk
a plumbingban.

T12 jeldlje a 01 M 02 kdz6s peremegyenest.
Dualizaljuk o1-et, oy = R{ < (1,0),(0,1) > lesz ehhez persze C|[¢] =
Clz,y] +» C? tartozik. 05, =< (1, 3), (0, —1) >-ként &ll el6, ehhez C[p] =

Clzy?,y ] “polinomgydr(i” tartozik. A metszetben T, -hez tartozé gytirti a
Clz,y,y '] tartozik pont, ehhez C,, x C*, mint az elébb megallapitottuk.

file:///C:/Users/marci/Documents/Egyetem 8e23ac4bc4e044e397ce29ef6133af37/SzingTop d8050a3d9d9942088cccab3eeb2042dc/szingtop.ht... 23/36



2022. 05. 14.17:36 1.

? L
o
~/
—
Y

A jelen allaspont

Az indukalt beagyazasoknal C;; x Oy identikusan agyazodik be, a masik tagban
pedig C[¢o,]-héz Clzy3,y 1] = C|v, u] tartozik. Ehhez persze Ggy ragasztunk
hogy u = y~1,v = xy3. Adunk egy szelést, z = 1,v = u~3, tehat egy O(—3)-at
latunk. o regularis darabkai benne vannak, tehat dualisan a regularis felbontas
darabjairdl vannak kompatibilis leképezések o ™ -ba, tehat ezek dsszeragadnak és ez
lesz a rezollcids leképezés. Cla, . ..| — C|¢poy "] a +— z, B — xy és igy tovabb,
leolvassuk az egyutthatokat, és ezek automatikusan teljesiteni fognak minden
osszefliggést a ragasztashoz. A masik térképen Cla, .. .| — Clv,u] = C|¢poy 7],
itt kifejezzik x-et v, u-val, vu? lesz, ebbdl a — vud, B — vu?, stb.

8.
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Azért hivjuk térikus esetnek, mert mindig lesz egy (C*)™ hatas a megszerkesztett
sokasagon.

Oc2 9 = C{z,y} a befogadé tér lokalis gylirije, adott rajta egy csira z° + y°,

f = 0agorbe. A lokélis gyard C{z,y}/(f) lesz. Normlais gydrinek hivunk valamit
lol. QCc,0 = Qc,0 a hanyadostest. Oc,0 — Qc,0 persze be van agyazva. Itt
tekintsik a ¢" +a1q" 1 +---+a, = Oalakiiq € Qc,o elemek halmazat, ahol

a; € Oc,y nevezzik OC,O-nak. Tobbek kozott példaul tudunk gyokot vonni. Kb olyan
fuggvényeket vesziink a gorbe gylrljéhez, amik a sima helyeken holomorfak, a
szingularisokban pedig csak folytonosak.

Példa: A mi konkrét esetiinkben x® + y3 = 0, tehat a racionalis testben 2 +

y3 /23 = 0 teljesiil, tehat az y/x fiiggvény belekeriil ebbe az algebrai egészekkel
valo lezarasba, tehat ennek a fliiggvénynek a lokalis gylrQje a 0-ban nem normalis.
Akkor bévitiink ezzel a z = y/x elemmel, ellenérizziik, hogy ez a gylrG nomralis-e?
Nem lesz az, ¥ + 23 = 0-b6l (z/2)% + z = 0, vagyis t = x/z-vel is kell béviteni.
A végén kodimenzié 2-ben C'{t}-nek kellene kijénnie, ez a normalis gyGrd, a sima
pontok lokalis gy(irtje. t> + z = 0, = = zt, ebbdl t> + z = 0, és
visszahelyettesitve kapunk egy paraméterezést  — 3 és Y — —t° alakban. Ez C \
0 — C\ 0izomorfizmus, és C — C homeomorfizmus.

HF: Ha O¢ o egy UFD, akkor 6 normalis (vagyis Oc g = OC,O)-

Oc,o — OC,O kodimenzidja mint vektortér véges C felett. Az el6z6 példaban
vilagos, a kép a g(t°, —t°) alakd polinomok. igy nem kaphatjuk meg 1247} ot E7
lesz a delta invarians, § = dimc O/O, vagy mashogy a félcsoporttal kifejezve

#{N\ S}, ahol § =N < 3,5 >.

Az eredeti kérdéshez kapcsolodva a gorbe Newton diagramja alatt meg kell
szamolnunk a racspontokat.
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Behlzzuk a paraméterezésnek megfelelé egyenest, (3, 5) normalissal, ezen
egyenesek mentén mindegyik racspont azonos kitevét ad, azok a rossz pontok,
amiknek nincsen a pozitiv negyedsikban reprezentansa, ami pont megegyezik a
Newton diagram alatti pontok szamaval.

Vehetjik a dudlis kdpot, itt a normalisbol iranyvektor lesz. Lanctortbe fejtjik % =

2 — % illetve % =1- 3_% Ebbdl a rezollcios graf

2

-5 ~2 - -3

—

25 + y3 = 0 rezollcios grafja.
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lesz. Lentrdl folfelé elolvassuk a lanctort elemeit, csak az egész komponenst nem, és -
eléjellel ezek lesznek a dekoracidk, plusz kozépen egy —1, amire a Strict transform

csatlakozik. Itt ag van jobbra, és a g van balra a kozépsé —1-es divizortdl.

(If(?3

A duélis kip generatorai, és a multiplicitasok, felbontasa regularis kiipokra (ergo C?-ekre).

Ebbdl a dualis kérdésre is valaszt kaphatunk, hogy egy adott polinom melyik divizorra
emelkedik fel, példaul az x = 0 a hosszabbik ag —3-ardl 16g le. ax + By-t
paraméterezi (@ : B3], ez mondja meg, hogy pont hova emelddik fel ezen a divizoron.
A (2, 3)-as ponthoz a dudlisban tartozik a —2 és —3 kozétti rész a felfujasban,
vessziik az ocx® + ,8y2+magasabb tagok (amik a megfelel6 2, 3 normalisi newton
diagram felett vannak) emelkednek fel az [« : (3] paraméterezéssel mint az el6bb. A
—1-esen az az® + By3-ak élnek, a masik szélsé —3ason pedig az axz? + By alakd

dolgok.
Az (y3 + %) (z? + y?)-nél kicsit bonyolultabb, két komponens lesz a Newton

diagramban.

file:///C:/Users/marci/Documents/Egyetem 8e23ac4bc4e044e397ce29ef6133af37/SzingTop d8050a3d9d9942088cccab3eeb2042dc/szingtop.ht... 27/36


file:///C:/Users/marci/Documents/Egyetem%208e23ac4bc4e044e397ce29ef6133af37/SzingTop%20d8050a3d9d9942088cccab3eeb2042dc/8%206b9ac27580a4415fbfbe464ca173378d/Untitled%202.png

2022. 05. 14.17:36 1.

e

A dualizalasbol kapott rezolucids graf.
Dualis Newton diagram,
és a konvex burok

Az OG newton diagram

perempontjai.

Eddig mindig a C?-et fujtuk fel, S3-on csinaltunk plumbing szerkesztést. A
kilonb6z6 komponensek peremén kiilonb6z6 algebrai csomok jelennek meg, evidens
kérdés, hogy szomszédos csomoknak mi a linking szama.

Tavaly volt, hogy lk(L(f1), L(f2)) = i(F1, f2)o. Hogyan lehet ezt a rezollcids
grafbol szamolni? Rezoldcids grafban v-hez tartozik egy-egy f,, gorbesereg, ehhez
pedig egy-egy csomé L(fy) = L(fa). A rezoléciés graf megadja az I
metszetmatrixot, az allitas az, hogy io(fu, fo) = lk(L(f.), L(f,)) = — I}

HF: Negativ definit det = 1 matrix inverzében minden elem szigordian negativ

Egy adott figgvény felfijasa utan kapunk multiplicitdsokat, régebben volt az Im +
(nyil) = 0 principialis divizorra vonatkozo képlettel. Az allatorvosi lovunk —2-es
divizoran élnek az ax® + By? alaku fiiggvények. —I5" = [m(f1)]s, a négyes
fuggvény multiplicitasa a harmas divizoron.

Példaul ig(z, 2° + y3) = 3, ig(y, z° + y®) = 5, végil ig(x® + %, 2° +y3) =9
kovetkezik.

() (5)  (3Y /7

VN \(Z y NEO V=0

A rezolucio sematikus képe dekoralva az Euler szamokkal és a multiplicitasokkal.
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Ezek a dolgok csak a bambuszokra makddnek.

9.

f:(C?0) — (C,0)csira, f1(0) = C, (C,0) C (C%0).

Be4gyazott rezolucidval feloldhatjuk a szingularitast (C,0) C (X, 0), a csomok itt is
ugyanazok, mintha csak C2-ben néznénk a gorbét. x -2 (C?,0) a felfajasok
kompozicidja, ebben van egy csomé extrasag, az E, irreducibilis kivételes divizorok,
mindegyik P! lesz. Es a ¢~1(C \ 0) a strict transform, ez is bomlik C; irreducibilis
komonensek szerint. Addig fujjuk, amig str(C') U |J Ey normal crossing divizor lesz.
Ehhez vettlik a beagyazot rezollcids grafot, az F,-khez csticsok, strict
transformokhoz nyilak, és az E,, N E,, metsztekhez élek. Eza I'( X, f), egy
osszefliggd fa lesz. A csticsokat dekorlajuk a génusszal, most Pl -eink vannak, ezek
mind nullak, nem irjuk. Aztan az dnmetszéssel is dekoraljuk a csucsokat, az Euler
szammal. A teljes metszetforma leolvashatdo mostmar a grafrél, belattuk mar, hogy ez
negativ definit lesz. Még a multiplicitas dekoracio X i> C?, a felftjassal
visszahUzzuk az f-et, és megnézhetjiik, hogy az E = UE, = ¢ 1(0) egyes tagjain
hanyszorosan tunik el, s ezt rairhatjuk minden csucsra.

Izolalt szingularitas esetén a strict transform multiplicitasa 1 lesz.

Algebrai kompatibilitas

Adott T, v — E2 = €y, V = my, visszahtzzuk div(¢* (f = 0)) = 32, my B, +
m;str(C;) € H» (X,0X, Z), ez egy principidlis divizor, vagyis a homoldgiaban
(vagy Div(X)-ben) nullat reprezental, tovabba div(¢*(f = 0), E,) = 0, eszerint
Myey + 3wy e Mw + 2oy g 1 = 0.

Topologia
X, 0 izolalt feltletszingularitas valamilyen C?V, 0-ban, elvagjuk valamilyen kis €

sugaru gombbel, allitjuk hogy ez egy transzverzalis metszet lesz, és kapjuk a
metszetben az L x valds 3-dimenzids iranyitott zart sokasag.

Példa: X = C?, akkor Lx = S3.

Ha C,0 C X, 0 egy gorbe a feliiletben, akkor elvagva Lo C Lx, kapunk egy 1-
dimenzids zart sokasagot, ergo egy linket L x -ben. Felfdjas utan 0X = L x, mivel a
felfUjas az origon kiviil izomorfan megy, és hasonloan a fellleti gorbék
visszahUzasaval kapjuk benne a linkjét felfdjas utan.
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Példa: 2 = Y2z, az egész z tengely szingularis, de 6 beagyazva sima a feliletben.
Attol még hogy egy fellletnek szingularitasa van nem biztos, hogy minden goérbe
benne is szingularis!

f:(C?0) — (C,0), most Ly = S3, az egész befoglald teret tekintjik, ekkor az
L -k lezsnek az algebrai csomék. megmozgatjuk kicsit, f = §-t elmetsziik a
golyéval egy sima 2-sokasag lesz {f = 8} N B = F. 5. Mivel a peremre
transzverzalisak vagyunk, az Ehresmann tétel miatt ennek is a pereme L lesz. S6t!
F71(S}) N B2 egy fibralas S} felett, a fibrumok feltletek a csomén. Ebbdl
megkérdezhetjik, hogy Mgeom : Fes — Fe s hogyan is néz ki.

Ez az F¢ 5 korok csokraval homotopikusan ekvivalens, az elsé homoldgia rangja p
leirja 6t teljesen. Meg szeretnénk érteni a geometriai monodromia hatasat ezen a
homoldgian. Ez a Hpan identitas lesz persze, a Hi -en érdekel minket. Ez egy h1
linearis operator lesz, a legegyszerlbb invaridns amit hozza tudnank rendelni az
példaul a karakterisztikus polinomja. Mult szemeszterben megjegyeztik, hogy ez
pont az Alexander polinm lesz.

A Campo formula

W4

ehheza I'(C?, f) graf. m : X — X indukél h, : Hy(X) — H,(X)-hez az Euler
karakterisztikabol kapunk egy (r, (t) = [, det((1 — thy)) V" fuggvenyt.
Mostmar megadhatjuk a formulat.

X(F) - vaX(ES) = va(2 - Kv)

Legyen E a megfelelé divizor regularis része (vagyis kidobjuk beléle a metszé
részeket, és a strict transformokat). Mostmar kapunk egy multiplicitas rétegszamu
fedést a mellettelevo fibrumokkal.

Itt Ky az Ey-re tdmaszkodé élek/nyilak szama. Hasonléan (m () = [], (1 —

t™ )2~ Ko gy az el6z6vel 6sszekapcsolva ¢ (t) = ﬁ, ahol a nevezé az Alexander
polinom. Latjuk tovabba, hogy minden gydk, s igy minden sajatérték egységgyok kell
hogy legyen.

Fix pontok

Ha h egy endomorfizmus V -n, tekinthetjik a karakterisztikus polinomjat, 1 — a;t +

ast? F ... az elsé egyitthatd pont a trace, a masodik Aidj @ j-re. al =
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as + tr(h?) fog kiderdlni, vagyis tr(h)? — tr(h?), s igy folytathatjuk, det(1 —
th) = exp(— > > tr(hk)%) lesz a formula.
Az analdgiat folytatva ha X -en hat valami monodrémia, ehhez legyarthatjuk a

megfeleld (, figgvén a homoldgian indukalt leképezésekbdl, és ehhez A(m,) :=

>, (=1)2Tr(hq) a tracek gradalt 6sszege (ezt hivjuk Lefschetz szamnak), Gsszetéve
¢(t) = exp(— XS A(R")t*)/k).
Ha nincsen fixpont, ez a Lefschetz szam 0. Ez az invarians valéjaban X x X -ben

szamolja a grafikon, és az atlé metszésszamat szamolja homologikusan. Vigyazat
tovabba, a metszésszam lehet nulla, és mégis lesz fixpont.

(Kobayashi) X kompakt Riemann sokasag, és m egy izometria Gnmagara,

akkor A(m) = x(Fiz(m)).

Ezt alkalmazva A(m*) = vt Mw X () alakban kapjuk egy monodrémiahoz a

Lefschetz szamot.

Ha f multiplicitasa legalabb 2, akkor emiatt kapjuk, hogy minden m, > 2
kell hogy legyen. Tovabba kévetkezik, hogy ebben az esetben A(m) = 0.

A természetesen adodé kérdésre Le Dung Trang adott valaszt, létezik m : ' — F,
amire F'iz(m) = (.

{f = 0} C C? vessziik hozza a félcsoportjat S = {(f,g)o : g : C* — C} U {0}

Tetel: Y5, s t° = ((t) !

10.

Félcsoport

f:(C?,0) — (C,0) irreducibilis izolalt szingularités. S = {i(f, 9)0, g €
Oc20} C N U oo. A (lokalis) regularis figgvények metszetmultiplicitasa f-el. Ha a
metszet csak az origdbdl all, akkor ez a metszetmultiplicitas véges lesz a
nullstellensatz miatt.
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Példak. f = z2 + 42, i(f, )0 = 3,i(f,v)o = 2,i(f,2y)o = 2 + 3. Ennek a
konkrét példanak a félcsoportja IV \ 1, mert nem tudjuk az z-et és az y-t is
kigeneralni.

Azért lesz ez félcsoport, meg a mult szemeszterben lattuk, hogy

i(f,9192)0 = i(f,91)0 + i(f, 92)o, s6t monoid, mert az 1 is benne van,
hiszen i(f,1) = 0.

O¢ alokalis gy(ir(, az Sy félcsoport ennek (mint multiplikativ félcsoportnak) egy
lebutitott verzidja.

Ujraértelmezés

i(f, g)o =7 perturbaljuk meg az egyik fiiggvényt g; -ként valamilyen monomokkal

g +thy +t°hy + ..., kicseréljik {g; = 0}-raa {g = 0}-t.Igazabol béven elég

g — t-t venni. Generikusan kapunk valahany darab metszéspontot, mert transzverzalis

lesz a két fliggvény. Létezik egy Be golyd, hogy V|t| << e-ra #B. N{f =0} N

{g: = 0} = i(f, g)o. Perturbalhatnank akar mindkét fliggvényt, ugyanazt kapjuk.
(f,g) : C*,0 — C?,0 lokalisan, s csak az origéban metszenek a nullhelyeik. A
C? egységgombjébdl mehetiink a céltér egységgdmbjébe atosztva a normaval
mivel mindkét fliggvény csak az origdban nulla, az pedig nem része a kiindualsi
gémbiinknek. Allitas, hogy deg((f, g)) = i(f, g)o. Egy kis perturbacié utan a
homologikus fok megmarad, a transzverz metszéspontok pedig mind +1 fokuak
lesznek.

Emiék: {f =0} N S2 = K ¢ a szingularitds csomoja, hasonléan megkaphatjuk a g

csomojat is. Ezeknek van egy hurkolodasi szamuk, lk(Kf, Kg), és ez is megegyezik a

metszésszammal.

A hurkolédasi szam hartyak metszéspontjaval valo deiniciojabol kapjuk, hogy mivel

{ft =0} és {g: = 0} két hartya a megfelel6 csomokon (a Milnor fibrum), egyszeres

metszésekkel, és kis perturbacioval a hurkolddasi szam nem valtozik, latjuk, hogy
valéban megegyezik ez a szam a metszetmultiplicitassal.

Ujraértelmezés

f:C?% 0 — C,0 régzitett. Volt mar, hogy lehet minden gérbét paraméterezni.
f(z(t),y(t)) =0.Hans : C — {f = 0} a paraméterezés, at — g(ns(t)) egy
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C — C leképezés, felijuk a hatvanysorat, a rendje n}; g-nek is az i( f, g)o
metszésszam lesz, s a félcsoport is ezen visszahuzott fliggvények rendjeibdl fog allni.

Ujraértelmezés

V4

negativ definit metszetmatrixot stb. Visszahlzhatjuk a g tetszéleges liggvényt is, és
kapunk egy nyilat valahol a rezoltciéban. Ekkor (str(g), Div(f)) = i(f, g)o. ha
fent metszik el ugyanazt kapjuk, mintha lent. Ez azért van, mert az kdnnyebben
latszik, hogy (Div(f), Div(g)) = i(f, g)o, mert a nullan kiviil izomrfan jon fel a
fluggévny, kis perturbalassal csak a metszetpontokat latjuk a nullan kivil, majd
felhasznaljuk, hogy (E,, Div(f)) = 0, csak a strict transform marad.

A visszahuzott fliggvényt, a strict transformot kdnnyl paraméterezni, egy adott
divizoron mindig a = t, 8 = 0 alaku lesz, majd ezt el6relékhetjik a rezollcio
vetitésével, az el6relokésnél ¢* f multiplicitdsaként hatvanyozddik a megfeleld
koorinata, ami pedig pont a rend definicidjat adja. Ha a g-nek nem rezollcioja még a
mi X -Unk, akkor lokalisan el kell metszeni, és a komponensekre ezeket 6sszeadni.
Rogzitjik f-et, irreducibilis legyen, a rezolucidja X. ¢* f a p pont egy kérnyezetében
Ba™ alakd, ugyanezen pontban vesziink egy a + [ alakd gérbét a rezolUciéban,
ezt eloreldkhetjik, és kapunk egy gorbét (csak mert C? sima, amugy nem biztos,
hogy egy egyenlet vagja kil). i(f, g)o = ip(d* f, st(g)) = ip(Ba™,a° + B) =
ip(B, 0 + B) + myip(a, af + B), és kapunk ¢ + m, -t. Kdvetkezik, hogy egy id6
utan minden természetes szam benne van a félcsoportban, azonban m,, altalaban

nem minimalis ehhez!
Allitas: m,, (f) + Z>o C Sy
Kévetkezmény: #{Z>0 \ Sy} < 00, ezt a szamossagot hivjuk §( f)-nek.

Definicié: Amin{c € Sy : ¢+ Z>¢ C Sy} szamot konduktornak nevezziik.
Altaldban m,, (f) > ¢

A delta invarians mindig csokken rezollciénal ha a multiplicitds nem 1, ezzel lehet
belatni, hogy a rezollcio tényleg véges sok Iépés utan kisimul.

Delta invarians masképp
ny : Cy,0 = {f = 0}, megnézhetjik n} (Ocz o)-t, ezzel n; (O¢) — C{t}
beagyazast kapunk, a kép kodimenzidja is a delta invarians.

F — 8%\ K; — S" a csomg, felirtuk hozzé a zeta fuggvényt. Allitas, hogy

Sstt =¢GN ().
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A félcsoport tulajdonséagai miatt tudjuk, hogy ez a hatvanysor p(t) + > t* alakd,
vagyis Q(t)/(1 — t) alaku lesz a zeta fuggvény.

11.

X sima d dimenzids algebrai/holomorf, Qf,l( a top differencialformak vonalnyalabja
QL (U {f(zi)dz1 A ... ANdza|f € Ox(U)}ahol U nyilt, Ox (U) a

strukturakéve rajta, a regularis/hlomorf fliggvények rajta.

d=1 esetben a fiiggvények a koordinataattéréssel prekomponalva ragad. x = ¢(z'),
akkor f(z) = f(¢(x')), a differencialformak azonban a Jakobi matrixszal ragadnak,
w = f(z)dz = f(¢(z'))(dp/dx)dz".

Kétvaltozéban ha z = ¢(z',y'),y = ¥(a',y') a koordinataattérés, akkor dx A
dy = d¢ A dip, és tovabb (0¢/0x'dx’ + 0¢p /0y’ dy’) N (O /0x'dx’ +

O /0y'dy'), és egyszerisitve, hiszen a keresztben vett differencialok nullak
(0¢/0x'0v /0y — 0¢/0y' Dp/0x")dx' N dy', itt is a Jakobi determinanssal kell

szorozni, ezzel 6sszeragad a top diferencialformak tere egy vonalnyalabba X felett.

Ezt a nyalabot jellemezhetjik a szelései altal megadott divizorokkal, barmely ketté
ilyen linearisan ekvivalens lesz, a multkor nézegettiik, hogy a Picard csoport izomorf a
CaDiv/Princ csoporttal. Egy ilyen reprezentanst nevezziink K x -nek.

A Picard csoportbdl létezik egy leképezés H?(X; Z)-be, ami a Chern osztalyt rendeli
hozza, s6t egy csoporthomomorfizmus.

Ha X projektiv, ergo zart sokasag, akkor a H2-je egy Z, kiértékelhetjiik a
fundamentalis osztalyon, és kapunk egy szamot.

Meg szeretnénk érteni ezt a K x -et, el6bb a topologikus osztalyat adjuk meg a Chern

osztallyal.

Ha X izolalt feltlet szingularitas, akkor X \ O sima, nem vildgos hogy az itt kapott
nyalabstruktura hogy terjedne ki a nulla félé. Legyen X i> X egy rezollcid, tehat
sima, ¢ 1(0) = UE};, ezek projektiv irreducibilis gérbék, és minden mashol
izomorfan vetil. Mostmar tekinthetjik Qiz—t, ezt megszoritva a kivételes divizorra

informaciot kapunk a szingularis helyrdl.

Meg akarjuk érteni tehat Pic(X)-t. Feliileti szingularitas lokalisan kip, felemelve a
vektormezo6t ami befolyatja a rossz pontba, kapjuk hogy X ~ F, tehat a homoldgiak
megegyeznek, E pedig transzverzalis diszkrét pontokban metszé Riemann
feliletekbdl &ll, Mayer-Vietorisbél kapjuk hogy H2(X; Z) = ZV, ahol E = E; U
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... U B, Eszerint ha van egy nyalabunk, ezt megszoritva az E;-kre kiszamolhatjuk az
els6 Chern osztalyt az Euler osztallyal.

Emlék: a két bilineéris fuggvény L, (.) az abszol(t homoldgian a metszetekkel, illetve
az L', ami a relativ homolégiakon amit pont a kohomologikus metszést adja vissza.

ci (Q%Z) tehat mond nekiink valamit, mert a divizorat megtalalni, az

analitikus/algebrai osztalyozashoz nem annyira realis.

Példa: Egy blowup (C'Pl), -2es onmetszéssel. u, o és v, 3 a két térkép. oo = B! a
bazis ragasztasa, a projektiv tér standard koordinatazasaval. u = B%v a fibrumban,
hogy pont a -2es Euler szamot kapjuk. Osszeroppantjuk a bazist, ezzel megadjuk X -
et (kicsit visszafele indultunk el, el6bb a felfujas, utana a szingularitas amit felfujtunk).
z = o’u, Y = au, z = u harom fliggvény az egyik térképen, x = v,y =

Bu, z = B?v a masikon, ezek &sszeragadnak egy globalis figgvénnyé P x c C3
, tovabba a kivételes divizort latvanyosan dsszeroppantja.

HF: A t8bbi helyen izomorfan képzédik.

A kép egyenlete az £z = ¥?, ez segit a haziban is. Példaul dz A dz megszoritasanak
a felemeltjének sima helyen is lesz szingularitasa. d(a?u) A du = 2cuda A du az
egyik térképen, a divizora az a = 0, illetve az u = 0 persze. A masik térképen dv A
d(B%v) = 2Bvdv A df, tehat hasonldképpen itt is a nulla feletti fibrum, és a
kivételes divizor a nullas, 6sszességében divg*(dz A dz) = Dy + Dy + CP?,
észrevessziik, hogy ez pont div y, tehat ez a divizor nulla. Kévetkezésképpen Q%Z =
Ox.

Példa: f(z,y,2) = 0 C C® egy izolalt szingularis hiperfelilet.

Allités: X \ O felett az Q?X\O nyalab analitikusan trivialis.

Meg kell adnunk egy globalis differencialformat, ami sehol sem tlnik el, és polusa
sincs, ergo egy nem nulla szelést. Vesszik a (dz A dy) /0. f differencialformat, és
a masik két ciklikus permutaltjat a koordinatakban, allitas hogy ezek megszoritva
X -re 6sszeragadnak. f|x = 0, akkor df|x is nulla, ebbdl 0, fdx + 0, fdy +
0, fdz = 0, 6sszeszorozzuk mondjuk dz-vel, kapjuk hogy O; fdx N dz +

0y fdy N dz = 0, ez mutatja hogy az imént megadott differencialformak valoban
6sszeragadnak X -en és készen vagyunk.

Ezt a format nevezzik a hiperfeliilet Gorenstein formajanak.

Példa: ¢ + y? + 2¢ = 0, ha d = 2 ez pont az elébbi alak, baziscserével y? = zz-
re hozhaté. A Gorenstein tgy néz ki, hogy (dz A dy)/(dz%1)|x = ... kellene a
rezollcio. Ez nem nehéz, az origbban van szingularitasunk, és mivel homogén a
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polinom a teljes egyeneseket bele kell venni, ez pont a CP? tautologikus nyalabja
lesz. A szokasos koordinatazassal x = af,y = ay, z = q, a kivételes divizor ezen
a térképen a = 0, a teljes kivételes divizor persze pont a komplex projektiv sik lesz. A
fliggvény visszahlzasa pont a projektivizalasa lesz, X a tautologikus nyalab erre valé
megszoritasa lesz. A génusza mint projektiv gérbe (d — 1)(d — 2)/2, nmetszése
—d, a multiplicitasrendszerbél amit a gérbékhez tanultunk kiszamolhato.
Visszahtizzuk a figgvényt, (aB)? + (ay)? + ad = 0 = a¥(B¢ +v2 + 1).
Megjelenik dE és a strict transzform, azon gorbe felett trividlis a nyalab. ¢*wg =
dz ANdz/dy? ' = da Ad(aB)/(da? 1y 1) = ada A dB/(dad1y37 1) =
1/(dy?**)da A dB/a2, ebbdl latjuk hogy div ¢*we = —(d — 2)E, ez nem
tud globalis fiiggvény nullhelye lenni, ahhoz tartozna fibrumirany is, egy nyil.
Definicié: Q% (X \ E) az X \ E-n értelmezett globalis differencialformak, aminek
ezen a komplementumon csak nullasa lehet (p6lus csak E/-ben engedtetik meg).
Képezzlk a faktort Q%z, (X')—el, e zegy véges dimenzios vektortér, és ennek a
dimenzidjat hivjuk geometriai génusznak, py(X,0)-vel betlizziik. (tétel hogy ez

fuggetlen a rezolucié valasztasatol.

Valami hermitikus metrikat valasztva értelmezhettink L? differencialformakat X \ 0-
n, és pont ezek lesznek azok, amik kiterjednek sima médon a rezoluciora valé felhuzas
utan, igy lehet latni a fliggetlenséget.
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