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Bevezetés

A dolgozatban egy gyakorlati, deep learning eredetd probléma megoldésat targyaljuk,
amely [I] alapjan vet6dott fel. A probléma megoldasahoz sziikségiink van egy gyors on-
line algoritmusra, amely egy kozel-minimalis stulyu kozel-teljes parositast talal élsulyozott
teljes paros grafokban. Ennek a probléméanak a megoldasahoz bemutatunk egy maximalis
sulyu péarositast keress online algoritmust [7], és ennek elméleti hatteret [9], [10], [1I].

Mutatunk tovabba egy algoritmust [15], amelynek segitségével a teljes grafokat ritkita-
ni tudjuk oly médon, hogy se a maximalis parositas, se pedig a minimalis stlyt maximalis
parositas ne valtozzon sokat. FEz utobbihoz kihasznaltuk, hogy a megoldandé gyakorlati
problémaban a paros graf csicsaihoz rendelhetd egy-egy pont egy metrikus térben, hogy
egy ¢l silya pontosan a két végpontjdnak a metrikus térbeli tavolsaga.

Valamint bemutatjuk az iranyitott Even-Shiloach algoritmus egy tetszdleges valos él-
sulyokra vett altalanositasat, amely a dolgozat eredménye. Ezen kiviil bemutatjuk, hogy
[7] algoritmusa hogyan modosithatd az el6bbi algoritmus felhasznalasaval, és hogy igy
egy kozel-minimalis stlyt kozel-teljes parositast keresé algoritmust nyerhetiink. Ennek
gyorsasagat, és kozelitésének mértékét empirikusan kiértékeljiik.

Ehhez a [4] deep learning kényvtarbol elagazott [5] konyvtarban implementaltuk a pre-
zentalt silyozott és silyozatlan parositasi algoritmusokat teszteléshez. A teszteredmények
a dolgozat végén szerepelnek, amelyek [5] kodjaival reprodukalhatoak.

A dolgozatkészités keretében, szintén autoenkoder alapt generativ modellek javitasara,
késziilt egy mésik projekt is, amely a latens pontfelhd eloszlasat kozeliti normalis eloszlasok
Osszegével, majd ezen eloszlas stirtiségfiiggvényébdl szarmazd veszteségfiiggvénnyel tanitja
a halot, ezzel 1étrehozva egy unsupervised learning algoritmust. Az ehhez megirt kodok, és
egy b oldalas technikai 6sszefoglald megtalalhato [6] hivatkozason, azonban a dolgozatnak
nem ez a projekt a fokusza, igy tovabb nem itt targyaljuk. Erdekes lehet azonban ezt a
projektet is tovabb kutatni a technikai 6sszefoglaloban bemutatott otletekkel, valamint a

[3]-as cikkre alkalmazni, mint klaszterezd eljaras.



1. fejezet

Noise as target modszer a deep

learning-ben

Ebben a fejezetben tisztazzuk a deep learning alapjainak a dolgozat szaméra legfontosabb
részeit. Az els6 részben [12] és [13] online konyvek alapjan irodtak. Ebben a szekcioban
felhasznaljuk [I2] néhany &brajat is. Atfogobb bevezetshoz ajanljuk az el6bbi két online
konyv olvasasat, a dolgozatban azonban csak a legsziikségesebb fogalmakat vezetjiik be
ahhoz, hogy egy gyakorlatban felmeriils deep learning problémanak egy kombinatorikus
optimalizalési részfeladatat azonosithassuk, majd megoldhassuk. A fejezet tovabbi célja,
hogy a problémafelvetés és motivacido a deep learning héattérrel nem rendelkezd olvaso

szamara is érthetd legyen.

1.1. Deep learning bevezetdo

1.1.1. Mesterséges neuronok, és aktivacids fiiggvények

A neuralis halok alapelemei a mesterséges neuronok. Ezek koziil a legegyszertibb az ugy-

nevezett perceptron.

Legyen z1,25,...,2, € R, wy,ws,...,w, € R és b € R, ekkor egy perceptron mes-

terséges neuron az xi,Ts,...,x, inputokra a wy,ws,...,w, silyokkal és b ,bias™-szal
n n

0 outputot ad, ha Zwixi + b < 0, és 1 outputot ad, ha Zwixi + b > 0. Tehat

i=1 =1
w = (wy,ws, ..., w,) € R" silyvektorral és b € R ,bias’-szal rendelkezd perceptront a
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T output
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Pwp) : R™ = {0, 1} leképezés irja le, ahol Vo = (21,22, ...,2,) € R” inputra

0,ha (w,z) +b <0
Pluwp) () =
1,ha (w,z) +b>0
Konnyen lathato, hogy w = (—2, —2) stlyokra és b = 3 bias-ra p,)(0,0) = 1, pu (0,1) =
L, pawp)(1,0) = 1 63 pawpy(1,1) = 0. Tehat ilyen stly és bias vilasztassal a perceptron a
NAND logikai kaput szimulalja; és mivel ez egy univerzélis logikai kapu, ezért tetszdleges
egyéb logikai kaput is szimulélni tudunk perceptronok Osszeftizésével.
A perceptronnak azonban megvan az a szamunkra negativ tulajdonséga, hogy a silyok
vagy a bias kis megvaltoztatédsaval az output nagyot valtozhat. Ezt szeretnénk elkeriilni
ugy, hogy olyan mesterséges neuront akarunk leirni, amelynek outputja az egyes stlyoknak

és a bias-nak is folytonos (s6t, lehetSleg sima) fiiggvénye. Vegyiik észre, hogy Vw,z €

0,hay <0
R" b € R : pp(r) = s((w,z+b)), ahol s : R = R, Vy € R : s(y) =
Lbhay >0
lépcsés fliggvény.
Ezzel szemben, ha s 1épcsés fiiggvény helyett o(y) = H% sima fliggvény hasznalataval

az sigu,p () = o ((w,r) +b) Ggy nevezett szigmoid-neuront kapjuk. Ekkor viszont az
output valoban sima fiiggvénye az egyes silyoknak és a bias-nak. Az el6bbi azért fontos
szamunkra, mivel a mesterséges neuronokbdl felépitett neurélis halot az egyes neuronok
silyainak és bias-ainak hangolésaval tanitjuk.

A o fiiggvényt ugy is felfoghatjuk, mint s simitott valtozatat, lathatjuk, példaul, hogy
—oo-ben és +o00-ben vett limeszei megegyeznek. A o aktivacios fliggvénynek toviabba nagy
elénye, hogy derivaltjai konnyen szdmolhatdak. Ezen kiviil sok més aktivacios fiiggvény

) 0,hay <0
keriil hasznéalatra a gyakorlatban; jelenleg leggyakrabban a ReLU(y) =

y,hay >0
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fiiggvény hasznalando, amely népszertiségének legf6bb oka gyakorlati jellegt, a ra épitett

halozatok sikerének koszonhetd.

1.1.2. Neuralis halok

Mint mar emlitettiik, a neuralis halok alapelemei a mesterséges neuronok. Egy neuralis
halo rétegek egymasutanjabol all, ahol minden réteg neuronok dsszessége. Az elsd réteget
az input rétegnek hivjuk, ahol a rétegbeli neuronok inputjait a tanitéadat adja meg. Az
utolso réteg pedig az output réteg. A koztes rétegeket rejtett rétegeknek hivjuk.

Egy rejtett rétegben 1évé neuronok az el6z6 réteg neuronjainak outputjaibol kapjak
az inputjaikat, és az outputjukat a kovetkezs rétegnek adjak at. (Természetesen nem
sziikséges, hogy egy neuron az outputjat a kovetkezs réteg minden neuronjanak atadja.)

Az el6bb definialt neuralis halokat feedforward neurdlis hdloknak hivjuk, mivel egy
neuron outputjat csak a kovetkezd réteg neuronjai hasznéljék fel. Ezen kiviil még mas
neuralis halok is léteznek, némelyek ezek koziil jobban hasonlitanak a biol6giai neuralis
halokhoz. Ilyenek példaul a rekurrens neurdlis hdlok, melyek neuron grafjaban eléfor-
dulhatnak korok, ezeknél minden neuron egy lépésen at tiizel, ezzel aktivilva a belGle
leszarmazé neuronokat, amelyek ezutan szintén egy lépésen at tiizelnek, és igy tovabb. A
rekurrens neuréalis halok hasznélatosak példaul gépi szoveg- és hangfeldolgozasra. Képfel-
dolgozasra azonban feedforward neurélis halokat szokas hasznélni, igy mi a tovabbiakban
csak ezekre szoritkozunk, és a neuralis halo kifejezés alatt mindig feedforward neuralis

hélot fogunk érteni.
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1.1.3. Veszteségfiiggvények

A neurélis halok tanitasa alatt azt értjiik, hogy az egyes stlyokat és bias-okat (vagy egyéb
kalibralandé valtozoit a neuralis halonak) probaljuk tgy kalibralni, hogy egy veszteség-
fiiggvényt minimalizaljunk.

Ezt a minimalizalast sztochasztikus gradiens modszerrel tessziik meg, és a gradiensek
gyors kiszamolaséra backpropagation algoritmussal torténik. Ezt a dolgozat nem részletezi.
A [12]-es és [13]-as hivatkozasokon részletes leiras talalhato a backpropagation algoritmus-

r6l, és a sztochasztikus gradiens modszerrdl.

1.1.4. Konvolaciés halok

Mint azt mar emlitettiik, a neuralis halo szomszédos rétegei altal alkotott paros graf
(amelyben komponensek csticsai az egyik, illetve masik rétegben 1év6 neuronok; él pedig
akkor fut két cstics kozt, ha a késGbbi réteg csucsa felhasznélja a korabbi réteg cstcsanak
outputjat inputként) tetszéleges lehet. Elsére gy tiinhet, hogy a teljes paros graf min-
den esetben a legjobb valasztés, mivel maskiilonben a héalé megtanulhatna, hogy a nem
hasznalt élekhez (kozel-) 0 sulyt rendel. Azonban érdemes ezt a terhet levenni a tanitéasi
algoritmusrol, amennyiben az adatok szerkezetét ismerve valamilyen joval ritkdbb paros
grafokat tudunk hasznélni az altaldnossig lényeges romlasa nélkiil.

Manapsag képek klasszifikalasaban, illetve célzott manipulélasiban a machine lear-

ning algoritmusok gyakran elérik az emberi teljesitGképességet [17]. Ennek {6 oka, hogy a
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konvolicios halokkal jol megfoghatd a vizuélis adatok szerkezete.

Példanak alljon a tanito adathalmaz 28 x 28-as fekete-fehér képekbdl, igy a 784 neuron-
bol all6 inputréteg neuronjainak inputjai legyen az egyes pixelek sotétségének mérdszama.
Ekkor, ha az input réteg és az azt kovets réteg kozt teljes paros grafot vennénk, azzal a
graf szempontjabol mind a 784 input neuronnak szimmetrikus lenne az egymashoz vald
viszonya. Természetes képek esetén elvarhato példaul, hogy az egymashoz kozeli pixelek
kapcsolata szorosabb legyen mint az egymastol tavoliaké. Ezért az input réteg neuronjait
egy 28 x 28-as ponthalmazként abrazoljuk, és minden kis k£ X k-as négyzethez, valamely
kis rogzitett pozitiv egészre, legyen most az dbran lathaté moédon k& = 5, rendeliink egy
neuront a kovetkezd réteghdl.

Igy tehat esetiinkben kapunk egy 24 x 24-es ponthalmazt mint a kovetkezs réteg neuronjai.
Azonban azt a megszoritast is megtessziik, hogy az egyes sulyok és bias-ok amik az egyes
k x k-as kis négyzetek egyes neuronjaihoz tartoznak, kozosek legyenek az 0sszes k X k-as
kis négyzetre. Azaz csak k? sulyt és 1 bias-t tarolunk és kalibralunk a két réteg kozott,
ezzel 1ényegesen lecsokkentve a valtozok szamat.

1 1 1

Példaul, ha vessziik a | -2 —2 —2| stlymatrixot, akkor ezzel stulyozva egy fekete-

1 1 1
fehér kép egyes 3 x 3-as kis négyzeteit, kimagasléan nagy illetve kis értékeket kapunk

a vizszintes fekete, illetve fehér élekre. Igy tehat azt reméljiik, hogy ezen stlymétrixok

megtanulasaval a leglényegesebb feature-jeit fogjuk meg a képekbdl allo adathalmaznak.
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A tovabbi rétegek pedig ezen sulyozéassal vett értékeknek keresi meg a feature-jeit, igy
létrehozva egy hierarchikus rendszert.

Altalaban tobb stlymatrixot is tarolunk (ezzel megtébbszordzve a kovetkezd réteg
neuronszamat), és konvolucios réteg utédn gyakran hasznalunk gy nevezett mazpooling
réteget, amely egyszertien minden kis [ X [-es négyzethez rendel a kovetkezd réteghen egy
neuront, amelynek inputja a négyzetben lévé outputok maximuma. Az emo6gotti intuicio,
hogy a feature-6k megjelenése lokalisan kicsit eltérhet, példaul, ha egy irott szamjegyet 1
pixellel feljebb tolunk, attol még az 1j Abra ugyanazt a szamjegyet abrazolja. Igy altalaban
konvoltcios rétegek és maxpooling rétegek egymasutanjaval épitiink fel egy konvoltcios
halot.

28 x 28 324w 324

] 4 x 12 x 12

|
i
!
elololelelelolelele

l

|
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1.1.5. Autoenkodderek

Az autoenkoderek olyan neuralis halok, amelyeknek az els6 fele egy enkdder részbdl, a
masodik fele pedig egy dekdder részbdl all. A halozat input tere és output tere azonosak.
Vagyis egy autoenkoder fliggvényként tgy irhato le, mint egy fy : X — X filiggvény,
valamint Fy : X — Z az enkoder fiiggvénye, Dy : Z — X a dekoder rész fliggvénye, és
fo = Dg o Ey. (0 a kalibralando valtozok, tehat a sulyok és bias-ok, allapota a teljes ©
allapottérbdl.)

X Z > X

—> Encoder — Decoder —>

Original
input

N

Reconstructed
input

El Compressed D
f9 representation f?

Altaldban X = R" és Z = R¥, ahol k << n. Tovabba a tanitasi veszteségfiiggvényiink,
melyet a tanitds soran minimalizalni kivanunk, hogy az egyes ¢ € I inputokra ,hason-
litson” a halo fp(i) outputja. Példaul hasonlosagi mértékként az ¢ normaval dolgozva

Z i — fo(i)||* kifejezést kivanjuk minimalizalni. Gyakran el6fordul, hogy az el6bbi sszeg
iel
silyozott valtozatat érdemes felirnunk, és esetleg ezeket a stulyokat dinamikusan valtoz-

tatnunk, ha példaul szeretnénk a halé szaméra nehezen rekonstruélhaté képeket is jobban
rekonstruélni.

Igy tehat az autoenkoéderekre ugy is gondolhatunk, mint az I C X inputok Z kis
dimenzids térben vald veszteséges tomoritésére. A tanitassal pedig szeretnénk minél jobb,
azaz kisebb atlagos veszteségi, tomoritést elGallitani.

Legyen I' C X az Osszes lehetséges input (tehat példaul az dsszes 28 x 28-as fekete-
fehér kép amely egy szamjegyet abrézol). Ekkor azt reméljiik, hogy az autoenkéder az
I C I inputok alapjan megtanult enkodere egy ,szép’ bedgyazast nyuajt az I’ Osszes

lehetséges input halmazanak a Z térbe. Ezért Z térre szokas ldtens térként hivatkozni,

11



Ey(I) pontjaira pedig ldtens pontokként.

1.2. Noise as target

Lattuk, hogy egy autoenkoder fy : X +— X fiiggvényként irhato le, ahol Ey : X — Z az
enkoder fiiggvénye, Dy : Z +— X a dekoder rész fliggvénye, és fo = Dy o Fy.

A noise as target modszernél, melyet az [I]-es cikk vezetett be, Z-t az R"-be standard
modon beagyazott n — 1 dimenzids gombnek vessziik. Generalunk tovabba n darab target
pontot ezen a gobmbon, ahol n az inputok szama.

Jelolje az inputok halmazat I, és legyen az inputoknak megfelel latens pontok halmaza
L = Ey(I). Tovabba jelolje a target pontok halmazat T. Ekkor szeretnénk a halot ugy
tanitani, hogy:

1. Az egyes i € I inputokra ,hasonlitsanak” az egyes fy(i) outputok.
2. Az L latens pontok legyenek minél kozelebb az T' pontokhoz.

Az els§ veszteségfiiggvény tehat a szokasos autoenkoder-hibafiiggvény minimalizalésat
jelenti. A masodik veszteségfliggvény pedig az, hogy a G = (L, T, E) stlyozott teljes
péaros grafban, ahol egy e = [t,1 € L,t € T él silya c(e) = ||l — t||, hatarozzuk meg egy M
minimalis stilyt maximalis parositast, majd pedig veszteségfiiggvényként minimalizaljuk
ezen M parositas sulyat. Tanitasi veszteségfiiggvényként pedig ezen két veszteségfiiggvény
valamely az adott esetben megfelel§ linearis kombinacidjat vessziik.

A masodik veszteségfiiggvényben az M parositas meghatarozéasahoz sajnos a magyar
modszer alkalmazasa rendkiviil lassi lenne a gyakorlatban, ezért (altalaban 50-200-as mé-
ret) batch-ekre bontjuk mind az L-beli, mind a T-beli pontokat. Ezutan pedig az egyes
batch-eken minimalizaljuk a masodik veszteségfiiggvényt a magyar modszer alkalmazasa-
val.

A modszer sikerességének informacioelméleti indoklasa megtalalhato a [2]-es hivatko-

zas alatt.

1.2.1. Megjegyzés. Autoenkoderek betanitasdnal azt tapasztaljuk, hogy az input hal-
mazt az enkoéder néhany kis kiterjedést helyre képezi le, a latens tér nagy része pedig
teljesen kihasznéalatlan marad. Igy ha ezen kis teriiletekrsl, ahol a latens pontok siiri-

sége nagy, veszink egy tetszéleges pontot, akkor a dekdder altalaban egy szép outputot

12



general. Azonban kis stirtiségt helyeken ennek az ellenkezGje igaz. Célunk, hogy az auto-
enkoder dekodere tgynevezett generativ modellként miikodjon. Informalisan ez alatt azt
értjiik, hogy a latens tér véletlenszeriien valasztott pontjatol azt varjuk, hogy a dekodert
alkalmazva ra az I halmaz egy pontjanak kozelébe jutunk. Valamelyest formalisabban, a
dekodert akkor nevezziik generativ modellnek, ha a latens térbeli egyszert prior eloszlasu
valoszintiségi valtozora a dekodert alkalmazva (kozelitSleg) megkapjuk azt a valoszintiség-
eloszlast, amibgl az adathalmazunk vétetett. (Esetiinkben a prior eloszlas a latens térbeli
egységgombon vett egyenletes eloszlas.) Ennek érdekében szeretnénk egy kompakt felii-
leten ,egyenletesen” széthtuizni a latens pontfelhét, remélve, hogy igy a kompakt feliilet
minden pontjara szép outputot generél a betanult dekéder. Ez a NAT modszer heuriszti-

kija.

1.3. Problémafelvetés

Amint azt az el6z6 szekcioban lattuk, a NAT halo tanitasa soran sziikségiink van egy
paros grafban minimalis stlyt teljes parositas keresésére. Habar elvben ez megoldhato
lenne a magyar modszer alkalmazaséaval, a probléma, hogy a magyar modszer (gyorsitott
véaltozatanak) futasideje O(n?), ahol n a tanitéadatok szama. A gyakorlatban azonban
mivel n legalabb tizezres, de gyakran még nagyobb nagysagrendet vesz fel (maskiilonben
kevés adat 1évén a halo nem lenne képes megfelels szintd altalanositasra), igy a magyar
modszer futtatésa rendkiviil idGigényes folyamat lenne, ezért a NAT modszer megalkotoi
az egyes tanitéasi batch-eken (melyek mérete csupan 50-200) futtattik a magyar modszert.

Habar igy az algoritmus valoban kell6en gyors, az igy talalt teljes parositas silya
igencsak messze lehet a minimélistol. Ezt a probléméat szeretnénk kikiiszobdlni azzal,
hogy kidolgozunk egy olyan parositasi algoritmust, amely szintén realis futasidében, de a
minimalis stlyt teljes parositas silyat jobban megkozelits (kozel-) teljes parositast talal.
Ehhez szeretnénk elrugaszkodni a batch-enkénti parositéaskereséstél, és globélis modszert
kialakitani.

Tovabbi kovetelményiink, hogy az algoritmus online legyen, azaz képes legyen az ada-
tok egyesével valo bevételével a péarositast folyamatosan béviteni és modositani. Szeret-
nénk tovabba, hogy a parositas online felépitése soran minél kevesebbet véltozzon a péro-
sitas, ezzel elérve, hogy az epoch-onkénti tanitas kézben a latens pontokra hat6 vonzersk

ne valtozzanak meg gyakran.
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1.4. A probléma megoldasanak magas szintid attekintése

Vegyiik azt a G = (C,S; F) sulyozott teljes paros grafot, amelynek C' komponense a
latens pontok aktuéalis helyei, S komponens pedig a target pontok (rogzitett) helyei, és az
élstilyok az egyes /5 tavolsagok. Igy tehat ezen péros grafban szeretnénk (kozel-) minimalis
sulyu (kozel-) teljes péarositast talalni, rdadasul online médon.

El6szor is az élek szamat drasztikusan csokkentjiik azzal, hogy a teljes graf helyett
ennek csak azon G’ = (C, S; E') részgrafjaval dolgozunk, amelyben minden latens ponthoz
tartozo C-beli csucs csak a legkozelebbi ~ log(n) darab S-beli csticesal van sszekotve.
Mivel a kozeli szomszédok kozt fut él, azt reméljiik, hogy ebben a részgrafban létezik
kozel-teljes parositas, és ezek kozt kozel-minimalis salyt. Az ANNOY algoritmussal [15]
ezen ritka grafot nagyon gyorsan felépithetjiik, és élsilyozasat kiszamithatjuk. Ennél a
modszernél tehéat kihasznaltuk, hogy a graf csticsainak megfeleltethetGek egy metrikus tér
elemei, ahol az élsuly az él végpontjainak egymastol vett tavolsaga.

Ezek utdan bemutatunk egy online péarosité algoritmust, amely stulyozatlan paros graf-
ban keres maximalis parositast. Megmutatjuk, hogy ha ezt az algoritmust a G’ ritka
grafunkon alkalmazzuk, akkor ezen pérositas megkeresése csupan O(n2 log(n)) id6ben
torténik.

Az elébbi algoritmus azonban az altalunk vizsgalt n = 50000-es gyakorlati példara
még mindig til lasst, igy mutatunk egy triikkot, melynek segitségével az algoritmus rend-
kiviil gyors lesz, azon az dron, hogy a maximaélis parositas mérete ezzel cstkken. Azonban
megmutatjuk, hogy a gyakorlatban nem lényeges mértéki ez a csokkenés.

A felhasznélt online pérositéasi algoritmus az Even-Shiloach algoritmus iranyitott gra-
fokra valo altalanositasan alapszik. Igy bemutatjuk az Even-Shiloach algoritmust és is-
mert altalanositasait, valamint a dolgozat eredményeként mutatunk egy modositést az
irdnyitott Even-Shiloach algoritmusra, ami segitségével kozel-minimélis sulyd parositast

keresiink az el6bbi parositasi algoritmusba beépitve.
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2. fejezet

Graftelméleti elckésziletek

Ebben a fejezetben targyaljuk az Even-Shiloach algoritmust [10], és annak altalanosité-
sait [9], [I1]. Az Even-Shiloach algoritmus &altalanositasai kozt egy sulyozott élekre valo

altalanositast is bemutatunk, amely a dolgozat eredménye.

2.1. Even-Shiloach algoritmus és altalanositasai

2.1.1. Tétel. (Even-Shiloach, 1981) [10] Legyen G = (V, E) egy (silyozatlan) egysze-
rd grdf, jellje m = |E| az élek szamdt, és n = |V| a csicsok szamdt. Tovdbbd jelélje
Yo € V : rang(v) = d(s,v), azaz a v pont tdvolsdgdt az s csicstol, és legyen rogzitve az E
élek eqy tetszdleges sorrendje. Ekkor O(nm) idében megoldhato, hogy a G grdf éleit egye-
sével elhagyjuk a meghatdrozott sorrendben, és a folyamat kozben minden v € V' csucsra

frissitjiik a rang(v) értékeket.

Igy tehat barmely kapott koztes részgrafra O(1) idében (ismételten) lekérdezhetjiik
barmelyik cstics rangjat.

Bizonyitas. Legyen H a dinamikus grafunk amely kezdetben H = (G, majd pedig G éleit
elhagyjuk bel6le a rogzitett sorrendben.

El6szor is hatdrozzuk meg minden csics rangjat H = G-ben egy szélességi bejarassal.
Ennek futasideje O(m). (Az s-bdl nem elérhets pontok rangja legyen n.)

A dinamikus algoritmus a tételnek megfelel6en minden cstcsnak fenntarjuk a rangjat,
valamint minden cstcsnak fenntartjuk a sziileinek, gyerekeinek, és a testvéreinek a hal-
mazat. Azaz szildk(v) = {u | uv € E A rang(v) = rang(u) + 1}, testvérek(v) = {u | uv €
E A rang(v) = rang(u) A u # v}, és gyerekek(v) = {u | uv € E A rang(v) = rang(u) — 1}.

15



Vegyiik észre, hogy Vv € V-re ezen harom halmaz particiondlja v szomszédainak halma-
zat.

Valoban: A halmazok nyilvanvaldéan diszjunktak az elemeik rangjabol adédéan. Definicid
szerint a v szomszédainak halmaza tartalmazza mindhdrom halmazt, igy az uniojukat is.
Tovabba barmely két vivy € E élre rang(ve) > rang(v) + 1 nem lehetséges, mivel vivq
él bizonyitékul szolgal arra, hogy rang(ve) < rang(vi) + 1. Azaz a harom halmaz fedi v
szomszédainak halmazat.

Koénnyen lathato, hogy kezdetben az élek halmazan iteralva O(m) idében felépithetjiik
ezt a harom halmazt az élek cstucsainak rangjanak lekérdezésével.

Nézziik meg, hogy hogyan frissithetjiik a H graf tarolt strukturdjat, ha H-bol elha-
gyunk egy élt, azaz legyen H' = H \uv ahol uv € E(H). Mivel H iranyitatlan, feltehetjiik,
hogy rangy(v) > rangy(u). Tehat az el6bbiek alapjan vagy rangy(v) = ranggy(u), vagy
rangy (v) = rangy (u) + 1.

Vegyiik észre, hogy éltorléssel semelyik pont rangja sem csokkenhet, azaz Vv, € V :
rangy (ve) < rangy (ve). Tovabba, ha vivy € E(H'), akkor rangy (va) < ranggy.(vi) + 1.
Tehat, ha vive € E(H'), rangy(v2) = rangy(v1) + 1, és rangy(v1) = rangy(v1), akkor
rangy, (v2) = rangy(viy) + 1. Definicié szerint rangy(s) = rangy(s) = 0, azaz igy s
minden H'-beli gyerekének a rangja ugyanaz H’'-ben és H-ban, és s helyett most ugyanaz
elmondhaté s minden egyes H'-beli gyerekére, és igy tovabb.

1.) eset: Ha rangy(v) = rangy(u). Ekkor az el6bbi megallapitas alapjan lathatjuk,
hogy mivel minden csticsnak ugyanazok a gyerekei H-ban mint H’-ben (tekintve, hogy
testvéreket 6sszekotd élt toroltiink), ezért egyik cstics rangja sem valtozik.

2.) eset: Ha rangy (v) = rangy(u) + 1. Ekkor biztosan ugyanaz marad a rangja min-
den olyan cstucsnak, amely nincs v leszarmazottai kozott. (v leszérmazottai kozé ért-
jilk 6nmagat is.) S6t, v rangja pontosan akkor ng, ha szilék(v) = 0. 2.1) aleset: Ha
rangy (v) = rangg(u) + 1 és szuldk(v) # 0. Ekkor rangy, (v) = rangg(v), és igy értelem-
szertien a tobbi cstcs rangja is ugyanaz marad.

2.2) aleset: Ha rangy (v) = rangy (u) + 1 és szildk(v) = 0. Legyen | = rangy(v). Ekkor
tudjuk, hogy v rangja legalabb 1-gyel nétt, igy megjeloljiik, mint gyanis cstcsot, és a
rangjahoz tartozo értéket noveljik 1-gyel, azaz legyen rangy, (v) = [ + 1, tovabba igy v
testvéreibdl sziilsk lesznek, és gyerekeibdl testvérek, azaz legyen szildk(v) = testvérek(v),
testvérek(v) = gyerekek(v) és gyerekek(v) = (). Fontos megjegyezni, hogy az utobbi mi-
veletet valojaban gy érdemes végrehajtani, hogy a sziildk, testvérek és gyerekek pointe-

reit permutéljuk, igy ez O(n) id6 helyett O(1) idében végrehajthato. Ennek megfelelGen
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v korabbi gyerekei (azaz mostani testvérei) sziil6halmazabol attessziik v-t a testvérhal-
mazaba, és v korabbi testvérei (azaz mostani sziilei) testvérhalmazabol attessziik v-t a
gyerekhalmazba. Megjeldljiik gyantusnak v korabbi gyerekei (most testvérei) koziil azokat
amelyeknek nincs sziilgjiik (mivel a sziilével rendelkezéknek nem csokken tovabb a rangja,
de a sz8l6vel nem rendelkezsknek igen). Valamint, ha v-nek mar van sziilGje, akkor torol-
jiik a gyanussagat, megtalaltuk a rangjat. Igy minden gyants csics az  + 1-edik szinten
van jelenleg, és csak a gyanus csicsoknak valtozik a rangja a tovabbiakban. Igy haladunk
tovabb a gyanus cstcsok szintjét eggyel csokkentve, a halmazokat médositva, és kordbbi
gyerekeik és 6 maguk gyantssagat leellendrizve. Igy valoban a gyanis csticsok mindig egy
szinten lesznek, és a folyamat soran ez a szint egyesével ng, amig el nem jutunk az n-edik
szinthez amikor megéllhatunk, az ott 1évé gyanus cstcsok s-bdl nem elérheté pontok a
grafban.

Az vilagos, hogy ez egy véges algoritmus, de felmeriil a kérdés, hogy a gyanus cstcsok
rekurziv megtisztitasa nem vesz-e tul sok idét igénybe. Jeloljiikk egy uv € FE él rangjat
rang(uv) = rang(u) + rang(v)-vel. Ekkor konnyen lathatod, hogy barmely uwv € E élre

rang(uv) > 04+ 1 = 1 és rang(uwv) < n+n = 2n. Azaz m < Zmng(e) < 2nm.
eck
Igy mivel minden v cstics szintnovelésével |gyerekek(v)|-vel nétt Z rang(e) értéke, és

eck
a szintnoveléssel (és gyerekei ellendrzésével) mindig legfeljebb c|gyerekek(v)| idS telt el

valamely ¢ > 0 (v-t6l nem fliggd) konstansra, ezért az algoritmus valéban O(m + m +
2nm — m) = O(nm) idében fut. [

2.1.2. Megjegyzés. Az el6bbi bizonyitast végigkovetve kdnnyen lathatd, hogy ha csak
a legfeljebb A rangu pontok rangjat szeretnénk tudni lekérdezni (és a tobbire mondjuk
kapjunk vissza A + 1-et), akkor csak annyit kell modositanunk az algoritmusunkon, hogy
a gyanis pontokat nem az n-edik szintig, hanem a A+ 1-edik szintig kiovetjiik. Valoban igy

mindvégig m < Z rang(e) < 2(A + 1)m, azaz ugyantgy mint el6bb belathato, hogy az

eck
algoritmus futasideje O(m+m+2(A+1)m —m) = O(Am). Tovabba lathatjuk, hogy ha-

bar az algoritmus alapbol nem engedi meg élek beszirasat, olyan élet mégis beszarhatunk
amely nem csokkenti egyik cstcs aktualis rangjat sem, azaz olyan uv ¢ FE élet amelyre
rangy (v) < rangg(u) + 1, és a beszurassal H(E) = H(E) U uv, és az u illetve v szom-
szédsagi halmazainak esetleges modositasaval O(1) idSben elvégeztiik az él beszirasat.

Igy megkaptuk a kovetkezs tételt.
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2.1.3. Tétel. Legyen G = (V, E) egy dinamikus eqyszerd graf, s € V' kitiintetett csics.
Ekkor az elébbi modositassal eqy olyan algoritmust kapunk amelyben eqy lépésben vagy
torolyik G dinamikus graf eqy €lét, vagy pedig beszirunk eqy élet amely az aktudlis rangok
eqyikét sem vdltoztatja meg, és eqy tetszdleges csics rangjat barmely lépésben utdn O(1)
id6ben lekérdezhetjik. Ennek az algoritmusnak a futdsideje az elébbiek szerint O(A(m+1))

ahol m = |E| és i a beszurt élek szdma.

2.1.4. Megjegyzés. Az Even-Shiloach algoritmust, pontosan annak egy altaldnositéasat,
arra fogjuk hasznalni, hogy a folyamat soran v € V' pontokra megkapjunk egy sv legro-
videbb utat, ha rang(v) < A. Ez valoban megoldhaté O(rang(v)) = O(A) idében, mivel
az utat felépithetjiik visszafelé haladva v-t6] mindig egy tetszéleges gyerekét valasztva a
legutobb bevett csiucsnak. Ezen ut hossza rang(v) lesz, ami igy definici6 szerint minimélis

hosszu sv 1t.

Mi azonban iranyitott grafokkal fogunk dolgozni, és nem triviélis, hogy az el6bbi algo-
ritmus hogyan modosithato az irdanyitott esetben. Ekkor egy uv irdanyitott él esetén csak
azt tudjuk, hogy rang(v) < rank(u) + 1. Latni fogjuk azonban, hogy az az altalanosi-
tas miikodik, hogy minden cstcs szomszédait rangonként halmazokra bontjuk, és ezeket

szamontartjuk a folyamat soran.

2.1.5. Tétel. (irdnyitott Even-Shiloach) [9], [11] Legyen D = (V, A) egy (sulyozatlan)
irdnyitott grdf, jelolje m = |A| az irdnyitott élek szamdt, és n = |V| a csucsok szamdt.
Tovdbbd jeldlje Vv € V : rang(v) = d(s,v), azaz a v pont tdvolsdgdt az s csicstol, és legyen
rogzitve az A irdnyitott élek eqy tetszdleges sorrendje. Ekkor O(nm) idében megoldhatd,
hogy a D grdf éleit eqyesével elhagyjuk a meghatdrozott sorrendben, és a folyamat kozben

minden v € V' csucsra frissitjik a rang(v) értékeket.

Bizonyitas. Hasonl6 bizonyitast adunk, mint az irdnyitatlan esetben. Legyen H a dina-
mikus irdnyitott grafunk, amely kezdetben H = D, majd pedig késébb D éleit az adott
sorrendben elhagyjuk belSle. Végezziink tovabba egy szélességi bejarast H = D irdnyitott
grafon, amellyel O(m) id6ben meghatéarozzuk az aktualis rangokat. (Az s-bél iranyitott
tton nem elérhets pontok rangja legyen n.)

Mint azt mar emlitettiik, az irdnyitatlan esettel ellentétben most egy v € V csticsnak a
sziileinek (ez alatt most azon u € V' cstcsok halmazat értjitk amelyekre uv € A) a rangja
{0,1,2,...,n — 1} halmaz barmely eleme lehet. Eppen ezért most a folyamat soran végig

szamontartunk minden egyes ponthoz n darab halmazt melyek az adott cstucs gyerekeit
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particionaljak rang szerint. Legyen tehat szildk(v,i) = {u € V | uv € A Arang(u) = i}
minden v € V és i € {0,1,2,...,n — 1}-re. Tovabba hasonléan particionaljuk minden
pont gyerekeit is, ezzel kapva gyerekek(u,i) = {v € V | uv € AArang(v) = i} halmazokat
mindenu € V ési € {0,1,2,...,n—1}-re. Kénnyen lathato, hogy ezen halmazokat H = D
grafra O(m) id6ben inicializalhatjuk A élein iterdlva a végpontok rangjait lekérdezve.

Az irdnyitatlan esethez hasonl6an most is igaz, hogy minden cstcs rangja a folyamat
soran monoton né. Ebbdl ugyanugy lathatjuk, hogy uv € A élelhagyassal (azaz legyen
H' = H \ uwv), ha egy cstcs rangja nem valtozik, akkor annak az 1-gyel nagyobb rangu
gyerekeinek a rangja sem valtozik, és igy induktive semelyik olyan leszdrmazottjanak sem
valtozik a rangja amelyet olyan iranyitott uton ériink el a cstcsbol, hogy az irdnyitott
ut minden kovetkezé csticsdnak 1-gyel nagyobb a rangja mint az 6vének. Hivjuk az ilyen
irdnyitott utakat rangnévekvs utaknak.

Tehat, ha uv élet toroljiik, akkor mivel a definiciobdl adédodan a legrévidebb sw iré-
nyitott ut egyben rangnévekvs ut is, és mivel rangy(s) = rangy(s) = 0, ezért minden
olyan w € V-re amelyre dsw rangnovekvé Gt amely nem tartalmazza uv iranyitott élet, a
w csucs rangja sem valtozik. Legyen tehét [ = rangy (v). Ekkor az elgbbi alapjan tudjuk,
hogy az wv éltorléssel Vw € W : rang(w) < I — 1 cstcs rangja nem valtozik. v rangja
pontosan akkor valtozik (azaz né), ha szildk(v,l — 1) = (.

Tehat megint hasonld az eljaras. v pontot gyanusnak jeloljik, ha szildk(v, rang(v) —
1) = sziildk(v, 1 — 1) = (. Tehat pontosan akkor jeloltiik gyanusnak, ha a rangja megvalto-
zik wv éltorléssel. Ezutan noveljiik rang(v) tarolt értékér 1-gyel, majd ennek megfelelen
v sziileinek gyerekhalmazaiban v-t rakjuk at az 1-gyel nagyobb ranghoz tartozé gyerek-
halmazba, és v gyerekeinek sziil6halmazaiban rakjuk at v-t az 1-gyel nagyobb rangoz

tartozo sziil6halmazba. Ezzel tehat Z rang(u) + rang(v) (a folyamat soran monoton

uv€eA
nove valtozo) értékét |szomszédok(v)|-vel noveltiik, és a halmazok modositasa legfeljebb

c|szomszédok(v)| id6t vett igénybe valamely ¢ > 0, a folyamat soran nem valtozo értékre.
Ezek utan megnézziik, hogy a gyanus cstucsok, esetiinkben v, a médositasok utan is

gyanus-e, azaz tovabb né-e a rangja. Vagyis akkor lesz tovabbra is gyanus, ha

sztl6k(v, rang(v) — 1) = szildk(v,1) = (). Mivel pontosan azon w cstcsoknak csokken a

szintje amelyekre sziildk(w, rang(w) — 1) = 0, ezért mivel a modositas csak az [ — 1-r61 I-re

novelte az el6zbleg gyantus csiicsok, az ilyen w cstcsok az el6zéleg gyants csticsok [ rangt

szomszédai koziil keriilnek ki, igy csak ezekrdl kell meghatéroznunk, hogy gyantsak-e, és

a gyanusak rangjat 1-gyel noveljiik. Egy w € V' cstcs rangjanak 1-gyel valé novelése igy
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|szomszédok(w)|-vel novelte Z rang(u) + rang(v) értékét, és legfeljebb ¢ |szomszédok(v)|

uwv€EA
id6t vett igénybe. Tovabba ezzel ardnyos id6t vesz igénybe w gyanis csiics a modositas

utani rang(w) rangu gyerekeinek gyanussaganak vizsgalata is.

Igy tovabb szintenként lejjebb keriilnek a gyants cstcsok, és ha az n-edik szinthez
ériink, megéllunk, ekkor tudjuk, hogy ezen csticsok nem érhetéek el s-bél iranyitott aton.
Ezzel befejeztiik az uv iranyitott él torlését kdvets korrigaciokat.

Mivel m < Z rang(u) + rang(v) < 2nm, ezért az egész algoritmus futasideje valoban
uvEA

O(m) + O(m) + O(nm) = O(nm). O

2.1.6. Megjegyzés. A fenti algoritmus nem pontosan a [9] és [11]-beli algoritmus, az
ezen cikkekben leirt algoritmusban a minden csticshoz csak az el6z6 szintbeli sziileit (te-
hat a cstcs szintjének tantit) taroljuk. Ezzel szemben mi minden csicshoz az Gsszes
szinten 1év6 sziileit taroljuk szintekre bontva. Igy az algoritmus valamennyivel gyorsabb
(de a matematikai futésideje valtozatlan), a memoriaigényt pedig megnoveli. Mivel igy
sem hasznal sok memoriat az algoritmus, ezért ez egy praktikus dontés, azonban legfékép-
pen azért prezentaltuk igy az irdnyitott Even-Shiloach algoritmust, mert az élstlyozott

altalanositasunknal ez egy nagyon fontos 1épés.

2.1.7. Megjegyzés. Mint az iranyitatlan esetben, most is modosithatjuk az el¢z6 tételt.
Egy uv ¢ A iranyitott élet beszirhatunk a dinamikus iranyitott grafba, ha ez a besziras
éppen nem csokkenti egyik w € V' csices rangjat sem. Azaz, ha rang(v) < rang(u) + 1.
Valamint, ha csak a legfeljebb A rangu cstcsok rangjat kivanjuk szamontartani (a tobbire
pedig a rangfliggvény adjon vissza A + 1-et), akkor az algoritmust tgy modositva, hogy
a szélességi bejarast csak A szintig csindljuk (a tobbi csucs rangja legyen A + 1), és
éltorlés utan a gyanus csticsok kovetését a A + 1-edik szinten allitjuk meg (valamint a
gyerek- illetve a sziil6halmazok szamat is csokkenthetjiik cstcsonként A darabra). Igy
mivel m < Z rang(u) + rang(v) < 2(A + 1)m, ezért az algoritmus futasideje O(m) +
O(m) + O(K;ve{; = O(Am). Igy kapjuk a kovetkezd fontos tételt.

2.1.8. Tétel. [9/, [11] Legyen D = (V, A) egy dinamikus iranyitott graf, s € V kitintetett
csucs. FEkkor az eldbbi mdodositdssal eqy olyan algoritmust kapunk amelyben eqy lépésben
vagy torélyik D dinamikus grdaf eqy €lét, vagy pedig beszurunk eqy élet amely az aktud-
lis rangok eqyikét sem wvdltoztatja meg, és eqy tetszdleges csiucs rangjat barmely lépésben
utdn O(1) iddben lekérdezhetjik. Ennek az algoritmusnak a futdsideje az eldbbiek szerint

O(A(m +1)) ahol m = |A| és i a beszirt élek szama.
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A dolgozat eredménye az iranyitott Even-Shiloach algoritmus tovabbi altalanositasa,
amelyet az élsilyozott esetben a kozelitGleg minimalis stlyt maximalis parositas keresésére
fogunk alkalmazni.

Lattuk, hogy az Even-Shiloach és az iranyitott Even-Shiloach algoritmusokat tudjuk
alkalmazni az s kittintetett csticsbol indulo legfeljebb A hosszt utak megtalalasara (vagy
annak igazolasara, hogy ilyen révid ut nem vezet s-bél az adott cstucsba). Késébb, a
es tételben, lathatjuk, hogy az irdnyitott Even-Shiloach algoritmus (pontosabban a
beli altalanositasa) hogyan alkalmazhaté adott csicsokbdl valo legrévidebb javito
utak megtalaldsara. Ebben a tételben lathatjuk, hogy mennyit gyorsit a révid javité utak
ezen hatékony szamontartasa és lekérdezhet&sége.

Az el6bbi tovabbfejlesztett valtozata, amikor stulyozott paros grafban szeretnénk mi-
nél kisebb sulyt maximalis parositast talalni. Ehhez ugyanigy legrévidebb javité utakat
fogunk keresni, azonban azok koziil mindig azt valasztjuk, amelyikkel val6 augmentalasa
a parositasnak minimalizalja az Gj parositas 0ssz-élhosszat. Késébb bemutatjuk, hogy ez
az altalanositasa az iranyitott Even-Shiloach algoritmusnak gyors a gyakorlatban, az ira-
nyitott Even-Shiloach algoritmusnél sem lényegesen lassabb, azonban a futasidejére adott
elméleti becslésiink lényegesen gyengébb, nem tiikrézi jol az algoritmus gyakorlatban mért

futasidejét.

2.1.9. Megjegyzés. A kiovetkezs algoritmus megértéséhez mind a [2.1.8es tétel algorit-
musanak, mind pedig a es tétel algoritmusanak és bizonyitasanak ismerete sziikséges.

2.1.10. Tétel. Legyen D = (V, A) egy dinamikus silyozott iranyitott grdf, s € V' kitiinte-
tett csucs. Ekkor létezik olyan algoritmus, amelyben eqy lépésben vagy toroljik D dinami-
kus grdf eqy €lét, vagy pedig beszirunk egy uv irdnytott élet, amelyre rang(u) > rang(v) az
aktudlis rangokkal, valamint szamontartja a legfeljebb A rangi csiucsok rangjdt (a tobbire
pedig A + 1-et ad vissza). Tovdbbd egy < A rangi v csicshoz O(A) iddben megtaldl-
hatjuk a legkisebb élsiulyi legrovidebb s — v utat. Ennek az algoritmusnak a futdsideje

O(A(m + i)nlog(n)) ahol m = |A|, i a beszirt élek szama, és n = |V|.

2.1.11. Megjegyzés. Ezt az algoritmust tgy fogjuk kozel-minimélis silyd parositas ke-
resésére alkalmazni a es tétel algoritmusaval, hogy egy M C D (dinamikus), kezdet-
ben M = (), parositast szamontartunk és noveliink az algoritmus szerint, és ez alapjan
hatarozzuk meg D élstlyozasat. Szarmazzon kezdetben (tehat M = (-re) D élstulyozésa
az irdnyitatlan salyozasbol. Mivel a [2.2.T}es tétel algoritmusa kézben M névelése mindig
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egy 1j €l beszurasaval torténik (mivel amikor egy javité at mentél augmentalunk, akkor
az egy €l megforditasa az él torlésébdl és az ellenkezd iranyu él beszirasabol all), ezért
megtehetjiik, hogy az ijonnan beszirt M-beli éleket az irdnyitatlan élsily negéltjaval su-
lyozva rakjuk be D-be. Azaz az algoritmus soran végig D-ben pontosan M élei vannak a
hozzé tartozo iranyitatlan él silyanak (—1)-szeresével, a tobbi él pedig az iranyitatlan él
stlyanak 1-szeresével szerepel. Igy tehat amikor a es tétel algoritmusaval talalunk
egy javito utat D-ben, akkor az Ut D-beli silya pontosan annyi, amennyivel M parositas
(az irdnyitatlan stlyozasnak megfelels) sulya né az uttal valo augmentalas kovetkeztében.
Tehét az otletiink, hogy az Even-Shiloach algoritmusnak ezen éltalanositaséaval mindig a
2.2.T}es tétel algoritmusa szerint adott ¢ € C' pontra nem csak ezen pontbol indulo legro-
videbb javitd utak egyikét vessziik, hanem ezek koziil a legkisebb D-beli sulytt, majd e
mentén augmentalunk. Ezen Gt gyors megkeresését éppen az algoritmusunk teszi lehetévé.

Ily médon szeretnénk minél kisebb stlyt maximalis parositast talalni.

Bizonyitas. Vegyiik tehat D élstlyait a tételben emlitett modon, a silyfiiggvényt jelolje
w. Az irdnyitott Even-Shiloach algoritmust fejlesztjiik tovabb a probléma megoldasahoz.

Korébban a szildk(v,[) halmazoknél nem volt lényeges az elemek sorrendje, azonban
most bevezetiink az egyes cstuicsokra egy tavolsagfiiggvényt, és szildk(v,[) halmazok most
az (u, tavolsdg(u) + w(uv)) parok rendezett halmazai lesznek, ahol az u cstucsok a v csics
[ rangu sziilei, és a rendezés masodik tag alapjan zajlik (kisebbtdl a nagyobbig).

Legyen tehat tdvolsdg(v) = min{w(P) | P = s — v miniméalis hosszu iranyitott ut}.
Ekkor vilagos, hogy Vv € V(D),v # s-re:

tavolsdg(v) = min{tdvolsdg(u) + w(uv) | wv € A, rang(u) = rang(v) — 1} (2.1)

azaz tdvolsdg(v) a szildk(v, rang(v) — 1) rendezett halmaz els6 elemének masodik tagja
lesz Vv € V(D),v # s csucsra (és tdavolsag(s) = 0), igy tehat a tavolsagfiiggvényt nem kell
kiilon szamolni és szamontartani. Az algoritmus sorédn végig fenntartjuk ezen dinamikus
tavolsagfiiggvény értékét minden cstcsra.

Kezdetben az iranyitott Even-Shiloach algoritmusban szélességi bejarassal hatarozzuk
meg a rang, a szuldk, és a tdvolsdg fliggvényeket. Most ezen annyit modositunk, hogy
egy szil6 rendezett halmaz bévitésekor (az aktudalis rendezett halmaz méretének logarit-
muséaval aranyos idében) a megfelels helyre szirjuk be az 10j elemet. Illetve a szélességi
bejarast w szerint végezziik, azaz élvalasztasnal mindig a legkisebbet valasztjuk, igy a

2.I}es egyenlet alapjan a szélességi bejarassal a tdvolsdg fliggvényt is megkapjuk. Ehhez
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persze kell az élsilyok rendezése, ami O(log(m)) id6t vesz igénybe, igy a szélességi bejaras
ezen futtatasa O(m)log(m) id6t vesz igénybe. (Azonban erre a es tétel algoritmusa-
ban nem is lesz sziikségiink, mivel ott kezdetben minden s-t6l kiilonbo6z6 cstcs rangja 1,
és mind a 2n él stlya 0, azaz tdvolsdg = 0, és a szl halmazok is ismertek.)

Elbesztiras esetén, ha uv a besztrt él, akkor csak sziildk(v, rang(u)) rendezett halmaz-
ba kell beszurni egy elemet, ugyanis a tdvolsdg fliggvény beli (rang szerinti) rekurziv
alakjabol adodoan, mivel a beszurasi feltétel szerint rang(u) > rang(v), ezért a az élbeszi-
ras a rang fliggvényt nem valtoztatja meg, tovabba rang(u) # rang(v) — 1, azaz a tdvolsdg
fliggvény sem valtozik az élbeszirassal.

Elelhagyas esetén viszont nehezebb dolgunk van. A rang fiiggvény is ugyanigy valto-
zik, mint az irdnyitott Even-Shiloach algoritmusban. Azonban a sziil6 halmazok valtozasa
azonban lényegesen bonyolultabb lehet. Az uv € A iranyitott él elhagyésaval el&szor
torolniink kell a v-hez tartozo szampart a szildk(v, rang(u) halmazbol. Ha rang(u) #
rang(v) — 1, akkor ezzel meg is vagyunk, mivel ekkor a tdvolsdgfiiggvény nem valtozik.
Ha azonban rang(u) # rang(v) — 1 és u (az elhagyéas el6tt) éppen a szildk(v, rang(v) — 1)
els6 elemének elsé tagja, akkor tdvolsdg(v) megvaltozhat az elgbbi sziil6 halmaz modositas
kovetkezményében, és ezzel v-nek a rang(v) + 1 szinten 1év6 w gyerekeire megvaltozhat a
sztlok(w, rang(w) — 1) halmaz, pontosan akkor, ha szilék(w, rang(w) — 1) els§ elemének
elsG tagja éppen v. Igy tehat beindul egy, a szinteken lefelé mend, lancreakcio, hasonlo-
an mint a rang fiiggvény modositasakor. Igy ezt a lancreakciot parhuzamosan kezeljiik
a rangok novelésével, szintenként végezve Gket. Vegyiik észre, hogy definiciobol addéddan
minden szinten a rangndvelésre varo csiicsok részhalmazat alkotjak azon pontok halmaza-
nak melyekre a tdvolsdg fiiggvény modosul. Tovabba amig egy csiics rangja nem rogziilt
(a cstics zuhandban van), akkor nem tudjuk, hogy mi a rangja, igy a sziilshalmazokbol a
zuhanés elején toroljiik, és a zuhanés végén visszairjuk a frissitett ranggal és tavolsaggal.

Sajnos az vilagos, hogy igy a rangmodositasok 6sszesen O(A(m + i) log(n)) id6t vesz-
nek igénybe (ugyanugy bizonyitva mint az iranyitott Even-Shiloach algoritmus esetén,
csak még a rendezésbdl adodo log(n)-es szorzot be kell venntink), azonban a dolgozat
keretében nem sikeriilt tavolsagok valtoztatasabol eredendé modositasok futasidejére jo
becslést adnunk, igy maradunk a trivialis becslésnél, miszerint minden tavolsdgmodosi-
tas mind az n csicsra kihat, ezzel kapva az O(nA(m + i) log(n))-es nagyon durva felss
becslést. Igy tehat az Gssz-futasidére valoban O(nA(m + i) log(n)) felsé becslést kapunk,
azonban kés6bb latjuk, hogy gyakorlatban az algoritmus kozel olyan gyors, mint az ira-

nyitott Even-Shiloach algoritmus, ezért azt sejtjiik, hogy létezik sokkal jobb elméleti felsé
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becslés is. O

2.1.12. Megjegyzés. Eltarolhatjuk a tdvolsdg fliggvény logikaja kapcsan azt a D-beli s
gyokerti feszitéfenyot, amelyben minden v sziil§je a szildk(v, rang(v)—1) rendezett halmaz
elsé elemének elsG tagja. Ezt a feszitéfeny6t a sziilé halmazok modositéasaval parhuzamosan
modositjuk amikor sziikséges. Ebbdl lathatjuk, hogy egy élelhagyaskor az elhagyott éllel
a feny6bdl leszakadt csticsoknak a tavolsagéaval lehet csak gond. Ha tehat m élbsl 1-et
hagynéank el véletlenszertien, akkor az csak "7’1 eséllyel lenne fenyGél, és még ha fenydél
is, akkor is egy fenyGél elhagyaséaval atlagosan
A
23

~—"= = 0(A) (2.2)

n—1
fenyGélet hagynéank el (mivel a feszitGfeny6t a leveleibdl épitve lathatjuk, hogy ez az érték
akkor lesz maximalis ha a feszitéfeny6 s-bdl kiinduld diszjunkt irdanyitott utak unidjabol
all, amelyek koziil egy kivételével mindegyik A hosszi). Vagyis véletlen éltorlések mellett
a barmely graf esetén O(A?(m + i)log(n)) a vart futasids. Ami mér joval kozelebb van

az irdanyitott Even-Shiloach algoritmus futasidejének becsléséhet.

2.1.13. Megjegyzés. [9]-ben a cikk szerz6i bemutatnak egy altalanositast az iranyitott
Even-Shiloach algoritmusra stlyozott élek esetén, azonban az élsilyok azesetben csak
nemnegativ egészek lehetnek, és a maximélis méretiiktsl linearisan fiigg a futésids. Ezt
a bizonyitast nem részletezziik, mivel rogtén kovetkezik az Even-Shiloach algoritmus bi-
zonyitasabol, ha az éleket megtobbszorozziik. Sajnos esetiinkben ez az egész élstulyozasos

altalanositds nem hasznos a probléma megoldésa szempontjabol.

2.1.14. Megjegyzés. Vilagos, hogy a [2.2.1tes tétel algoritmusdban az élbeszurasokkor
valoban teljesiilt a fenti beszurasi feltétel (mivel vagy S-beli csicsot kotottiink Gssze
1 rangi C-beli csiicesal, vagy az dt-augmentacio esetén az élmegforditashoz szirtunk
be olyan éleket amelyek végpontjai 1-gyel kisebb ranguak, mint kezd6pontjai). Azt is
kénnyen lathatjuk, hogy olyan wwv irdnyitott élek beszirasat is megengedhetnénk ame-
lyekre rang(u) = rang(v) — 1, azonban ekkor hasonlé lancreakciot inditanank be, mint egy

éltorléskor.

A ben tehat majd a megmutatott moédon fogjuk felhasznélni az iranyitott Even-
Shiloach algoritmust maximalis péarositas keresésére. Ezt modositjuk azzal hogy szubru-

tinként az altalunk bemutatott sulyozott iranyitott Even-Shiloach algoritmust hasznéljuk,
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és az azzal nyert, mindig az adott ¢ € C' pontboél indulé minimalis silyt legrovidebb javito
it mentén augmentalva.

Fontos azonban, hogy miutan kapunk igy egy maximalis parositast, amelyrél remél-
jiikk, hogy (kozel-) minimalis salyt, azutan a kitiintetett pontbol tetszéleges v € S\ M-
beli csticsba mend alternalé it mentén augmentalhatunk. Ez a parositids nagysagat ter-
mészetesen nem valtoztatja, azonban a pérositas sulyat valtoztathatja, mégpedig éppen
tavolsdg(v)-vel noveli. Ezért érdemes mohé algoritmussal mindig a legkisebb tavolsagu
S\ M-beli csuiicsok mentén augmentélni (és a strukturat tovabbra is fenntartani) mindad-
dig amig a legkisebb téavolsagn S\ M-beli cstics tavolsaga negativ. Vagy esetleg valamilyen
konstans lépésszamig, vagy tavolsaghatéarig augmentalunk. Varhatoan igy nem sokkal tébb
id6t igénybe véve még kisebb stily maximalis parositast tudunk talalni. Ehhez azonban
érdemes egy rendezett halmazban téarolni az S\ M-beli cstcsok tavolsagait (a hozzéatartozod

csucsokat is veliik tarolva), és a halmazt megfelelGen szerkeszteni az algoritmus soran.

2.2. Minimalis stulyt maximalis parositas keresése

Ebben a fejezetben bemutatjuk a [7]-es cikk online maximalis stilyozatlan péarositast ke-
resG algoritmusat, amely az es tétel algoritmusat hasznélja szubrutinként. Valamint
megmutatjuk, hogy a [8]-as cikk alapjan ez az algoritmus még jobban teljesit amennyiben

a C cstcshalmazt egyenletes eloszlassal véletlenszertien vessziik be.

2.2.1. Tétel. Legyen G = (S,C; E) egy egyszerd pdros grdf, ahol n = |S| = |C| és
m = |E|. Mutatunk egy online pdrositdsi algoritmust amely egy dinamikus H = (S,0;0) C
G részgrifbol kiindulva sorban hozzdveszi C' csiucsait €és a hozzd tartozo E-beli éleket,
és minden csiucsbevétel utdn fenntart eqy M maximdlis pdrositdist H-ban. Azt dllitjuk,
hogy online pdrositdsi algoritmus O(my/n+/log(n)) iddben fut, és dsszesen O(nlog?(n))

élmadositast (€ltorlést vagy élhozzdaddst) hajt végre M-ben.

Mivel az algoritmus végén H = G lesz, ezért M egy maximalis péarositas lesz G-ben.

Az algoritmus minden 4j ¢ € C csucs (és a hozza tartozé E-beli élek) H-hoz valo
hozzavétele utan keres egy c-bdél indulé legrovidebb javité utat, és ha talal ilyet, e mentén
augmentalja a parositast. A tétel bizonyitdsban megmutatjuk, hogy ez a modszer valéban
végig fenntart egy M maximalis parositast H-ban, osszesen O(nlog?(n)) élmodositast hajt
végre a dinamikus M-ben, és az algoritmus megfelel6en implementalva O(m\/ﬁ\/m )
idében fut.
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2.2.2. Megjegyzés. Habar az algoritmus egyszerd és intuitiv, egy javité Gt megtalalésa
akar O(m) id6t is igénybe vehet (szélességi bejarassal), igy az algoritmus futésidejére csak
O(nm)-es naiv fels§ becslést kapnank. Az algoritmus gyorsasaganak bizonyitasa egyrészt
egy, a legrovidebb javitd utak eloszlasarol szold lemman alapszik, masrészt a megfeleld
A valasztas mellett a tétel algoritmuséanak triikkos alkalmazéasaval a A-nél révidebb

javito utak gyors tarolasan és megtalalhatosagan.

2.2.3. Lemma. Ha a fentiek szerint minden C-beli csics bevételével a legrovidebb ezen
cstesbol induld javito it mentén augmentdalunk (amennyiben ilyen létezik), akkor tetszd-
leges h € R-re fenndll, hogy az algoritmus sordn legfeljebb %g(") darab olyan javito it

mentén augmentdltunk, melyek hossza > h.

Ezen lemma bizonyitésa a terjedelme miatt a dolgozatban nem szerepel. Az Olvaso

megtalalhatja a teljes elemi bizanyitast a [7]-es cikkben.

2.2.4. Lemma. Ez az algoritmus valoban eqy M maximdlis pdrositdst taldl G-ben.

Bizonyitas. Kezdetben H = (5, 0; () grafban M = () valoban egy maximalis parosités
H-ban. Innen teljes indukciéval belatjuk, hogy M mindvégig maximélis parositas lesz
H-ban, és igy az algoritmus végén amikor H = G, egy M maximalis parositast kapunk
G-ben. Tehat azt kell belatnunk, hogy minden 1j C-beli cstics (és annak E-beli éleinek)
H-hoz val6 hozzavételével és M-nek az algoritmus szerinti modositaséval, az 4j M is
maximalis parositas az 4j H-ban.

Tegyiik fel indirekt, hogy egy ¢ cstics hozzavétele utan a modositott M, jelolje M’ nem
maximalis parositas (a modositott) H-ban, azaz IM” C H : |[M"| > |M’|. Mivel egyetlen
csues hozzavételével a maximalis parositas legfeljebb 1-gyel ndhet, ezért |M”| < |[M|+1 <
|M'|+1, azaz |M"| = |M'|+1 = |M|+1. Tovabba mivel ¢ hozzéavételével szigorian nagyobb
parositast kaptunk, ezért ¢ € M”. Igy tehat MAM” néhany paros hosszu alternalo tt,
nehény péros hosszt alternald kor, és egy paratlan hosszi alternéld ut unidja, ahol az
el6bbiek szerint a paratlan hossza alternalo at egyik végpontja ¢ (maskiilonben M nem
lett volna maximaélis). Azaz ez a péaratlan hosszt ¢-bél induld alternalé ut egy ¢-bél induld
javito ut. De ekkor az algoritmus olyan M’-t talalt volna amelyre |M'| = |M| + 1, vagyis

|M'| = |M"|, amivel ellentmondésra jutottunk, ezzel igazolva a lemma allitasat. [

2.2.5. Megjegyzés. Az el6z6 gondolatmenetbdl azt is rogton megkapjuk, hogy ha egy
Gjonnan bevett ¢ € C' cstcsbol nem talaltunk javité utat, akkor a teljes algoritmus sordn
fennall ¢ ¢ M.
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2.2.6. Lemma. Az algoritmus dsszesen O(nlog?(n)) élmddositast hajt végre a dinamikus

M pdrositdsi grafban.

Bizonyitas. Alkalmazzuk lemmét h = 2%ra valamely i nemnegativ egészre. Ek-

4nlog(n)

21
musban amelyek > 2 hossztiak. Kovetkezésképpen legfeljebh 208

kor tudjuk, hogy legfeljebb olyan javit6 Ut mentén augmentaltunk az algorit-

5 ) olyan javito ut
mentén augmentaltunk amelyek hossza a (27, 27!] intervallumba esik. Tehat mivel min-
den javito ut hossza a (0;2n — 1] intervallumba esik, ezért az algoritmus soran hasz-

4dn]
Lg(n), ahol & = [log,(2n — 1)] — 1. Azaz

k
nalt javito utak Osszhossza < 22"“ >

=0
k

. 4nl
ZQ’“%M = k8nlog(n) = O(nlog*(n)), és mivel a hasznalt javito utak Gssz-
i=0

hossza nyilvan fels§ becslése az M-ben végzett élmoddositasok szamanak, ezért az M-beli

élmodositasok szama valoban O(nlog?(n)). O

2.2.7. Lemma. Megfeleld implementdlds mellett az algoritmus dsszesitett futdsideje

O(my/n+/log(n)).

Bizonyitas. Mint azt mar emlitettiik, az algoritmus hatékony implementalasahoz
algoritmusat fogjuk felhasznalni szubrutinként. Ehhez definidlunk G (pontosabban H)
alapjan egy D dinamikus iranyitott grafot, amelyben az irdnyitott Even-Shiloach algorit-
mussal gyorsan kezelhetjiik az érkez6 ¢ € C' pontokbdl indulé révid javito utakat.

Legyen tehat D dinamikus iranyitott graf kezdetben D = (S U C U {t}, A), ahol ¢
egy Gj csucs (t ¢ S,C), és A a t-bdl S-be futd, valamint a t-bdl C-be futé iranyitott élek
halmaza. Minden egyes ¢ € C cstics hozzavételével adjuk D grathoz az F halmaz ¢ csticsot
tartalmazo éleit S-bél c-be vald irdnyitassal. Ezutan hagyjuk el a tc irdanyitott élet. Ezt
elvégezve az aktualis ¢ csicsra, az algoritmus szerint keressiink c-bél egy legrévidebb P
javité utat (ezen keresés implementalasat késsbb targyaljuk), és ha talaltunk ilyet, akkor
P mentén augmentaltuk M-et, forditsuk meg D-ben P éleit, majd pedig tordljik a ts
irdnyitott élet D-bdl, ahol s € S a P javito ut masik végpontjat jeloli.

Konnyen lathato, hogy igy D iranyitott graf minden ¢ € C' pont hozzavétele, és az
azt magaval vono lépések elvégzése utan a kovetkezs: V(D) = S U C U {t}, és A(D)
pedig E(H) \ E(M)-nek az éleit tartalmazza S — C' irdnyitassal, M éleit tartalmazza
C — § iranyitassal, és még azon iranyitott éleket tartalmazza amelyek ¢-b&l mennek
V(H)\ V(M)-be.
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Az el6bbi alapjan tehét, ha az Gjonnan hozzavett ¢ € C csicsra elvégeztiik az javito
it keresése el6tti lépéseket, akkor tetszéleges c-bdl induld P alternald utnak megfelel egy
P’ iranyitott at ¢-bsl c-be, ahol P’ a P éleinek megfelel6 D-beli iranyitott élekbsl all,
valamint egy ts iranyitott élbdl, amelyre s € S\ V (M), valamint tetszbleges P =t — ¢
iranyitott tthol az elsd iranyitott él, azaz ts iranyitott él (ahol s € S\V(M)), elhagyasaval
egy s — c iranyitott utat kapunk, amelynek irdnyitdsat elhagyva a kapott P = s — ¢
it egy alternalo ut. Tehat a c-bdl valo legrovidebb javito Gt keresése H-ban ekvivalens a
legrovidebb t — ¢ irdnyitott Ut keresésével.

Igy tehat a es tétel algoritmusat szeretnénk alkalmazni a D dinamikus grafra ¢
kitiintetett cstuccsal, és kés6bb a futasidére optimalizalva megvalasztott A-val. Azaz ilyen
modon amikor ¢-bél keresiink legrovidebb javito utat, akkor O(1) idében megallapithat-
juk, hogy létezik-e < A — 1 hosszi ¢-bdl induld javito at (rang(c) lekérdezésével). Ha
létezik ilyen, tehat rang(c) < A, akkor ¢-bdl indulva mindig eggyel kisebb rangu tetszéle-
ges sziil6t valasztva az 1 rangi s pont eléréséig, egy ¢ — s legrévidebb javité utat kaptunk
O(A) idében. Ha pedig nem létezik ilyen révid javito ut, azaz rang(c) = A + 1, akkor
szélességi bejarassal O(m) id6ben megtalalhatjuk a legrévidebb ¢-bél indul6 javitoé utat,
vagy bizonyitékot kapunk arra, hogy nincs ¢-bél indulé javité ut H-ban.

Ahhoz viszont, hogy algoritmusat valoban alkalmazhassuk, meg kell bizonyosod-
nunk arrél, hogy a dinamikus D irdnyitott grafba beszurt élek sosem csokkentették egyik
csucs rangjat sem. Az vilagos, hogy a ¢ € C cstics D-be vald bevétele utan a sc iranyitott
¢lek (ahol s € S) beszirasa nem okoz problémat, mivel rang(c) = 1. Egyediil a javito
utnak megfelel6 s — ¢ iranyitott tton torténd élmegforditas okozhat gondot. Ha azonban
az élmegforditast tgy végezziik, hogy az irdnyitott it mentén sorra beszurjuk az iranyi-
tott 0t soron lévs iranyitott élének megforditasat majd toroljik az iranyitott élet, akkor
lathatjuk, hogy az igy besztrt pq irdnyitott élre mindig rang(p) = rang(q) + 1, igy ezeket
az éleket is beszurhatjuk.

Az algoritmus soran tehat egyrészt fenn kell tartani a [2.1.8tes tétel algoritmusénak
tarolt strukturajat osszesen O(Am) idében, masrészt a < A — 1 hosszu javito utak esetén
a javito ut megtalalasa (és az annak mentén torténd augmentalas) O(A) idében zajlik, az
ennél hosszabb javité utaké pedig O(m) idében. Igy tehat aes lemmat hasznalva h =

A—1-re, azt kapjuk, hogy az Osszesitett futasidé O (Am + (n — %) A+ %m) =

O ((m +n)A+ %g(n)» igy azzal az ésszert feltevéssel élve, hogy n = O(m), a teljes fu-
tasidé O (mA + %‘g(”)) vagyis ezt A = O(y/n+/log(n)) minimalizélja, és igy a futasidd

28



valsban O(m+/n+/log(n)). O

Ezzel tehat befejeztiik a [2.2.1}es tétel bizonyitasat.

Ha azonban ugyanezen moho algoritmus mellett a C-beli csticsokat raadasul egyenle-
tes eloszlassal véletlenszeriien vessziik be, akkor még jobb eredményt kapunk. Mégpedig a
[8]-as cikk II.2-es tétele szerint a felhasznalt augmentald utak 6sszhossza legalabb 1 — #
valoszintiséggel O(nlog(n)), azaz az algoritmus legalabb 1— 2 val6szintséggel O(nlog(n))
élmodositast hajt végre. Mivel neuralis halo tanitasa esetén a batch-ek elemei egyenletes
closzlassal véletlenszertien keriilnek kivalasztasra, ezért (a soron 1évé batch random per-
mutéalasa utén, ha sziikséges) a batch elemeihez tartozo C-beli pontokat sorra véve az
elébbi tétel feltétele teljesiil.

Tovabba a [§]-as cikk III.1-es tétele szerint ha a G graf olyan, hogy minden ¢ € C
cstcsabol O(log(n)) (S-en egyenletes eloszlassal, egymastol fliggetleniil) véletlen valasz-
tott S-beli cstcshoz vezet ¢l, akkor legalabb 1 — O(2) valoszindseggel legfeljebb O(n)
élmodositast végziink az algoritmus sorén. Persze ez a feltétel nem fog teljesiilni a gyakor-
lati példankon. Mivel az S-beli target pontokat véletlenszertien (és egymaéstol fiiggetleniil)
valasztjuk meg a gdmbfeliilleten, és majd latjuk, hogy minden ¢ € C' csticsot valoban
O(log(n) S-beli cstucesal kotiink Ossze, igy valoban igaz, hogy tetszéleges ¢ € C' csticsnak
O(n) éle van, melyek egyenletes eloszlassal, egymastol fiiggetlentil mennek egyes S-beli
cstcsokba, azonban a kiilonb6z6 C-beli csticsokra az egyes élvalasztasok kozel sem lesznek
fiiggetlenek. Viszont kés6bb még egyes kiegészits éleket is hozza fogunk venni a grafhoz,
éppen ezen logika szerint, és mivel egy graf élhalmazanak bdévitésével a bévités el6tti
augmentalé utak megmaradnak, ezért ez esetben teljesiil a tétel feltétele. Tobbek kozt
ez indokolja, hogy ha valamilyen kis A-nal nagyobb javité utakat mar nem prébalunk

megkeresni, akkor ezzel kozel-maximalis parositas taldlunk.

2.3. Teljes parositas random paros grafban

Mint azt mar emlitettiik, célunk az, hogy egy G = (C,S;FE) élsulyozott teljes péros
grafban szeretnénk egy minimaélis sulyu teljes pérositast taldlni, ahol n = |C] = |S]|.
Azt is el6revetitettiik, hogy mivel a gyakorlatban erre a probléméra a magyar modszert
alkalmazva a futasidg tul hosszi lenne, ezért ehelyett egy kozel-minimalis silyt kozel-teljes
parositast szeretnénk talalni.

Erdés és Rényi a [16]-os cikkben 1963-ban bebizonyitotta a kovetkezd tételt.
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2.3.1. Tétel. (Erdds-Rényi, 1963) Legyen By, m egy véletlen pdros grdaf, amelynek mindkét

csucsosztalya n csucsbdl dll, és m = n(log(n) + ¢,) véletlen éle van. Ekkor

0, ha ¢, - —0o0

lim P(B,, ,,,-ban létezik teljes pdrositds) = § e=2¢° ha ¢, — ¢ (2.3)

n—oo

1, ha ¢, -

Az el6bbi tétel alapjan, valamint a [14]-es cikk eredményei alapjan az a sejtésiink, hogy
ha G’ = (C,S; E') C G élstlyozott ritka paros grafot agy alkotjuk meg, hogy minden ¢ € C'
cstcsot a hozza legkozelebb 1évs & log(n) darab S-beli csuicesal kotjiik 6ssze, akkor ha C'
koriilbeliil egyenletesen oszlik el a gombfeliileten (S-re pedig ez definicié szerint teljesiil),
akkor a grafban (nagy valoszintiséggel) lesz kozel-teljes parositas.
Habar erre elméleti bizonyitékot nem adunk, a gyakorlati példan bemutatjuk, hogy ez

valoban teljestil.
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3. fejezet
Implementalas

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy pontosan hogyan oldjuk meg a felvetett parositasi
problémat. Tovabba bemutatjuk a péaros graf ritkitdsahoz, a futasids lecsokkentése céljabol

hasznalt ANNOY algoritmust [I5], és annak elméletét, a lokdlitds-érzékeny hashelést.

3.1. Kozeli szomszédok keresése

R™ben legyen adott egy n— 1 dimenzios gombfeliileten N darab kiilonb6z6 pont (amelye-
ket a gdombon egyenletes eloszlassal generaltunk), ezek halmazat jelolje S, valamint adott
tovabbi N darab pont a gémbon, melyek eloszlasa ismeretlen, és ezek halmazat jeldlje C
illetve legyen K << N rogzitett pozitiv egész. A kdvetkezd problémét szeretnénk meg-
oldani: adjunk egy gyors algoritmust amely minden C-beli pontra megadja a K hozza
legkozelebbi S-beli pontot.

Lathatjuk, hogy ha C' minden egyes ¢ € C pontjara Vs € S-re kiszamoljuk ||c — s|
tavolsadgot, és c-hez szamontartjuk a K darab legkisebb norméat eredményezé s-et, akkor
ezzel az algoritmussal megoldottuk a probléeméat O(N?nlog(K)) lépésben. Ez viszont a
megoldando gyakorlati probléméra tul lasst lenne, sokkal gyorsabb algoritmust szeretnénk
talalni.

Vegyiik észre, hogy ha valahogy felosztjuk a teret (vagy legaldbbis a gombfelszint) M
particiora tgy, hogy minden particioba koriilbeliil % pont jusson S-bdl, akkor ha minden
¢ € C pontra csak a particiojaban 1évé koriilbeliil % darab S-beli pontra vizsgaljuk a téle
vett tavolsagat, és ezekbdl vessziik a K legkisebbet, akkor igy egy O (N %n log(K )) idejd
algoritmust kapunk. Igy tehat megfelels M valasztassal lényegesen gyorsabb algoritmust

kapunk, azonban ezzel az algoritmussal két nagy probléma is van. Az egyik, hogy semmi
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sem garantalja, hogy a ¢ € C' ponthoz K legkozelebbi S-beli pont mindegyike ugyanabban
a particioban van mint ¢, mi csak a particion beliili K legkozelebbi pontot talaljuk meg.
A maésik probléma, hogy egy tetszéleges ¢ € C pontra gyorsan (esetiinkben legfeljebb
O (£Fnlog(K)) idében) meg kell tudnunk mondani, hogy melyik particioba tartozik.

Az els6 problémét nem oldjuk meg teljesen, ebbdl adodik az ANNOY (Approximate
Nearest Neighbors Oh Yeah) algoritmus [15] kozelits jellege. Az algoritmus bemutatasahoz
el6szor a lokalitéas-érzékeny hashelést targyaljuk, amely az algoritmus alapdtlete, és egy
hasonl6é példan elméleti szdmolasokat végziink. Ezutan attériink az ANNOY algoritmus

rovid bemutatasara, amelyet kés6bb felhasznalunk a ritka péaros graf készitéshez.

3.1.1. Lokalitas-érzékeny hashelés

Legyen M egy metrikus tér, és P C M (nem feltétleniil véges) ponthalmaz, valamint H
véges halmaz. Ekkor a h : P — H fiiggvényt a P ponthalmaz lokalitds-érzékeny (pro-

babilisztikus) hashfiiggvényének hivjuk, ha Ir > 0 : Va,y € P, dy(z,y) < r : P(h(z) =

1

h(y)) > ﬁ Vagyis a kell6en kozeli pontok hashelt értékel 7

-nal nagyobb valoszintiséggel
megegyeznek.

Legyen most M = R" és P ponthalmaz az n — 1 dimenziés gomb standard beagyazasa
R"-be, és legyen k rogzitett pozitiv egész. Generaljunk k darab véletlen homogén irdnyitott
hipersikot: hq, ho, ..., hy origon athaladoé iranyitott hipersikokat, ahol véletlen alatt azt
értjiik, hogy ezen iranyitott hipersikok normalt normalvektorait, rendre vy, vy,..., v €
R"™ vektorokat, egyenletes eloszlassal valasztottuk az orig6 kézéppontu 1 sugari n — 1
dimenziés gdbmbon.

Ekkor p € P pont postosan akkor van h; iranyitott sik pozitiv oldalan, ha (p,v;) > 0, és
pontosan akkor van a negativ oldalan, ha (p, v;) < 0. Igy minden p € P ponthoz definialjuk
ugy a h : P — M fiiggvényt, ahol M a k hosszt binéris sorozatok halmaza, hogy h(p)
binaris sorozat i-edik tagja legyen 1, ha (p,v;) > 0, és 0, ha (p,v;) < 0. Azt allitjuk, hogy
az igy definialt h valoban lokalitas-érzékeny (probabilisztikus) hashfiiggvény.

Legyen p,q € P pontok, és jelolje V(r) a P gémb azon részének feliiletét melyek a p
ponttol legfeljebb r tavolagra 1év6 pontok Osszessége (ez a definicio nyilvan fliggetlen p
pont valasztasatol). Annak a valoszintsége, hogy p és ¢ pont hashelése az i-edik helyen

eltér:

P (({p,vi) 2 0 A {g,vi) <O0)V ({p,vi) <OA (g, vi) 20)) =
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V(d(p,q))
v

=P ((p,vi) =2 0A(g,v:) <0)+P((p,v;) <OA{gv;) >0) =2 (3.1)

ahol V' a P gomb feliilete. Tehat anna’lj a valoszintisége, hogy p és q azonos hashértéket
kap P(h(p) = h(q)) = 1 — (2@) . Tehat, mivel ha r — 0, akkor V(r) — 0, ezért

ekkor 1— (2@) ) — 1, igy a fent definialt A valoban egy lokalitas-érzékeny hashfiiggvény.

Annak érdekében, hogy kozeli pontokat nagyobb valoszintiséggel talaljuk meg, alkal-
mazunk még egy triikkot, mégpedig, hogy L-szer végezziik el a fenti procedurat, igy kapva
hi, ha, ..., hp hashfiiggvényeket. Ha 35 € {1,2,..., L} : h;(p) = h;(q) akkor azt mondjuk,
hogy ¢ kozeli pontja p-nek. Jelsljiik p kozeli pontjainak halmazat N(p) C P-vel. Igy tehat
tetszbleges ¢ € P pontra

P(q & N(p)) =P (/\ h;(p) # hj(@)) = HP(hj(p) 7 hi(q)) =

= But) # ) = (2290 0) T

% v
tehat kis r-re nagyon nagy a valoszintsége annak, hogy g € N(p).

kL kL
Azaz, ha d(p,q) < r, akkor P(g ¢ N(p)) < (242) ", ésfey Plg € N(p)) > 1- (252)

Térjiink vissza a szekcid bevezetésében definidlt kozeli szomszédkeresés problémara.
Az elgbbi algoritmusban a hashkodok kiszamolasa egy ¢ € C' pontra O(Lkn) id6t vesz
igénybe, majd a c-hez tartozd L darab térrészbe esé S-beli pontokbol a K legkozelebbi
kivalasztasa varhato értékben legfeljebb O(Ln%) feltéve, hogy k < n. Tehat az egész algo-
ritmus futasideje O(N Lkn+ N Lnif), vagyis k = ©(log(N)) vélasztassal O(N Lnlog(N)).
Persze ehhez sziikséges n = Q(log(N)); ezt a kellemetlenséget az ANNOY algoritmus

kikiiszoboli.

3.1.2. ANNOY algoritmus

Most bemutatjuk az [15]-6s hivatkozason elérhet6 ANNOY algoritmust, és annak Otleteit.
Az el6bbi algoritmusban az 1j sikokkal két részre osztottuk az 6sszes méar meglévs térrészt,
most azonban egy sikkal csak egyetlen térrészt kivanunk két részre osztani. Ezt dgy is
megfogalmazhatjuk, hogy az S ponthalmazhoz épitiink egy binaris fat amelyben az egyes
"véletlen" irdnyitott sikok a binaris fa csticsai, tovabba a binaris fa egyes leveleihez azokat
az S-beli pontokat rendeljiik amelyek abban a térrészben vannak amelyet a gyokérbdl a

levélhez vezets tton tgy kapunk meg, hogy a gyokérnél a teljes térbdl indulunk ki, majd,
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ha az 1t éle bal-él a binaris faban, akkor az aktualis térrésznek és az irdnyitott sik negativ
félterének a metszete lesz az 0j térrész, ha pedig az ut éle jobb-él, akkor az irdnyitott sik
pozitiv félterének.

A "véletlen" irdnyitott sikokat most ugy valasztjuk meg, hogy a két részre osztandé tér-
részbdl egyenletes eloszlassal valasztunk két kiilonboz6 S-beli pontot, és ezeknek vessziik
a felezosikjat (és a sik iranyitésat a két pont kivalasztasi sorrendje szerint). Tovabba egy
térrészt nem osztunk tovabb, ha az abban 1évé pontok szama egy el6re meghatéarozott
kritikus érték alatt van.

Az ANNOY algoritmus egyik fontos triikkje, hogy a fenti lokalitas-érzékeny hasheléses
algoritmussal ellentétben most egy ¢ € C' pontra nem csak azt nézziik meg a binaris fat
végigkovetve, hogy melyik levélhez tartozo térrészbe esik (és melyek a levélhez térolt,
a térrészbe esd S-beli pontok), hanem c-nek a vizsgélt sikoktol vald elGjeles téavolsagait
is rendezve szadmontartjuk (amelyet a kiszamolt skalaris szorzatbol tgyis megkapunk),
majd, ha ¢ kellen kozel van egy elvalaszto sikhoz, akkor annak a siknak a masik oldalan
is tovabbhaladunk (mivel ekkor jo eséllyel a sik méasik oldalan is lesznek c-hez kozeli
pontok). Mivel a sikoktol valo tavolsagokat rendezve taroljuk, ezért megadhatjuk, hogy
minden egyes ¢ pontra hany levélhez valo térrészbe tartoz6 S-beli pontokat kivanjuk
vizsgalni.

Itt is elsiitjiik azt a triikkot, hogy 1 fa helyett L darab fat épitiink, és egy ¢ cstucshoz a
kapott térrészek S-beli részhalmazainak uni6jat vessziik. Majd pedig ezen S-beli pontok
koziil keressiik meg a c-hez K legkozelebbit a ||c — s|| értékek kiszamolaséaval és a legkisebb

K-hoz tartozé s pont nyilvantartésaval.

3.2. Parositasi algoritmus alkalmazasa, a hal6 tanitasa

A [7]-es cikk parositasi algoritmusat tehat gy modositjuk, hogy a szubrutinként hasznalt
irdnyitott Even-Shiloach algoritmust lecseréljiik a dolgozatban leirt élsilyozott valtozatra.

Egy epoch kezdetén tehéat generalunk n darab target pontot, azaz legenerdljuk S hal-
mazt. Ezutan elvégezziik az aktudlis latens pontokat, azaz C' halmazt kiszamoljuk az
aktualis enkoder hasznalataval. Majd az S halmazra az ANNOY algoritmussal LSH-et
végzink, és ezt kovetGen minden egyes ¢ € C' csicsra meghatarozzuk a [log(n)| (kozeli-
t6legesen) legkozelebbi S-beli szomszédjat, és ezen kozelségi graf lesz G' = (C, S, E') C G
élsilyozott ritka paros graf.

Miutan G’ grafot meghataroztuk, felépitiink egy 0j H iranyitott grafot a modositott
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parositasi algoritmusunkkal a korabban prezentalt modon. Tehat Az egyes klienseket egye-
sével bevessziik a hozzajuk tartozo élekkel egytitt (megfelels irdnyitassal), majd a bevett
kliensb&l minimalis stlyt legrévidebb alternélod utat keresiink, és ha talalunk, akkor amen-
tén augmentalunk. Ekozben M pérositast is végig fenntartjuk.

A neuralis halot pedig batch-enként tanitjuk tgy hogy a veszteségfiiggvény a rekonst-
rukcios veszteségbdl, és az M élstlyok Gsszegének %-szeresébc’ﬂ tevédik Ossze.

Mint igértiik, megvizsgaljuk, hogy ha C-t is egyenletes eloszléssal generaljuk a gémb
felszinén, akkor mekkora lesz a parositas mértéke. Pontosabban, megmutatjuk, hogy ha
A értéke relative kicsi, és a parositasi algoritmusunkat még azzal is modositjuk, hogy
szélességi bejarassal mar ne keressen A-nél hosszabb legrévidebb alternalo utat, akkor is
kozel-teljes parositast tudunk talalni. (A-t az alabbi dbran a mazx level valtozo jeloli a

programkodbol kifolyolag.)

1.0 - - -
D/'
0.8 -

0.6

0.4 1

% of matched nodes

0.2 4

0.0 T T T T T
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

max level

Azonban ha C eloszlasa koncentrélt, akkor persze nem tudunk igy kozel-teljes parositast
talalni (azonban a G’-beli maximalis parositast szintén meg tudjuk kozeliteni kis A-val, a
szélességi bejarasos legrovidebb alternalo ut keresést elhagyva). Ezért a G’ grafot bovitjiik,
mégpedig minden egyes ¢ € C' klienshez hozzavesziink tovabbi [log(n)] darab random
élet. Azt tapasztaljuk, hogy ekkor szintén kis A-ra mar kozel-teljes parositast kapunk.
Azt tapasztaljuk, hogy mar A = 4 valasztas is esetiinkben teljességgel kielégitS volt ezzel
a modszerrel.

Tehat vegyiink az els6 epoch esetén még G'-héz minden ¢ € C csticsboél [log(n)| darab
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random élet, és vizsgaljuk meg az epoch végén a parositas nagysigat. Ha ez elér egy
bizonyos kiiszobot (pl. 0.95), akkor a kovetkezs epoch-ban mar minden ¢ € C' csticshoz
1-gyel kevesebb random segéd élet vesziink fel az 1j G’ mellé, és igy tovabb, mig elériink

oda, hogy nincs sziikségiink segéd élekre, és tovabb tanitjuk a halot.

3.3. Kisérleti eredmények

Most bemutatjuk, hogy a fenti algoritmus silyozott és silyozatlan valtozata hogyan telje-
sit a gyakorlatban. Ehhez a magyar modszerrel fogjuk 6sszehasonlitani 6ket. A gyakorlati
példankban olyan G = (C, S, E) teljes paros graffal dolgozunk, ahol n = 50000, azaz
|C| = |S| = 50000, igy ezen a grafon szeretnénk az algoritmusokat Gsszehasonlitani. Saj-
nos azonban ez nem fizibilis, mivel egyrészt mind a magyar modszernek, mind pedig a
prezentalt sulyozott parositasi algoritmusunknak tdl nagy lenne a futasideje. Mésrészt
pedig, n? = 2.5 - 107 élstly téarolasa is specialis hardware-t venne igénybe. Habar ez
kikiiszobolhets az élstulyok kiils6 memoriaban valo tarolasaval, vagy az élstulyok tjraszam-
lalasaval, mindkét modszer 1ényegesen tovabb lassitana az algoritmusokat.

A tesztgrafokban minden esetben C-t és S-et egyenletes eloszlassal generaljuk az R°-be
standard modon beagyazott S? 9-dimenziés gombfeliiletrsl (10-dimenziés standard nor-
malis eloszlasbol generalt pontok normalizalasaval), innen kapva az élstlyokat a pontpéarok
euklideszi tavolsaganak kiszamitésaval. A stlyozott- és silyozatlan Even-Shiloach algorit-
musoknél pedig minden esetben A = 4-et allitottunk be. Az utébbi paraméter novelésével
megnovelhetnénk a talalt parositds méretét a futasidd rovasara.

Mivel az prezentalt parositasi algoritmusok silyozott és stlyozatlan valtozata is az

ANNOQOY modszerrel ritkitott G = (C, S, E') C G grafokon dolgozik, amelyekre szintén
|C| = |S| = n = 50000, és minden ¢ € C cstcsbol [log(n)] = 11 él megy a hozza (az
ANNOY modszerrel meghatarozott, kozelitSlegesen-) legkozelebbi S-beli cstucsokba, ezért
ez lesz az egyik tesztgrafunk.
A magyar modszer az el6bbi grafunkra viszont még mindig t1l lasst lenne (becsiilt futés-
id6: 400 nap), ezért ehelyett még méasik két tesztgrafon teszteljiik mindharom algoritmust.
Az egyik tesztgraf n = 500-ra a teljes paros graf, a méasik pedig ugyanigy n = 500-ra az
ANNOY algoritmussal ritkitott paros graf lesz.

Varhatoan a neuralis halo tanitasa kozben lényegesen jobb eredményt fogunk elérni,
ugyanis ekkor mar az egyes ¢ € C pontokra a d(c, S) tavolsagok atlaga (tehat ¢ tavolsaga

a hozzé legkozelebbi S-beli ponttol) lényegesen kisebb lesz.
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Az eredményeket az alabbi tablazatok foglaljak 6ssze. A tablazatokban a silyozatlan
(iranyitott) Even-Shiloach algoritmuson alapul6 parositasi algoritmusra siulyozatlan ESM
néven, az altalunk prezentalt silyozott (iranyitott) Even-Shiloach algoritmuson alapuld

parositasi algoritmusra pedig sulyozott ESM néven hivatkozunk.

n=>500, ritkitott paros graf
Parositasi algo- | Magyar modszer | Sulyozatlan Sulyozott ESM
ritmus ESM
Parositott  csa- || 0.998 0.984 0.982
csok arénya
Péarositas élhossz || 0.6602 0.7457 0.6778
atlaga
Parositas osszsi- || 330.1 366.9 332.8
lya
Futési ideje (s) 20.88 0.3080 0.7214

n=>500, teljes paros graf

Pérositasi algo- || Magyar modszer | Stulyozatlan Sulyozott ESM
ritmus ESM

Pérositott csa- || 1.0 1.0 1.0

csok arénya

Pérosités élhossz || 0.6565 1.401 0.7092

atlaga

Pérositéas osszsu- || 328.2 700.3 354.6

lya

Futési ideje 1154.6 10.30 189.0
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n=>50000, ritkitott paros graf
Pérositasi algo- || Magyar modszer | Stulyozatlan Sulyozott ESM
ritmus batch-enként ESM
Pérositott csa- || 1.0 0.9918 0.9897
csok arénya
Pérosités élhossz || 0.7185 0.4539 0.3995
atlaga
Pérositéas 6sszst- || 35925 22507 19767
lya
Futési ideje 21287 27.05 74.80

Mivel mint mar emlitettiik, hogy n = 50000 estén még a ritkitott paros grafra sem
tudjuk futtatni a magyar modszert, ezért az legutobbi tablazatban a magyar modszer
helyett a NAT modszert bevezetd [1]-es cikkben hasznalt algoritmusat vizsgaltuk. Azaz a
magyar modszer helyett a magyar modszer b = 250-es batch-enkénti valtozatat teszteltiik.
(Az eredeti cikk b = 256-es batch mérettel dolgozik, ezt az oszthatosidg miatt 250-re
kerekitettiik.) Kihangsilyozzuk, hogy természetesen ennél az algoritmusnal is csokken a
parositas Osszstulya a tanitas alatt, azonban a kiszdmolt nagy parositasi élhossz atlag is
azt sejteti, hogy a NAT ezen algoritmus mellett a gombfeliileten szétszorja az egymashoz
hasonl6 klasztereket is.

Mindegyik algoritmust 2 magos, 4 szalas, CPU-n [18] futtattuk 1.60 GHz-es alapfrek-
vencian. A mérési eredmények reprodukalhatoak dolgozat keretében megirt [5]-beli hun-
garian_ method.py, NAT unweighted_ graph.py és NAT weighted_ graph.py futtatasaval
(a directed_unweighted_ ES.py és directed weighted_ ES.py fajlok mellett).
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