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y = (0, . . . , 0)
×¡ÏHÝ

z = (1, . . . , 0)
è�à2Õ¶ÑnÏ

f(x) =

(

1
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arctan|x|, 0, . . . , 0

)

(x ∈ Rn)
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U ⊂ Rn
ê7Ñ�Î�ø7ÑnÏ�ê°épÔPÏ¶Î�ÔsØ*ä�ÎFÓfÑ9Ý¥ïFÔfÕ°ÑnÏ
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X ⊂ R
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hÏßÔfÕ¶Û�Ó]ÓxÑ;Ø�ÔfÛ�Î�ÏßùsÑ
ÓfÕ¶ÎKù

ÔfÕH×KÔ�ÔfÕ°ÑnÒ�Ñ�Û�Ó2Ï¶Î�ÑnÜp×�á
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{(an, bn)}n∈N

ê7Ñ.×�ÓfÑ ,Dé¶Ñ9Ï°Ø*Ñ»Î¡ë�ÛæÏDÔ�ÑnÒ�Ðv×�ä�Ó
Û�Ï
Xc ∩ (0,∞)

ÓxÎ�ÔfÕH×KÔ
bn+1 < an

ëúÎFÒ)Ñ9Ð�ÑnÒ�ã
n
×�Ï°Ý

an, bn → 0
è.ÙOÛæÜ ×.á�ÎFÏ¶Î¡Ô�Î�Ï¶ÑªÝpÑ9ØnÒfÑ;×�ÓfÛæÏ¶ç.ÓfÑ ,Dé¶Ñ9Ï°Ø*Ñ

zn ∈ X
Ófé°Ø#Õ$Ô�Õ°×KÔ

|zn| < bn−an

2

è � ÎKù�ï¶ëúÎ�Ò
x ∈ X

ï
x > 0

äæÑnÔ
nx

êHÑ)ÔfÕ¶Ñ/á
ÛæÏ¶Û�á�×¡ä
Ïcé¶á)ê7ÑnÒ�ëúÎ�Ò�ù�Õ¶Û�Ø#Õ

bnx
< x

ïc×¡Ï°Ý
ÝpÑE/°Ï¶Ñ
f(x) = znx

è
��ÑE/°Ï¶Ñ
f
ÎFÏ

X ∩ (−∞, 0)
Û�ÏÀ×

×
ÓxÛ�á
Ûæä�×¡Ò�á�×�Ï¶Ï¶ÑnÒ;è 	 Ñ	Ønä�×�Ûæá ÔfÕ°×¡Ô
f
Û�Ó�×�Ø*ÎFÏFÔ�Ò�×FØ�Ô�ÛæÎFÏ�èOÙOÛ�Ò�ÓxÔdä�Ñ*Ô

0 < x < y
ê7Ñ]Ô_ùsÎ

ø7Î�Û�ÏFÔ#Ó�Û�Ï
X
è
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nx = ny

ÔfÕ°ÑnÏ
f(x) = f(y)

ïFù�Õ¶Û�ä�ÑdÛkë
nx > ny

Ô�Õ¶ÑnÏ
|f(x)−f(y)| <

|zny
| <

bny
−any

2 < |x−y|
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ïpÕ°ÑnÏ°ØnÑ
f
Û�Ó2×/ØnÎ�ÏDÔfÒ#×�Ø*ÔfÛ�Î�ÏÀÎFÏ

X ∩ (0,∞)
è �pÛæá
Û�ä�×�Òfä�ã�ï

f
Û�Ó

×)ØnÎ�ÏDÔfÒ#×�Ø*ÔfÛ�Î�Ï�ÎFÏ
X ∩ (−∞, 0)

è��åÎFÒfÑ9ÎKÐ�Ñ9Ò9ï
|f(x)| = |znx

| <
bnx

−anx

2 < |x|
2

ïcù�Õ¶Û�Ø#Õ
ÓfÕ¶ÎKùdÓ¤ÔfÕ°×¡ÔdëúÎ�ÒlÑnÐFÑnÒ�ã

x < 0 < y
ÛæÏ

X
ù¤Ñ�Õ°×vÐ�Ñ

|f(x) − f(y)| < |x−y|
2

ïHÕ¶ÑnÏ°ØnÑ
f
Û�Ó

×
Ø*ÎFÏFÔ�Ò�×FØ�Ô�ÛæÎFÏ�Î�Ï
X
è

�cÛ�Ï°Ø*Ñ
0 /∈ X

ïKÔ�Õ¶Ñ�×¡ê7ÎKÐ�Ñ2Û�Ï¶Ñ ,Dé°×�äæÛæÔ_ã
|f(x)| < |x|

2

×�ä�ÓfÎ	ÓxÕ°ÎKùdÓOÔfÕ°×¡Ô
f
Õ°×FÓ�Ï¶Î /¶ÜpÑ;Ý

ø7Î�Û�ÏFÔ;è�à2Õ¶Û�Ó%/°Ï¶Û�ÓxÕ¶Ñ;Ó2ÔfÕ°Ñ�ø¶ÒfÎcÎ�ë_è
�

� 'w��$ "�� � � Î¡ë�×�ÓfÑ*Ô$Û�Ó$×�ÒfÑ9ä�×¡ÔfÛ�Ð�Ñnä�ã!Î�ø7ÑnÏ5Ï¶Î�Ï¶Ñ9á
øpÔ_ã Ófé¶ê°ÓfÑ*Ô9è � ÓfÑ*Ô$ÔfÕH×KÔ$Û�Ó
ÓfÛæá/é¶äkÔ#×¡Ï¶Ñ9Î�é°Ófä�ã

Fσ

×�Ï°Ý
Gδ

Û�Ó�Øn×�äæä�Ñ9Ý 
 @ <E� �A: � :�� 4 ÎFÒ
∆0

2

Û�ÏÀÝpÑ9Ó�Ø*Ò�Ûæø¶ÔfÛ�Ð�ÑdÓfÑ*Ô�Ô�Õ¶ÑnÎFÒfã 6�è
� ÓfÑ*Ô

X
Û�Ó{×¡á)ê°ÛæçFé¶Î�é°Ó�Û���ëúÎ�Ò{ÑnÐ�Ñ9Òfã�Ï¶ÎFÏ¶Ñná
øpÔ_ã]Ø*ä�ÎFÓfÑ9Ý�ÓfÑ*Ô

F
Ñ9ÛkÔ�Õ¶ÑnÒ

X
Î�Ò

Xc
ØnÎ�ÏDÔ�×�ÛæÏ°Ó

×�øHÎFÒxÔ�ÛæÎFÏªÎ�ë
F
ìæð �vî�è

��
 ü����Kü�� � �DC�� �O� $ ) �>� @ : �5"o
O��� � :�����)
Fσ


O���
Gδ

�;:�<��E�J" �>=
R ? �!"!� "��w�^��
���
����

�,�����(� � � �!�d" � $&�(' � $ "@)Q������� � �E��� �
!"�O� �$#&� �cé¶ø°øHÎDÓxÑ�ÔfÕ°×¡Ô

X ⊂ R
Û�Ó2×	Ï¶ÎFÏ��hØ*ä�ÎFÓfÑ9Ý�×¡á/ê¶Û�ç�é¶ÎFé°ÓsÓfÑ*Ô¤ù�ÛkÔ�ÕÀÔ�Õ¶Ñ�Ö¤ÙOÞ�Þ�èpÖ¤ã

×¡ø°ø¶äæãcÛ�Ï¶çÀ×�ÔfÒ#×¡ÏHÓxä�×KÔ�ÛæÎFÏªù¤Ñ)Øn×�Ïå×�Ó�Óxé¶á
Ñ]Ô�Õ°×KÔ
0 ∈ X \ X

èsÖ¤ãªÔfÕ¶Ñ	ø°ÒfÑ9ÐDÛ�Î�éHÓ2äæÑ9á�á�×
0
Û�Ó2Ï°Î¡Ôd×�ê¶Ûæä�×KÔ�ÑnÒ#×¡ä¥×�Ø9Ø*é¶á/é¶ä�×KÔfÛ�Î�ÏªøHÎFÛæÏDÔ�Î¡ë

int(Xc)
ï°ÓfÎ
ù�ÛkÔ�Õ¶Î�é¶Ô2ä�ÎFÓ�Ó2Î¡ëOç�Ñ9Ï¶ÑnÒ#×¡ä�ÛkÔ_ã

ÔfÕ°ÑnÒ�Ñ/ÑnÜcÛ�ÓxÔ�Ó
ε > 0

Ófé°Ø#Õ.Ô�Õ°×KÔ
X
Û�Ó�ÝpÑ9Ï°ÓfÑ�Û�Ï

[0, ε]
è %�Ñ*Ô

I
êHÑÀ×�Ïß×�Òfê¶ÛæÔfÒ#×¡Ò�ãåØ*ä�ÎFÓfÑ9Ý

Ï¶ÎFÏ°ÝpÑnçFÑnÏ¶Ñ9Ò�×¡ÔfÑ2Óxé°ê¶ÛæÏDÔ�ÑnÒ�Ðv×�ä¶Î¡ë
[0, ε]

è � Ó
X
Û�Ó�×�á)ê¶Û�ç�é°Î�é°Ó9ï¡ÑnÛæÔfÕ°ÑnÒ

X
Î�Ò

Xc
ØnÎ�ÏDÔ�×�ÛæÏ°Ó

×�øHÎFÒxÔ�ÛæÎFÏ/Î�ë
I
ï¡ê¶épÔP×FÓ

X
Û�Ó�ÝpÑ9Ï°ÓxÑ2Û�Ï

I
ï¡Ô�Õ¶Ñ�ÓxÑ;Ø*ÎFÏ°Ý/×�äkÔ�ÑnÒ�Ï°×KÔ�ÛæÐFÑ¤Ø9×¡Ï¶Ï°Î¡Ô�Õ¶Î�ä�Ý¥èT*dÑ9Ï°Ø*Ñ

X
Ø*Î�ÏDÔ#×¡Û�Ï°Ó2×�Ófé¶ê¶Û�ÏDÔfÑ9ÒfÐK×¡ä¥Î�ë

I
ï°×�Ï°Ýª×FÓ

I
ù¤×FÓ2×¡Ò�ê¶ÛkÔ�Ò�×�ÒfãFï

int(X)
Û�Ó�ÝpÑ9Ï°ÓfÑ�ÛæÏ

[0, ε]
è

�cÑ*Ô
F = [0, ε]\ int(X)

è � Ó
0 ∈ F

ï¡ù¤Ñ�Õ°×vÐFÑ
F 6= ∅

ï�ÓfÎ�ÑnÛæÔfÕ¶Ñ9Ò
X
ÎFÒ

Xc
ØnÎ�ÏDÔ�×�ÛæÏ°Ó

×�ø7Î�ÒfÔfÛ�Î�Ï.Î�ë
F
ïHê°épÔlÔ�Õ¶Ñk/HÒ�ÓxÔ�×�äkÔ�ÑnÒ�Ï°×KÔ�ÛæÐFÑ	Ø*ä�Ñ9×¡Ò�ä�ã»Ø9×¡Ï¶Ï¶Î�Ô�Õ¶ÎFä�Ý¥ï¥ÓfÎ�ÔfÕ°ÑnÒ�Ñ)Ñ*ÜpÛ�Ó_Ô#Ó�×�Ï

Î�ø7ÑnÏ»Û�ÏFÔ�ÑnÒ�ÐK×¡ä
J ⊂ [0, ε]

ÓxÎ�Ô�Õ°×KÔ2ÔfÕ°Ñ�Ï¶Î�Ï¶Ñ9á
øpÔ_ã�ÓfÑ*Ô
F ∩ J

Û�Ó�ÝpÛ�Ó��_ÎFÛæÏDÔ�ëúÒ�Î�á
X
è�ÙOÛæÜ

f ∈ J \ X
×¡ÏHÝßêcãåÔ�Õ¶ÑÀÝpÑ9Ï°ÓxÑ9Ï¶Ñ9Ó�Ó]Î¡ë

int(X)
×¡ä�ÓfÎ$×�Ï

x ∈ J ∩ int(X)
è %�ÑnÔ

y
ê7Ñ

ÔfÕ°Ñ/Ø*ä�ÎFÓfÑ9ÓxÔ�ø7Î�Û�ÏDÔ�ÔfÎ
x
Î�ë

(int(X))c
êHÑnÔ_ùsÑ9ÑnÏ

x
×¡Ï°Ý

f
è � Ó

y ∈ F ∩ J
ïHù¤Ñ	ÎFêpÔ�×�ÛæÏ

y /∈ X
ïpÕ¶Ñ9Ï°Ø*Ñ]êcãO%0Ñná
á�×
õ¶èæð�� ÝpÎcÑ;Ó2Ï¶Î¡Ô�ø7ÎFÓ�ÓxÑ;ÓfÓ¤Ô�Õ¶Ñ	Ö2Ù{ÞPÞOè

�

�



� L MON�Å`P Q	ÅSQ	ËTM U>V W�Ì�Y N�É Z È	Ì*Å/Æ [ MON�È�ÇTN	^ M»È�a*ÉSV��KÈ�Ç
V�Æ0ÇTQ	Å��cN VdN¤ÆdV


hÏ�Ô�Õ¶Û�Ó¤ÓfÑ9Ø�Ô�ÛæÎFÏÀù¤Ñdç�Û�Ð�Ñ�Ô�Õ¶Ñ�ÑnÜ¶×¡á
ø¶ä�Ñ9ÓsÎ¡ë¥Ï¶Î�Ï ��ØnäæÎDÓxÑ;Ý�ÓxÑnÔ�Ósù�ÛkÔ�Õ�ÔfÕ¶Ñ�Ö2Ù{ÞPÞ Î¡ë�ä�ÎKù¤Ñ9ÓxÔ
ø7ÎFÓ�ÓxÛ�ê¶ä�Ñ2Ö¤ÎFÒfÑ9ä¶Ø*ä�×�Ó�ÓxÑ;ÓnèOÙ¶Î�Ò�Ñ9Ð�Ñ9Òfã

n ≥ 2
à2Õ¶Ñ9Î�Ò�Ñná-ðFè õ�ØnäæÑ;×¡Ò�äæã�ø¶Ò�ÎKÐcÛ�Ý¶Ñ9Ó�×¡Ï
×¡á/ê¶Û�ç�é��

Î�éHÓdÑ*Ü¶×�á�ø°äæÑ	Û�Ï
Rn
ï�ÍsÎ�Ò�Î�ä�ä�×�Òfã»õpè�õ
ÓxÕ¶ÎKùdÓdÔfÕ°×¡Ô�Ï¶ÎªÎ�ø7ÑnÏåÑ*Ü¶×�á�ø°äæÑ	Û�ÓløHÎDÓfÓfÛæê°äæÑFïH×¡ÏHÝ

Î�êcÐcÛ�Î�é°Ófäæã
Ô�Õ¶ÑnÒ�Ñ]Û�ÓdÏ¶ÎÀØ*ä�ÎFÓfÑ9ÝªÑ*Ü¶×¡á
ø¶ä�Ñ�è

hÏ»ÔfÕ°Ñ�ä�×�Ï¶ç�é°×�ç�Ñ�Î¡ë�ÝpÑ9Ó�Ø*Ò�Û�øpÔfÛ�Ð�Ñ�ÓfÑ*Ô�ÔfÕ°ÑnÎ�Ò�ã�ï
∆0

2

Û�Ó	ê7Ñ9ÓxÔ/ø7ÎFÓ�ÓxÛ�ê¶ä�Ñ�ï�×�Ó]Ô�Õ¶ÑnÒ�Ñ�×�ÒfÑ�Ï¶Î
Σ0

1

×¡Ï°Ý
Π0

1

ÑnÜp×�á
ø¶äæÑ;Ónè 
hÏ
R
à2Õ¶Ñ9Î�Ò�Ñná õpè í

ÓfÕ¶ÎKùdÓOÔfÕ°×¡Ô�ÔfÕ¶Ñ9ÒfÑ�Û�Ó�Ï¶Î	×�á)ê¶Û�ç�é°Î�é°ÓOÑ*Ü¶×�á�ø°äæÑFïF×¡ÏHÝ)Ô�Õ¶Û�Ó�ù�Ûæä�ä¶ê7Ñ�ÓfÕ¶ÎKù�Ï)Ô�Î�êHÑ�ÎFøpÔfÛ�á�×¡ä
ù�Õ¶Ñ9Ïªù¤Ñlø°ÒfÎKÐFÑ�ê7Ñnä�ÎKù ÔfÕH×KÔ2ÔfÕ¶Ñ9ÒfÑ�×�ÒfÑ

Fσ

×¡Ï°Ý»×¡ä�ÓxÎ
Gδ

Ñ*Ü¶×¡á
ø¶ä�Ñ9Ó9è�à2Õ°×KÔ�Û�Ónï
Σ0

2

×¡ÏHÝ
Π0

2

×�ÒfÑ�ø7ÎFÓ�ÓxÛ�ê¶ä�Ñ�ï¶ê¶é¶Ô
∆0

2

Û�Ó2Ï¶Î�Ô9è
à2Õ¶Ñ ÓxøH×�Ø*ÑßÎ¡ë/ØnÎ�á
ø°×FØ�ÔåÓxé¶êHÓxÑnÔ�Ó»Î¡ë

R
ÑnÏ°ÝpÎKù¤Ñ9Ý ù�ÛkÔ�Õ *l×¡é°Ó�ÝpÎ�Ò � á�ÑnÔfÒ�Û�ØßÛ�Ó»×

Ø*ÎFá
ø¶äæÑnÔfÑdá
ÑnÔfÒ�Û�ØdÓfø°×FØ*Ñ 4 ÓxÑ9ÑdÑ�è ç°èHìæðFð�îHëúÎFÒsÝpÑE/°Ï¶ÛæÔfÛ�Î�Ï°Ós×¡Ï°Ý
êH×�ÓfÛ�Ø2ë¾×FØ�Ô#Ó 6*è 	 ÑlÓ�×vã	Ô�Õ°×KÔ

q"�) ' ���(
A� � �A@f' 
��E" �E�J"G�w
 �g
 '�$&��' � $ "�)/Ûkë=Ô�Õ¶Ñ�Ø*ÎFá
ø°×�Ø*ÔPÓxÑnÔ�Ó�Ï¶Î�ÔPÕ°×vÐcÛ�Ï¶ç�ÔfÕ¶Ñdø°ÒfÎFøHÑ9ÒxÔ_ã
ëúÎ�Ò�á ×�/°Ò#Ó_ÔdØ9×KÔfÑ9ç�ÎFÒfã 4 ÛæÏ»ÔfÕ°Ñ	ÓxÑ9Ï°ÓxÑ]Î�ë�Ö2×¡Û�Ò�Ñ 6sÓxÑnÔdÛæÏ»ÔfÕ°Ñ	×¡ê7ÎKÐ�Ñ]Óxø°×FØ*ÑFè

à2Õ¶Ñ	ëúÎFäæä�ÎKù�Û�Ï¶ç�ä�Ñná
á�×ÀÛ�Ó�Û�ÏDÔfÑ9ÒfÑ;Ó_Ô�ÛæÏ¶ç�ÛæÏ.ÛæÔ�Ó�ÎKù�ÏåÒ�ÛæçFÕDÔ9èlÙ°Î�Ò]ÓxÛ�á
ø¶ä�Û�ØnÛkÔ_ã$ù¤Ñ)Î�Ï°äæã
ø¶Ò�ÎKÐ�Ñ�ÛkÔdÛ�Ï

R
ï¶ê¶épÔdÛæÔdÑ9×FÓxÛ�äæã�ç�ÑnÏ°ÑnÒ#×¡ä�Û�ÓfÑ9ÓsÔfÎ
Õ¶Û�ç�Õ°ÑnÒdÝpÛ�á
ÑnÏ°ÓfÛæÎFÏ°Ó9è

hPü��G�ji 2 ����� � � �#" $ 
��E"�� �O�^� @ 
��x� �J= 
+"�) ' ���(
A�,� � @�' 
v�J"
K ⊂ R

��
O�d� � "g� � �#"o
O�!�

 '#�O$ "@� � � �>=

K �
!"�O� �$#&��� Ñ;Øn×¡ä�ä�ÔfÕH×KÔ)Ûæë¤Ñ;×�Ø#Õ�Î¡ë�×åØ*ÎFé¶ÏDÔ�×�ê¶äæÑ�ÓfÑ*Ô	Î�ë¤ø¶Ò�Î�ø7ÑnÒfÔfÛ�Ñ9Ó]Õ°Î�ä�ÝÚëúÎFÒ)×»Ô_ãcø¶Û�Øn×¡ä
Ø*ÎFá
ø°×�Ø*Ô�ÓfÑ*Ô;ï¡Ô�Õ¶ÑnÏ
Ô�Õ¶Ñnã�×¡ä�ÓxÎ]Õ¶ÎFä�Ý
ÓfÛæá/é¶äkÔ#×¡Ï¶Ñ9Î�é°Ófä�ã�ï�×FÓ /°Ò�ÓxÔPØn×¡ÔfÑ9ç�Î�Ò�ã	ÓfÑ*Ô�ÓP×¡Ò�Ñ2ØnäæÎDÓxÑ;Ý
é¶Ï°Ý¶ÑnÒ�ØnÎ�é¶ÏDÔ�×�ê¶ä�Ñ�é°Ï¶ÛæÎFÏ°Ó9èPà2Õ¶ÑnÒ�Ñ*ëúÎFÒfÑ]ÛæÔdÛ�ÓdÑnÏ¶ÎFé¶ç�ÕªÔfÎÀÓfÕ¶ÎKù Ô�Õ°×KÔ�ëúÎ�Òd× /¶ÜpÑ9Ý»ø°×�ÛæÒ�Î�ë
Ò#×KÔfÛ�Î�ÏH×¡ä�Ó

p < q
ï¶ëúÎ�Ò�×�Ô_ãcø¶Û�Ø9×¡ä0ØnÎ�á
ø°×FØ�Ô�ÓfÑ*Ô

K
Ñ9ÛkÔ�Õ¶ÑnÒ

K ∩ (p, q) = ∅
Î�Ò

K ∩ (p, q)Øn×�Ï¶Ï¶Î�Ô�êHÑ¤Ø*ÎKÐ�Ñ9ÒfÑ;Ý�êcã]×�Ø*ÎFÏFÔ�Ò�×FØ�Ô�ÛæÐFÑOÛ�á�×¡çFÑ�Î¡ë
K
è �cÛæá
Û�ä�×�Òfä�ã�ïvÛæÔ{Ófé
	ÀØ*Ñ9Ó�ÔfÎ�Ø#Õ°Ñ9Ø#÷dÔ�Õ°×KÔ

ëúÎ�Ò�×g/°ÜcÑ;Ý
r < 1

Ûkë
f
Û�Ó�×�Ø*ÎFÏDÔfÒ#×�Ø�Ô�ÛæÎFÏ/Î�ë7Ò#×KÔ�ÛæÎ�×¡Ô�á�ÎDÓ_Ô

r
ÔfÕ°ÑnÏ
ÑnÛæÔfÕ¶Ñ9Ò

K∩ (p, q) = ∅Î�Ò
K ∩ (p, q) 6⊂ f(K)

è � Ó 4 ÛæÏ�ë¾×�Ø*Ô9ïOÛæÏ�Ñ9Ð�ÑnÒ�ãÚÝpÛ�á
ÑnÏ°ÓfÛ�Î�ÏI6�Ñ9Ð�ÑnÒ�ã.Ø*ÎFÏDÔfÒ#×�Ø�Ô�ÛæÎFÏßØ9×¡Ï
ê7Ñ�Ñ*ÜcÔ�ÑnÏ°ÝpÑ;Ý
ÔfÎ

R
ù�ÛkÔ�Õ�ÔfÕ°ÑlÓ�×¡á
Ñ %0Ûæø°Ó�Ø#Õ¶ÛæÔ)(�ØnÎ�Ï°ÓxÔ�×�ÏDÔ�ì ö°ïcõ¶èæð;ô¶è í��°è î¤ùsÑlá
×vã
×�Ó�Ófé¶á
Ñ

ÔfÕH×KÔ
f : R → R

è
à2Õ¶ÑnÒ�Ñ*ëúÎFÒfÑ�ÛæÔ�Ófé
	ÀØ*Ñ;Ó�ÔfÎ$ø¶Ò�ÎKÐ�Ñ)ÔfÕ°×¡Ô�ëúÎFÒ	×D/°ÜcÑ;Ý

r < 1
×¡ÏHÝ.ëúÎFÒ]× /¶ÜpÑ;ÝÚø°×�ÛæÒ]Î�ë

Ò#×KÔfÛ�Î�ÏH×¡ä�Ó
p < q

N = {K ⊂ R
Ø*ø¶Ô

: ∃f : R → R
Ø*Î�ÏDÔ�Ò9èpÎ�ë{Ò#×KÔfÛ�Î

≤ r, ∅ 6= K ∩ (p, q) ⊂ f(K)}

Û�Ó�×»Ï¶ÎKù�Õ°ÑnÒ�Ñ/ÝpÑ9Ï°ÓxÑ�Ófé¶ê°ÓfÑ*Ô�Î¡ësÔfÕ¶Ñ�Ófø°×�ØnÑ/Î�ë¤ØnÎ�á
ø°×�Ø*Ô]ÓfÑ*Ô#Ónè %�ÑnÔ
B(K0, ε0)

ê7Ñ
ÔfÕ¶Ñ
Î�ø7ÑnÏ�ê°×�äæäsÎ¡ë�Ø*Ñ9ÏFÔ�ÑnÒ

K0
×¡Ï°Ý�Ò#×�ÝpÛ�é°Ó

ε0 > 0
è 	 ÑÀÏ¶Ñ9Ñ9ÝßÔfÎ /°Ï°Ý ×$ê°×�äæä�Û�Ï°ÓfÛ�Ý¶Ñ�ÔfÕ¶Û�Ó

Î�Ï°Ñ�ÔfÕ°×¡Ô/Û�Ó/Ý¶Û�Ó��_Î�Û�ÏDÔ)ëúÒ�Î�á
N
è 
�Ô
Û�Ó)ùsÑ9äæä¤÷cÏ¶ÎKù�Ï ×¡Ï°Ý�Ñ;×�ÓfãÚÔ�ÎßÓfÑnÑ�Ô�Õ°×KÔ/ÔfÕ¶Ñ /°Ï¶ÛæÔfÑ

ÓfÑ*Ô�Ó�ëúÎ�Ò�á × ÝpÑ9Ï°ÓfÑÚÓxé°ê°ÓxÑnÔ�Î¡ë]Î�é°Ò�ÓxøH×�Ø*ÑFï�ÓxÎ ù¤Ñ.á�×vã�×FÓfÓfé¶á
Ñ$ÔfÕ°×¡Ô
K0

Û�Ó^/°Ï°ÛkÔ�Ñ��
K0 = {x1, . . . , xn}

è
�cé¶ø¶ø7ÎFÓfÑ /°Ò�ÓxÔ¤ÔfÕ°×¡Ô

K0 ∩ [p, q] = ∅
è���ÑE/°Ï¶Ñ

ε1 = min{dist(K0, (p, q)), ε0} > 0
è

à2Õ¶Ñ9Ï
ëúÎ�ÒPÑ9Ð�Ñ9Òfã
K ∈ B(K0, ε1)

ùsÑdÕH×vÐ�Ñ
K ∩ (p, q) = ∅

ïFÕ¶Ñ9Ï°Ø*Ñ
B(K0, ε1)∩N = ∅

è
�cÎ ù¤Ñ$Ø9×¡Ï(×�Ó�Ófé¶á
ÑªÔ�Õ°×KÔ

K0 ∩ [p, q] 6= ∅
ï¤Ñ�è ç°è

xi0 ∈ [p, q]
èl%�ÑnÔ

(a, b)
ê7Ñ.×

Ófé¶ê¶Û�ÏFÔ�ÑnÒ�ÐK×¡ä¥Î¡ë
(p, q) ∩ (xi0 − ε0, xi0 + ε0)

èsÍsÕ¶ÎcÎDÓxÑ�×¡Ï»Û�ÏFÔ�ÑnçFÑnÒ

k >
n + 2

1 − r
,

4 ð 6

í



×¡ÏHÝßØ#Õ¶ÎcÎDÓxÑ�Ô_ù¤Î$×�ÒfÛæÔfÕ°á�ÑnÔfÛ�Ø�ø¶ÒfÎFç�Ò�Ñ9Ó�ÓxÛ�Î�ÏHÓ
{y1, . . . , yk}

×�Ï°Ý
{z1, . . . , zk}

ÛæÏ
(a, b)

ï
Ñ9×FØ#Õ�Î�ëOä�ÑnÏ¶ç�ÔfÕ

k
×¡Ï°Ý»Î¡ë�ÓxÎFá
Ñ]Ý¶Û��=ÑnÒ�ÑnÏ°ØnÑ

d > 0
ÓfÎ)Ô�Õ°×KÔ

dist({y1, . . . , yk}, {z1, . . . , zk}) ≥ kd.
4 õ 6

�lÑJ/°Ï¶Ñ
K1 = K0 ∪ {y1, . . . , yk} ∪ {z1, . . . , zk},ÔfÕ°ÑnÏ

K1 ∈ B(K0, ε0)
èsÍsÕ¶ÎcÎFÓfÑ

ε1 = min

{

dist (K1, B(K0, ε0)
c) ,

d

4

}

,

ÔfÕ°ÑnÏ!Ø*ä�Ñ9×¡Ò�ä�ã
B(K1, ε1) ⊂ B(K0, ε0)

è 
�Ô�Û�Ó�×�ä�ÓfÎÚÑ;×�Ófã�ÔfÎ ÓfÑnÑªÔfÕ°×¡Ô�Ô�Õ¶Ñ$ÛæÏDÔ�ÑnÒ�Ðv×�ä�Ó
Yi = (yj − ε1, yj + ε1)

ï
Zi = (zj − ε1, zj + ε1)

ëúÎ�Ò
1 ≤ j ≤ k

×�ÒfÑ�×�äæä=ÝpÛ�Ó��_ÎFÛæÏDÔ;è � ä�ÓfÎ
ø¶épÔ

Xi = (xi − ε1, xi + ε1)
ëúÎ�Ò�ÑnÐFÑnÒ�ã

1 ≤ i ≤ n
è

� ÎKù ùsÑåØnä�×�Ûæá ÔfÕ°×¡Ô
B(K1, ε1) ∩ N = ∅

ïsù�Õ¶Û�Ø#Õ!ù�Ûæä�ä /°Ï°Û�ÓfÕ�ÔfÕ¶Ñ.ø°ÒfÎcÎ¡ë_èl%0Ñ*Ô
K ∈ B(K1, ε1)

ê7Ñ	×¡Ò�ê¶ÛæÔfÒ#×¡Ò�ã�è�ÍsäæÑ;×¡Ò�äæã
K ⊂

⋃n

i=1 Xi ∪
⋃k

j=1 Yj ∪
⋃k

j=1 Zj

ï¶×�Ï°Ý
KÛ�ÏFÔ�ÑnÒ#ÓxÑ;Ø�Ô#Ós×�äæä7ÔfÕ°Ñ9ÓfÑlÛ�ÏDÔfÑnÒ�ÐK×¡ä�ÓnèT%�ÑnÔ

f : R → R
êHÑ�×/Ø*Î�ÏDÔ�Ò�×FØ�ÔfÛ�Î�Ï�Î¡ë0Ò#×KÔ�ÛæÎ�×KÔsá
ÎDÓ_Ô

r
è

�lÑnÏ¶Î�ÔfÑ
êcã
mY

4 ÒfÑ;Óxø�è
mZ

6dÔ�Õ¶Ñ
Ïcé¶á)ê7ÑnÒ�Î�ësÛ�ÏFÔ�ÑnÒ�ÐK×¡ä�Ó
Yj

4 ÒfÑ;Óxø0è
Zj

6�á
Ñ*Ô�êcãÚÓxÎFá
Ñ
f(I)

ïFù�Õ¶ÑnÒ�Ñ
I
Ò�×�Ï¶ç�Ñ;ÓOÎKÐ�ÑnÒOÔ�Õ¶Ñ

Xi


 Ónï
Yj


 Ó�×�Ï°Ý
Zj


 Ó9è 	 Ñ�ù�Û�äæä°êHÑdÝpÎFÏ¶Ñ2Î�Ï°ØnÑ�ùsÑ�ÓfÕ¶ÎKù
ÔfÕH×KÔ

mY < k
Î�Ò

mZ < k
è

� ÓfÛæÏ°ç
ε1 ≤ d

4

×�Ï°Ý 4 õ 6¤ù¤Ñ]Î�êpÔ#×¡Û�Ï

diam



f(

k
⋃

j=1

Yj)



 < diam





k
⋃

j=1

Yj



 = (k − 1)d + 2ε1 ≤ kd − 2ε1 ≤
4 ��6

≤ dist({y1, . . . , yk}, {z1, . . . , zk}) − 2ε1 = dist(

k
⋃

j=1

Yj ,

k
⋃

j=1

Zj),

ÓfÎ
f

(

⋃k

j=1 Yj

) Øn×�Ï¶Ï¶Î�ÔOÛ�ÏDÔfÑnÒ#ÓfÑ9Ø�Ô�ê7Î¡ÔfÕ ⋃k

j=1 Yj

×�Ï°Ý ⋃k

j=1 Zj

è���ëHØ*ÎFé¶Ò�ÓfÑ�ïvÔ�Õ¶Ñ�Óf×�á
Ñ
Õ¶ÎFä�Ý¶Ó¤ëúÎFÒ

f
(

⋃k

j=1 Zj

) ï°ÓfÎ
ù�ÛkÔ�Õ¶Î�épÔdä�ÎFÓ�Ó2Î¡ëOç�Ñ9Ï¶ÑnÒ#×¡ä�ÛkÔ_ã�ù¤Ñ]á�×vã�×�Ó�Óxé°á�Ñ�Ô�Õ°×KÔ





k
⋃

j=1

Yj



 ∩ f





k
⋃

j=1

Yj



 = ∅
ÎFÒ





k
⋃

j=1

Yj



 ∩ f





k
⋃

j=1

Zj



 = ∅.
4 í 6

Ù¶ÎFÒ
1 ≤ j1 < j2 ≤ k

ùsÑlÕ°×vÐ�Ñ
dist(Yj1 , Yj2) ≥ d− 2ε1 ≥ 2ε1

ïpÓxÎ/Ûkë
I
Û�Ó¤×¡Ï�Û�ÏDÔfÑ9ÒfÐK×¡ä

Î¡ë�ä�ÑnÏ¶ç�ÔfÕ
2ε1

ÔfÕ°ÑnÏ
f(I)

Øn×�Ï¶Ï¶Î¡Ô�Û�ÏDÔfÑnÒ#ÓfÑ9Ø�Ôdê7Î¡Ô�Õ
Yj1

×¡ÏHÝ
Yj2

è �åÎFÒfÑ9ÎKÐ�Ñ9Ò9ïDÛkë
H ⊂ RÛ�ÏFÔ�ÑnÒ#ÓxÑ;Ø�Ô#Ó

t
á�×¡Ïcã
ÝpÛ�Ó_Ô�ÛæÏ°Ø*Ô

Yj

Û�ÏDÔfÑnÒ�ÐK×¡ä�ÓnïFÔfÕ°ÑnÏªØnäæÑ;×¡Ò�äæã
diam(H) > d(t− 1)− 2ε1 >

d(t − 1) − d = d(t − 2)
ïpÕ°ÑnÏ°ØnÑ

t <
diam(H)

d
+ 2.

4 ñ 6

ñ



	 Ñ�ùsÎFé¶ä�Ýªä�Ûæ÷FÑlÔ�Î�×¡ø¶ø¶ä�ãÀÔ�Õ¶Û�Ó¤ÔfÎ
f

(

⋃k
j=1 Yj

) ×¡ÏHÝ
f

(

⋃k
j=1 Zj

) èsÍsäæÑ;×¡Ò�äæã

diam



f(

k
⋃

j=1

Yj)



 ≤ rdiam





k
⋃

j=1

Yj



 = r[(k − 1)d + 2ε1] ≤ rkd,

ÓfÎ�êcã 4 ñ�6
f

(

⋃k
j=1 Yj

) Øn×�ÏÚÎFÏ¶äæã$á
ÑnÑnÔ	×KÔ]á�ÎDÓ_Ô
rk + 2

á�×�ÏDã
Yj


 Ónï�×�Ï°ÝÚÓfÛ�á�Û�ä�×¡Ò�äæã
ëúÎ�Ò

f
(

⋃k

j=1 Zj

) è

hÏ�ë¾×�Ø*Ô9ïDêcã 4 í 6�ùsÑdÎFÏ¶ä�ã/Ï¶Ñ9Ñ9Ý
Ô�Î)Øn×�ä�Øné¶ä�×KÔfÑ�ù�ÛkÔ�ÕÀÎ�Ï¶ÑlÎ¡ë=ÔfÕ°Ñ9ÓfÑdÔ_ù¤Î
×¡á
ÎFé¶ÏDÔ�Ó9ï¶×¡Ï°Ý»×¡äæÔfÎFç�Ñ*Ô�Õ¶ÑnÒ2ù¤Ñ]Î�êpÔ#×¡Û�Ï

mY < rk + 2 + n,

ù�Õ¶Ñ9ÒfÑ
n
Ø*Î�á
Ñ;Ó�ëúÒfÎFáâÔfÕ¶Ñ

Xi


 Ó9èÀÖ¤épÔ	êcã 4 ð 6
rk + 2 + n < k

ï0ù�Õ¶Û�Ø#Õ /°Ï¶Û�ÓxÕ°Ñ9Ó]Ô�Õ¶Ñ
ø¶Ò�ÎcÎ¡ë_è

�

��ü��Gi ��� 2 � �l� Î¡ÔfÑÀÔfÕ°×¡Ô	Ûkë�ÑnÐFÑnÒ�ãÚØ*ÎFÏDÔfÒ#×�Ø�Ô�ÛæÎFÏ
f : X → X

Û�Ó	ØnÎ�Ï°ÓxÔ�×�ÏDÔ9ï{ÔfÕ¶Ñ9Ï
XØ*ä�Ñ9×�Òfä�ã�Õ°×FÓ¤ÔfÕ¶Ñ	Ö2×¡ÏH×�Ø#ÕªÙOÛæÜpÑ9Ý»Þ�Î�Û�ÏFÔdÞPÒfÎFøHÑ9ÒxÔ_ãFè

��
 ü����Kü���2G�32 � �w� $ ���(�v���>" �q
Q� � �I�i��� � �E�(� Gδ

�E�E"
X ⊂ R ? �!"�� "��w� ��
���
��������������

� � �!�#" �%$&��' � $ "�) ��� �O$ � � �<� $ 	 X ⊂ [0, 1]

O�y� ���O� $ ) � � �#" $ 
��E"@� � � @ 
 '�' �!���

X
�!�#" �

�!" �J��� = ���q� � ����"o
O�d" �
!"�O� �$#&� %0Ñ*Ô

K ⊂ R
êHÑ	×
Ï¶ÎFÏ¶Ñná
øpÔ_ã»Ø*ÎFá�øH×�Ø�ÔdÓfÑ*Ô�Ófé°Ø#Õ»ÔfÕ°×¡ÔdÏ¶Î�ø7Î�ÒfÔfÛ�Î�Ï$Î¡ë

K
Øn×¡Ï

ê7Ñ]ØnÎKÐ�Ñ9ÒfÑ;ÝÀêcã�×
Ø*ÎFÏFÔ�Ò�×FØ�Ô�ÛæÐFÑ�Û�á
×�ç�Ñ]Î¡ë
K
è�à2Õ¶Ñ9Ï

K
Û�Ó�Ø*ä�Ñ9×�Òfä�ã�Ï¶ÎKù�Õ¶Ñ9ÒfÑ]ÝpÑnÏHÓxÑFè %�Ñ*Ô

X = (K + Q)c ∩ [0, 1],

ÔfÕ°ÑnÏ
X
Û�Ó

Gδ

è � Ó
K + Q

Û�Ód×
Ï¶ÎFÏ¶Ñná
øpÔ_ã$ÓfÑ*ÔdÎ¡ë�Ô�Õ¶Ñ /°Ò#Ó_ÔlØ9×KÔ�Ñnç�ÎFÒfãFïcÛkÔ�Û�ÓdÏ°Î¡ÔdÎ�ø7ÑnÏ
Û�Ï

[0, 1]
ïDÕ°ÑnÏ°ØnÑ

X
Û�Ó2Ï¶Î¡Ô�ØnäæÎDÓxÑ;Ý¥è

� ÎKù�ïFäæÑnÔ
f : X → X

ê7Ñ�×�Ï¶ÎFÏ��hØ*Î�ÏHÓ_Ô#×¡ÏDÔ�Ø*Î�ÏDÔ�Ò�×FØ�ÔfÛ�Î�Ï0è � Ós×¡ê7ÎKÐ�ÑFï¡äæÑnÔ
f̃ : R → Rê7Ñ�×�Ø*ÎFÏFÔ�Ò�×FØ�Ô�ÛæÎFÏ(Ñ*ÜcÔfÑ9Ï°ÝpÛ�Ï¶ç

f
è � Ó

X
Û�Ó»ÝpÑ9Ï°ÓxÑ�Û�Ï

[0, 1]
ïlùsÑßÕ°×vÐ�Ñ

f̃([0, 1]) ⊂
[0, 1]

è 	 Ñ�Øn×¡Ï�Ø*ä�Ñ9×�Òfä�ã.×�Ó�Óxé°á�Ñ)ÔfÕ°×¡Ô
f̃
Û�Ó�Ø*Î�ÏHÓ_Ô#×¡ÏDÔlÎFÏ

(−∞, 0]
×�Ï°Ý

[1,∞)
ï¥Õ¶ÑnÏ°ØnÑ

ran(f̃) ⊂ [0, 1]
èOà2Õ¶Ñ9Ï

ran(f̃ )
Û�Ó¤×	Ï°Î�Ï°ÝpÑ9ç�Ñ9Ï¶ÑnÒ#×KÔ�Ñ�ÛæÏDÔfÑ9ÒfÐK×�ä

I ⊂ [0, 1]
è�Þ�Û�Ø#÷

q0 ∈ QÓfÎ ÔfÕ°×¡Ô
(K + q0) ∩ int(I) 6= ∅

è � Ó
f̃(X) ⊂ X

ï�ù¤ÑÚÕH×vÐ�Ñ
Xc ∩ I ⊂ f̃(Xc)

ï
ÓfÎ

(K + q0) ∩ I ⊂ (K + Q) ∩ I ⊂ f̃(K + Q) ∪ {f̃(0), f̃(1)} =
⋃

q∈Q f̃(K +

q) ∪ {f̃(0), f̃(1)}
è&�pÛæÏ°ØnÑ

K
Û�Ó�Ï¶ÎKù�Õ°ÑnÒ�Ñ/ÝpÑ9Ï°ÓxÑFï7ÔfÕ¶Ñ9ÒfÑ�Û�Ó�×ªÏ¶Î�Ï°Ý¶Ñnç�Ñ9Ï¶ÑnÒ#×KÔ�Ñ	Û�ÏFÔ�ÑnÒ�ÐK×¡ä

[a, b] ⊂ int(I)
Û�ÏFÔ�ÑnÒ#ÓxÑ;Ø�Ô�ÛæÏ¶ç

K + q0
ÓxéHØ#Õ�Ô�Õ°×KÔ

a, b /∈ K + q0
è5à2Õ¶ÑÚØnäæÎDÓxÑ;Ý�ÓfÑ*Ô

[a, b]∩(K+q0) ⊂
⋃

q∈Q f̃(K+q)∪{f̃ (0), f̃(1)}
ï¡ù�Õ¶Û�Ø#Õ/Û�Ó�×lØnÎKÐ�Ñ9ÒfÛ�Ï¶ç�êcã)ØnÎ�é¶ÏDÔ#×¡ê¶ä�ã

á�×¡ÏcãåØ*ä�ÎFÓfÑ9Ý.ÓfÑ*Ô#Ónï=Õ¶Ñ9Ï°Ø*Ñ�êcã$ÔfÕ¶Ñ
Ö2×¡Û�ÒfÑ�Í¤×KÔ�Ñnç�ÎFÒfã»à2Õ¶ÑnÎFÒfÑ9á,Î�Ï¶Ñ�Î¡ë�Ô�Õ¶Ñná ØnÎKÐ�Ñ9Ò�Ód×
ø7Î�ÒfÔfÛ�Î�Ï»Î¡ë

K + q0
ïpù�Õ¶Û�Ø#ÕåØ*Î�ÏDÔ�Ò�×FÝpÛ�Ø*Ô�ÓsÔfÕ°Ñ	Ø#Õ¶Î�Û�Ø*Ñ]Î¡ë

K
è

�

��
 ü����Kü���2G�DC � �w� $ � �(�v���>" �+
 � � ���i��� � �E��� Fσ

�;:�<;�E�E" �>=
[0, 1] ? �!"��
"��w� � 
O�y
����

�,�����(� � � �!�d" � $&�(' � $ "@) �

ö



!"�O� �$#&� � çD×¡Û�Ï�ïcäæÑnÔ
K ⊂ R

êHÑ]×/Ï¶Î�Ï¶Ñ9á
øpÔ_ã�Ï¶ÎKù�Õ¶Ñ9ÒfÑ�Ý¶ÑnÏ°ÓfÑ�ØnÎ�á
ø°×FØ�Ô¤ÓfÑ*Ô�Ófé°Ø#ÕÀÔ�Õ°×KÔ
Ï¶ÎªøHÎFÒxÔ�ÛæÎFÏ.Î¡ë

K
Øn×�ÏÚê7Ñ�ØnÎKÐ�ÑnÒ�Ñ9Ý$êcãå×»Ø*Î�ÏDÔ�Ò�×FØ�ÔfÛ�Ð�Ñ�Û�á�×¡çFÑ)Î¡ë

K
è�à2Õ¶ÑnÏ�Ø*ä�Ñ9×�Òfä�ã

KÕ°×FÓ�Ï¶Î$Û�ÓxÎFä�×¡ÔfÑ;ÝåøHÎFÛæÏDÔ#Ónï�ÓfÎ
K
Û�ÓlÕ°Î�á
ÑnÎFá�ÎFÒfø°Õ¶Û�Ø	ÔfÎªÔfÕ¶Ñ�Í¤×�ÏFÔ�Î�Ò]ÓxÑnÔ�ì�ð�ð�ï��cè í¡î�è 	 Ñ

Øn×�Ï»ØnäæÑ;×¡Ò�äæãÀ×FÓfÓfé¶á
Ñ�ÔfÕ°×¡Ô
min(K) = 0

×¡Ï°Ý
max(K) = 1

è %�ÑnÔ
{In}n∈N

ê7Ñ�ÔfÕ¶Ñ	ÓfÑ*Ô
Î¡ë�Ø*ÎFÏFÔ�ÛæçFé¶Î�éHÓsÎFøHÑ9Ï$ÛæÏDÔfÑ9ÒfÐK×�ä�Ó2Î�ë

K
è'�pÑ*Ô

X = ∪n∈NIn.

à2Õ°×¡Ô¤Û�Ónï
X
Û�Ó �

[0, 1] \K
ø¶äæéHÓ¤ÔfÕ¶Ñ�ÑnÏ°Ý¶øHÎFÛæÏDÔ�Ó 
�è�à2Õ¶Û�Ó2ÓfÑ*Ô2Û�Ó2ØnäæÑ;×¡Ò�äæã

Fσ

ïp×¡ÏHÝÀÛæÔ2Û�Ó¤Ï¶Î¡Ô
Ø*ä�ÎFÓfÑ9Ý�ï¶×�Ó2ÛæÔdÛ�Ó�ÝpÑ9Ï°ÓfÑ�Û�Ï

[0, 1]
ê°épÔdÎ�Ï¶ä�ã�ØnÎ�ÏDÔ�×�ÛæÏ°Ó�ØnÎ�é¶ÏDÔ#×¡ê¶ä�ãÀá�×¡ÏcãÀø7Î�Û�ÏDÔ�Ó2Î¡ë

K
è


hÏªÎFÒ�Ý¶ÑnÒsÔfÎ
ÓxÕ¶ÎKù!Ô�Õ°×KÔ�ÛæÔ�Õ°×�ÓsÔfÕ°Ñ�Ö2ÙOÞ�Þ!äæÑnÔ
f : X → X

ê7Ñ�×/ØnÎ�ÏDÔfÒ#×�Ø*ÔfÛ�Î�Ï�ïc×¡Ï°Ý
×�ÓP×¡ê7ÎKÐ�Ñ�ïFäæÑnÔ

f̃ : R → [0, 1]
ê7Ñl×�ØnÎ�ÏDÔfÒ#×�Ø*ÔfÛ�Î�Ï
Ñ*ÜcÔfÑ9Ï°ÝpÛ�Ï¶ç

f
4 Õ¶Ñ9ÒfÑdù¤Ñdé°ÓfÑ�×�çF×¡Û�Ï�ÔfÕ°×¡Ô

X
Û�Ó�Ý¶ÑnÏ°ÓfÑ�ÛæÏ

[0, 1]
60Ô�Õ°×KÔ�Û�Ó�Ø*ÎFÏ°ÓxÔ�×¡ÏDÔ�Î�Ï

(−∞, 0]
×¡Ï°Ý

[1,∞)
è 
�ë

f̃
Û�ÓPØ*Î�ÏHÓ_Ô#×¡ÏDÔ�ÔfÕ¶Ñ9Ï

ù¤Ñ)×¡Ò�Ñ)ÝpÎFÏ¶Ñ�ï7Î¡Ô�Õ¶ÑnÒ�ù�Û�ÓfÑ
ran(f̃)

Û�Ó�×�Ï¶Î�ÏHÝpÑnçFÑnÏ¶Ñ9Ò�×¡ÔfÑ	Û�ÏDÔfÑnÒ�ÐK×¡ä
I ⊂ [0, 1]

è 
�ë
I ⊂ XÔfÕ°ÑnÏ 4 êcã»Ø*Î�Ï°Ï¶Ñ9Ø*ÔfÑ9Ý¶Ï¶Ñ9Ó�Ó 6¤ù¤Ñ�Õ°×vÐFÑ

I ⊂ In0

ëúÎFÒdÓxÎFá
Ñ
n0 ∈ N

ï°×¡ÏHÝ»ÔfÕ¶Ñ9ÒfÑnëúÎ�Ò�Ñ
f�In0Õ°×FÓ�×q/°ÜcÑ;Ý»øHÎFÛæÏDÔ9è

�cÎ ù¤Ñ Øn×�Ï ×�Ó�Óxé°á�Ñ
Xc ∩ I 6= ∅

è à2Õ°ÑnÏ é°ÓfÛæÏ°ç ×¡çD×¡Û�Ï ÔfÕ°×¡Ô
X

Û�Óß×(é¶Ï¶Û�Î�Ï
Î¡ë)ØnäæÎDÓxÑ;Ý(Û�ÏFÔ�ÑnÒ�ÐK×¡ä�Ó�ù¤ÑßÎFêpÔ�×�ÛæÏ ÔfÕ°×¡Ô

Xc ∩ int(I) 6= ∅
è ÍsÕ¶ÎcÎFÓfÑÚ×�Ï¶Î�ÏHÝpÑnçFÑnÏ¶Ñ9Ò �

×KÔ�Ñ Û�ÏFÔ�ÑnÒ�ÐK×¡ä
[a, b] ⊂ int(I)

ÛæÏDÔfÑ9Ò�ÓfÑ9Ø*ÔfÛ�Ï¶ç
K

ÓfÎ(ÔfÕH×KÔ
a, b /∈ K

è �cÛ�á
Ûæä�×¡Ò�ä�ã?×FÓ
×¡ê7ÎKÐ�ÑFï

Xc ∩ I ⊂ f̃(Xc) ⊂ f̃(K)
è � Ó)ÔfÕ°Û�Ó�ä�×�ÓxÔ
ÓfÑ*Ô�Û�Ó
Ø*ä�ÎFÓfÑ9Ý�ï

Xc ∩ I ⊂ f̃(K)
è

�cÑnÔ
E =

⋃

n∈N

(

In \ In

) �	Ô�Õ°×KÔ.Û�Ó9ï�Ô�Õ¶Ñ ÓxÑnÔ$Î�ë/Ñ9Ï°Ýpø7Î�Û�ÏFÔ#Ónèâà2Õ¶Ñ9Ï
K ∩ [a, b] =

(K \ E) ∩ [a, b] = Xc ∩ [a, b] ⊂ Xc ∩ I ⊂ f̃(K)
ï�ù�Õ¶Û�Ø#Õ Û�ÓªÛæá
ø7ÎFÓ�ÓxÛ�ê¶ä�Ñ.êcã�ÔfÕ¶Ñ

Ø#Õ¶ÎFÛ�ØnÑlÎ�ë
K
è

�

�Ô�Û�Ódù¤Ñnä�ä�÷cÏ¶ÎKù�Ï�ìæðFð¡ïI�°èæðFð*î�Ô�Õ°×KÔdÔ�Õ¶ÑnÒ�Ñ�Û�Ó�×�Ø*ÎFá
ø¶äæÑnÔfÑ�á
Ñ*Ô�ÒfÛ�Ø�Ñ ,Fé°ÛæÐK×¡ä�ÑnÏDÔ�Ô�Î�ÔfÕ¶Ñ

é°Ófé°×¡äPÎ�Ï¶ÑÀÎFÏ ×.ÓxÑnÔ
X ⊂ Rn

Û �
X
Û�Ó

Gδ

èÚÍsÎFá)ê¶Û�Ï¶Û�Ï¶ç$ÔfÕ¶Û�Ó�ë¾×FØ�Ô)ù�ÛæÔfÕ�Ô�Õ¶Ñ�×�êHÎKÐFÑ
ÔfÕ°ÑnÎ�Ò�Ñná ×¡Ï°Ý»à2Õ¶ÑnÎFÒfÑ9á õpè í
ùsÑ]ÎFêpÔ�×�ÛæÏªÔfÕ¶Ñ]ëúÎFäæä�ÎKù�Û�Ï¶ç°è
� ���O����� i ��� 2 ��� � �#� $ �f���f
�< � :T�y����� � �O$ ��� *B���<�E�

Fσ

- �;:�<��J�E" �J=
R ? �!"�� "��w�%��
���
����

�,�����(� �f� �!�#" �%$&�(' � $ "�) "!�#
O" ���g� � ",� �A@f' � �J"o� ? �!"�� $ ��� ' ���E" " � 
��#) ����:T� �<
A� �E�#" @ �J" $ ��� �
ÙOÛæÏ°×�äæä�ãåù¤Ñ�ÓfÕ¶ÎKù ÔfÕH×KÔ�ÑnÐFÑnÏÚ×ªÏ¶Î�Ï°á�Ñ;×�Ófé¶Ò#×¡ê¶ä�Ñ)ÓfÑ*Ô�Øn×¡ÏßÕ°×vÐ�Ñ)ÔfÕ¶Ñ
Ö2ÙOÞ�Þ�è � ÓfÑ*Ô

B ⊂ [0, 1]n
Û�Ó/Øn×¡ä�ä�Ñ9Ý�× � � $ ����"o�E�!�G�E�J"�Ûæë

B ∩ F 6= ∅
×�Ï°Ý

Bc ∩ F 6= ∅
ëúÎ�Ò	Ñ9Ð�ÑnÒ�ã

é¶Ï°ØnÎ�é¶ÏDÔ#×¡ê¶ä�Ñ	Ø*ä�ÎFÓfÑ9Ý»ÓxÑnÔ
F ⊂ [0, 1]n

è 
�Ô�Û�Ó�ù¤Ñnä�ä�÷cÏ¶ÎKù�ÏªÔfÕ°×¡Ô�ÑnÐFÑnÒ�ã�Ö¤ÑnÒ�Ï°Ó_Ô�ÑnÛ�ÏåÓxÑnÔdÛ�Ó
Ï¶ÎFÏ¶á
Ñ9×�Ófé¶Ò#×¡ê¶ä�Ñ�ìæð��Dï°ñpè �Kî 4 ù�Õ¶Û�Ø#Õ$ù¤Î�Ò�÷pÓPëúÎFÒ

[0, 1]n
ÛæÏ°ÓxÔfÑ;×�ÝªÎ¡ë

R
6�è

��
 ü����Kü���2G��� � ��$ ���O� $ ) �!�#"o�m�v� $
n > 0

"��w� $ �^�&�v���>" �k
 � � � @ ��
 �;: $ 
 <�� �c�E�J"%�!�
Rn

? �!"�� "!�#��� 
O��
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