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TANANYAG — 2013/14 ELSO FELEV

(1) Komplexusok, homolégia funktor, lanc-homotopia, lanc homotop ek-
vivalencia. (2l szakasz)

(2) CW-komplexusok, Whitehead tétele, minden folytonos fiiggvény ho-
motop egy CW-fiiggvénnyel. (4l szakasz)

(3) fokszam. (I3l szakasz)

(4) CW-lanc-komplexus, CW-homologia, CW-kohomolégia. AW funk-
torialitasa. Kobordizmusok, homotopidk. (5l szakasz)

(5) Modulusok tenzor szorzata, hom funktor, tulajdonsagaik. Végesen
generalt abelcsoportok.

(6) Mayer-Vietoris sorozat. (211 szakasz)

(7) Szingularis szimplexek, ev : S(X) — X gyenge homotop ekvivalen-
cia. (I6l szakasz)

(8) Szingularis-lanc-komplexus, homoldgia, kohomologia. ({7 szakasz)

(9) Differencial formak, de Rham komplexus. Stokes tétel, Poincaré
lemma, de Rham tétel. (20 szakasz)

(10) Peldak. (B0l szakasz/1.-15. Feladatok, + sok-sok H.F.)

TANANYAG — 2013/14 MASODIK FELEV

(1) Ket6s komplexusok, totalis komplexus, hosszu egzakt sorozat: Bl De-
finiciotol Konvencioig.

(2) Lanc-ekvivalencia ettés komplexusokkal: Tétel, Kovetkez-
mény, Kovetkezmény.

(3) Cech kohomologia: Konstrukcio, [9.3] Definicio, és a[I9.5] Tétel
az els6 (algebrai) bizonyitassal.

(4) DeRham izomorfizmus: Feladat, Tétel, Tétel,
Feladat. Vigyéazat: az 6ran mas bizonyitas volt, mint a jegy-
zetben!

(5) Két soros kettds komplexusok: Definicio, Tétel, és bizo-
nyitas nélkiil a[3.28 Tétel.

(6) Projektiv, injektiv, lapos felol dasok: Ml szakasz.



ALGEBRAI TOPOLOGIA 3

(7) Tenzor-szorzat komplexus, Tor funktor: Bl szakasz.
(8) Homomorfizmus komplexus, Ext funktor: [0 szakasz.
(9) Univerzalis Egyiitthato Tételek: [l szakasz, 23l szakasz.
(10) Kiinneth Formulak: @ szakasz, szakasz.
(11) Kiils6 szorzas: B szakasz, szakasz.
(12) Csésze és sapka szorzas, azonossagok: szakasz.
(13) Leray-Hirsch tétel: szakasz.
(14) Poincaré dualitas: szakasz. Csak azokat a bizonyitasoka kérem,

amik szerepeltek az o6ran.

1. KONVENCIOK

o

1.1. Konvenci6. Ebben a jegyzetben minden gyirid egységelemes és
kommutativ, kivéve, ha expliciten megengediink nem-kommutativ gyi-
riket. féidedlgytird alatt mindig kommutativ, egységelemes, nulloszto
mentes féidedlgyirit értink.

Sajnos a topologidban bevett szokas, hogy also, és folsé indexeket is
hasznalnak a komplexusokban. Mi is igy tesziink!

1.2. Konvencid. Ha egy komplexus differencidlja index-csokkentd, ak-
kor dltaldban alul indexeljiik, és a differencidlt ha csak lehet O. jeldli.

Ha pedig a komplexus differencidlja indez-noveld, akkor dltaldban fol-
sd indexeket haszndlunk, és tipikusan d jeloli a differencidlt.

Eqy index-csokkentd (alul indexelt) komplexust gy tudunk index-
noveld (folil indexelt) modon irni, hogy az indexeket a negativjukra
cseréljiik és folilre hizzuk (i.e. C, helyett C™"-et irunk). Ugyanezt a
transzformdciot visszafelé is haszndljuk: folsé indexbdl vs tudunk alsot
csindlna.

A diagramokon a nyilak (hacsak lehet) jobbra/folfelé mutatnak. Ezért
az alsé indexek a diagramon balra/lefelé novekednek, a folsé indexek

pedig jobbra/folfelé.

1.3. Konvencié. Komplexusokat F,G, ... szimbolumokkal jelolyik,
lanc-homomorfizmusokat f, g, ... jeloli. Kettds komplexusokat hason-

lo mdodon, K alakban irjuk. Eqy kettds komplexusban a vizszintes diffe-
rencidlt d-vel, a fiiggdlegest 0-val, a totdlis differencidlt pedig dltalaban
D-vel jelélyiik.

2. KOMPLEXUSOK

2.1. Definicié. Egy K komplexus az aldbbi, R-modulusokbdl dllé (mind-
két iranyban végtelen) diagramot jeléli:

| SNl SENL I ‘o SRNL IR ' B
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amelyben d*> = 0 teljesiil (itt d* jeloli d-nek d-vel vald kompozicidjat).
(De haszndalhatunk also indexeket is: [ Konvencid). A K komple-
zus feliilrsl korlatos, ha egy po indextdl kezdve minden p > po indexre
KP =0, és alulrdl korlatos, ha egy ng indextdl kezdve minden n < ng
indexre KP = 0. Azt mondjuk, hogy KC' valamerrdl kotlatos, ha a két
korlatossdgi feltétel kozil az eqyik teljesiil.
Legyen L' egy mdsik komplexus. Egy f : K — L lanc-homomorfizmus

a kévetkezd kommutativ diagramot jeloli:

o4 142 4 p3 d

A A

O —L et 4 ez 4 g3

Ldanc-homomorfizmusok eqy K L5 £ M sorozata egzakt, ha a
benne szerepld K" I £ L M sorozatok mind egzaktak.

2.2. Definici6. Ebben a jegyzetben Ab jeldli az Abel csoportok katego-
ridjat, és &Q jeléli az Abel csoport komplexusok kategoridjdt.

2.3. Definici6. Legyen K egqy komplerus. Az n-edik homolégidja a
kévetkezd hdnyados-modulus:

H'(K) = Ker (K" =% K1) /Tm (K" = &)

Minden K -1 ldnc-homomorfizmus meghatdroz egy

H"(f): HY(K) — H"(L)
homomorfizmust: ha k € K" reprezentdlja a ke H'(K') elemet, akkor
f(k) reprezentdlja a képét, H™(f) (k) -t.  Ezzel a definicioval H™ egqy
kovarians funktor a komplexusok kategoridjabol a modulusok kategori-
ajaba.

2.4. Konvencid. Ha az L. komplexust alul indexelyik, akkor a homoldgia-
modulusait is alsd indexszel irjuk: Hy,(L.).

2.5. Feladat. Bizonyitsd be, hogy a [2.3. Definicioban f(k) valdban
reprezentdl egy homoldgia-osztdalyt (azaz d(f(k)) =0), és ez az osztdly
nem fiigg k-tél, csak a homoldgia-osztalydtdl, k-tél. Bizonyitsd be, hogy
H™ tényleg funktor: kompatibilis a ldnc-homomorfizmusok kompozicio-
javal.

2.6. Tétel. Legyen 0 — K I L M0 komplexusok egy
rovid egzakt sorozata. Fhhez tartozik eqy hosszi egzakt sorozat, ami
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funktorialisan| fiigg az eredeti sorozattol:

HL(f) H" ' (g)

------ () H (L) (M)
( - J
H(K) H"(f") HY(L) H"(g°) H* (M)
- J
Hn+1(}c-) HYH(f) H"+1(£') H™(g) Hn—l—l(M-) ......

Itt a 6* hatar-homomorfizmus definicioja: ha m € M™ reprezentdl egy
m € H" (M) homoldgia elemet, akkor a 6*m € H" ™ (K) elemet

1 (g m))) € K

reprezentdlja. Ebben a formuldban f=* és g~*

lyik dskép valaszthato.

nem eqyértelmd, barme-

2.7. Feladat. Diagram vadaszat! Ldsd be, hogy a[2.4. Tételben a for-
mula valoban egy homoldgia-osztalyt reprezentdl, és a kapott 0*m osztdly
nem fiigg a vdlasztdsoktol.

2.8. Feladat. Diagram vadaszat! Ldsd be, hogy al2.0. Tételben szerepld
sorozat valoban egzakt.

2.9. Lemma (5-lemma). Tegyik fel, hogy az alabbi diagram (eldjel
erejéig) kommativ, a sorai egzaktak, és a gorog betivel jelolt fiiggdleges
nyilak mind izomorfizmusok. Ekkor az otodik (betd nélkili) figgdleges
nyil is 1zomorfizmus.

A B C D E

o I A

X Y Z U Vv
2.10. Feladat. Diagram vadaszat! Ldsd be a[2.9. Lemmat!

2.11. Feladat. Legyen 0 - A" — B — C — 0 komplezusok egy rovid
egzakt sorozata. Bizonyitsd be, hogy ha a hdrom komplexus kézil kettd
egzakt, akkor a harmadik is az!

Otlet: Kovetkezik a 26 Tételbsl. Masik lehetdség: egyszert diagram
vadaszat. 0


http://en.wikipedia.org/wiki/Functor
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2.12. Definici6. Egy f: K — L ldnc-homomorfizmust lanc-ekvivalencianak
neveziink, ha H"(f") izomorfizmus minden n-re. A K", M" komplexu-

sok lanc-ekvivalensek, ha ldnc-ekvivalencidk egy ldncolataval dsszekdt-
hetdk:

KX o Xy e X s M

2.13. Megjegyzés. A [2.12. Definicicban elegendd lenne két lépéses
lancolatokat haszndlni (azaz n = 1). Ha a komplezusok kategoridjdt
ugy modositjuk, hogy a lanc-ekvivalencidkat izomorfizmusokkd tessziik
(tehdt bevezetjik az inverziiket, és az azokbol kiszamithato dsszes kom-
pozicidt is), akkor a modulus-kategoria |derivdlt kategdridjahoz jutunk.

2.14. Definici6. Legyenek f,g : K — L ldnc-homomorfizmusok.
Azt mondjuk, hogy f €s g lanc-homotépok, ha van kéztik egy lanc-
homotopia, azaz egy b : K — L~ ldnc-homomorfizmus amire

dh +hd=f —g

Azt mondjuk, hogy f~ homotop ekvivalencia, ha van homotopia inverze,
azaz ha van olyan f : L — K lanc-homomorfizmus, amelyre az of'
€s a f o f kompoziciok homotop ekvivalensek a L' illetve a K identitds
lanc-homomorfizmusdval.

2.15. Tétel. Ha f',g : K — L ldnc-homotop lanc-homomorfizmusok,
akkor H*(f) = H™(g') mindenn-re. Ha f homotop ekvivalencia, akkor
lanc-ekvivalencia.

2.16. Feladat. Bizonyitsd be a[2.13. Tételt.

2.17. Kévetkezmény. Azt mondjuk, hogy a K komplexus pontrahtiz-

hato, ha a K 2y K identitds lanc-homomorfizmus homotop ekvivalens
a nulla ldnc-homomorfizmussal. Eqy pontrahizhato komplexus egzakt.

Bizonyitds. A nulla komplexus rész-komplexusa IC-nak, és a 0 — K
beagyazas egy homotoép ekvivalencia. Alkalmazzuk a 2.5 Tételt. [

2.18. Feladat. Ldsd be a [217. Kovetkezményt kézvetleniil, diagram
vaddszattal.

2.19. Megjegyzés. A 210 Tétel tamasztja ald azt a filozofidt, hogy
eqy komplexust barmikor kicserélhetink egy vele lanc-ekvivalensre. Spe-
cialis eset: eqy modulus helyett dolgozhatunk egy projektiv vagy eqy in-

jektiv felolddsdval (lasd a[4.3 Definicict és a[4.3 Definicidt).


http://en.wikipedia.org/wiki/Derived_category
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3. KETTOS KOMPLEXUSOK

3.1. Definicié. Egy K~ kettSs komplexus az aldbbe sikbeli kommutativ
diagram, amelynek minden sora és minden oszlopa komplexus (azaz
d0=0d, d* =0 ¢és9? =0).

A K kettds komplexus atlosan korlatos, ha minden n-re a KPP mo-
dulusok kozott csak véges sok nem-nulla szerepel.

3.2. Példa. A K kettds komplexus dtlésan korldtos, ha taldlunk hozzd
eqy B korldtot, amelyre a kovetkezd feltételek valamelyike teljesiil:

e KP1 = 0 wahdnyszor max(p,q) > B. A diagramon ezt gy
latjuk hogy a nem-nulla elemek eqy bal-also 1ranyi sik-negyedben
élnek. (Alul indexelt kettds komplexusokndl ez megfordul, jobb-
felsd irdnyi lesz. Ldsd az[1.2. Konvencidt.)

e K71 =0 wvalahdnyszor min(p, q) < B. A diagramon ezt gy ldt-
Juk hogy a nem-nulla elemek eqy jobb-felsd iranyi sik-negyedben
élnek.

e P = ( valahdnyszor |p| > B. A diagramon ezt igy ldtjuk hogy
a nem-nulla elemek eqy vizszintes savban élnek.

3.3. Definicié. Legyen K egy dtlésan korldtos kettds komplerus. K
jeloli a hozzd tartozo totalis komplexust:

K'= @ Kk, Dk=dk+(-1)0k hake K",
pt+g=n
Az dtlosan korldtossdg biztositja, hogy az 0sszegeknek minden esetben
véges sok nem-nulla tagjuk van. Mindez jol lathato az[d. dbrdn abban az
esetban, amikor a nem-nulla poziciok a p,q > 0 siknegyedben taldlhatok.
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1. dbra. Totdlis komplexus

3.4. Definicié. A K~ kettds komplezus [s, t]-szelete, jeldlésben K[s, t]",
eqy kettds komplexus, amelyet gy kapunk K -bol, hogy az s-edik és
a t-edik sor kozotti sdvot megtartjuk, az ezen kivili poziciokba nulldt
irunk (ldsd o [30. Lemma diagramjdt). K[s,t] jeloli az ehhez tartozo
totdlis komplezust. A K kettds komplexus s-edik sordt K[s] jeldli.
Formalisan:

KPPt has<p<t
P9 — — —
Kls, ] _{ 0 Filonben

3.5. Feladat. Ldsd be, hogy a[3.4 Definicioban szerepld q + s kitevd
helyes, azaz

qts

. Kls]?=K[s,s] =K.

3.6. Lemma. Legyen K~ eqy kettds komplexus. Tekintsiik a kilénbozd
szeleteihez tartozo totdlis komplezusokat (lasd a [2. dbrdn). Minden

r < s <t értékre kapunk eqy egzakt sorozatot, ami funktorialisan figg
K -tol:

0 — K[s,t] — K[r,t] — K[r,s—1] — 0


http://en.wikipedia.org/wiki/Functor
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4 f_
Kls. 1]
Klr, t] \
(-
Clr, s — 1§
\ \’

2. dbra. Kettds komplexus szeletei

3.7. Feladat. Diagram vadaszat! Ldsd be, hogy a fenti diagramon

Kl[s,t] részkomplexus KC[r,t] -ban, és a szerinte vett hdanyados izomorf

KIr, s] -tal!
3.8. Feladat. Diagram vadaszat! Miért nem lehet al3.8. Lemma egzakt

sorozatdt forditva irni? Mutasd meg, hogy K[r,s| nem feltétleniil rész-

komplezus K[r,t] -ban, és K[s,t] nem feltétlendil hanyados komplezusa

K[r, t] -nak.

3.9. Konvencid. Gyakran sziikség van arra, hogy egy kettds komple-
zust blokkokbdl épitsiink fel. Az aldbbi sematikus diagramok ilyen kettds
komplexusokat mutatnak. Itt most K, L komplexusok, M pedig egy
kettds komplexus, és a diagramon kivili teriletekre nullakat kell irni:

K o oM

L.
Figyelyik meg, hogy egy komplexust vizszintesen €és fiiggdlegesen is be-
épithetink eqy kettds komplexusba. Természetesen, ha a diagramba irt

komplexusok valamelyik iranyban végtelenek, akkor a beldliik épitett di-
agram is végelen lesz abban az irdnyban (noha a diagramon erre semmi
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nem utal). Az ilyen diagramokon nem tudjuk jeldlni az egyes blokkok
kozt halado differencidlokat, ezért csak olyan helyzetekben haszndljuk
oket, amikor egyértelmi, hogy melyik homomorfizmusokrél van szo.

3.10. Definicié. Legyen f: K — L egy ldnc-homomorfizmus, tekint-
stk a Iﬁ kettds komplexust, amelyben f* a fiiggdleges iranyi
differencidl, és K -t a nulladik sorba irtuk. Az & totdlis komplerusdt az
[ leképezés-kupjanak nevezzik, és C(f') -fel jeloljik. Ha al3.4. Lem-
mdt alkalmazzuk erre a kettds komplexusra, akkor a kovetkezd rovid
egzakt sorozatot kapjuk:

0L '=C(f) =K =0

3.11. Feladat. Ellendrizd, hogy al3.10. Definicioban helyesen irtuk fel
az egzakt sorozatot.

3.12. Feladat. Vesd dssze al3.10. Definiciot a leképezés-kip|szokdsos definiciojdval!

3.13. Lemma. A[Z10 Definicichoz tartozoé hosszi egzakt sorozat (ldsd
al24. Tételben) igy néz ki:

H(C(f)) HI(K)

S T P—

Hatl (C(f)) N Hq+1(]c-) ......

3.14. Feladat. Diagram vadaszat! FEllendrizd, hogy a [3.13. Lem-
ma  diagramgjdn ldthato indexek helyesek! Ldsd be, hogy a 6* hatdr-
homomorfizmus valoban megegyezik H(f")-fel!

3.15. Lemma. FEgy ldnc-ekvivalencia leképezés-kupja egzakt.

Otlet: Ez a lemmat bebizonyithato egyszeri diagram vadaszattal. Egy
masik lehetség, hogy megmutatjuk: a leképezés-kip pontra hizhatod
(lasd a 217 Kovetkezményt). A E
fiiggtleges (identitas)homomorfizmus inverzébdl konnyedén elkészithet-
jik a kivant lanc-homotépiat. Harmadik modszer: azonnal kévetkezik
az allitas abbol az észrevételbdl, hogy a BI3l Lemma egzakt soroza-

kett6s komplexusban a

tdban a ¢* hatar-homomorfizmusok mind izomorfizmusok. O
3.16. Feladat. Dolgozd ki a[3.13. Lemma bizonyitisihoz adott dtle-
teket.

3.17. Feladat. Ldsd be, hogy egy lanc-homomorfizmus pontosan akkor
lanc-ekvivalencia, ha leképezés-kipja egzakt.


http://en.wikipedia.org/wiki/Mapping_cone_(homological_algebra)
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Otlet: Hasznald aBI3 Lemma hosszi egzakt sorozatéat. O

3.18. Feladat. Legyen 0 — K T S M =0 komplexusok
eqy rovid egzakt sorozata. Ldsd be, hogy az f leképezés-kipja homotop
ekvivalens M -mel, a g leképezés-kupja pedig homotdp ekvivalens K -
val.

M.
ﬁ.
iranyu differencial 0-ba viszi — tehat rész-kettds-komplexus. A hanya-
é alaka. Ezért ' — C(f")
részkomplexus, a hanyados pedig az £ =5 £ izomorfizmus leképezés-
kipja, alkalmazhato a[3.15 Lemma.

Hasonlo modon talalhatunk egy sziirjektiv lanc-homomorfizmust C(g°)-

Otlet: K’ részkomplexusa az also soranak, és a fiiggéleges

dos kettés-komplexus pedig

b6l M -re, aminek a magja a K =4 K izomorfizmus leképezés-kipja.
O

3.19. Megjegyzés. Erdemes dsszevetni a leképezés-kiprol szolo fel-
adatokat a|trianguldlt kategoria fogaldmaval.

3.20. Tétel. Tegyiik fel, hogy a K kettds komplezus minden sora eg-

zakt. Ilyenkor K is egzakt, tehdt H™ (IC) = 0 munden n-re. Ugyanez
teljesiil akkor is, ha a sorok helyett az oszlopok egzaktak.

3.21. Feladat. Diagram vadaszat! Ldsd be a[3.20. Tételt!

3.22. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a K~ kettds komplexus dtlosan
korlatos, minden oszlopa egzakt, és az s-edik sor a legalso vagy a legfelsd
nem-nulla sora, amint az aldbbi diagramok személtetik:

Kls]

vagy
K[—o0,s —1]"

Alkalmazzuk o diagramon ldthato felbontdsra al3.20. Tételt, kapunk egy
természetes lanc-ekvivalencidt:

Kls] 2K+ Loo] " dllete  K[s| 2 K[—00,5 — 1]

3.23. Feladat. Miért van a -+ (s + 1) indez-eltolds a[3.22. Kévetkez-
ményben?

+(s+1)


http://en.wikipedia.org/wiki/Triangulated_category
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3.24. Kovetkezmény. Legyenek K és L komplexusok, amelyekben a
negativ indextd poziciokban nulla dall. Tegyik fel, hogy tudunk egy ilyen
kettds komplexust épiteni:

ol oM

IR

amelynek a sorai és az oszlopai is mind egzaktak. Ekkor IC és L ldnc-
ekvivalensek.

Bizonyitds. Alkalmazzuk al3.22 Kévetkezményt illetve a 45-fokos egye-
nesre tiikrozott valtozatat a kovetkezd komplexusokra:

és IC M-

O

3.25. Definici6. Legyen K~ egy kettds kopmlexus. Definidljuk a hoz-
zd tartozo Ey és Ey modulusokat (ezek mdr nem kettds komplexusok,
csak ,tdbldzatok”). Minden (p,q) pdrra legyen EV? = H(K[p]'), tehdt
a K-ban vizszintesen (a d mentén) szamolunk homologidt. Mivel a
fiiggdleges homomorfizmusok dsszedllnak egy O : K[p| — K[p + 1] lanc-
homomorfizmussda, azért az Ey tdblazatban kapunk figgdleges irdanyi
H?(9) : EM — EPYY homomorfizmusokat is. Ezért az Ey tdbldzat
oszlopai megint csak komplezusok, leqgyen ES? az Ey tdblizat q-adik
oszlopdnak p-edik homoldgidja.

3.26. Tétel. Tegyiik fel, hogy a K kettds komplexusnak csak két sora
van, a p-edik és a p + l-edik. FEkkor minden q egészre van eqy rovid
egzakt sorozat:

0 — EpHba-t HP"(K) = EYT— 0

és ez a sorozat funktorialisan fiigg K -tol.


http://en.wikipedia.org/wiki/Functor
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ol o goptle o joptlatl L

|

JCpatl

JCpa—1
Kp-i-q

Bizonyitds. A K totélis komplexusa (lasd a[3.3l Definiciot) éppen a o :
Klp] — K[p+1] lanc-homomorfizmus (a fiiggéleges iranyu differencial)
leképezés-kipja (1asa a3.I0 Definiciot). Irjuk fel a3 Lemma egzakt
sorozatanak egy darabjat:

HPH(K) — HO(K[p]) — 2L Ha(Klp + 1)) —— HP++(K)

D,q p+1,q
0 EF EF

0

A diagram alsé sora éppen az Ej tablazat g-adik oszlopa. Leolvashato
rola, hogy

Ey? =Ker (HY(9)) . B3 = Coker (H!(9))

minden g-ra. A Tétel most méar kiolvashaté a fenti egzakt sorozat egy
masik darabjabol:

MO gt (K 1)) —— HP(K) —— Ho (K] ) — )

O

3.27. Feladat. Tekintsiik a[3.20. Tételbeli K~ komplexust, jeldlje D a
K (totdlis) komplexus differencidljit. Kovesd al320. Tétel bizonyitdsdt
az aldbbi explicit formuldkkal!

(a) Ldsd be, hogy
Ker (DP+7) = {(a, b) € KPHhal g kora | d(b) = 0, §'(b) = (—1)qd'(a)}
(b) Tekintsiik a kovetkezd részmodulust:

Fra={vexra

Ja € KPHHat . g (p) = (—1)qd'(a)}

Az aldabbi képletekben kivételesen kiirjuk a d differencidl indexét.
A[F20. Tétel bizonyitdsa alapjdn ldsd be, hogy

Im (@"9") < FP9,  ERT = FP4/Im (dPi1)
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(¢) Az eddigiekbol kivetkezik, hogy HPT(K') elemei reprezentdlhatok
Ker(DP*) elemeivel, és E5? elemei reprezentdlhatok FP? eleme-

iel. Ldsd be, hogy a[3.20. Tételbeli HP™4(K') — EY? homomor-
fizmus megadhato a kivetkezd maodon:

Ker (DP*7) > (a,b) —=b € FP4

!

Hrta (/C )

P,q
E2

(d) Most ismét kiirjuk a d differencidl indexét. Tekintsiik a
Ker (dp+1,q—1) < ]Cp+1,q—1

részmodulust. Ldsd be, hogy E§+1’q_1 ennek a hanyados-modulusa!

Ldsd be, hogy az a[Z20. Tételbeli E5™4~" — HP*4(K') homo-
morfizmus megadhato a kévetkezd modon:

Ker (drt71) 5 a — (a,0) € Ker (D)

i |

pylat HP+(KC)

3.28. Tétel. Legyen R egy nullosztomentes fdidedlgyiri. Tegyiik fel,
hogy a [320. Tételbeli kettds komplexus R feletti szabad modulusokbdl
d@ll. Ekkor a[320. Tétel egzakt sorozata felhasad. (Ez a felhasitds nem

kanonikus.)

Bizonyitds. A bizonyitasban felhasznaljuk a[3.27l Feladatot. Tekintsiik
a (@) pontban szerepls diagramot, az alabbi jelolésekkel:

Ker (D) 5 (a,b) ——— b € JFPa

I I

Hrt+a (E) $ Equ

Mivel most FP4 szabad modulus (4l Tények (L) pont), azért valaszt-
hatunk egy

Ker (D7) <2 Fra
homomorfizmust, ami ¢-nek jobboldali inverze (azaz ¢-vel komponéalva
az JFP7 identitas-izomorfizmusat adja). Mivel ¢ sziirjektiv, azért

o (Ker(p)) = Im(y) N Ker(r) ,
tehat ¢ indukal egy
H"(K) & Ep


http://en.wikipedia.org/wiki/Natural_transformation
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homomorfizmust, ami q;—nek jobboldali inverze. Il

4. PROJEKTIV, INJEKTIV, LAPOS FELOLDASOK

4.1. Definicié. Egy M modulus projektiv, ha a Hom(M, _) funktor
egzakt. Azt mondjuk, hogy M injektiv, ha a Hom(_, M) funktor egzakt.
Es végiil M lapos, ha a _ ® M funktor egzakt.

4.2. Definicid. Legyen M egy modulus. Készitsiink egy (balra végtelen)
egzakt sorozatot:

e P PP P P M =0

ahol minden P"™ modulus projektiv. Ha az M helyére is nullat irunk,
a kapott P komplezus az M egy projektiv feloldasa. FErdemes most
ugy gondolni az M modulusra, mint eqy olyan komplexusra, amelynek
a 0-foku része M, minden mds fokszamon pedig O dll. Ekkor tehdt a
fenti egzakt sorozat azt jelenti, hogy a

P =M
lanc-homomorfizmus egy lanc-ekvivalencia (212 Definicié). Ha a P"
modulusok nem csak projektivek, hanem még szabadok is, akkor P egy
szabad feloldas. Sokszor a projektivitds helyett elég csak azt megkdvetel-

ni, hogy a P" modulusok laposak legyenek — ilyenkor lapos feloldasrdl
beszélink.

4.3. Definicié. Legyen M egqy modulus. Készitsink egy (jobbra végte-
len) egzakt sorozatot:

0-M—=I°—=T"' 1T > T° — ...

ahol minden IP modulus injektiv. Ha az M helyére is nulldt irunk, a
kapott T komplexus az M egy injektiv feloldasa. Erdemes most gy
gondolni az M modulusra, mint eqy olyan komplexusra, amelynek a 0-
foku része M, minden mds fokszamon pedig 0 dll. Ekkor tehdt a fent:
egzakt sorozat azt jelenti, hogy a

M= T
lanc-homomorfizmus egy ldnc-ekvivalencia (2.12. Definicid).

4.4. Tények.

(a) Minden szabad modulus projektiv, minden projektiv modulus la-
Pos.

(b) Minden modulusnak van szabad felolddsa (tehdt projektiv és lapos
felolddsa is).

(c) Egy modulus pontosan akkor projektiv, ha egy szabad modulus
direkt 0sszeadanddja.
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(d) Minden injektiv modulus oszthato.

(e) Minden modulusnak van injektiv burka, azaz van egy 6t tartal-
mazo legkisebb injektiv modulus. Ezért minden modulusnak van
injektiv felolddsa.

(f) Nullosztomentes féidedlgyird felett lapos = torziomentes.

(9) Nullosztomentes fdidedlgyird felett injektiv = oszthato. Ezért
ilyenkor egy injektiv modulus faktormodulusa injektiv.

(h) Nullosztomentes féidedlgytri felett eqy szabad modulus minden
részmodulusa szabad. Ezért ilyenkor projektiv = szabad.

(i) Nullosztdmentes fdidedlgytri felett minden modulusnak van két-
lépéses injektiv felolddsa:

0—+M—=1I°—=T'—0
és kétlépéses szabad felolddsa:
0=F'1=F - M-—=0
(Azonnal kévetkezik (g)-bdl illetve (H)-bél.)

4.5. Feladat. Legyen X egy kompakt Hausdorff tér, V egy (véges ran-
gi) vektornyaldb X-en. Legyen C(X) az X — R folytonos fiiggvé-
nyek gydrdje, és M az X — V folytonos szelések C(X)-modulusa.
Bizonyitsd be, hogy M projektiv modulus! Bizonyitsd be, hogy min-
den végesen generdlt projektiv C(X)-modulus igy kaphatd! Mondj ki, és
bizonyits be analdg dllitasokat differencidlhato, illetve analitikus fligg-
vényekre! Mi a helyzet, ha X nem kompakt?

4.6. Lemma. Legyen 0 - A — B — C — 0 modulusok egy ro-
vid egzakt sorozata. FEkkor vdlaszthatunk olyan £ — A, F° — B és
G — C szabad felolddsokat, amelyek dsszedllnak az aldbbi kommutativ
diagrammd amelyben a sorok és az oszlopok is egzaktak:

0 0 0 0 0
! f f ! !
G G gt G° ¢ 0
! f f ! !
F? F F! Fo B 0
t f f f !
£ £ &l £° A 0
! f f f !
0 0 0 0 0

Ezzel analog dllitds érvényes injektiv felolddsokra is.

Otlet: Kiindulhatunk tetszéleges & — A és G — C szabad felolda-
sokbol. Legyen F™" = &" & G", és a fliggbleges homomorfizmusoknak
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véalasszuk a felbontasban szereplé £" — F" beagyazést és a F"* — G"
projekciot. A diagram koénnyen kiegészitheté megfelels F? — Fntt
(vizszintes) homomorfizmusokkal (csak a generatorok képét kell meg-
adni). O

4.7. Feladat. Diagram vaddszat! Dolgozd ki a[{.0f Lemma bizonyi-
tdasat!

4.8. Definicié. Noether gyiri feletti modulusok egy K= komplexusa
véges tipust, ha minden homoldgidja végesen generdlt, és H"(K') = 0,
han < ng (valamilyen ny értékre).

4.9. Lemma (Végesen generalt szabad approximéacio). Noether gyirid
felett minden véges tipusi K' modulus-komplexushoz (4.8 Definicid)
talalhato eqy F =K lanc-ekvivalencia, ahol F* eqy olyan komplezus,
amelynek minden tagja végesen generdlt szabad modulus, és F™ =0 ha
n > ng. Az ilyen F° — K ekvivalencidkat végesen generalt szabad
approximécionak hivjuk.

4.10. Feladat. Diagram vadaszat! Bizonyitsd be a[{.9 Lemma!

4.11. Feladat. Van-e analdgja a[4.9 Lemmanak injektiv modulusok-
kal?

4.12. Feladat. Ldsd be, hogy projektiv modulusok tenzor szorzata ismét
projektiv, valamint lapos modulusok tenzor szorzata ismét lapos! Mi a
helyzet injektiv modulusok, illetve szabad modulusok tenzor szorzatdval?

5. TENZOR-SZORZAT KOMPLEXUS, TOR FUNKTOR

5.1. Definicié. Legyen K egy komplexus és M egqy modulus. Alkal-
mazzuk a _ ® M funktort a I komplexusra, igy kapjuk a K & M
komplexust:

0 0 o] 0
..&)]Cp—l®M&>]CP®M£>]CP+1®M&>...
Hasonlo modon definidaljuk az M ® IC° komplexust is, ami persze kano-

nikusan izomorf K & M-mel.

5.2. Definicid. Legyenek K és L komplexusok. Az egyszeriség kedvé-
ért most 0-val jeloljik a K -beli differencidlt, d-vel a L differencidljdt.
A tenzor szorzat komplexusuk az aldbbi, K ® L -lel jelélt kettds komp-
lexus, melynben szintén O és d betik jelolik a két differencidlt:

(KeL)""=KreL!, dkeol)=kxdl), Ikxl)=0k) &I
(lasd a 3. dbrdn) Gyakran haszndljuk a tenzor szorzat totdlis komp-

lexusdt, a kordbbi jeldlésekkel dsszhangban ext K @ L jeloli. (Mds
konyvekben gyakran IC° ® L jeléli a totdlis komplexust is.)
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o®id o®id o®id o®id
2 ® 10 id®d K2 ® rl id®d K2 ® r2 id®d K2 L3 id®d
o®id o®id o®id o®id
Kl ® 10 ided il ® Il ided il ® r2 ided il ® r3 ided
o®id o®id o®id o®id
K0 ® 10 ided KO ® Il ided KO ® r2 ided KO ® r3 ided

3. abra. Tenzor szorzat komplexus

5.3. Feladat. Legyenek K és L komplexusok, tegyiik fel, hogy az egyik
pontrahizhato (217 Kovetkezmény). Bizonyitsd be, hogy a K ® L
tenzor szorzat is pontrahizhatd!

Otlet: A tenzor szorzés funktor. Ezért ha egy homotopiat az identitas-
sal tenzor-szorzunk, homotopiat kapunk. U

5.4. Definici6. Legyenek M és N modulusok. Vilasszunk eqy F. — M
lapos felolddst (4.2 Definicid), most alsé indexet haszndlunk (1.2 Kon-
vencid). Készitsik el az F. @ N komplexust (31 Definicié). Ennek
az n-edik homoldgidja (alsé indexekkel, lisd az [L2 Konvencidt) a
Tor,, (M, N) modulus:

Tor,(M,N) = H,(F.® N)

5.5. Megjegyzés. Bdr a jelolésbdl most kimaradt, a tenzor szorzat, és
19y a Tor,, modulusok is fiiggenek az R gyiritdl. Ha sziikséges kiirnunk,
akkor a pontosabb M ®@g N illetve Tork (M, N) jelolések haszndlhatdk.

5.6. Megjegyzés. Most eqy kommutativ gyird felett dolgozunk, ezért
M®N és Tor, (M, N) is modulusok. Altaldban, ha S nem-kommutativ
qyirid, Mg és ¢N jobb- illetve baloldali S-modulusok, akkor értelmez-
hetdk az Mg ®g sN és a TorS (Mg, sN) Abel csoportok, de ezek nem
lesznek S-modulusok.

5.7. Lemma. Legyenek M és N modulusok. A Tor,(M,N) modulus
definicigja nem figg a feloldds vdlasztdsdatol. Sot, a mdsik tényezd tet-
szoleges G. — N lapos felolddsdval kaphatunk egy alternativ definiciot
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18:

Tor, (M, N) = H,(M © G.)

Otlet: Mind a két feloldast hasznaljuk. Alkalmazzuk a 3241 Kovetkez-
ményt az F. @ N és az M ® G. komplexusokra, a kett&s komplexus
hidnyz6 részét a F. ® G. tenzor szorzat komplexussal (5.21 Definicio)
toltjik ki.

Ezzel belattuk, hogy az M feloldaséabol szamitott Tor, (M, N) mo-
dulus izomorf az N feloldasaboél szamitottal, és ez utébbi izomorf azzal,
amit az M egy masik feloldasabol kapunk. U

5.8. Feladat. Dolgozd ki részletesen az[5.71. Lemma bizonyitdsdt!

5.9. Feladat. A tenzor-szorzat szimmetrikus. Ldsd be, hogy a Tor,
funktor is az:

Tor, (A, B) = Tor, (B, A)
Mit mondhatunk az asszociativitdsrol?
5.10. Tétel. Legyen 0 — A Sy B % 0o eqy rovid egzakt

sorozat és M eqy modulus. Ekkor létezik az alabbi hosszu egzakt sorozat,
amelyik funktoridalisan fiigg a révid egzakt sorozattol és M-tdl:

------ Tory (A, M) Tory (B, M) Tory(C, M)
TOI'1 (A, M) TOI'1 (B, M) TOI'l(C, M)
AegM— _pem—" _ceM 0

Bizonyitds. Alkalmazzuk a _ ® M funktort a[L.0l Lemmaban késziilt
szabad feloldasokra. Igy komplexusok révid egzakt sorozatahoz jutunk.

Erre alkalmazzuk a Tételt, igy jutunk a kivant egzakt sorozathoz.
O

5.11. Feladat. Bizonyitsd be, hogy egy M modulus pontosan akkor
lapos, ha Tori(M,N) = 0 minden N modulusra! Mutasd meg, hogy
ilyenkor Tor, (M, N) = 0 minden n > 1 egészre!

5.12. Feladat. Legyenck I, J idedlok egy (tetszdleges) gytriben. Ldsd
be, hogy

Tor, (R/1,R/J) = (10.J)/1]

5.13. Feladat. Legyen R egy nullosztomentes foidedlgyird.


http://en.wikipedia.org/wiki/Functor
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(a) Ldsd be, hogy eqy M modulus pontosan akkor torzid-mentes, ha
Tory (M, N) = 0 minden N-re!

(b) Legyenek M és N modulusok. Ldsd be, hogy Tori(M,N) torzic
modulus! Ldsd be, hogy Tori(M, N) pontosan azokra a p € R
primekre tartalmaz p-torziot, amelyekre mind az M, mind az N
torzid része tartalmaz p-torziot!

(c) Legyenek M és N végesen generdlt modulusok, a struktira tétel
szetrint felirhatok primhatvany rendid ciklikus modulusok direkt
dsszegeként. Szdmitsd ki Tory (M, N)-et!

6. HOMOMORFIZMUS KOMPLEXUS, EXT FUNKTOR

6.1. Definici6. Legyen most M egy modulus, L eqy folil-indexelt
komplexus, K. pedig a kévetkezd alul-indexelt komplexus:
o Ky iﬂcpiﬂcp_l o, ...
Ha a Hom(_, M) funktort a K. komplezusra alkalmazzuk, akkor a ,sor-
rend megfordul”, az alabbi Hom(KC., M) (felil indezelt) komplexust kap-
Juk:
Hom(8,M) Hom(8,M)

Hom(0,M) Hom(0,M)

Hom(K,_1, M)

Hom(K,, M)

HOIII(ICP_H, M)

Ha pedig a Hom(M, _) funktort alkalmazzuk a L komplexusra, akkor
smegmarad az eredeti sorrend”, az aldbbi Hom (M, L) (feliil indexelt)
komplexust kapjuk:

Hom(M,d) Hom(M,d) Hom(M,d)

-+ —— Hom(M, LP~1) —— Hom(M, LP) —— Hom(M, LP1)

Hom(M,d)
- .

6.2. Megjegyzés. Ha a Hom(_, M) funktort eqy folil indexelt komp-
lexusra alkalmazzuk, vagy ha a Hom(M, _) funktort egy alul indexelt
komplezusra alkalmazzuk, akkor az eredmény egy alul indexelt komple-
xus lesz.

6.3. Definicid. Legyen most L egy feliil indexelt komplezus (1.3. Kon-
vencid), IC. pedig a kévetkezd alul-indezelt komplezus:

e K 5 Ky - Ky~ -
A homomorfizmus komplexusuk (f dbra) az aldbbi, Hom (K.,E')-lel
jgelolt (folil indexelt) kettds komplexus:
Hom (/C.,E')p’q = Hom (ICp,ﬁq) , df 1 k— d(f(k)) , O(f):k— f(@(k))

Az ehhez tartozo totdlis komplexust mi Hom (IC., £‘)—Zel jeloljik. (Mds
konyvekben gyakran a Hom (IC., E') jelolést haszndljak a totdlis komp-
lexzusra is.)


http://en.wikipedia.org/wiki/Structure_theorem_for_finitely_generated_modules_over_a_principal_ideal_domain
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_ 00 _00 _00
0 do _ 1\ do_ oy do_
—— Hom (’CQ, L ) —>= Hom (’CQ, L ) —>= Hom (’CQ, L ) —>= Hom
_ 00 00 00

_ 00
(Ko, £7)

_ 00

do _
—_—

—— Hom (K1, £°) °~ Hom (K1, L) “°~ Hom (K1, £?) 2~ Hom (K1, £7) e

_ 00 00

00

00

—— Hom (K, £°) “°~ Hom (Ko, L) “°~ Hom (Ko, £?) “°~ Hom (Ko, £3)

4. dbra. Homomorfizmus komplexus. Itt o jeloli a fliggvény-kompozici-
ot, egy vonal (azaz _ ) pedig a valtozot, ami ez esetben egy homomor-
fizmus

6.4. Feladat. Legyenek K. és L komplexusok, tegyiik fel, hogy az eqyik
pontrahizhato (lasd o [217. Koévetkezményt). Bizonyitsd be, hogy a

Hom (IC., E') totdlis komplexus is pontrahizhatd!

Otlet: A Hom egy funktor. Ezért ha egy homotépiat az identitassal
Hom-ozunk, homotopiat kapunk. [l

6.5. Definici6. Legyenek M és N modulusok. Vilasszunk eqy F. —
M projektiv felolddst (.3 Definicid), most alsé indexet haszndlunk
(L2 Konvencid). Készitsik el a Hom(F., N) komplexust (ez mdr felil-

indexelt, ldsd al6dl. Definiciot). Ennek azn-edik homologidja az Ext™ (M,

modulus:

Ext"(M, N) = H"(Hom(f., N))

6.6. Megjegyzés. Bdar a jelolésbol most kimaradt, a Hom modulus,
és gy az Ext" modulusok is fiiggenek az R gyiritdl. Ha szikséges
kiirnunk, akkor a pontosabb Hompg(M, N) illetve Exty (M, N) jelolések
haszndlhatok.

6.7. Megjegyzés. Most eqy kommutativ gyird felett dolgozunk, ezért

N)

Hom(M, N) és Ext™(M, N) is modulusok. Altaldban, ha S nem-kommutativ

qyirid, sM és ¢ N mindketten baloldali S-modulusok, akkor értelmezhe-
tok az Homg(sM, sN) és az ExtS(sM, sN) Abel csoportok, de ezek
nem lesznek S-modulusok.

do _
—_—
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6.8. Lemma. Legyenek M és N modulusok. Az Ext"(M,N) modu-
lus definicioja nem fiigg a feloldds vdlasztdasdatol. Sdt, a mdsik tényezd
tetszdleges N — T injektiv felolddsdval ({.3 Definicid) kaphatunk egy
alternativ definiciot is:

Ext™(M, N) = H"(Hom(M, I))
6.9. Feladat. Bizonyitsd be a[6.8 Lemmdt: imitdld az 5.7 Lemma
bizonyitdt!

6.10. Feladat. Adnak-e a szokdsos Hom-® azonossdgok Ext-Tor azo-
nossagokat?

6.11. Tétel. Legyen 0 — A Sy B % 0o eqy rovid egzakt
sorozat és M eqy modulus. Ekkor létezik az alabbi hosszu egzakt sorozat,
amelyik funktorialisan fiigg a rovid egzakt sorozattol és M-tdl:

0 Hom(C, M) Hom(B, M) Hom(A, M)
[ * ’

Ext'(C, M) Ext'(B, M) Ext!' (A, M)
( 5 J

Ext?(C, M) Ext?(B, M) Ext?(A, M)

Bizonyitds. Alkalmazzuk a Hom(_, M) funktort a L6l Lemméban
késziilt szabad feloldasokra. Igy komplexusok révid egzakt sorozatahoz
jutunk, Erre alkalmazzuk a 2.6 Tételt, igy jutunk a kivant egzakt
sorozathoz. U

6.12. Tétel. Legyen 0 — A Ty B %o o0 eqy rovid egzakt
sorozat és M eqy modulus. Ekkor létezik az alabbi hosszu egzakt sorozat,
amelyik funktorialisan fiigg a rovid egzakt sorozattol és M-tdl:

0 Hom(M, A) Hom(M, B) Hom(M, C)
( . Y

Ext!(M, A) Ext'(M, B) Ext' (M, C)
( 4+ /

Ext?(M, A) Ext?(M, B) Ext*(M, C)
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Bizonyitds. Alkalmazzuk a Hom(M, _) funktort a Lemmaban
késziilt injektiv feloldasokra. Igy komplexusok révid egzakt sorozata-
hoz jutunk, Erre alkalmazzuk a 2.6l Tételt, igy jutunk a kivant egzakt
sorozathoz. U

Ime az 5.1l Feladat analégiaja projektiv és injektiv modulusokkal:

6.13. Feladat. Bizonyitsd be, hogy eqy M modulus pontosan akkor
projektiv, ha Ext' (M, N) = 0 minden N modulusra! Mutasd meg, hogy
ilyenkor Ext"™ (M, N) = 0 minden n > 1 egészre!

6.14. Feladat. Bizonyitsd be, hogy eqy M modulus pontosan akkor
injektiv, ha Ext*(N, M) = 0 minden N modulusra! Mutasd meg, hogy
ilyenkor Ext" (N, M) = 0 minden n > 1 egészre!

7. UNIVERZALIS EGYUTTHATO TETELEK — ALGEBRA

7.1. Tétel (Univerzalis Egyiitthato tétel tenzor szorzatra). Adott egy
nullosztomentes foidedlgyirid. Legyen KC. egy szabad modulusokbdl épiilt
komplezus (alul indexelt, lisd az[1.2. Konvencidt) és G eqy tetszdleges
modulus. Minden n-re létezik eqy egzakt sorozat:

0= H,(K)® G — H,(K.® G) — Tor, (Hn_l(IC.), G) =0

amelyik funktorialisan| fligg KC.-tol és G-tdl. Az egzakt sorozat felhasad.
(A felhasadds nem kanonikus.)

Bizonyitds. Valasztunk egy kétlépéses szabad feloldést (lasd a L4l Té-
nyek (i) pontjat):
O—=+Fi—=Fo—G—=0

Ha ezt tenzor-szorozzuk a K. komplexussal (lasd az Definiciot) az
alabbi kettéskomplexushoz jutunk.

K.®G

K.®F

A B22 Kovetkezmény szerint a K. ® G komplexus lanc-ekvivalens a
K. ® F. szorzat totélis komplexusaval. A K. ® F. szorzat pedig egy
kétsoros kettds komplexus, alkalmazhaté ra a Tétel. Mivel az
F,, modulusok szabadok, a veliik val6 szorzas felcserélhets a homologia


http://en.wikipedia.org/wiki/Functor
http://en.wikipedia.org/wiki/Natural_transformation

24 SZABO ENDRE

funktorral (mert egzakt, lasd a Il Definiciot). A B.25l Definiciobeli
els6 tablazat igy néz ki:

. H.(K.) ® Fo
Ey =
H(K)® F
Ebbdl lathato, hogy a masodik téablazat igy alakul:
H(K)®G
E; =
TOI'1 (H(K), G)

(lasd a B25 Definiciot és az [0.4l Definiciot). Tehat a B.261 Tételben
szerepld egzakt sorozat megegyezik a bizonyitandé egzakt sorozattal,
és a[3.28 Tétel miatt felhasad. O

7.2. Feladat. A [71 Tétel bizonyitisiban alsé indexeket haszndltunk
(12 Konvencic) mig a[3.28. Tételben felsé indexek vannak. Ellen-
orizd, hogy helyesen alkalmaztuk a[3.20. Tételt! Mutasd meg, hogy a
kapott egzakt sorozat valoban [funktoridlisan figg KC.-tol és G-tdl!

7.3. Feladat. A[71 Tétel bizonyitdsiban haszndltuk al3.22. Kéovetkez-
ményt. Ldsd be, hogy a szobanforgo kettds komplexus oszlopai valoban
egzaktak!

7.4. Tétel (Univerzalis Egyiitthato tétel Hom-komplexusra). Adott egy
nullosztomentes foidedlgyirid. Legyen KC. egy szabad modulusokbdl épiilt
komplexus (alul indezelt, ldisd az[L.2 Konvencidt) és G egy tetszdleges
modulus. Minden n-re létezik eqy egzakt sorozat:

0 — Ext! (Hn_l(IC.), G) = H"(Hom(/c., G)‘) s Hom (Hn(IC.), G) =0

(lasd a[61. Definicict) amelyik funktorialisan figg IC.-tdl és G-tél. Az
egzakt sorozat felhasad. (Ez a felhasitds nem kanonikus.)

Bizonyitds. Valasztunk egy kétlépéses injektiv feloldast (lasd a4l Té-
nyek (i) pontjat):

0=-G—=I°=T" -0
Alkalmazzuk a Hom funktort a IC. komplexusra és erre a feloldasra
(lasd a 6.3 Definiciot), az alabbi kettdskomplexushoz jutunk:

Hom(K.,T")

Hom(K., G)
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AB22 Kovetkezmény szerint a Hom(K., G) komplexus lanc-ekvivalens
a Hom (K., Z") totalis komplexusaval. A Hom(KC.,Z") pedig egy kétsoros
kett6s komplexus, alkalmazhato ra a Tétel. Mivel az Z" modu-
lus injektiv, a Hom(_,Z") funktor felcserélhets a homologia funktorral
(mert egzakt, lasd alL ]l Definiciot). A Definiciobeli els§ tablazat
igy néz ki:

Hom (H (K.),T")
Hom (H (K.),Z°)

Ey =

Ebbdl lathato, hogy a méasodik tédblazat igy alakul:

Hom (H(K.),G)

B =
Ext' (H(K.),G)

(lasd a[3.25l Definiciot és az[b.4l Definiciot). Tehat aB3.26l Tétel egzakt
sorozata megegyezik a bizonyitandd egzakt sorozattal, és a[3.28 Tétel
miatt felhasad. U

7.5. Feladat. Ellendrizd a[7.4 Tétel bizonyitdsiban az indexeket! Mu-
tasd meg, hogy a kapott egzakt sorozat valoban |funktorialisan fiigg K.-tol
és G-tol!

7.6. Feladat. A[7.4 Tétel bizonyitdsaban haszndltuk al3.22. Kévetkez-
ményt. Ldsd be, hogy a szobanforgo kettds komplexus oszlopai valoban
egzaktak!

7.7. Feladat. A [71. Tételben a Tory csoport a jobboldalon dll, mig
a (74 Tételben az Ext! csoport a baloldalon bukkan fel. Hogyan le-
hetséges ez — hiszen mindkét tételt a[3.22. Kovetkezmény segitségével
bizonyitottuk?

7.8. Feladat. Adott eqy I test. Legyen K. eqy F-vektortér komplexus
és ' < G egy testbévités. Lasd be, hogy

H,(K.®G) = H,(K)®G
H"(Hom(/c., G)) >~ Hom (H"(IC.), G)

8. KULSO SZORZAS — ALGEBRA

8.1. Tétel. Legyenek K. és L. modulus komplezusok! FEkkor minden
P, q pdrra létezik eqytermészetes kiils§ szorzas (angolul cross product):

1,(K) © H,(£) = Hyy(K G L)
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Gyakran érdemes az egyazon p + q = n értékekhez tartozo kiilsd szor-
zdsokat eqyiitt, az alabbi direkt dsszegben vizsgdlni:

P H.(K)®H,(L) > H, (K QL)

Bizonyitds. Jelolje 0, d illetve D a harom komplexus (K., L. és a szor-
zat) differencialjat! Tekintsiik az alabbi részkomplexusokat:

Im(9). < Ker(9). < K., Im(d). <Ker(d). < L.,

Im(D). <Ker(D). <K.®L..
Az alabbi relaciok azonnal lathatok D definiciojabol (520 Definicio):
Ker(0), ® Ker(d), < Ker(D)pq ,

<Im(8)p®Ker(d)q + Ker(@)p@)lm(d)q) < (D)., .

Ezutan a tétel kovetkezik az aldbbai, a ) < P és T < S modulusokra
vonatkozo6 azonossaghol:

1)  PeS/(PeT + Qus) = (P/Q) o (S/T),

ahol ﬁéé\T és Cm a részmodulusok tenzorszorzatanak képét jeloli a
P ® S tenzorszorzatban. U

8.2. Feladat. Igazold az () azonossdgot!

8.3. Tétel. Legyen 0 — A — B. — £ — 0 komplexusok egy révid
egzakt sorozata, IC. eqy modulus komplexus. Tegyiik fel, hogy E. lapos
modulusokbol dll, igy még két egzakt sorozathoz jutunk:

0> ARK. B K. —-E K. —0

0—-KA - KB - K. ®& —=0

Mindhdrom sorozathoz tartozik egy-egy hosszi egzakt sorozat (2.6. Té-
tel), jelolje . a hatdar-homomorfizmusokat. Tetszdleges e € H, (5) €s
k € H,(K.) homologia-osztilyokre teljesiilnek a kévetkezd kilsd szorzat
azonossagok:

S.lex k) =06.(e) x k 6 (k xe) = (=1)% ™ x §,(e)

Bizonyitds. Jelolje d, 0 és D a B., K. és B. ® K. komplexusok differenci-
aljat! Valasszunk az e, k elemekhez e € &, és k € K, reprezentansokat!
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Az alabbi kommutativ diagramon a fiiggéleges nyilak a k-val valo kiils6
szorzéast reprezentaljak:

0 A d B g £ 0
J{ Rk l Rk l Rk
0 Aok T sBok sk 0

Mivel 0(k) = 0, azért a6l Tétel szerint a d,(e x k) homologia-osztalyt
az alabbi lanc reprezentalja:

FH (PG eew) =7 (P @ ek) -

— (g ©) 9 k+ (~1) g ) 0 2y ) =
= (Al e)) @k

Itt a (—1)%e© elgjel a szorzat komplexus differencialjabol (5.2  és
Definiciok) szarmazik. Az utolsé sorbdl lathato, hogy ugyanez a
lanc reprezentalja a d,(e) x k homologia-osztélyt is. Ez bizonyitja az
els6 azonossagot. Tekintsiik most a masik oldalrol valo kiils6 szorzast:

0 A. B. E. 0
k®l k®l k@l
0 A ® K. B .® K. E K. 0

Az alabbi szdmolasban D* jeloli a B. @ K. szorzat differencialjat. Most
is d(k) = 0, tehat a 2.6l Tétel szerint a d,(k x e) homologia-osztélyt az
alabbi lanc reprezentalja:

P ke ) =7 (P ke (©) =

=7 (o o0 0 + (-1 ke d(g(0)) =
= ()" Wk £ (a(g(e)

Itt a (—1)d8®) = (—1)de() c]gjel a szorzat komplexus differencialjabol
(B2 és B3l Definiciok) szarmazik. Az utolsé sorbdl lathato, hogy a
(—1)de®)k x §,(e) homolégia-osztalyt is ugyanez a lanc reprezentalja.
Ez bizonyitja a masodik azonosségot. U
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8.4. Feladat. AI[8.1 Tétel segitségével épits ilyen kiilsd szorzatot is:

HP(Hom (K., M) )@ H*( Hom (£, N) ) = H"*(Hom (K @ £, M @ N))
Megint dsszegezhetjiik az eqgyazon p+q = n értékhez tartozo szorzdsokat:

P #(Hom (K, M) )@H(Hom (£.,N)) = H"(Hom (K@ £, M & N) )

p+q=n

Otlet: Linearis fiiggvények szorzata bi-lineéris, ez ad egy (modulusokra
vonatkozo) funktorialis homomorfizmust:

Hom(X, M) @ Hom(Y, N) — Hom (X ® Y, M ® N)
U

8.5. Feladat. Az eldzdek mintdjdra épits ilyen kilsd szorzatot is (alsd,
és felsd indexekkel):

#? (Hom (K., M) ) @ H(£) =5 57+ (Hom (K, £ @ M)
Megint dsszegezhetjiik az eqgyazon p+q = n értékhez tartozo szorzdsokat:

P #r(Hom (K, M)) @ H1(£) =5 B (Hom (K, £ @ M))

p+q=n

8.6. Tétel. Legyen 0 — F. — A — B. — 0 komplexusok egy révid
egzakt sorozata, K. eqy modulus komplexus. Legyenek tovabba M és N
tetszdleges modulusok. Tegqyiik fel, hogy F. és KC. projektiv modulusokbol
all, gy még hdarom egzakt sorozathoz jutunk:

0 — Hom (B.,M) — Hom (A.,M) — Hom (]—".,M) -0
0 — Hom (B.®/C.,M®N) — Hom (.A.®IC.,M®N) — Hom (]:.®/C.,M®N) —0

0 — Hom (IC.®B., N®M) — Hom (K.@A.,N@M) — Hom (IC.®.7-"., N®M) — 0

A hozzdjuk tartozi hosszi egzakt sorozatokban (2.6. Tétel) jeldlje 0* a
hatdr-homomorfizmusokat. Tetszdleges e € HP(Hom(F., M)) és k €

H(Hom(K.,N)) homoldgia-osztdlyokre teljesiilnek a kovetkezd kiilsd
szorzat azonossdgok:

§*(ex k) =08)xk 5*(k x e) = (—1)3®) k% 5 (e)
Otlet: Tmitald a B3l Tétel bizonyitasat! O

8.7. Feladat. Miért nem kovetkezik a[8.8. Tétel a[8.3. Tételbdl? Ke-
ress olyan dltaldnositast, amelyikbél mar kovetkezik!
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8.8. Feladat. Mondd ki, és lisd be a[8.3. Tétel megfeleldjét a kiilsd
szorzds a[8.4) Feladatbeli vdltozatdra! Vigydzat: o Hom funktor meg-
forditja az egzakt sorozatokat!

9. KUNNETH FORMULAK — ALGEBRA

9.1. Feladat. Adott egy test. Ldsd be, hogy minden vektortér-komplexus
lanc-homotdp (2.14. Definicid) egy olyan komplezussal, amelynek nulla
a differencidlja.

9.2. Feladat. Adott eqy I test, legyenek K és L vektortér-komplexusok
az F felett. Ldsd be, hogy a kiilsé szorzds (8. Tétel) ebben az esetben
1zomorfizmust indukdl:

H"(IC‘ Rr ﬁ*) - P H(K) @ HYL)
p+q=n
Az el6z6 két feladatot szeretnénk gytirtikre altalanositani: a kiilsé
szorzas segitségével megprobaljuk kiszémolni a direkt szorzat komple-
xus homolégiait. Mi most az egész szamok gytrtjére szoritkozunk, abel
csoport egyiitthatokat hasznélunk. (Az altalanos esethez nézd meg a
Kinneth spektralis sorozatot.)

9.3. Lemma. Adott eqy R fdidedlgyiri. Legyen F  eqy szabad R-
modulusokbdl épilt komplexus, tegyiik fel, hogy H™(F") is szabad min-
den n-re. Legyen H' az a komplexus, melyben H" = H"(F"), és a dif-
ferencidlja nulla. Ekkor létezik eqy F- = H & L felbontds, amelyben a
L részkomplexus pontrahizhato (217 Kévetkezmény). Megjegyezziik,
hogy ez a felbontds egydltaldn nem kanonikus!

Bizonyitas. Jelolje d a F' komplexus differencialjat. A 2.1l Definicio
miatt Im(d) < Ker(d) < F* rész-komplexusok. Tekintsiik a kovetkezd
rovid egzakt sorozatokat:
0 — Ker(d) < F — Im(d) ™ — 0

0 — Im(d) — Ker(d) »H — 0
Vilagos, hogy a H' hanyados komplexus differencialja nulla, és a2.3l De-
finicié miatt H™ = H™(F), ami egy szabad R-modulud. A [£4] Tények
(h) pontja miatt Ker(d) és Im(d) is szabad R-modulusokbol allnak.
Egyszert diagram vadaszat mutatja, hogy mindkét egzakt sorozat fel-
hasad (nem kanonikusan). Ezért

F'=H" @ Im(d)" @ Im(d)" ™ .
Konnyen lathato, hogy az Im(d)” @ Im(d)"™ 6sszeadandok egy rész-

komplexust alkotnak, ami izomorf az Im(d) i, Im(d)" izomorfizmus
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leképezés-kupjaval. A B.I5 Lemma bizonyitasaban lattuk, hogy egy
ilyen leképezés-kiip pontrahtizhato. U

9.4. Feladat. Dolgozd ki részletesen a[9.3. Lemma bizonyitdsat.

9.5. Tétel. Legyenek R eqy fdidedlgyird, £ és F. R-modulus komp-
lezusok. (Also indexeket haszndlunk, lisd az[1.2. Konvencidt.) Tegyiik
fel, hogy F,, és H,(F.) szabad R-modulusok minden n-re. Ekkor a kilsé
szorzds (81 Tétel) egy izomorfizmust ad:

H,(E@nF ) = @B HylE) @n Hy(F)
pt+q=n
Bizonyitas. A 03l Lemma ad egy F. = H. & L. felbontést, ahol a
H. részkomplexus differencialja nulla, £ pedig pontrahtizhato (lasd a
217 Kovetkezményt). Lathato, hogy H,(F.) = H,(H.) = H,. Mas-
részt pedig

ERrF ZEXRRH ®ERRL.

és az & ®p L. tag pontrahtizhato (ldsd alabb a Feladatot). A
E ®r H. kettés komplexusban a vizszintes differencial (a #H.-bdl szar-
mazo, lasd a8l abran) nulla, ebbdl kévetkezik az alabbi direkt Gsszeg
felbontas:

EQrH. =P (E—g@rMy) =P (E—g®r Hy(F))

ahol a - — ¢ index azt jelenti, hogy az eredeti komplexusban minden
komponens fokszamat ¢-val csokkentjiik. Hasznalva, hogy H,(F.) sza-
bad R-modulus, az alabbi kdnnytd szamolas mutatja a tétel igaz voltat:

H,(E@rF )= H,(E@rH ) =
N@ﬁﬂqgggﬁ__ G}Hﬁq ) @r Hy(F.)

O

9.6. Feladat. Ldsd be, hogy ha &£, L. R-modulus komplexusok, €s
L. pontrahizhato, akkor £ ® L. is pontrahiizhats! (Ezt haszndltuk a
[9.3. Tétel bizonyitdsiban.)

9.7. Tétel. Legyenek R eqy fdidedlgyird, £ és F' R-modulus komple-
zusok. (Alsé és felsd indexeket is haszndlunk, ldsd az[1.3. Konvencidt.)
Legyen tovabbd M egy R-modulus. Tegyiik fel, hogy F™ és H"(F") sza-
bad R-modulusok minden n-re. Ekkor a kilsd szorzds (8. Feladat)
eqy tzomorfizmust ad:

H"(HomR(é'. ,F Qg M) = @ Hompg (Hp(HOmR(5~ >M)) >Hq(]:.))

p+q=n
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Otlet. A @5 Tétel bizonyitasa majdnem szo szerint alkalmazhato itt
is. U

9.8. Feladat. A[9.4 Tétel bizonyitasdt imitdlva lasd be a[971. Tételt.

10. ALTALANOS KUNNETH TETELEK — ALGEBRA

Az el6z6 fejezetben olyan szituaciokat kerestiink, amikor pontosan
ki tudjuk szamolni bizonyos komplexusok tenzor szorzatanak a homo-
logiait. Most ennél sokkal altaldnosabb tenzor szorzatok homoldgiait
vizsgaljuk. Az altalanossagnak ara van: pontos formulak helyett csak
egzakt sorozatokat kapunk.

10.1. Lemma. Legyen F egy szabad Abel csoportokbol épiilt komp-
lezus, d jelolia differencidljat. Tekintsik az Im(d) < Ker(d) < F
rész-komplexusokat: ezek szabad Abelcsoportokbol dllnak, €s a differen-
crdaljuk nulla. Konstrudlhato egy

0 — Im(d) — Ker(d) ® L — F — 0

rovid egzakt sorozat, ahol L egqy (szabad Abel csoportokbdl dlld) pont-
rahiuzhato komplexus.

Bizonyitds. Mivel d* = 0, azért Im(d) < Ker(d). A &4l Tények (ol
pontja miatt Im(d)" és Ker(d) szabad modulusokbél &ll; és a definici-
6bol azonnal kovetkezik, hogy a differencialjuk (tehat d megszoritéasa)
nulla. Tekintsiik a d : F* — Im(d) ™' lanc-homomorfizmust. Elkeé-
szitjiik hozza a B.I0 Definiciobeli egzakt sorozatot. Allitjuk, hogy ez
kielégiti a lemma kévetelményeit.

Valoban, a sorozatban szerepld leképezés-kup szemmel latjatoan sza-
bad Abel csoportokbdl épiilt, és a[3.18 Feladat miatt homotop ekviva-
lens Ker(d)-vel. Ezért a homologiai is szabad modulusok, a@.3l Lemma
megadja a keresett direkt Gsszeg felbontést. 0

10.2. Tétel. Legyenek E. és F. Abel csoport komplexusok. (Alsd inde-
zeket haszndlunk, ldisd az[I.2. Konvencidt.) Tegyiik fel, hogy &, szabad
minden n-re. Ekkor létezik eqy funktorialis egzakt sorozat:

0 D H,(E)0H,(F) - Hn<m') - @ Ton (Hp(e.),Hq(f.)) =0

Ez a sorozat felhasad (nem kanonikusanl), és ad eqy (szintén nemlkanonikus)
izomorfizmust:

H,(E0F) = P H,( @ Hy(F))

p+q=n
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Bizonyitdas. Jelolje d az £ komplexus differencialjat. A [[0.Il Lemma
ad egy

0 — Im(d). — Ker(d). L — E — 0

egzakt sorozatot. Alkalmazzuk rd a _ ® F. funktort, igy kajuk az
alabbi haromsoros diagramot:

EQF
(Ker(d). © L) @ F.
Im(d). ® F.

Ugy indexeliink, hogy az elvalaszté vonal alatt van a nulladik sor, fo-
16tte pedig az els6. Ez val6jaban egy ,harmas komplexus”’, de most
kett&s komplexusként kezeljiik: a sorokba a megfelel§ totalis komple-
xust frjuk. A [B.22] Kovetkezmény szerint a felsd sor lanc-ekvivalens az
also két sor totalis komplexuséval. Erre a kétsoros kettds komplexusra
alkalmazzuk a [3.26l Tételt. Be fogjuk latni, hogy a kapott egzakt so-
rozat megegyezik az altalunk keresett sorozattal. A felhasadés tehat a
B28 Tételbsl kovetkezik.

Mivel L. pontrahtuzhato, azért az £ ® F. szorzat is az (5.3 Feladat).
Az E; tablazatban a sorok homologidjat kell irni, tehat a £ ® F. tagot
batran elhagyhatjuk az elsé sorbol. A megmarado6 kettés komplexus-
ban a vizszintes iranyu differencidlok nullak (0.l Lemma: Im(d). és
Ker(d). differencialja nulla), tehat az alabbi direkt ésszegre bomlik:

Ker(d). ® F. | @ Ker(d), ® F._,
Im(d). ® F. B " Im(d), ® F._,

A Ker(d), és az Im(d), szorzok szabad modulusok, a veliik valé szorzas
egzakt funktor, tehat az E; tablazat igy alakul:

o H.(Ker(d),® F_p) | Ker(d), ® H._,(F.)
E =D H(Im(d),® F_,) | @ Im(d), ® H._,(F)

p

Masrészt a 0 — Im(d), — Ker(d), — H,(E.) — 0 egzakt sorozat éppen
a H,(€) szabad feloldasa. Az ebben szerepls Im(d), — Ker(d), ho-
momorfizmust H,(F,)-vel szorozva éppen az E; tablazat p-edik Ossze-
adandojanak egy oszlopat kapjuk. Eppen ez a komplexus szerepel a
Tor funktor definici6jaban (54l Definicio), tehat az E; tablazat igy
alakul:

- Hy(€) @ H._p(F)
By = @ Tory (Hy(E), H._,(F.))

p
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A B.26l Tételbsl tehat valoban a keresett egzakt sorozatot kapjuk, és
az valoban felhasad. Ebbdl kovetkezik az alabbi (nem kanonikus) izo-
morfizmus:

H,L(W) = <@ Hp(s.)®Hq(f.))@< EP Tor, (Hp(ﬁ.),Hq(f)))

Szamitsuk ki a H, (5. ® Hq(f.)) csoportot az Univerzélis Egytiitthato
tétel (Tl Tétel) segitségével:

H, (5. ® Hq(f.)> ~ (Hp(e.) ® Hq(f.)> & Tor, (Hp_l(g.), Hq(]-".))

Ezt 6sszegezve az olyan p, q parokra, amelyek Osszege n, éppen a fenti
izomorfizmus jobb oldalat kapjuk. Ez bizonyitja a [10.2l Tétel utolsod
egyenletét. 0

10.3. Feladat. A [10.2. Tétel bizonyitdisdiban alsé indexekkel dolgoz-
tunk, mig a felhaszndlt korabbi lemmdkban, tételekben felsd indexek sze-
repelnek. Ellendrizd, hogy helyesen alkalmaztuk-e éket (azaz jol hoztuk-
e alulra az indexeket)!

10.4. Tétel. Legyenek E és F Abel csoport komplezusok. (Alsé és
felsé indexeket is haszndlunk, lisd az[I.2. Konvencidt.) Tegyiik fel, hogy
&, szabad minden n-re. Ekkor létezik egy funktoridlis egzakt sorozat:

0— P Ext’ (Hp(e.),Hq(f')>—>

ptg=n—1

%H”(m) D Hom( Hq(]-")) =0

p+q=n

Ez a sorozat felhasad (nem kanonikusan), és ad egy (szintén nem ka-
nonikus) izomorfizmust:

H"(m) _ @ Hp(Hom (5.,Hq(f')))

Bizonyitdas. Jelolje d az £ komplexus differencialjat. A [[0.Il Lemma
ad egy

0 — Im(d). — Ker(d). L. — E — 0

egzakt sorozatot. Alkalmazzuk ra a Hom(_, F") funktort (ez megfor-
ditja a sorrendet, és foliil-indexelt komplexust ad, lasd a[6.3l Definicio),


http://en.wikipedia.org/wiki/Functor
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igy kapjuk az alabbi haromsoros diagramot:

Hom (Im(d)., F")
Hom (Ker(d). ® L., F)
Hom (5. ,.7:')

Most tgy indexeliink, hogy az elvalaszté vonal {6l6tt van a nulladik
sor, alatta pedig a (—1)-edik! Ez valojaban egy ,harmas komplexus”,
de most kettds komplexusként kezeljiik: a sorokba a megfelel6 tota-
lis komplexust irjuk. A Kovetkezmény szerint az alsé sor lanc-
ekvivalens az f6ls6 két sor totalis komplexusaval. Erre a kétsoros kettés
komplexusra alkalmazzuk a[3.26 Tételt. Be fogjuk latni, hogy a kapott
egzakt sorozat megegyezik az altalunk keresett sorozattal. A felhasadas
tehat a [3.28 Tételbsl kovetkezik.

Mivel £. pontrahiizhato, azért a Hom (ﬁ. , F ) komplexus is az (6.4 Fel-
adat). Az E; tablazatban a sorok homologidjat kell irni, tehat a
Hom (ﬁ. s F ) tagot batran elhagyhatjuk az els§ sorbol. A megmarado
kettGs komplexusban a vizszintes iranyu differencialok nullak (I0I Lem-
ma: Im(d). és Ker(d). differencialja nulla), tehét az alabbi direkt Gsszeg-
re bomlik:

Hom (Im(d). ,.7:') B @ Hom (Im(d)p , .7-""”)
Hom ( Ker(d). , F") B , Hom (Ker(d),, , F )

Most Ker(d), és Im(d), szabad modulusok, a veliikk val6 Hom-ozas eg-
zakt funktor, tehat az E; tablazat igy alakul:

H (Hom (Im(d),,F 7))

Hom (Im(d),, H 77 (F"))

Ey =D H(Hom (Ker(d), , F 7)) :@ Hom (Ker(d),, H*(F"))

p

Masrészt a 0 — Im(d), — Ker(d), — H,(£.) — 0 egzakt sorozat éppen
a H,(€.) szabad feloldasa. Az ebben szereplé Im(d), — Ker(d), ho-
momorfizmusra alkalmazzuk a Hom (_ ,H q(]:p)) funktort — igy éppen
az B tablazat p-edik dsszeadandéjanak egy oszlopat kapjuk. Eppen

c st

tehat az E; tablazat igy alakul:

. Ext' (H,(£), H P(F))
E =D Hom (H,(€.), H ~?(F))

p

A [3.26] Tételbdl tehat valoban a keresett egzakt sorozatot kapjuk, és
az valoban felhasad. Ebbdl kovetkezik az alabbi (nem funktorialis)
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izomorfizmus:

ar <Hom & ,f-)') S < P Hom (Hp(a), H"(]—"'))) ea( P Ext’ (Hp(a), Hq(]-"')))
p+q=n p+g=n—1

Szamitsuk ki a H? ( Hom (€., HY(F ))) csoportot az Univerzalis Egytitt-

hato tétel (Il Tétel) segitségével:

HP(Hom (€. ,Hq(]-"'))> =~ Hom (Hp(e.) : Hq(F‘))@Extl <Hp—l(5~) ,Hq(f'))>

Ezt 6sszegezve az olyan p, ¢ parokra, amelyek Osszege n, éppen a fenti
izomorfizmus jobb oldalat kapjuk. Ez bizonyitja a [[0.4l Tétel utolsd
egyenletét. U

10.5. Feladat. A [10.4 Tétel bizonyitdsaban részben alsé indexekkel
15 dolgoztunk, mig a felhaszndlt korabbi lemmdkban, tételekben felsd
indexek szerepelnek. FEllendrizd, hogy helyesen alkalmaztuk-e dket (azaz
Jol hoztuk-e alulra az indexeket)!

11. TEREK, TER-PAROK

11.1. Definicié.
(a) Eqy (X, A) tér-par egy X topologikus térbol és eqy A C X altérbdl
all.
(b) Egy [ : (X, A) — (Y, B) par-leképezés egy olyan f : X — Y
folytonos fiigguény, amelyre f(A) C B.
(c) Egy tér-par és egy topoldogikus tér szorzata az aldbbi tér-pdr:

(X,A)x Z=(XxZ, Ax Z)

(d) Legyenek most f,g: (X, A) — (Y, B) par-leképezések, [0, 1] jelo-
li az egység-intervallumot. Egy f ~ g par-homotopia egy olyan
(X, A) x [0,1] — (Y, B) pdr-leképezés, amelyet X x {0}-ra meg-
szoritva f-et, X x {1}-re megszoritva pedig g-t kapunk.

(e) Két térpdr szorzata a kovetkezd tér-pdr:

(X, A) x (Y, B) = (X <Y, (X x BUA x Z))
11.2. Definici6. Ebben a jegyzetben Top jeloli a topologikus terek
kategoriajat, a morfizmusok a folytonos figguények. Top, pedid a tér-

c s

11.3. Definicié. Egy (K, B) pdrt kompakt parnak mondunk, ha K
kompakt és B zdrt K-ban.
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12. LOKALIS RENDSZEREK, LAPOS NYALABOK

12.1. Definicid. Legyenek X, Y, Z topoldgikus terek, f :Y — X és
g : Z — X folytonos fiigguények. Azt mondjuk, hogy f €s g izomorf
X felett, ha van olyan h : Y — Z homeomorfizmus, amelyet g-vel
kompondlva éppen f-hez jutunk. Ilyenkor haszndljuk még a kévetke-
20 kifejezéseket is: h egy relativ homeomorfizmus (X felett), Y ésY
relativan, vagy rostonként homeomorfak (X felett).

12.2. Definicié (nyalab). Legyeneck X, Y és F' topoldgikus terek, f :
Y — X egy folytonos fiigguény. Azt mondjuk, hogy f lokalisan trivialis,
és F' a rostja, ha X minden pontjanak van olyan U kdrnyezete, amely-
ben az F‘U : f7YU) — U megszoritds U felett izomorf az F x U — U
projekcioval. Ezeket az U feletti izomorfizmusokat lokalis trivializaciok-
nak hiwjuk. Ilyen esetben azt mondjuk, hogy f : Y — X egy F-nyalab
(angolul: F-bundle), vagy masképpen, F —'Y Lx egy nyalab , vagy
fibralt nyalab (angolul: fibre boundle).

Ezt a fogalmat altalanosithatjuk tér-parokra is:
12.3. Definici6 (tér-par nyalab). Legyenek (X, A) és (F, B) tér-pdrok,
Y egy topologikus tér, f : X — Y egy folytonos fiigguény. Azt mondjuk,
hogy
f:(X,A) =Y

egy (F, B)-nyalab, ha minden y € Y pontnak van eqgy y € U, C Y kér-
nyezete, amelyre f~1(U,) homeomorf (F, B) x U,-nal. Ha nem akarjuk
hangsilyozni, hogy mi a rost, akkor egyszerien egyszeriden tér-par nya-

labrol.

12.4. Definicié (Rost szorzat). Legyenek X, Y, Z topoldgikus terek,
f:Y = X ésg:7Z — X folytonos fiigguények. AzY éa Z X feletti
rost-szorzatat igy definidljuk:

YxXZ:{(y,z)erZ

1) =9()}

Amennyiben f és g lokdlisan trividlisak F' és G rosttal (12.3. Definicid),
akkorY X x Z is lokdlisan trividlis F x G rosttal.

Nem csak topologikus terekbdl készithetiink nyaldbokat, hanem szin-
te minden geometriai vagy algebrai objektumbdl is. Erre j6 példa a
vektornyalab fogalmal, ahol a rostok vektorterek. Ime, egy méasik vari-
acio, ahol a rostok Abel csoportok, diszkrét topologiaval:

12.5. Definicié (Lokalis rendszerek). Legyen G egy Abel csoport, X
eqy topoldgikus tér. Ldassuk el a G-t a diszkrét topologidval. Egy G rosti
lokalis renszer egy v : Y — X nyaldb G rosttal, amin értelmezve van


http://en.wikipedia.org/wiki/Vector_bundle
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egy folytonos Y xx Y — Y szorzds (rostonkénti, [12.4. Definicid), és
amelyben a v~ (U) =2 G x U lokdlis trivializdciok vdlaszthaték szorzds-
tarto modon. (Ez értelmes, hiszen a G-beli szorzds ad egy természetes
rostonkénti szorzdst az G x U — U nyaldbon.)

12.6. Megjegyzés. A wvektor-nyalabokhoz hasonléan a lokdlis rend-
szerek is megadhatok dttérési fiigguényekkel. Itt most linedris transz-
formdciok helyett G automorfizmusait kell haszndlni, és mivel most
G topologidja diszkrét, azért az dttérési fiigguények lokdlisan konstans
Aut(G)-értéki figgvények.

12.7. Konstrukcid. Legye X eqy ivszerien dsszefiiggd, lokdlisan pont-
rahizhato tér, X jeloli az univerzdlis fedéterét. Legyen G eqy Abel cso-
port, és ¢ = m(X) — Aut(G) egy csoport homomorfizmus (az ilyen
homomorfizmusokat hivjik reprezentécionak). Ldassuk el G-t a diszkrét
topoldgidval! A m,(X) csoport hat az X téren és a G csoporton is, te-
kintsiik a szorzat-hatdst az X x G téren. A lhatds szerinti faktor eqy G
rosti nyaldb:

2) (X x G)/m(X) — X /m(X) = X

Raaddsul az X x G — X nyaldb a G-koordindtan hato (relativ) szor-
zdssal eqy lokdlis rendszert alkot, és a m(X)-hatds felcserélhetd ezzel
a szorzdssal. Ezért a szorzds oroklédik a faktor térre is, (3) is eqy G
rosti lokdlis rendszer.

Konnyen ldthato, hogy pontrahizhato téren minden lokdlis rendszer
trividlis. Ebbdl kovetkezik, hogy minden X foldtti lokdlis rendszer meg-
kaphato ezzel a konstrukcidval.

12.8. Definicio. Az R rostu lokdlis rendszereket lapos vektornyala-
boknak hivjuk. Ezek tehdt olyan vektor-nyaldbok, amelyek megadhatok
konstans dttérési fligguényekkel — de most a rostok (vektorterek) topo-
logiaja diszkrét. Eqy lapos nyaldbok kozti homomorfizmust lapos homo-
morfizmusnak mondunk, ha ebben a finomabb topoldgidban is folytonos
— tehdt lokalisan konstans mdtrizokkal adhato meg.

12.9. Megjegyzés. A 127 Konstrukcidban ldattuk, hogy az X tér fo-
[6tti r rangi vektornyaldbok bijekcioban vannak a w1 (X) fundamentdlis
csoport r-dimenzids (linedris) reprezentdcidival.

12.10. Konstrukcié (rostonkénti homologia). Legyen (F, B) egy tér-
par, f : (X,A) = Y egy (F,B)-nyaldb, n > 0 egész szdim. Te-
gyiik fel, hogy Y lokdlisan pontrahizhato, megmutatjuk, hogy az egyes
H,(f(y); Z) homoldgia-csoportok (aholy végigfut Y pontjain) dssze-
dllnak egy lokdlis rendszerré (120 Definicid). Ez az f nyaldb roston-
kénti homologiaja, H,(f; Z).
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A lokdlis rendszer alaphalmaza, €és az Y -ra vald vetitése:

Z=\JH.(f ) Z), 7:Z-—Y
yey
H, (f_l(y); Z) ceh -y minden y € Y -ra.
A wvetités rostjai Abel csoportok, izomorfak H,(F, B; Z)-vel. Hdtra van
még, hogy topologiat adjunk a Z alaphalmaznak. Legyen U C'Y egy
pontrahiizhato nydt halmaz. Mindeny € U pontra az f~1(y) — f~H(U)
bedgyazds homotop ekvivalencia, ez egyiittvéve kiadnak egy kanonikus
bijekciot:
' (U) = | H(f 7 (U): Z) = Hy(f7'(U); Z) x U

yeU

Ldssuk el a H, (f_l(U); Z) homoldgia-csoportot a diszkrét topoldgid-
val, 7= Y(U)-nek pedig adjuk a vele bijekcidban dllé H, (f‘l(U); Z) x U
szorzat-topologidjat. Ezt minden U C'Y pontrahizhato nyilt halmazzal
elvégezziik. Ez indukdl eqy topologidt az egész Z halmazon: eqy részhal-
maz pontosan akkor zdrt, ha 7= (U)-ba esé része zdrt minden U CY
pontrahizhato nyilt részhalmazra.

12.11. Definici6. Legyen M eqy differencidlhato sokasdg, f : £ — M
eqy vektornyalab. Tekintsik a TE, TM érintd-nyaldbokat! Az f dif-
ferencidlja eqy df : TE — f*T'M nyalab homomorfizmus, a magja
T,FE <TFE, a vertikdlis nyalab. FEhhez vdlaszthatunk egy direkt komp-
lementumot:

TE=T,E&T,E , T,ExfTM

Eqgy ilyen direkt felbontdst konnexionak mondunk, T, E a horizontélis
nyalab (ami persze fiigg a vdlasztasunktol). Téobb ekvivalens definiciot
taldlsz még litt.

Egy N C FE részsokasag vizszintes, vagy horizontdlis, ha TN < T, E,
azaz, N minden érint6-vektora vizszintes. Legyen G C M egy sima
gorbe és e € FE egy pont amelyre f(e) € G. [Picard tétele (diffe-
rencialegyenletek megoldéasa) miatt létezik (egyetlen) olyan G C E
sima gorbe, amely atmegy az e ponton, és amelyre f(G) = G. Ezt
a G felemelésének mondjuk. Ugyanezt a konstrukciot hivjak még
parhuzamos eltolasnakl is (azaz G ,parhuzamos” G-vel).

Legyen most G egy hurok. Az e-b6l indulé G gérbe masik végpont-
ja nem feltétleniil hurok. Most e végigfut a nyalab megfelel6 rostjan
(ami egy V' vektortér), igy sok-sok vizszintes gorbét kapunk. Ha a
kezd6pontokhoz hozzarendeljiik a végpontokat, akkkor egy V' — V
monodromia transzformaciot kapunk. Nem nehéz belatni, hogy ez egy
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linearis transzformacio. Ha most G végigfut az 6sszes f(e)-bdl indulo
hurkon, akkor az 0sszes igy kapott transzformécio egy zart részcsopor-
tot alkot GL(V)-ben, ezt hivjuk a konnexi6 holonémia csoportjanak.

Lattuk, hogy M -beli gorbéket mindig fel lehet emelni vizszintesen.
Erdemes megvizsgalni, hogy mi a helyzet magasabb dimenzios részso-
kaségokkal:

12.12. Definicié. Legyen M egy n-dimenzios differencidlhato sokasdg,
E — M eqgy vektornyaldab. Egy konnexio lapos, ha E minden pontjan
keresztil huzhato egy n-dimenzids vizszintes részsokasdg.

Picard tételének sok-dimenziés véltozata, a Frobenius tétel. Ennek
segitségével lathato, hogy egy konnexié pontosan akkor lapos, ha bar-
mely két vizszintes vektormezé Lie zardjele ismét vizszintes. Ez ekvi-
valens azzal, hogy a konnexié konnexié gorbilete nulla.

12.13. Megjegyzés. Legyen most E — M egy vektornyaldb egy la-
pos konnexioval. Vildgos, hogy egymdssal homotop hurkok vizszintes
felemeltjei is homotdpok, tehdt a (fent definidlt) monodromia ad egy
m(M) — GL(V') reprezentdcidt, ezt hivjuk monodromia reprezenté-
cionak. Ez a reprezentdcid ugyanaz, mint amit a[12.9. Megjeqyzésben
illetve a[I2Z70. Konstrukcio-ban emlitink.

13. FOKSzZAM

Ha M egy kompakt (peremes) sokasag, akkor az M/OM faktor-
térnek van egy kitlintetett pontja (0Y képe), melynek komplemen-
tuma egy differencidlhaté sokasag. Ebben a fejezetben fontos, hogy
ilyen ,sokasag-szerd” objektumokkal dolgozzunk, ezért van sziikségiink
a kovetkezdkre:

13.1. Definici6 (Cstcsos sokasag). Egy kompakt csticsos sokasag egy
X kompakt Hausdorff topologikus tér a kovetkezd struktirdval elldtva:

e Fgy C C X wvéges részhalmaz, ezek a pontok az X cstcsai (az tres-
halmaz is megengedett),

e X° = X\C egy differencidlhato sokasdg (lehet pereme is), ezt az X
sima részének modjuk.

o Megkdoveteljiik, hogy X° lezdrtja az egész X legyen, és

o X -nek legyen véges sok szimplexbdl dllo szimplex-felbontdsa.

Az X° sima rész peremének lezdrtjdt az X peremének hivjuk, 0X -szel

geloljiik. Ha a perem dres, akkor X egy zért cstucsos sokasag. Vild-

gos, hogy minden csicsos sokasdg pereme zdrt csicsos sokasdg (esetleg

csuces nélkil). Ha hangsilyozni akarjuk, hogy X -nek lehet pereme, ak-

kor peremes csucsos sokasagnak mondjuk.
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Az X csicsos sokasdg szimplex felbontéasa egy olyan szimplex felbon-
tds, amelyben a C-beli pontok szerepelnek a felbontds csicsai kozott, és
amelyben 0X eqy rész-komplezxus.

X egy irdnyitasa mem mds, mint az X° sima rész irdnyitdsa. Ha
rogzitink eqy iranyitdst X -en, akkor iranyitott csticsos sokasagga vdlik.

13.2. Példa. Hol taldlunk csicsos sokasdgokat:

(a) Minden kompakt differencidlhato sokasdg egyben csicsos sokasdg is
(nulla csuccsal).

(b) Ha M egy kompakt sokasdg és OM # 0, akkor az M/OM faktor-tér
eqy csucsos sokasdg. Eqy csiucsa van: OM képe.

(c) Még dltaldnosabban, ha X egy n-dimenzids csicsos sokasdg, A C X
egy n-dimenzids kompakt csicsos részsokasdg, akkor az X/A faktor-
tér is egy csicsos sokasdag. X /A-nak kétféle csicsa van: egyrészt az
X/A-ban lévd csicsok X /A-ban is csicsok maradnak, mdsrészt az
A képe is csucs lesz.

13.3. Feladat. Ldsd be, hogy egy kompakt csicsos sokasdg minden
csucsanak van olyan kérnyezete, amelyik homeomorf egy peremes so-
kasdgra dllitott kuppal! Mi térténik, hogy ha a definicioban a véges
szimplex-felbontds helyett ezt a tulajdonsdgot kiveteljik meg?

13.4. Feladat. Hogyan definidlndd a (nem feltétleniil kompakt) csicsos
sokasdgokat?

13.5. Definicio (Cstucs-tarto leképezések). Legyenek X, Y csicsos so-
kasagok, f : X — Y egy folytonos figguény, h : X x [0,1] = Y egy
folytonos homotopia. Jelolje C C X az X csucsainak halmazdt.

e f csics-tartd, ha X csucsait csucsokba viszi.

e f folytonosan differencidlhato, ha csics-tarto, és folytonosan diffe-
rencidlhatd az Y° sima rész teljes dsképén (ami egy nyilt halmaz X -
ben).

o Jeldljiik Z-vel az X x [0,1]/C x [0,1] faktor-teret. Ez is egy csicsos
sokasdyg.

e h csics-tartd, ha a C x [0,1] halmaz minden pontjdt csiucsba kildi,
azaz indukdl eqy h : Z —'Y csiics-tartd folytonos fiigguényt.

e h folytonosan differencialhatd, ha csicstarto, és az indukdlt h : 7 —
Y leképezés folytonosan differencidlhato.

o Két X — Y csucstarto leképezés csiicstartéan homotop, illetve foly-
tonosan diferencidlhatéan homotop, ha van kéztik csicstarto, illetve
folytonosan differencidlhato homotdpia.

13.6. Tétel (Differencidlhato approximacio). Legyenek X, Y kompakt
csticsos sokasdgok (perem is megengedett). Jelilje C°(X,Y) az X —Y
folytonos csiucstarto leképezések terét a kompakt-nyilt topologiaban.
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(a) C°(X,Y) lokdlisan dsszefiiggd (azaz minden pontjinak van dssze-
fiiggd kornyezete).

(b) Minden f: X — Y folytonos csucstarto figgvénynek van olyan
kornyezete CO(X,Y)-ban, amelyik csupa f-fel csicstartéan ho-
motdp fiigguénybdl dll.

(c) A folytonosan differencidlhato X — Y figguények sird halmazt
alkotnak C°(X,Y)-ban.

(d) Minden f : X — Y folytonos csucstarts figguény csicstarto-
an homotdp eqy f : X — Y folytonosan differencidlhatd fiigq-
vénnyel.

(e) Ha az f,g : X — Y folytonosan differencidlhats figgvények
csucstartoan homotopok, akkor van kézottik folytonosan diffe-
rencidlhato homotdpia is.

Bizonyitdsi dtletek. (@) kovetkezik a Lebesgue-lemmabol.

(D) az (@) atfogalmazasa.

@): egy f(z) figgvényt [ f(z)K(x,y)dy alaka fiiggvényekkel koze-
lithetiink, ahol K megfelelGen valasztott folytonosan diferencialhato
fliggvény.

(d) azonnal kivetkezik ([D))-bol és (@)-bol.

Legyen Z = X x [0,1]/C x [0, 1], ahol C az X csticsainak halmaza. (@)
kovetkezik abbol, ha a (d)-t alkalmazzuk C°(Z,Y)-ra. O

13.7. Tétel (Szimplicialis approximacio). Legyenek X, Y kompakt csu-
csos sokasdgok, és f : X — 'Y eqy csiucstarto folytonos leképezés.

(a) Létezik a két csicsos sokasdgnak olyan szimplex-felbontdsa (ldsd
a3 Definicidt), és hozzd olyan g : X —'Y szimplicidlis leké-
pezés, amely csucstarto, és csucstartoan homotop f-fel.

(b) Legyenek tovdbbd xi,...,x, € X olyan pontok, melyek kornye-
zetében f folytonosan differencidlhato, és alJakobi determindnsa
nem nulla. Ilyenkor megkdvetelhetyiik, hogy az xy,...,x, pon-
tok egy-eqy n-szimplex belsejében legyenek, ezeken a kitintetett
szimplexeken az f €s g megegyezzen, sot, ezeken a szimplexeken
az egész f ~ g homotopia is trividlis legyen.

Emékeztets: egy h : X x[0,1] — Y homotdpia egqy U C X részhalmazon
akkor trivialis, ha az (u,t) € U x [0, 1] pontokban h(u,t) csak u-tdl fiigg,
t-tdl fiiggetlen.

13.8. Definicio (Differencialhato leképezés foka). Legyenek X, Y n-
dimenzids irdnyitott zdrt csiucsos sokasdgok, f : X —'Y eqy folytonosan
differencidlhato leképezés. Vilasszunk olyan y € Y° belsd pontot, ame-
lyik az f-nek|reqularis értéke! (Ilyen mindig van a|Sard lemma miatt.)
Szdamoljuk dssze az f~1(y) pontjait elGjelesen: egy pont +1-et ér, ha az
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f Jakobr determinansa pozitiv ebben a pontban, ha pedig negativ, akkor
—1-nek szamoljuk. Az igy kapott (eldjeles) dsszeq deg(f), az f foka.
(Hamarosan beldtjuk, hogy ez nem figg az y vdlasztdsdtdl.)

Mivel y regularis érték, azért véges sok Gsképe van (tehat véges sok
+1-et kell 6sszeadnunk), és a Jacobi determinans egyikben sem nulla.
Ha z € f~1(y), akkor az f fiiggvény diffeomorfizmus az x pont egy kis
kornyezete és az y pont egy kornyezete kozott. Ha ez a diffeomorfizmus
irdnyitas-tartd, akkor a Jakobi determinans elGjele pozitiv xz-ben, ha
pedig iranyitas-fordito, akkor az el6jel negativ.

13.9. Tétel (Differencialhato leképezés foka). Legyenek X, Y n-dimenzids
wrdnyitott zart csiucsos sokasdgok, f: X —'Y eqy folytonosan differen-
ctdalhato leképezés.

(a) Ha'Y dsszefiiggd, akkor f foka nem fiigg a definicioban vdlasztott
requldris értéktol.

(b) Tegyiik fel, hogy van olyan Z kompakt (n+1)-dimenzids iranyitott
csucsos sokasdg, melynek (iranyitott) pereme éppen X. Ha f ki-
terjeszthetd eqy Z — Y folytonosan differencidlhato fligguénnyé,
akkor deg(f) = 0.

Bizonyitds. Eloszor az (@) allitassal foglalkozunk. Tegytik fel, hogy
Y Osszefiiggs! Legyenek y,z € Y regularis értékek, jelolje deg, (f) és
deg,(f) a kétféle (y-hoz, illetve z-hez tartozo) fokszamot! Alkalmazzuk
a 37 Tételt az f figgvényre és az {x1,...,zn} = [Hy) U f1(2)
véges ponthalmazra. Ez ad nekiik szimplex-felbontasokat X-en és Y-
on, és egy g : X — Y szimplicidlis approximéciot.

Tekintsiink egy o C Y n-szimplexet! A g~1(o) 6skép véges sok (X-
beli) n-szimplexbdl all, és ezen szimplexek belsejét g diffeomorfan ké-
pezi le o belsejére. A [[3.8 Definici6 analdgidjara szamoljuk meg el6-
jelesen a g~1(o) 6skép n-szimplexeit: azok a szimplexek, melyeken g
irdnyitastarto, +1-et érnek, azok pedig, ahol iranyitas-fordito, —1-et.
Az igy kapott elGjeles Osszeget deg, (g)-vel jeloljiik.

Vilagos, hogy ha o, az y-t, tartalmaz6 n-szimplex, akkor deg, (g9)-t
meghatarozo eljeles dsszeg ugyanaz az dsszeg, mint amivel deg, (f)-et
szamoltuk a [I[3.8 Definicibban, és ha o, a z-t tartalmazo n-szimplex,
akkor deg.(f) = deg, (g9). Tehat elegends bebizonyitanunk, hogy
deg_(g) nem fiigg a o szimplextdl.

Legyen ¢ a o egy olyan (n — 1)-dimenzios lapja, amelyik az Y belse-
jében van. Jelolje 7 C Y a lap maésik oldalén él6 n-szimplexet. Vildgos,
hogy ¢ 1(¢) diszjunkt (n — 1)-szimplexekbél all, melyek két-két X-beli
n-szimplexet hatérolnak, és ezaltal parokba rendezziik a g~! (UUT)—beli
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n-szimplexeket. Legyen ¢’ C g~!(¢) az egyik ilyen (n — 1)-szimplex. A
két szomszédos n-szimplex négyféleképpen helyezkedhet el:

e g az egyiket o-ra képezi, a mésikat 7-ba, mindkettén iranyitas-tarto.

e g az egyiket o-ra képezi, a mésikat 7-ba, mindkettén iranyitas-fordito.

e g mindkettét o-ra képezi, az egyiken iranyitas-tarto, a masikon iranyitas-
fordito (tehat ¢’ mentén van egy hajtasvonal).

e g mindkettst 7-ra képezi, az egyiken iranyitas-tartod, a masikon irdnyitas-
forditoé (tehat ¢’ mentén most is van egy hajtasvonal).

Konnyen ellenérizhetjiik, hogy a szimplex-par mind a négy esetben a
ugyanannyival jarul hozza deg,(g)-hen mint deg (g)-hez. Ez mind-
egyik parra érvényes, tehat deg, (g) = deg_(g). Mivel Y 6sszefiiges,
azért szomszédos szimplexeken keresztiil 1épkedve o-bol barmelyik n-
szimplexbe. Igy deg,(g) nem fiigg o-tol sem. Az (@) allitast belattuk.

A (D)) allitas bizonyitasa sokkal egyszeriibb. Legyen F : Z — Y a
folytonosan differencialhaté kiterjesztés. Vélasszunk egy y € Y pon-
tot, amelyik f-nek és F-nek is reguaris értéke! (Ilyen mindig van a
Sard lemma miatt.) Erre az y-ra alkalmazzuk majd a [[3.8 Definiciot.
Az inverz fiiggvény tételbsl kovetkezik, hogy F~1(y) egy egydimenzios
peremes részsokasag X-ben (lasd itt). Mivel X kompakt, azért F~'(y)
véges sok szakasz és véges sok korvonal diszjunkt unidja. A szakaszok
07 = X-bdl indulnak és oda térnek vissza, a korvonalak pedig elkerii-
lik X-et. Ezért a szakaszok parokba rendezik f~!(y) C X pontjait, a
par egyik tagja mindig pozitivan, a mésik pedig negativan jarul hozza
a deg(f)-et definial6 6sszeghez. Tehat f~!(y) pontjai paronként kiejtik
egymaést, igy deg(f) = 0 ebben az esetben. O

13.10. Definicié (Folytonos leképezés foka). Legyenek X, Y n-dimenzids
irdnyitott zdrt peremes sokasdgok, f : X — 'Y egy folytonos csiucstarto
leképezés. Legyen f : X — Y egy olyan folytonosan differencidlhato
fiigguény amelyik csucstartéan homotop f-fel. Az f foka, jeldlésben
deg(f), legyen egyenld f fokdval, deg(f)-fel (lasd a[I3.8. Definiciot)!

13.11. Tétel (Folytonos leképezés foka). Legyenek X, Y n-dimenzids
wrdnyitott zdrt csiucsos sokasagok, f : X — Y egy folytonos csicstarto
leképezés.

(a) AI3I0. Definicié jo: mindig tudunk megfeleld f-ot vdlasztani,
és minden vdlasztas ugyanakkora a foki.

(b) Ha g: X — Y egy olyan folytonos csucstarts leképezés, amelyik
csucstartéan homotop f-fel, akkor deg(f) = deg(g).
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(c) Tegyiik fel, hogy van olyan Z (n + 1)-dimenzids irdnyitott csu-
csos sokasdg, melynek (iranyitott) pereme éppen X. Ha f ki-
terjeszthetd eqy Z — Y folytonos csiucstarto figguvénnyé, akkor

deg(f) = 0.

Bizonyitds. A 136, Tétel miatt van olyan f : X — Y folytonosan dif-
ferencialhato fiiggvény amelyik cstcstartéan homotop f-fel. Ha f :
X — Y egy masik f-fel pontozottan homotép folytonosan differen-
cialhato pontozott leképezés, akkor f és f' pontozottan homotépok
egymaéssal, tehat [[3.6l Tétel miatt van kozottiik egy h: X x [0,1] = Y
folytonosan differencialhaté homotopia. Idézziik fel a [[3.5l Definiciot:
h indukal egy h : Z — Y folytonosan differencidlhato fiiggvényt, ahol
Z =X x[0,1]/C x [0,1], és C jeldli az X cstics-pontjainak halmazét.
A 139 Tétel miatt a h} oz Megszoritas foka nulla.

Vilagos, hogy Z pereme az X, V X; csokor, ahol X, = X x {0},
X7 = X x {1}, és a feliilvonas jeloli az iranyitds megforditasat. h
megszoritasa Xo-ra, illetve X;-re éppen f, illetve f’. Tehét a fentick
miatt deg(g) — deg(f) = 0. Ezzel az (@) allitast bebizonyitottuk.

A (D)) allitds azonnal kévetkezik az (@) allitasbol, hiszen pontosan
ugyanazok a fliggvények homotopok f-fel mint g-vel.

Legyen F': Z — Y a (@) allitasban szereplg fiiggvény. A Tétel
alapjan valasztunk egy olyan F folytonosan diferencialhato fiiggvényt,
amelyik F-fel csiucstartéan homotop. Vildgos, hogy az F'|x megszoritas
csucstartéan homotop f-fel, tehat definicio szerint deg(f) = deg(F|x).
Maésrészt, Tétel(b) miatt deg(F|x) = 0. Ezzel belattuk a (@)
allitast is. U

14. CW-KOMPLEXUSOK

14.1. Konvencid. Legyen X eqy CW-komplexus. A kovetkezd jelo-
léseket haszndljuk: X, jeloli az n-vazat, {€2} vagy {E%} az n-cellik
halmaza, OeS az e cella pereme, ¢S : e — X,—1 a ragasztd leké-
pezés. A definicié miatt €2 = B" egy golyd, de® = S™ ! egqy gomb,
tehdt e /0eX = S™ egy gomb, és X,/ Xn-1 =V, (e5/0e) =\, S™ egy
gombokbol dllo csokor. Jeldlje

Pry X/ Xno1 — €l /Oe

azt a leképezést, ami az €% [0eS gémbin az identitds, a csokor dsszes
tobbi tagjdat az e / e kitiintetett pontjdna viszi.

14.2. Definici6.
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(a) Legyenck X ésY CW-komplexusok. Az X XY szorzat téren is
van eqy cella-felbontdas: minden X-beli cellat megszorzunk min-
den Y -beli celldval. Ez a cella-felbontds ad eqy C'W-komplexust,
aminek a topoldgidja esetleg finomabb, mint a szorzat-topoldgia.
Ezt az X és az' Y CW-szorzatanak hivjuk, és X Xcow Y -nal je-
l6ljiik. Ldasd még a[14.5 Feladatot és a[I].6 Feladatot!

(b) Legyenek X és'Y CW-komplexusok. Egy f : X — Y folytonos
fligguényt CW-fiiggvénynek mondunk (angolul cellular-map), ha
minden n-re az X n-vdzdt az Y n-vdzdba viszi.

(¢) Tekintsiik [0, 1] intervallumon a kévetkezd cella-felbontdst: a két
végpont, és az intervallum belseje. Egy X Xcow [0,1] = Y homo-
topiat CW-homotopianak hivnk, ha CW-fiigguény.

(d) Ha X egqy CW-komplexus és A < X eqy részkomplezus, akkor
azt mondjuk, hogy (X, A) eqy CW-pér. (vesd dssze a[I11. De-
finicioval). Legyenek (X, A) és (Y, B) CW-pdrok. Egy (X,A) —
(Y, B) pdr-leképezést CW-péar-leképezésnek hivunk, ha egyittal
CW-leképezés is. Hasonlo madon értelmezhetd a CW-par-homotopia
fogalma.

14.3. Definicié. Ebben a jegyzetben Top®" jeloli a CW-komplexusok
kategoriajat a morfizmusok a CW-fiigguények. Hasonloan: Topch je-

T s

(vesd dssze all1.2. Definicicval).

14.4. Megjegyzés. A CW-komplexusokhoz hozzd tartozik a cella-felbontdsuk.
Bar ebben a jegyzetben nem foglalkozunk veliik, hasonléan fontos szere-

pik van az olyan topologikus tereknek, amelyek homotop ekvivalensek

eqy CW-komplexussal. Ezeknek tehdt nincs rogzitett CW felbontdsuk.

A legtobb CW-komplexusokra vonatkozo tétel dltaldnosithato ilyen te-

rekre 1s.

14.5. Feladat. Legyenek X, Y CW-komplezusok, tegyiik fel, hogy az
eqyikiik lokdlisan kompakt. Ldsd be, hogy X xcw Y és X xY (azaz a
kétféle szorzat-topoldgia) megegyezik.

14.6. Feladat. Legyenek X, Y CW-komplexusok. Ldsd be, hogy az

X XewY X xY leképezés eqy gyenge homotop ekvivalencia! Ldsd
be, hogy ha X lokdlisan kompakt, akkor homeomorfizmus!

14.7. Tétel. Legyenck X és' Y CW-komplezusok, A < X eqy 1ész-
komplezus.

(a) Minden f : X — Y folytonos figguény homotdp egy f CW-
fiigguénnyel.
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(b) Tovabbd, ha eldre adott egy h : A x [0,1] — Y homotdpia az
f } 4 megszoritdsbil egy fo CW-figguénybe, akkor f vdalaszthato

fo kiterjesztésének és az f ~ f homotdpia vilaszthatd a h kiter-
jesztésének.

Otlet: Dimenzi6 szerinti indukcioval bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az
X, < X n-vazra igaz az allitds. Ezért az f, fiiggvény és a h homotopia
kiterjeszthetSk az X, U A részkomplexusra. Tekintsiik az X egyik (n+
1)-cellajat: ez egy B! golys, B™™! — X, ragaszto leképezéssel. A
kovetkez6 két 1épés részleteit az olvasoéra hagyjuk:

14.8. Feladat. Ldsd be, hogy az fo fiigguény és a h homotdpia kiter-
jeszthetdk erre a celldra is.

14.9. Feladat. Ldsd be, hogy az egyes celldkra valo kiterjesztések eqy-
mdastol fiiggetlenek, osszedllnak eqy, az egész (n + 1)-vdzon értelmezett
fiigguénnyé, illetve homotopidvd.

Tehat igaz a tételt az (n+ 1)-vazra is. Az f, fiiggvényt és a h homo-
topiat egymés utén kiterjesztettiik az osszes X,, U A részkomplexusra
(minden n-re). Ezek unidja az egész X, tehat X-re is igaz a tétel. [

14.10. Feladat. Legyenek X ésY CW-komplexusok. Ldsd be, hogy ha
az f,g: X =Y CW-fiigguvények homotopok, akkor CW-homotopok is,
sdt, minden f ~ g homotopia homotop eqy CW-homotopidval!

Otlet: Hasznald a [IT4.7 Tételt! O
14.11. Feladat. Legyenek (X, A) és (Y, B) CW-pdrok (1.2 Defini-
cid). Lasd be a kovetkezdket:

(a) Minden (X, A) — (Y, B) pdr-leképezés par-homotop egy (X, A) —
(Y, B) CW-par-figgvénnyel (ldisd a[14.3. Definiciot).

(b) Ha az f,g: (X, A) = (Y, B) CW-figgvények folytonosan homo-
topok (mint pdrok kézti leképezések), akkor van kéztik CW-pdr-
homotdpia is (17.3. Definicid).

Otlet: Hasznald a [[Z77 Tételt! O

14.12. Definicié. Legyenek X ésY topologikus terek. Egy f : X =Y
folytonos leképezést gyenge homotop ekvivalencianak mondunk, ha f, :
T (X, :L') = (Y,f(x)) izomorfizmus minden r € X bdzispontban,
minden n > 0 egészre.

14.13. Tétel (Whitehead tétele). Legyenck X, Y CW-komplezusok,
f X — Y egy gyenge homotopia ekvivalencia. Ekkor f homotdp
ekvivalencia. Tegyiik fel, hogy Y az X rész-komplexusa, és f az ebbdl
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adodo bedgyazds. Ekkor tébbet is mondhatunk: Y az X deformdcids
retraktuma.

14.14. Feladat. Legyenek X, Y dsszefiiggd CW-komplexusok, f,g :
X =Y folytonos figguények. Fogalmazd meg, és bizonyitsd be White-
head tételének (17.13 Tétel) egy olyan vdltozatdt, ami azt donti el, hogy
f és g homotopok-e.

15. CW-HOMOLOGIA, CW-KOHOMOLOGIA

Ebben a fejezetben sokat dolgozunk irdnyitott sokasdgokkal. Ez egy
jol ismert fogalom, ha a dimenzi6 legalabb egy, de érdemes par szot
sz6lni a nulla dimenzi6s sokasagokrol:

15.1. Definicié. Egy 0-dimenzids sokasdg iranyitasa azt jelenti, hogy
minden pontja kap egy eldjelet (+ vagy — ). Egy 1-dimenzids iranyitott
kompakt sokasdg peremét gy iranyitjuk, hogy a benne szerepld szaka-
szok végpontjai + eldjelet kapnak, a kezddpontok pedig — eldjelet.
Legyen X egy iranyitott kompakt 0-dimenzios sokasdg, P egy irdanyi-
tott pont, f pedig az X — {P} leképezés (csak egy ilyen van). Jelélje
deg(X) az X-beli + illetve — eldjeld pontok szamdnak kilonbségét! Ha
P eldjele 4, akkor deg(f) = deg(X), ha pedig P eldjele negativ, akkor

deg(f) = —deg(X).

15.2. Konvencid. Ebben a fejezetben CW-komplexusokkal dolgozunk.
Azn-celldk — definicio szerint — azonositva vannak az n-dimenzids to-
mor eqységgobbbel, ezért iranyitott peremes sokasagok, a 0-celldk min-
dig + eldjelet kapnak. Az n-celldk pereme tehdt irdnyitott (n — 1)-
dimenzios gomb. Specidlisan, az 1-celldk peremében a végpont + eldje-
let, a kezddpont — eldjelet kap.

15.3. Definicid. Legyen X egy CW-komplezus. Haszndljuk a[14.1. Kon-
vencid jeldléseit! Minden n > 0-ra legyen ASY (X)) az X n-celldi dltal
generdlt szabad Abel csoport. Amikor csoport-elemekrdl beszéliink, [e]-
nel jelolyik az ey celldt. Legyen e egy n-cella, 65_1 pedig egy (n — 1)-
cella. Tekintsiik az aldbbir kompoziciot:

ey, i, Xn1 = Xp1/Xno= \/ (€Z—1/8€7L—1) =5 65—1/865—1 :

n
v

Ez eqy

gl o5t — gt
folytonos fiigguény. Kionnyen ldthato, hogy minden €S celldhoz csak vé-
ges sok olyan €”_, cella taldlhats, amelyre a deg(v®?) fokszdm (ldsd a

n—1
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[73.10. Definicic) nem nulla. Minden n-re definidlunk eqy homomorfiz-
Must:

ASV(X) -5 ATM(X) , o([ed]) = D deg(ve?) - [el_y] .
B

ASY(X) elemeit n-lancoknak hivjuk. Ha L egy n-ldnc, akkor OL-et
hivjuk az L hataranak.

Be fogjuk ldtni, hogy a ASW (X) csoportok a fenti homomorfizmu-
sokkal egy komplexust alkotnak. Ez a AV (X) komplexus az X tér
CW-lanc-komplexusa.

15.4. Feladat. Ldsd be, hogy a[I5.3. Definicicban minden e celldhoz
csak véges sok olyan € _| cella taldlhato, amelyre deg(¢®?) # 0.

n—1

Otlet: A kompaktsig miatt csak véges sok olyan cella van, amelyik
teljes egészében benne van ¢ képében. 0

15.5. Definici6. Legyenek X, Y CW-komplexusok és f : X — Y egy
CW-figguény (I1-3 Definicid). Haszndljuk a[17.1. Konvencid jelolé-
seit! Az X n-celldit e%-val jeloljik (o az index), az Y n-celldit pedig
EP-val (B az index). Tekintsiik az aldbbi kompoziciot:

e LY, 5 Vo Y =\ (B1/0E)) 25 B2/0E] .
g
Ez indukdl egy
fob eg/aeg — EPJOE?

folytonos figguényt (mindkét tér homeomorf az n-dimenzids gombbel).
Kénnyen ldthato, hogy minden e celldhoz csak véges sok olyan EP cella
taldlhatd, amelyre a deg(f#) fokszim (ldsd a[I310. Definiciét) nem
nulla. Minden n-re definidlunk egy homomorfizmust (és mindegyiket

ugyaniqy, f.-gal jeloljik):
ATV(X) L ACY(Y) L Rl = D des(£?) - [ES).
B

Be fogjuk ldtni, hogy ezek a homomorfizmusok dsszedlinak eqy AW (X) —
ACY(Y) ldnc-homomorfizmussd, amit szintén f.-gal fogunk jeldlni!

Az el6z6 két definicioban a [[3.10L Definicié segitségével konstrual-
tunk lancokat. Ezt a konstrukciét szeretnénk most altalanositani. n-
cellak helyett azonban most egy tetszdleges n-dimenziés sokasagot ké-
peziink X,,-be.

15.6. Definicié. Legyen X eqy CW-komplexus, M egy kompakt pere-
mes n-dimenzi0s differencialhato sokasdg, és f : M — X,, eqy folytonos
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fiiggvény, ami az M peremét X,,_1-be képezi. Haszndljuk a[14.1. Kon-
vencid jeloléseit! Minden e C X n-celldra tekintsiik az aldbbi kompo-
ziciot:

M L5 X, = X/ Xuor = \/ (€1/0€)) 25 e et .

Y

Ezeqy M — €8 /0eP folytonos fiigguény, ami az M peremét a kitiintetett
pontba viszi, tehdt indukdl egy

[P M/OM — € )9eP =~ §™

folytonos fiigguényt. M/OM egy csicsos sokasdg, tehdt beszélhetink az
f? fokdrol (ldsd a[I310. Definicidt). Konnyen ldthatd, hogy csak véges
sok olyan €’ cella taldlhato, amelyre deg (fﬁ) # 0. Az f altal indukalt
lancot gy definidljuk:

FIM) =" deg (F7) - [ef)] .
B

15.7. Feladat. A [[5.0. Definicicban az f leképezés az X n-vdzdba
érkezett. Miért nem engedhetiink meg minden folytonos f : M — X
leképezést, melyre f(OM) C X, 7

15.8. Tétel. Legyen X eqy CW-komplexus, M eqy kompakt peremes
n-dimenzios differencidlhato sokasdg, és f - M — X, eqy folytonos
fiigguény, ami az M peremét X,,_1-be képezi. Ekkor

3) o(f.1M]) = £.lom)

ahol a bal oldalon all15.3. Definicio O homomorfizmusa szerepel, a jobb-
oldalon OM pedig az M pereme. Specidlis esetben:

ha M zdrt, akkor 8(f*[M]> =0.

Bizonyitas. A [[3.11] Tétel szerint az egyenlet két oldala nem véltozik,
ha az f-et kicseréljiik egy vele homotop leképezésre. Ot 1épésben fogjuk
az f-et feljavitani. Legyen e] C X egy olyan n-cella, amelyik teljes egé-
szében benne van az f(M) képhalmazban. Az els6 két 1épésben olyan
homotopiakat alkalmazunk az f-re, amelyek csak az f~!(e)) halmazon
valtoztatjak.

1. lépés. A3 Tétel segitségével elérjiik, hogy legyen olyan D7 n-
dimenzios goly6 az €] cella belsejében, amelynek f~(D7) 6sképe véges
sok paronként diszjunkt n-dimenziés golyobol all, és ezek mindegyikét
f homeomorfan képezi D7-ra.
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2. lépés. Alkalmazunk még egy homotopiat, amelyik a D7 golyokat
Jfelftjja”, hogy betoltse vele az egész e cellat, az e) \ D7 héjat pedig
az €] peremébe deformalja.

3.1épés. Az els6 két 1épés deformaciodit megismételjiik az Gsszes olyan
n-cellara, amelyik teljes egészében benne van az f(M) képhalmazban.

4. lépés. Legyen e egy olyan n-cella, amelyik kimaradt a 3. 1épés-
ben, tehat amelyiknek van f(M)-en kiviil es§ pontja. Egy homotopia-
val ebbdl a pontbol ,kiftijjuk” az e cella tartalmat a peremre, tehat a
homotopia alkalmazasa utan f(M) elkeriili e belsejét.

5. lépés, A 4. lépést megismételjiik az Osszes olyan e celldra, ame-
lyik nem szerepelt a 3. lépésben. FEzzel elérjiik, hogy M belsejében
legyen véges sok paronként diszjunkt n-dimenzidés golyd, B, ... B,
melyek mindegyikét f homeomorfan képezi valamelyik n-cellara, és a
komplementumot az X (n — 1)-vazéba képezi.

Legyen B az 06sszes B; unidja. Ez egy peremes sokasig, és vilagos,
hogy az f megszoritasa B-re minden egyes n-cellat pontosan annyiszor
fed le (elGjelesen szamolva), mint az illet§ cella egyiitthatoja f.[M]-
ben. Konnyen lathato tehat, hogy

LIB] = fIM] & f0B] = o( £.1M])

Legyen N az a peremes sokasag, amit ugy kapunk, hogy M-bél kivagjuk
a B belsejét. Vilagos, hogy f(N) C X,,_4, tehat I3.11l Tétel(m) miatt

FJON] =0

Az N pereme, mint halmaz, az M és a B peremébdl all 6ssze — de
B peremén meg kell forditani az iranyitast, hiszen N és B a perem
,szemkozti oldalan” helyezkedik el. Ezért

A fenti kiemelt egyenleteket Gsszevetve kapjuk a ([B]) egyenletet. U

15.9. Tétel. Legyenek X, Y CW-komplexusok, f,g : X — Y CW-
figgvények, és h : X x [0,1] =Y egy CW-homotdpia f és g kizitt.
(a) AV (X) komplezus, azaz 8* = 0.
(b) fo: AW(X) — AW(Y) egy lanc-leképezés.
(c) h indukdl egy linc-homotdpidt f. €s g. kozitt.

Bizonyitas. Hasznaljuk a [[4.1l Konvenci6 jeloléseit. Legyen e az X
egyik n-cellaja, ® : ef — X pedig az a leképezés, amelyik a cella
belsejében az identitas, a peremen pedig megegyezik a ¢ ragaszto le-
képezéssel. Az el cella egy peremes sokasag, és a [[5.60 Definiciobol
azonnal kovetkezik, hogy &, [eg} éppen az [eg} € ASW(X) generétor

elem. A [5.8 Tétel miatt tehat O[e2] = @,[0e2]. Ha most az e

n
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zart sokasagra is alkalmazzuk a [I5.8 Tételt, akkor azt kapjuk, hogy
d?[e2] = 0. Bz ASY(X) minden generatorara teljesiil, amibsl kovet-
kezik az (@) allitas.

A f o ® kompozitié az el peremes sokasagot az Y CW-komplexusba
képezi. Osszevetve a Definiciot a Definicioval lathatjuk,
hogy az f.[e2] lanc megegyezik az (f o ®).[e2] lanccal. A [I5.8 Tétel
miatt tehat O(f.[e]) = (fo®).[0e2], amirdl az (@) pontban mar lattuk,
hogy megegyezik az f, (0[6%]) lanccal. Ezzel belattuk a (b)) allitast.

Végiil a h homotopia segitségével definidlunk minden n-re egy Ly, :
ASY(X) — AZY(Y) homomorfizmust:

Ly ([en]) = haleq > [0,1]] .

n

Az e x]0, 1] hatara harom, a peremiik mentén Gsszeragasztott, peremes
sokasagbol all:

d(en x [0,1]) = defr x [0, 1] U e x {0} Uena x {1} .

Szigortian véva €2 x [0, 1] nem peremes sokasag (¢éle van), de homeomorf
egy B tomor golyoval, tehat alkalmazhatjuk ra a [I5.8 Tételt. Mivel
h az ¢leket” az X (n — 1)-vazéba viszi, azért jogos h.[0B] Osszegre
bontasa az aabbi egyenletben:

AL, ([e]) = Oh.[e% x [0,1]] = h.[0B] =

= h, [0e2 %[0, 1]]4+h. [enax {0} +h. [enax{1}] = L,_1(0en])+ filen] —g:[en]
Ebbdl 1atjuk, hogy az L, homomorfizmusok Osszeallnak egy f, és g.
kozti AW (X) — AW (Y) lanc-homotopidva. Belattuk a (@) allitast
is. U

15.10. Feladat. Legyenek X Iy 4z CW-komplexusok kozti
CW-figgvények. Ldsd be, hogy

AT (g0 1) = A ()0 ATV(y)
15.11. Tétel.
(a) AV : Top®" — ‘M eqy kovaridans funktor. (2.3. Definicio és

[74.3 Definicid).

(b) Ha f,g homotop CW-fiigguények (tetszdleges folytonosan homo-
topidval), akkor AW (f) és AW (g) ldnc-homotdpok.

(c¢) Ha h egy olyan CW-figguény, amelyik gyenge homotop ekviva-
lencia, akkor AW (h) egy ldnc-ekvivalencia.

(d) Ha az X CW-komplexus pontrahizhato (topologikus térként), ak-
kor AW (X)) pontrahiizhaté komplezus (2.17. Kovetkezmény).
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Otlet: A M4I0 Feladat miatt létezik egy CW-homotopia f és g ko-
zOtt, Whitehead tétele (I4.13] Tétel) miatt h egy homotdp ekvivalencia.
Ezért a lemma kovetkezik a [I5.91 Tételbdl és a[I5.10l Feladatbol. [

15.12. Megjegyzés. Legyenek X, Y CW-komplezusok, f : X — Y
tetszdleges folytonos fiigguény! A [14.7]. Tétel miatt f homotdp egy
f: X =Y CW-fiiggvényhez. A AW (f) lanc-leképezés fiigg a f vdlasz-
tdsatol, de a[1{.10. Feladat miatt barmely két vdlasztds ldnc-homotdp
leképezéseket ad. Jeloljiik f.-gal a AW (f) homotopia osztdlydt! A
[74.7]. Tételbdl és a[14.10 Feladatbol kovetkezik, hogy

(a) fo csak az [f] homotopia-osztdlytdl figg,

(b) hag:Y — Z egy masik folytonos fiigguény, akkor (go f)s« = g.o fu,
(¢) ha f homotdp ekvivalencia, akkor f. is homotdp ekvivalencia,

(d) ha X pontrahiizhatd, akkor AW (X) is pontrahizhato.

15.13. Megjegyzés. Az el6z6 megjeqyzés tovdbb pontosithato: AW
kiterjeszthetd Top®™V -b6l az Abel csoportok|derivdlt kategoridjabd mend
funktorrd. Ez a funktor homotdpia-invaridans, tehdt indukdl eqy funktort
a lhomotopia kategoriabol az Abel csoportok derivalt kategoridjdaba.

15.14. Definici6. Legyen G egy Abel csoport. Definidljuk a G-egytitthatos
CW-homologia és a CW-kohomologia funktorokat:

HEY (X G) = HEW (A9 (X) @ G)
Hiw (X G) = HgW<Hom (A?WX),G))
Mindent dltaldnosithatunk CW-pdrokra is:
AT(X,A) = ATW(X) /AT (A)
HEY (X, 4; G) = HEW(ATY(X, 4)@6)
Hew (X, A; G) = HgW(Hom(A,CW(X,A),G))

16. SZINGULARIS SZIMPLEXEK

16.1. Definicié. Tekintsiik az R térben az e; bdzis-vektorok dltal
kifeszitett n-dimenzids szimplexet — a csucsokat az e;-kkel azonos sor-
rendben irjuk, ez adja az iranyitdst. Ezt a szimplexet A"-nel jeldlyik,
és standard n-szimplexnek hivjuk.

16.2. Definicid. Legyen X egy topologikus tér. Egy n-dimenzios n-
dimenzids szinguléaris szimplex X-ben nem mds, mint eqy folytonos
figguény ¢ : A" — X. A ¢-nek n + 1 oldala van, ezek a kovetkezd
(n — 1)-dimenzids szimplexek. Minden 0 < i < n értékre tekintjik azt
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a A"V — A" linedris leképezést, amelyik az eq, €1, . ..e,1 € A" csi-
csokat A" ugyanilyen nevi csucsaiba képezi, az e;, €11, ..., 1 € At
cstucsokat pedig rendre az €jy1, €19, ..., € A" csicsokba viszi. Ezt a
linedris leképezést p-vel kompondlva megkapjuk ¢ i-edik oldaldt, 0;¢-t.

16.3. Definicié. Definidljuk az S funktort, ami topoldgikus terekhez
CW-komplexusokat rendel. Legyen X egy topoldgikus tér. S(X) n-
szimplexei éppen az X -beli n-dimenzids szinguldris szimplexek lesznek,
a ragasztdast pedig dimenzio szerinti indukcioval definidljuk. Legyen ¢
eqy szinguldris n-szimplez, és tegyik fel, hogy az S(X) komplezus (n —
1)-vdzdt mar elkészitettik. Minden 0 < i < n értékre a 0;¢ oldal
egy (n — 1)-dimenzids szimplex, tehdt benne van az (n — 1)-vdzban.
Ragasszuk hdat ¢ i-edik oldaldt ehhez az (n — 1)-szimplexhez!

Az S(X) komplexus szimplezei folytonos figguények X -be. Ezek a
fiigguények a ragasztasok mentén jol illeszkednek eqgymdshoz, tehdt dssze-
dllnak egy ev : S(X) — X folytonos fiigguénnyé, amit kiértékelésnek
hivunk.

16.4. Megjegyzés. A[16.3. Definicicban tobbet is kapunk: eqy delta-komplexust
épitink fel. A CW-komplexusban megengediink tetszdleges folytonos
ragasztdsokat, tehdt ezek topologiai objektumok. FEzzel szemben delta-
komplexusban viszont élet élhez, hdaromszoget haromszoghoz, n-szimplexet
n-szimplexhez illesztink, linedris ragaszto leképezéssel, ezért a delta-
komplexusok tisztdn kombinatorikai objektumok, amelyeknek van topo-

logiai realizdcioja. Ebben a jegyzetben elegendd a CW strukturdt ismer-

ni.

16.5. Tétel. Legyen X egy topoldgikus tér. Az ev : S(X) — X kiérteé-
kelés egqy gyenge homotop ekvivalencia.

Bizonyitds. Be kell latni, hogy ev, : m,(S(X)) — m,(X) izomorfiz-
mus minden n-re. Valasztunk S™-en egy szimplex-felbontast. Ennek
segitségével minden f : S™ — X folytonos leképezés felemelhets egy
f 8" = S(X) folytonos fiiggvénnyé, amelyre evof = f, tehat ev,
sziirjektiv.

Legyenek most p,q : S™ — S(X) folytonos fiiggvények, és h : S X
[0,1] = X egy homotopia evop és evoq kozott. ElGszor lecseréljiik
p-t és G-t egy-egy szimpliciélis approximéciora. Ez ad S™ x {0}-an és
S™ x {1}-en egy-egy szimplex-felbontast, amit kiterjesztiink S™ x [0, 1]
szimplex-felbontasava. Ennek segitségével gyartunk olyan h: S™ x
[0,1] = S(X) fiiggvényt, amelyre ev oh = h. Tehat ev, injektiv. O
16.6. Tétel.

(a) S : Top — Top® egy kovaridns funktor. (II3 Definicid,

[74.3 Definicio).


http://en.wikipedia.org/wiki/Delta_set

54 SZABO ENDRE

(b) Ha [ és g homotdp folytonos figguények, akkor S(f) és S(g)
kozott van eqy CW-homotopia.

(c) Ha f gyenge homotdp ekvivalencia, akkor S(f) eqy CW-fiigguény,
amelyik homotop ekvivalencia.

(d) Ha az X tér olyan, hogy m,(X) = {1} minden n-re, akkor S(X)
pontrahizhato (topoldgikus térként).

Bizonyitds. Ha o egy szinguléaris szimplex X-ben, és komponéaljuk 6t
egy f és g kozotti homotopiaval, akkor az f(o) és g(o) szingularis
szimplexek kozti homotopiat kapunk. Ezek a homotopidk Osszeragad-
nak egy S(f) és S(g) kozotti CW-homotopiava. A tobbi allitas azonnal
kovetkezik Whitehead tételebsl (I4I3l Tétel) és a Tételbsl. O

16.7. Lemma. Legyen X eqy topologikus tér, U eqy nyilt fedés. Je-
lolje SY(X) C S(X) azt a rész-komplexust, amelyet azon ¢ : A" — X
szimplezek alkotnak, amelyekre Im(¢) teljes egészében valamelyik U-beli
nyilt halmazba esik. Ekkor az SY(X) — S(X) bedgyazds eqy homotdp
ekvivalencia.

Otlet: A Tétel bizonyitasa kis modositassal azt is megmutatja,
hogy az SY(X) — S(X) — X kompozici6 is gyenge homotop ekvi-
valencia. Ezért az SY(X) — S(X) beagyazas is gyenge homot6p ek-
vivalencia. A lemma tehat kovetkezik Whitehead tételebdl (I4.13] Té-
tel). O

16.8. Megjegyzés. A16.7. Lemmanak szamtalan, ugyanezzel a tech-
nikdval bizonyithato vdltozata van. Példdul, ha X egy differencidlhato
sokasag, akkor tekinthetjiik a differencidlhato szimplek részkomplexusdt,
ha pedig X egy metrikus tér, akkor tekinthetyik az e-ndl kisebb datméro-
JU szimplexek részkomplexrusdt — ezek is homotop ekvivalensek X -szel
és S(X)-szel.

17. SZINGULARIS LANC-KOMPLEXUS, HOMOLOGIA ES
KOHOMOLOGIA

17.1. Definicié. A szingularis lanc-komplexus funktor az S funktor
és a CW-lanc-komplexus funktor kompozicidja. Tehdt a topoldgikus
terek kategoridjabol (I1.2. Definicic) képez az Abel csoport kompezusok
kategoridajaba, eqy X topoldgikus térhez az alabbi komplexust rendeli:

A (X) = A% (5(X)
Altaldnosabban, egy (X, A) tér-pdr szingularis lanc-komplexusa.

A(X,A) = A(X)/A(A)
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17.2. Megjegyzés. Sok-sok egymdssal (tobbé-kevésbé) lanc-homotdp
funktort haszndlunk, a jelélésiik is nagyon hasonlo: A., AW ASzmpl
stb. Ebben a jegyzetben a szinguldris ldncokkal tudunk legkényelmeseb-
ben dolgozni, azért azt jeloljiik A -val, megkiilonboztetd kitevd nélkiil.
17.3. Tétel.
(a) A.:Top — Ab egy kovaridns funktor. (IL.2. Definicio,[Z2. De-
finicid).
(b) Ha f, g homotdp figguények, akkor A .(f) és A .(g) ldnc-homotdpok.
(c) Ha eqy h fiigguény gyenge homotdp ekvivalencia, akkor A .(h)
eqy lanc-ekvivalencia.
(d) Ha az X tér olyan, hogy m,(X) = {1} minden n-re, akkor A .(X)
pontrahizhato komplexus (217 Kdvetkezmény).

Otlet: Azonnal kévetkezik a Tételbdl és a [I5.111 Tételbol. O

17.4. Definicid. Legyen G egy Abel csoport. Definidljuk a G-egyiitthatos
szingularis homolégia és a szingularis kohomoloégia funktorokat.

Hy(X;G) = Hy(A(X)@G)
H'(X; G) = H"(Hom (A(X),G))
Mindent dltaldnosithatunk tér-pdrokra is:
Ho(X,4; G) = Ho(A(X,4) @)
H'(X,4;G) = H"(Hom (A (X, 4),G))

Tekintsiik azt a ko-lancot, amelyik minden 0-dimenzios szimplexhez
ugyanazt a g € G elemet rendeli — ezt is g-vel fogjuk jelolni (mint
a konstans figguényeket). Ez egy ko-ciklus, tehdt megad egy konstans
kohomologia-osztdlyt, amit szintén g-vel jelolink:

ge H° (X, A, G) minden g € G-re.
Ebben a jegyzetben, ha mindenféle jelzd nélkil homoldgiat illetve ko-

homologiat irunk, akkor az mindig a szinguldris homologidt illetve a
szinguldris kohomoldgidt jelentu.

17.5. Tétel. Legyen X eqy CW-komplezus. Létezik egy
A(X) = AYY(X)
természetes ldnc-ekvivalencia.

Bizonyitds. A TG0 Tétel szerint ev : S(X) — X egy gyenge homotop
ekvivalencia. Erre alkalmazzuk a AW funktort, a [[5.11l Tétel miatt
lanc-ekvivalenciat kapunk. U
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17.6. Feladat. Legyen X eqy|szimplicialis komplexus, vagy még dltald-
nosabban, eqy|delta-komplerus. A szimplex felbontds ad egy/természetes
t: X — S(X) bedgyazdst. Mutasd meg, hogy v és ev (16.3. Definicid)
eqgymds homotdpia inverzei!

Tekintsiik X szimplez-felbontdsdat eqy CW-felbontisnak. Az v segit-
ségével a [I7.3. Tételbeli lanc-ekvivalencia inverze sokkal kénnyebben
szamolhato:

A1) : AY(X) =5 AL(X)
18. SZIMPLICIALIS HOMOLOGIA, KOHOMOLOGIA

18.1. Definicié. Legyen X egy szimplicialis komplexus, vagy még dlta-
lanosabban, egy delta-komplexus. Mivel a szimplexek egyben celldk vs, X
tekinthetd CW-komplexusnak is. Az X szimplicidlis lanc-komplexusa:

AS(X) = A (X)
az X szimplicialis homologiéi illetve kohomologiai:
HY™ (X5 G) = HW(X; G) L HE(Xs G) = How (X5 G)
Ugyanez a definicio dtvihetd tér-parokra is.

18.2. Megjegyzés. Még dltaldnosabb fogalom: a szimplicidlis halmazok.
Ime, egqy masik bevezetd.

18.3. Megjegyzés. A[16.4 Megjegyzés alapjin kinnyen ldathato, hogy
ASPL tisatdn kombinatorikai objektum, mig A. és AW a topoldgidban
élnek.

18.4. Megjegyzés. Ebben a jegyzetben nem foglalkozunk szimplicialis homologidval,
de érdemes megjegyezni, hogy a [I7.0. Feladat dllitisa dtfogalmazha-

to: az X szimplicidlis lanc-komplexusa, AS™PY(X), ldnc-homotdp az X

szinguldris lanc-komplexusdval, tehdt a megfeled homoldgia- és kohomologia-
csoportok izomorfak.

19. CECH KOHOMOLOGIA

19.1. Definicié. Egy X topoldgikus tér {U;}icr nyilt fedését jo fedés-
nek mondjuk, ha minden J C I véges részhalmazra a {U;}ic; metszet
vagy tres, vagy pontrahizhato.

19.2. Konstrukcioé. Legyen X egy topoldgikus tér, és U = {U;}ier
nyilt halmazok eqy rendszere. Az U idege a kovetkezd, N (X , L{) -vel je-
lolt szimplicidlis komplexus: Minden (n + 1)-elemd J C I részhalmaz-
hoz, amelyre (e, Ui # 0 tartozik egy A j-vel jelolt n-szimplex, melynek
csucsait megeimkézziik J elemeivel. Ezért n > 1 esetén a A; minden
oldaldn egy n-elemi J' C J részhalmazt olvashatunk: ezt az oldalt a
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Ay szimplezhez ragasztjuk, mégpedig gy, hogy az azonosan cimkézett
csucsok illeszkedjenek egymdshoz.

19.3. Definicio. Legyen X egy topoldgikus tér, és U egy jo fedése. A
fedéshez tartozo G egyiitthatojii Cech komplexus:

C'(X,U; G) = Hom (A% (N (X,U)), G)
Ennek homoldgiait Cech kohomolégianak hivjuk:
(X 6) = 0" (C'(X.U; G))

Vegyiik észre, hogy ez nem mds, mint az N (X,U) tér G egyiitthatdji
szimplicialis kohomologidja.
19.4. Megjegyzés. A[19.3. Definicio csak akkor haszndlhato, ha az X

térnek létezik 70 fedése. Természetesen létezik ennél altaldnosabb definicio
18, de nekiink most elég ez a specidlis eset.

19.5. Tétel. Legyen X eqy topologikus tér, amelynek létezik j0 fedése.
A Cech kohomoldgia nem figg a jo fedéstél (tehdt a jelolés korrekt).
Bdrmely G egyiitthatd csoportra, és minden U fedésre a C" (X,Z/{; G)
Cech komplezus ldinc-ekvivalens a Hom (A.(X), G) koldnc komplexus-
sal, tehdat minden n-re

HY(X; G)= H"(X; G) .
A lanc-ekvivalencia, €s 19y az izomorfizmus is természetes transzformdcio
(mind a két vdltozoban).

El6szor adunk egy algebrai bizonyitast, utédna egy geometriait. A
geometriai bizonyitas hosszabb, de elemibb.

Algebrai bizonyitds. Elég az izomorfizmust belatni, abbol mar kévetke-
zik a fiiggetlenség is. Idézziik fel a [[6.7 Lemmaban szerepls S¥(X) C
S(X) rész-komplexust! Ehhez tartozik egy AY(X) < A (X) részkomp-
lexust, melyet a SY(X)-beli szimplexek generalnak. A [6.7 Lemma
miatt AY(X) = A (X) lanc-ekvivalensek. A Tétel tehat azonnal
kovetkezik az alabbi lanc-ekvivalenciabol:

C"(X,U; G) = Hom (A%(X), G)

Abban az esetben, ha U egyetlen nyilt halmazbdl all, ez kévetkezik a
M73 Tétel (d) pontjabol. Az &ltalanos eset pedig azonnal kiovetke-
zik a Kovetkezménybdl, csak a megfelels kettés komplexust kell
kitélteni — amit az olvasora bizunk! O

19.6. Feladat. Toltsd ki az el6zd bizonyitds végén felbukkano kettds
komplexust! Ldsd be, hogy a sorok és az oszlopok valoban egzaktak!
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Otlet: Minden (p + 1)-elemii J C I részhalmazhoz készitsd el a

Hom (Aq (mjeJUj)7 G)

csoportot. Ezek direkt szorzata (rogzitett p, g értékre) legyen a3.241 Ko-
vetkezményben keresett MP? csoport! Léasd be a sorok és az oszlopok
egzaktsagat! Az egzaktsag bizonyitasaban felhasznalhatod, hogy a té-
tel igaz abban az esetben, amikor U/ egyelemti. U

19.7. Konstrukcio. Legyen X egy topologikus tér, ésU = {U;}icr egy
jo fedése. Jelolje N* (X, Z/{) azN(X, L{) komplexus sulyponti felosztasdat.
Tetszdleges Jy C Jy C --- C J, C I véges részhalmaz-sorozatra jelélje

;0,J1,...Jn C N* (X’ u)

azt a szmplexet, amit az N(X,Z/{)—belz' Ay CTAy CTAy - CAy,
eqgymdsba dgyazott szimplexek sulypontjai feszitenek ki. Dimenzio sze-
rinti indukcioval épitink eqy

ev: N(X,U) = N*(X,U) — X

folyonos leképezést az aldbbi tulajdonsdggal:
(4)  ev (A5 .0) S ﬂ Uy, N*(X,U) minden szimplexére.
=0

Tegyiik fel, hogy a A%, 5, ;. szmplex peremén mdr elkészilt az ev figg-
vény, €s ott teljesiti a (4)) kovetelményt. Mivel a ﬂ?:o Uj; nyilt halmaz
pontrahizhatd, a fiigguénytkonnyd beterjeszteni a szimplex belsejébe is.

19.8. Feladat. Lasd be, hogy a () tulajdonsdg homotdpia erejéig egy-
értelmien meghatdrozza az ev : N(X, U) — X figguényt!

19.9. Lemma. Legyen X egy topologikus tér, és U = {U;}icr egy jo
fedése. Legyen tovabba Y egy véges szimplicidlis komplexus és f 1Y —
X egy folytonos fiigguény.

(a) Ekkor létezik eqy ¢ - Y — N (X,U) folytonos leképezés, melyre az
evog kompozicio homotop f-fel.

(b) Tegyiik fel, hogy A <Y eqy rész-komplexus, ¢4 : A — N(X,U) egy
olyan szimplicidlis leképezés, melyre az ev op s kompozicio megegye-
zik az f figguény A-ra valo megszoritisdaval. Ilyenkor van olyan ¢
is, amelyik az A halmazon megegyezik ¢ 4-val.

Bizonyitds. Elég a (D) allitast bizonyitani, az (@) ennek specialis esete
(iires A-val). A feltétel miatt f az A minden szimplexét beleképezi va-
lamelyik U/-beli nyilt halmazba. A Lebesgue Lemma segitségével az A
komplementerében 1évé szimplexeket is felbontjuk kisebb szimplexek-
re Ugy, hogy f az 1j szimplexek mindegyikét beleképezze valamelyik
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U-beli nyilt halmazba. Jelolie Y az Y teret ezzel az 4j szimplex felbon-
tassal, Y* pedig az Y [stlyponti felosztasat. Mivel f(Y*) kompakt, van
olyan I C I véges részhalmaz, melyre {Ui}ief lefedi f (Y*)-ot. Elészor
definialjuk a ¢ fiiggvényt az Y* cstcsain.

Legyen P az Y* tetsz6leges cstcsa, tehat egy o C Y szimplex sily-
pontja. Jelélje J, C I azon j € I indexek halmazat, melyekre f(o,) C
U;. Legyen ¢(P) a Ay, € N(X,U) szimplex sulypontja, ami az
N*(X,U) komplexus egyik csicsa.

Legyen most 8 az Y* tetsz6leges n-szimplexe. Enne csticsai bizonyos
0o C o1 C +++ C o, Y-beli szimplexek stlypontjai. A ¢ fiiggvény a o
csticsait éppen a Ay, 5,1, N*(X,U)-beli szimplex csticsaiba viszi,
kiterjesztjiik linearisan az egész ¢ szimplexre. Ezt minden szimplexre
elvégezve megkapjuk a keresett ¢ fiiggvényt. U

19.10. Feladat. Ldsd be, hogy al19.9. Lemma bizonyitdsdban a ¢ fiigg-
vény jol definidlt! ha 61,05 két szimplex Y -ban, akkor a d1-re vald ki-
terjesztés a 0y M oo szimplexen megegyezik a dy-re valo kiterjesztéssel.

Otlet: Ha 6, a 6 szimplex egyik oldala, akkor ¢-t a &; szimplexen két-
féleképpen is definialtuk: o-ra, illetve d;-ra valo kiterjesztéssel. Miért
ugyanaz a két kiterjesztés? O

19.11. Feladat. Ldsd be, hogy a[19.9. Lemma bizonyitdsdiban a ¢ filigg-
vény az A halmazon megegyezik ¢ o-val!

19.12. Kovetkezmény. Legyen X eqy topoldgikus tér, ésU = {U;}ier
eqy jo fedése. Az ev : N(X,U) — X leképezés eqy gyenge homotdp
ekvivalencia.

A19.8 Tétel geometriai bizonyitdsa. Azonnal kivetkezik a definicio-
bol és a[19.121 Kovetkezménybdl. O

20. DERHAM KOHOMOLOGIA

20.1. Definici6. Legyen M egy differencidlhato sokasdag. T*M jelols
az érintd nyaldb dudlisit — ezt ko-érinté nyalabnak is nevezik, ennek
szeléser az 1-formdk. /\k T*M jeloli a ko-érintd nyaldab k-adik kilsd
hatvinydt — ennek szelései a k-formdk. Jelilje Q*(M) az egész M-
en értelmezett k-formdk terét! A kilsd derivdlds minden k-ra eqy d :
AN TM — AU TEM differencidl operdgtor, tehdt egy d : QF(M) —
QY (M) linedris leképezés ami kielégiti a [Leibnitz-szabdlyl. Erdemes
megemliteni, hogy d*> = 0, és hogy Q°(M) nem mds, mint az M-en
értelmezett sima fiigguények tere.
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20.2. Definici6. Legyenek M, N differencidlhato sokasdgok, és f :
M — N egy sima figgvény! Jelélje f*T'N az N érintd-nyaldbjanak
visszahuzottjat! Az f derivdltja felfoghato egqy df : TM — f*T'N
nyalab-leképezésnek, azaz a Hom (TM, f*TN) nyaldb eqy szelésének.
(Lokdlis koordindtarendszerben ez eqy mdtriz-értékd figgvény: az f
Jacobi-mdtriva.) Ennek a dudlisa indukdl f* : QF(N) — QF(M) ho-
momorfizmusokat minden k-ra. (Tehdt a differencidl-formdkat issza
lehet hizni”.)

Mézd még meg [Stokes tételét!

20.3. Definicid. Legyen M egy differencidlhato sokasdag. Az aldbbi
komplerust de Rham komplexusnak nevezziik:

0— QM) -5 Q' (M) -5 Q2(M) -Ls .
Ez valoban komplexus, hiszen d*> = 0. Az 6 k-adik homoldgidja az

M  k-adik de Rham kohomolégidja (ez egy valds vektortér), jelolésben:
HYo(M). Bévebb informdcidt litt taldlsz.

20.4. Feladat. Ldasd be, hogy 2 egy kontravaridins funktor a diffe-
rencidlhatd sokasdgok (és sima leképezések) kategoridjabdl a vektortér
komplezusok kategoridjiba!

Otlet. Lasd be, hogy a differencial-formak visszahtzasa kommutal a d
operatorral! U

20.5. Feladat. Legyen M egy sokasdyg, jelolje AYE (M) < A (M) azt a
rész-komplexust, amit a folytonosan differencidlhato szinguldris szimp-
lexek generdlnak! Ldsd be, hogy a AUT(M) < A (M) bedgyazds ldanc-
ekvivalencial

Otlet: Tmitald a (6.7 Lemméat, és a bizonyitasat. Ehhez sziikséged
lehet a [13.6l Tételre. U

20.6. Feladat. Legyen M egy sokasdg, w egy n-forma. Minden o foly-
tonosan differencidlhato szinguldris n-szimplexhez rendeljiik hozzd az
[, w walds szimot. Ezt linedrisan kiterjesztjik egy I @ Q"(M) —
Hom (Afliﬁ(M),R) homomorfizmussd. Stokes tétele segitségével ldsd
be, hogy ezek dsszedllnak egy

Z: (M) — Hom (AT (M), R)

ldanc-homomorfizmussd, sét, T eqy természetes transzformdcio az §2 és
a Hom (AY R) funktorok kozott!

20.7. Tétel (Homotop invariancia). Legyenek M, N differencidlhato
sokasagok, f,g : M — N egymdssal homotop sima leképezések. A
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hozzdjuk tartozo két wvisszahizds, fi,g« @ Q(N) — Q (M), homotop
ekvivalens.

Bizonyitds. Egy bizonyitast itt olvashatsz. U

20.8. Kovetkezmény (Poincaré lemma). Legyen M egy pontrahiz-
hato sokasdg, és ¢ € QF(M), 1 < k < dim(M), egy olyan k-forma,
amelyre dw = 0 (azaz w zért forma). Ekkor van olyan ¢ € QF1(M),
amelyre dip = ¢ (azaz ¢ egzakt forma). Ebbdl azonnal kivetkezik, hogy
az ¥ (M) de Rham komplexus pontrahizhato (217 Kovetkezmény).

Bizonyitds. Kovetkezik a [20.71 Tételbdl. U

20.9. Feladat (Poincaré lemma valtozata). Legyen M megint eqy pont-
rahizhato sokasdg, és jelolje Ry € Q°(M) az M — R konstans fiigg-
vények halmazdt. Mutasd meg, hogy az alabbi sorozat egzakt:

0— Ry — QM) 5 QY (M) 5 Q2(M) S - ..

20.10. Tétel (de Rham tétele). A[20.6. Feladatban szerepld I : Q0 —
Hom (AC,“H) lanc-leképezés lanc-homotop-ekvivalencia.

Bizonyitds. Legyen T az M sokasag egy szimplex-felbontasa (ilyen
van Whitney tételel miatt), jeloljiik Tx-val a T-beli k-szimplexek hal-
mazat! Vegyiik észre, hogy a szimplex-felbontasunk lokalisan véges,
azaz minden pontnak van olyan kornyezete amelyet csak véges sok
szimplex metsz! Ha a differencidl-formékat csak a 7T-beli szimplexe-
ken integraljuk, akkor az Z leképezés mintajara egy Z : Q (M) —
Hom (A¥™PY(T),R) lanc-leképezést. A RO5 Feladat miatt elég be-

latnunk, hogy Z lanc-homotop-ckvivalencia. Ezért konstrualunk egy
J: Hom (A%4™PY(T), R) — Q' (M) homotépia inverzet.

Rogzitiink egy k > 0 egészet! Minden o € T, szimplexhez valasztunk
egy U, C M nyilt halmazt gy, hogy mindegyik o € T metszi U,-t, és
az U, halmazok paronként diszjunktak. Minden o € Tj-ra valasztunk
olyan v, € QF(M) differencial-format, amelyik nulla az U, halmazon
kiviil, és [ 1, = 1. Ezutan minden f : Ay(M) — R kolancra legyen

TH) =D fo) o .
o€Tk
Vilagos, hogy f(]k(f)) = f. Az is igaz, hogy J o Z homotoép az
identitashoz (az (M) komplexuson), de azt most nem bizonyitjuk.
O

20.11. Tétel. Legyen M egy differencidlhato sokasdg, U egy jo fedé-
se. Az M de Rham komplexusa ldnc-ekvivalens a C" (X,Z/{; G) Cech
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komplexussal. Ezért minden n-re:
Hjp(M) = H"(X; R)

Bizonyitds. A azonnal kévetkezik a[3.24l Kovetkezménybdl, csak a meg-
felel§ kettds komplexust kell kitélteni — amit az olvaséra bizunk! [

20.12. Feladat. T6ltsd ki az el6zd bizonyitds végén felbukkano kettds
komplezust! Lasd be, hogy a sorok €s az oszlopok valéban egzaktak!

Otlet: Minden (p + 1)-elemti J C I részhalmazhoz készitsd el a

af (mjeJUj)

csoportot. Ezek direkt szorzata legyen a [B.24l Kovetkezményben ke-
resett MP? csoport! A ¢ irdnyban a differenciél legyen a differenciél
formak d operatora. A p iranban pedig imitdld a Cech komplexus
differencialjat! Minden ¢ irdnyu oszlop DeRham komplexusok direkt
szorzata, az egzaktsag a Poincaré lemmabol kévetkezik. Tekints egy
p irdnyu sort, egység-osztas segitségével lasd be, hogy pontrahuzhato
(217 Kovetkezmény). Ebbdl kovetkezik a p irdanya egzaktsag. O

20.13. Feladat (de Rham tétel masik bizonyitasa). Ldsd be a[20.10. Té-
telt a[20.11. Tétel és a[19.3. Tétel segitségével.

20.14. Feladat (de Rham tétel harmadik bizonyitasa). Ldsd be a
Mayer-Vietoris tétel (21.3. Tétel) de Rham kohomoldgidra vonatkozo
vdltozatdt! Mutasd meg, hogy ebbdl is kévetkezik a[20.10. Tétel!

21. KIVAGAS, MAYER-VIETORIS SOROZAT

21.1. Tétel (Kivagas). Legyenek A és B olyan részhalmazok az X
topoldgikus térben, melyekre B C int(A). Ekkor a A (X \ B, A\ B) —
A (X, A) lanc-leképezés egy lanc-ekvivalencia.

21.2. Definicié. Legyenek X, Y eqy topologikus tér alterei. Azt mond-
Juk, hogy {X,Y} jol vag (angolul: excisive), ha

X UY =int(X) Uint(Y),

ahol a halmazok belsejét az XUY topologidjaban szamoljuk. Specidlisan,
haY C X, akkor {X,Y} jol vag.

21.3. Lemma. Ha {X,Y'} jol vdg, akkor az aldbbi (szinguldris) lanc-
komplexusok kézti bedgyazds lanc-ekvivalencia:

A(X)+A(Y) > A(XUY)
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Ebbil tenzor-szorzds, illetve a Hom funktor segitségével kapjuk az aldb-
bi ldnc-leképezéseket, ezek is lanc-ekvivalencidk. (G tetszdleges abel-
csoport.)

AX)G+A.(Y)9GE—=A(XUY)®G
Hom (A.(X),G) + Hom (A.(Y),G) — Hom (A.(X UY),G)
21.4. Feladat. Ldsd be a 211 Tétel kovetkezd dltaldnositdsdt: ha

{X,Y} jol vdg jol, akkor (X, X NY) — (X UY,Y) izomorfizmust in-
dukdl a szinguldris homologidkon, és kohomoldgidkon!

21.5. Tétel (Mayer-Vietoris sorozat). Legyenek X,Y, A, B alterek egy
topoldgikus térben, melyekre A C X és B C Y. Tegyiik fel, hogy {X,Y}
és {A, B} jol vagnak. Tekintsiik az aldbbi funktoridlis révid egzakt so-
T0ZGT:

0= A (XNY, ANB) = A.(X, A)@A (Y, B) — (A.(X)+A.(Y)>/(A.(A)+A.(B)> 0

Alabb lathatok hozzd tartozo hosszu egzakt sorozatok (homoldgidra és
kohomoldgidra). Tetszdleges egyiitthatd-csoporttal (vagy modulussal)
érvényesek, az olvashatosdg kedvéért az egyitthatokat nem tintettik

fel:
% H,(XNY,ANB) & H,(X, A&H,(Y,B) & H,(XUY, AUB) & H,_,(XNY, ANB) &
big

-k

% HY(XUY, AUB) & HY(X, A)@HY (Y, B) 5 HY(XNY, AnB) & HH(XUY, AUB) &

22. DIREKT SZORZAT ES A A. FUNKTOR

22.1. Tétel (Eilenberg-Zilber). Legyenek X,Y tdpologikus terek. Lé-
tezik eqy

AXXY)ZA(X)®A(Y)
ldnc-ekvivalencia, amelyk kanonikusan fiigg X -t6l és Y -tol.
Bizonyitas. Ha A és B CW-komplexusok, akkor
(5) AW (A xcw B) 2 AV (A) @ A9Y(B)

kanonikusan izomorf (I£2 Definicid). Ezt az azonossagot az A = S(X)
és a B = S(Y) CW-komplexusokra akarjuk alkalmazni. X gyengén
homotop ekvivalens az S(X) CW-komplexussal (lasd a Tételt),
Y gyengén homotop ekvivalens S(Y')-nal, ezért aztan X x Y gyengén
homotop ekvivalens az S(X) x S(Y) szorzattal, ami viszont gyengén
homotop ekvivalens az S(X) xew S(Y) CW-szorzattal (I4.00 Feladat).
Ezért a tétel kovetkezik az (Bl) azonossaghol. O
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22.2. K6vetkezmény. Legyenek (X, A) és (Y, B) olyan tér-pdrok (I1.1. De-
finicio), melyekre {X x B, Ax Y} jol vag (21.2. Definicid). Ekkor van

eqy természetes lanc-ekvivalencia:
A.(X XY, (AxYUX x B)) ~ A(X,A)® A.(Y,B)

Otlet: Hasznaljuk a22.1] Tételt és a kovetkezs, modulusokra vonatkozo
azonossagot:

(6) (M/N) @ (P/Q) = (M&N) /(M&Q+N&P)

22.3. Feladat. Igazold a (6) azonossdgot!

22.4. Megjegyzés. Erdekes az analdgia van a szabad algebrdk és az
aldabbi tétel kozott. Adott algebrai strukturdk eqy A osztdlya €s eqy X
halmaz. Az X dltal generdlt szabad algebra egy olyan Fx € A al-
gebra, amely tartalmazza X -et, és tetszdleges A € A algebrdba képezd
tetszdleges X — A fiigguény egyértelmien kiterjeszthetd eqy F, — A
homomorfizmussd. Az X halmazt hivjuk az Fx szabad generéator rend-
szerének. Az Fx szabad algebra, ha létezik, izomorfizmus erejéig eqyér-
telmi, csak az X szdmossdagatdl fiigg (meg persze A-tdl). Szép A osztdly
esetén (pl. ha A-t azonossdgokkal definidljuk) a létezése is konnyen bi-
zonyithato.

Tekintsiik a ,pozitiv dimenzioban aciklikus” funktorok vilagdt. Az
aldabbi tételink arrol szol, hogy A. | szabad funktor™ként mikaddik eb-
ben a vildgban, Hyo(A) jdtssza a ,szabad generdtor rendszer” szerepét.
A bizonyitds még hangsilyosabbd teszi az analdgidat: az aciklikussdgot
,az0mo0ssag’-ként értelmezziik.

22.5. Tétel (Eilenberg, aciklikus modellek modszere). Legyen G. egy
funktor, ami topoldgikus terekhez komplexusokat rendel (és folytonos
fligguényekhez lanc-homomorfizmusokat). Tegyiik fel, hogy

Hn(g(ém)) =0 han>1ém>0,

ahok A™ jeléli az m-dimenzids szimplexet (16.1. Definicic). Ekkor

(a) Minden t : Ho(X; Z) — Ho(G.(X)) [természetes transzformdcid
eqy (X -tdl fiiggd) természetes T. : A. — G. lanc-homomorfizmusbdl
szdarmazik: t = Hy(T.).

(b) A fenti 7. nem feltétlendl egyértelmid. Ha 7. : A. — G. egy mdsik
természetes lanc-homomorfizmus amire Hy(.) = Ho(7.), akkor T.

2

és 7. lanc-homotdpok eqy D. (X -tdl fiiggd) természetes lanc-homotdpidval.
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22.6. Feladat. Ldsd be, hogy H (A(X)) kanonikusan izomorf az X
osszefiiggd komponenzei dltal szabadon generdlt szabad Abel csoporttal.
Konstrudlj ez alapjan eqgy Ho(A.) — Ho(A)@Hy(A ) [természetes transzformdciot!

22.7. Koévetkezmény. Létezik eqy olyan A. —+ A @A . [természetes transzformdcid,
amire Ho(T.) éppen a [22.0. Feladat természetes transzformdcidja, és
barmely két ilyen transzformdciot dsszekdt eqy'természetes lanc-homotopia.

Bizonyitds. A G. = A .®A . funktor kielégiti aP2Z.0l Tétel feltételeit. [

22.8. Konstrukci6. Az alabbi diagramon 6 jeldli az X — X x X dtlo-
leképezést, EZ pedig az Eilenberg-Zilber tételben (221 Tétel) szerepld
lanc-ekvivalencidt, 7. pedig a két mdsik ldnc-homomorfizmus kompozi-
cioja:

//\

2O AKX x X)—EZ A (X)® A (X)

AL(X)

Ez a 1. nyilvin kielégiti a [22.7. Kévetkezmény feltételeit. Sajnos az
EZ leképezés definicioja nem konstruktiv, invertdlni kell hozzd néhdny
lanc-ekvivalencidt. Ime, eqy mdsik, teljesen explicit konstrukcid, az
Alexander-Whitney lanc-homomorfizmus:

To @ Ay — @ ARA,, o— Z 0 R0y,

p+q=n p+q=n

ahol o egy szinguldris n-szimplex, ,o illetve o, jeloli a o szimplex
elsd p + 1, illetve utolso q + 1 csucsa dltal kifeszitett lapot. Tehdt
dim (pa) = p, dim (O'q) = q, és a két lapnak egyetlen kozos csucsa
van: a (p + 1)-edik. A két konstrukcio természetesen kilonbézd T,
ldnc-homomorfizmusokat ad, de a[22.71. Kovetkezmény miatt ezek ldanc-
homotopok.

22.9. Feladat. Tekintsiik a[22.8. Konstrukciot.

(a) Ldsd be, hogy az Alexander-Whitney lanc-homomorfizmus vald-
ban ldnc-homomorfizmus!

(b) Ldsd be, hogy mindkét 7. transzformdcio kielégiti o 2270 Kévet-
kezmény feltételeit! (Tehdt lasd be, hogy természetes transzformdaciok,
és lasd be, hogy Ho(T.) éppen a[2Z.8. Feladatbeli homomorfiznus!)

(c) Ebbdl persze kovetkezik, hogy a két konstrukcico eqgymdssal lanc-
ekvivalens 1. ldnc-homomorfizmusokat ad.

22.10. Tétel. Legyn . al2270. Kovetkezménybeli lanc-homomorfizmus!
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(a) Jelslie o.: A (X)RA.(X) — A(X)®A.(X) az 1Ry — Y@
szimmetriat. Az alabbi kompozicio ldnc-homotdp T.-val:
A(X) S AX)RA(X) 5 A X)) A (X)

(b) Jelolje ¢ tenzor szorzat asszociativitds-izomorfizmusdt. Tekint-
stk az aldbbi diagramot:

w A(X)A (X)®A.(X)
A(X) L= A(X)®A(X) v
T
Teds. 0T A (X)) A(X)® A (X)
A kovetkezd két kompozicio lanc-homotdp:
o (idA,(X) ®7‘.) oOT. ~ (7‘. & idA,(X)) oT.
Bizonyitds. Mindkét allitas azonnal kovetkezik a 225l Tételbol. O

22.11. Feladat. Tekintsiik az olyan (X, A, B) hdrmasok kategoridjdt,
amelyekben X topologikus tér, A, B C X, és {A, B} jol vagnak.
(a) Ldasd be a[2Z8. Tétel analogjit az (X, A, B) — A (X, AU B)
funktorra!
(b) Ez alapjin mutasd meg a [2277. Kdvetkezmény dltaldnositdsdt:
hogy van egy ldnc-homotdpia erejéig eqyértelmi természetes transzformacio:

A(X,AUB) - A.(X,A)® A (X, B)

23. UNIVERZALIS EGYUTTHATO TETELEK — TOPOLOGIA

Az univerzalis egyiitthato tételekre tgy érdemes gondolni, hogy az
egészegylitthatos homologia-csoportok ,lényegében meghatarozzak” a
tetszbleges G egyiitthatoval szamolt homologia- és kohomoldgia-csoportokat.

23.1. Tétel (Univerzalis Egytitthato tétel homologiara). Legyen X
eqy topologikus tér, G eqy egyiitthato csoport. Minden n-re létezik egy
egzakt sorozat, amelyik funktoridlisan fiigg X -tdl és G-tol:

0= H,(X; Z) ® G — H,(X; G) — Tor, (Hn_l(X; Z), G) =0

Legyen most (X, A) egy tér-par (111l Definicid). Ehhez is tartozik egy
egzakt sorozat, amelyik funktoridlisan figg az (X, A) pdrtol és G-tdl:

0 = Ho (X, A; Z)@G — H, (X, A; G) — Tor, <Hn_1(X, A7), G) 50
A fenti egzakt sorozatok felhasadnak. (A felhasadds nem kanonikus.)

Bizonyitds. Alkalmazzuk all1l Tételt a A (X) illetve a A (X, A) komp-
lexusokra. U
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23.2. Tétel (Univerzalis Egyiitthato tétel kohomologiara). Legyen X
eqy topoldgikus tér, G eqy egyiitthato csoport. Minden n-re létezik egy
egzakt sorozat:

0 — Ext! (Hn_l(X; z), G) — H"(X; G) — Hom (Hn(X; 7), G) =0

amelyik funktoridlisan fiigg X -t6l és G-t6l. Legyen most (X, A) egy
topoldgikus pdr (I1.1. Definicid). Ehhez is tartozik egy egzakt sorozat:

0 — Ext! (Hn_l(X, A, 7). G) — H"(X, A; G) — Hom <H"(X, A, 7). G) 50

amelyik funktorialisan| figg az (X, A) pdrtol és G-tél. A fenti egzakt
sorozatok felhasadnak. (A felhasadds nem kanonikus.)

Bizonyitds. Alkalmazzuk all.4l Tételt a A (X) illetve a A (X, A) komp-
lexusokra. O

Az univerzélis egyiitthato tételek egy variacidja pedig azt mutat-
ja, hogy (bizonyos végességi feeltételek mellett) az egészegyiitthatos
kohomolégia-csoportok is ,lényegében meghatarozzak” a tetszéleges G
egyiitthatoval szamolt homologia- és kohomolégia-csoportokat.

23.3. Tétel (Univerzalis Egyiitthato tétel komologiara I1.). Legyen X
egy topologikus tér, G eqy egyiitthato csoport. Tegyiik fel vagy azt, hogy
G végesen generdlt, vagy pedig azt, hogy H"(X; Z) végesen generdlt
minden n-re. Ekkor minden n-re létezik eqy egzakt sorozat:

0= H'(X; Z)® G — H"(X; G) = Tor, (H"™"(X; Z),G) =0

amelyik funktoridlisan fiigg X-t6l és G-tél. Legyen most (X, A) egy
topoldgikus pdr (I11. Definicio) most is feltessziik vagy azt, hogy G
végesen generdlt, vagy pedig azt, hogy H™"(X, A; Z) végesen generdlt
minden n-re. Ekkor minden n-re létezik eqy egzakt sorozat:

0 = H™(X, A; Z)®G — H"(X, A; G) — Tor, (H"+1(X, A, 7). G) 50
amelyik funktoridlisan figg az (X, A) pdartol és G-t6l. Ezek az egzakt

sorozatok felhasadnak. (A felhasadds nem kanonikus.)

Bizonyitds. Alkalmazzuk a[f 1l Tételt a Hom (A (X)), Z) illetve a Hom <A.(X JA), Z)
komplexusokra. Menet kozben hasznalni kell az alabbi azonossagot:

(7) Hom(A,Z) ® G = Hom(A, G)

ahol A is egy Abel csoport, és vagy A vagy G végesen generalt. O

23.4. Feladat. Ldsd be a (1) azonossdgot (az ott megadott feltételek
mellett)! Mutass rd ellenpélddt abban az esetben, ha sem A sem G nem
végesen generdlt!


http://en.wikipedia.org/wiki/Functor
http://en.wikipedia.org/wiki/Functor
http://en.wikipedia.org/wiki/Natural_transformation
http://en.wikipedia.org/wiki/Functor
http://en.wikipedia.org/wiki/Functor
http://en.wikipedia.org/wiki/Natural_transformation

68 SZABO ENDRE

23.5. Feladat. A[23.3 Tétel Tor,-es tagjaban és az aldbbi[23.0. Tétel
Ext'-es tagjdban (n + 1)-edik kohomoldgia szerepel, pedig a bizonyitds-
ban haszndlt [71. Tételben és a [74. Tételben (n — 1)-edik homoldgia
szerepelt. Hogyan lehetséges ez?

23.6. Tétel (Univerzalis Egyiitthato tétel homologiara I1.). Legyen
X egy topologikus tér, G eqy egyiitthato csoport. Tegyiik fel, hogy
H"(X; Z) végesen generdlt minden n-re. Ekkor minden n-re létezik
eqy egzakt sorozat, amelyik funktorialisan figg X -tdl és G-tdl:

0 — Ext! (H"“(X; 7), G) — H,(X; G) = Hom (H"(X; 7), G) =0

Legyen most (X, A) egy topoldgikus par (I1.1. Definicid) Ehhez is tar-
tozik egy egzakt sorozat, amelyik funktoridlisan figg az (X, A) pdrtdl és
G-tol:

0 Ext! (H™'(X, 4 Z),G) = Hy(X, 4; G) — Hom (H"(X, 4; Z),G) =0
A fenti egzakt sorozatok felhasadnak. (A felhasadds nem kanonikus.)

Bizonyitdas. A9l Lemma segitségével vilasztunk végesen generalt sza-
bad approximaciokat a Hom (A,(X ), Z) és a Hom (A.(X JA), Z) Abel
csoport komplexusokhoz. Ezekre alkalmazzuk all.4l Tételt. Menet koz-
ben hasznélni kell az alabbi azonossagot:

(8) Hom (Hom(F, Z), G) =FeG
ahol F' egy végesen generalt szabad Abel csoport. U

23.7. Feladat. Ldsd be a (8) azonossdgot (az ott megadott feltételek
mellett)! Mutass rd ellenpélddt abban az esetben, ha F nem szabad,
vagy nem végesen generdlt!

24. KULSO SZORZAS — TOPOLOGIA

24.1. Konstrukcioé (Kiilsg szorzat — kohomologia). Tetszdleges X és
Y topologikus térekhez, M és N modulusokhoz, p,q egészekhez hozzd-
rendeliink eqy

HP(X; M) @ HI(Y; N) =5 Hp+q(X XY M® N)

kiils§ szorzas homomorfizmust (angolul:cross product), ami minden
vdaltozdjaban természetes transzformacio. A hozzdrendelés az aldbbi,
tér-pdrokra vonatkozo konstrukcio specidlis esete, A = B = () vdlasz-
tassal.
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Legyenek (X, A) és (Y, B) olyan tér-parok (I1.1). Definicid), melyekre
{X x B,Ax Y} jol vig (21.2. Definicic), és legyenek M, N modulu-
sok. Tekintsiik az alabbi diagramot, ahol az elsd ldnc-homomorfizmus
a [84). Feladatbeli kiilsé szorzds, a mdsodikat pedig az Eilenberg-Zilber
tételbdl (22.2. Kivetkezmény) kapjuk:

Hom (A.(X, A), M) ® Hom (A .(Y,B), N)
| x
Hom (A.(X, A @A (Y.B), M N)
| EZ
Hom (A.(X <Y, (AxYUX x B)), M®N)

Ha a kompoziciora alkalmazzuk a homoldgia funktort, €s haszndljuk a
8. Tétel, akkor a kiills§ szorzas (angolul:cross product) homomorfiz-
mushoz jutunk:

HP(X, A; MYQHA(Y, B; N) =5 [P+ <X><Y, (X xBUAXY); M®N)
Ez minden vdltozojaban természetes transzformdcio.

24.2. Feladat (Kiils6 szorzat — homologia). A[Z4.1. Konstrukcid min-
tdjdara konstrudld meg az alabbi kiils6 szorzas homomorfizmusokat:

Hy(X; M) @ Hy(Y: N) =5 H . <X XY M® N)
Hy(X, A M)@H,(Y, B; N) = Hyy (X %Y, (XxBUAXY); M&N)

25. KUNNETH FORMULAK — TOPOLOGIA

Kiinneth formuléi segitségével topologikus terek direkt szorzatanak
a homologia- illetve kohomologia-csoportjait szamithatjuk ki. Ebben a
fejezetben csak kohomoldgia-csoportokkal foglalkozunk. Természetesen
léteznek ezekkel analog, homolégia-csoportokra vonatkozo formulék is,
amelyek ugyanilyen moédon bizonyithatok.

25.1. Tétel (Kiinneth formula kohomologiara — I). Legyenek X ésY
topoldgikus terek, F eqy test. Ekkor a kiilsd szorzat (ldsd a[Z]-1. Konst-
rukciot) izomorfizmust indukdl:

H“(X XY IF) ~ (D H(X;F) @ H(Y; F)
p+q=n

Bizonyitas. Kovetkezik a[0.2l Feladat allitasabol. U
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25.2. Tétel (Kiinneth formula kohomolégiara — II). Legyenek X és
Y topologikus terek, M és N modulusok az R gyird felett. Tegyiik fel,

hogy H(Y; R) szabad R-modulus minden q-ra. Ekkor a kilsd szorzat
(lasd a[Z4-1. Konstrukciot) izomorfizmust indukdl:

H"(X XY M® N) ~ (P BY(X; M) H(Y; N)

p+q=n
Bizonyitds. Kovetkezik a 0.7 Tételbdl. O

26. ALTALANOS KUNNETH TETELEK — TOPOLOGIA

26.1. Tétel (Kiinneth formula kohomologiara — I1I). Legyenek X, Y
topologikus terek, M modulus az R gyird felett. Ekkor létezik az aldbbi
(nem kanonikus) izomorfizmus:

H'(X xv; M) = @ B (X; H(Y; M))
p+q=n

Ha R test, akkor HP<X; Ha(Y; M)) ~ H?(X; R) ® HU(X; M), és
a fenti izomorfizmus inverze éppen a kilsé szorzat (241 Konstrukcid,
dsszegezve p + q = n-re).
Otlet: Alkalmazzuk a 0.4l Tételt az kovetkezs szereposztasban:

E=A(X,A), F =Hom(A.(Y,B),M).

O

26.2. Feladat. Fogalmazd meg, és bizonyitsd be a [26.1. Tétel tér-
pdrokra vonatkozo dltaldnositdsdt!

26.3. Tétel (Kiinneth egzakt sorozat kohomologiara). Legyenek X, Y
topologikus terek, R nullosztomentes féidedalgyird, M, N R-modulusok.
Tegyiik fel, hogy az aldbbi végesséqi feltételek kozil legalabb az eqyik
teljesiil:
— H™(X; Z) és H"(Y; Z) végesen generdlt minden n-re,
— H"(X; Z) végesen generdlt, minden n-re, és N is végesen generdlt.
Ekkor létezik az alabbi funktoridlis révid egzakt sorozat:
0— P H(X ,M)® HY(Y; N) - H*(X xY; M® N) —
pt+g=n
— P Tor (HP(X M), HI(Y: N)) =0
p+q=n+1
Ez a sorozat (nem kanonikusan) felhasad.
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Otlet: Hasznald Eilenberg-Zilber tételt (2211 Tétel), a B9 Lemmét, a
23.3] Tétel bizonyitasaban szerepls (7)) azonossagot, és a [[0.21 Tételt.
O

26.4. Feladat. Fogalmazd meg, és bizonyitsd be a [26.3. Tétel tér-
pdrokra vonatkozd dltaldnositdsdt!

26.5. Feladat. Ldsd be, hogy a[26.3. Tételben szerepld

P H'(X M) H(Y; N) - H'(X xY; M®N)

ptg=n
homomorfizmus nem mds, mint a kilsd szorzdas (24.1. Konstrukcio).

26.6. Feladat. Ha R test, akkor a[26.3 Tétel ad eqy

H"(X xY; M@N) = P H'(X ,M)® H(Y; N)

pHq=n

izomorfizmust (feltéve, hogy a végességi feltétel teljesil). Ldsd be, hogy
ez ugyanaz az izomorfizmus, mint amit a [261. Tétel igér. (S6t, a
[26.3. Feladat alapjdn ez megegyezik a kiilsd szorzdssal is.)

26.7. Feladat. Fogalmazd meg, és bizonyitsd be a Kinneth formuldk
(261 és[26.3) homoldgia-csoportokra vonatkozoé variansdt. (Haszndld
al10.2. Tételt!)

27. SZORZAT STRUKTURAK

27.1. Konstrukcié (csésze szorzat). Legyen X egy topoldgikus tér,
A, B < X alterek, M és N modulusok eqy R gyird folott. Tegyik
fel, hogy {A, B} jol vag (21.2. Definicid). Megépitjik az aldbbi csésze
szorzas homomorfizmusokat (angolul: cup product ):

HP(X; R) ® H'(X; R) — H"(X; R)

HP(X,A; M) ® HY(X, B; N) —Z HPto <X, (AUB); M @ N)

Mindkét sorozat minden vdltozoban természetes transzformdacio.
Az alabbi diagrammokon az elsé nyil a kiilsé szorzdas (8] Feladat),
a mdsodik a[22.2. Kovetkezménybdl, a harmadik pedig az X — X x X
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atlos bedgyazdsbol szarmazo lanc-homomorfizmus:

Hom (A.(X), R) ® Hom (A.(X), R)
Hom (A.(X)¢® A (X), R)
Hom (A.(j( x X), R)

Hom (A%(X), R)

A diagrammon szerepld leképezések kompozicidjdra alkalmazzuk ol8.1. Té-
telt, igy kapjuk a csésze szorzdast. A térpdrokra vonatkozo csésze szor-
zdst pedig az aldbbi diagrammbol kapjuk:

Hom (A.(X, 4), M) ® Hom (A.(X, B), N)

v
Hom (A.(X,A) ® A (X, B), M®N)
v
Hom (A.(X x X, (Ax X UX x B)), M®N)
v

Hom (A (X, (AU B)), M® N)

27.2. Feladat. A[2/.1 Konstrukcid ad egy
HP(X, A; MY®HI(X, B; N) =5 HP+a <X><X, (XxBUAxX); M®N)

homomorfizmust, ezt kompondljuk az X — X x X dtlo menti vissza-
hizdssal. Ldsd be, hogy éppen a[271. Konstrukciobeli csésze szorzdst
kapjuk!

27.3. Konstrukcido (sapka szorzat). Legyen X egy topoldgikus tér,
A, B < X alterek, M és N modulusok eqy R gyidrid folott. Tegyiik
fel, hogy {A, B} jol vdg (Z1.2. Definicic). Megépitjik az aldbbi sapka
szorzas homomorfizmusokat (angolul: cap product):

H?(X; R) ® H,(X; R) - H,—,(X; R)

HP(X,A; M) ® Hn(X, (AU B); N) % H,_,(X,B; M & N)

Mindkét sorozat minden vdltozoban [természetes transzformdacio.
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Az aldbbi diagrammon az elsd lanc-homomorfizmus az X X x X
atlos leképezésbdl, a mdsodik az Eilenberg-Zilber tétel (22.2. Kivetkez-
mény) T, lanc-ekvivalencidjabol szdrmazik, a harmadik leképezés pedig
a Hom (A .(X), R)-beli homomorfizmusok kiértékelése az elsé A.(X)
elemein, tehdt eqy f @ x ® y alaki szorzathoz az f(x)y elemet rendeli:

Hom (A.(X), R) ® A.(X)

Vid ®4.
Hom (A.(X), R) @ A.(X x X)
yid @7
Hom (A.(X), R) @ A.(X) @ A.(X)
¢eval®id
R® A .(X)

Fontos észrevétel, hogy amig az elsd két leképezés ldnc-homomorfizmus,
a harmadik, eval ® id, csak fokszamtarto abelcsoport homomorfizmus,
de nem feltétleniil kommutdl a komplezusok hatdr-homomorfizmusdval.
Ezzel szemben ha c eqy tetszdleges koldinc Hom (A.(X), R)—ben, azaz

dc =0, akkor a {c} ® A(X)® A(X) 22 R A (X) leképezés egy
lanc-homomorfizmus.

A tenzor-szorzat totdlis komplexusdban most alsé indexeket fogunk
haszndlni. Az eqyik tényezd felsd indexet haszndl — szokdsunkhoz hiven
ezt negativan szamitjuk a totdlis komplezus indexébe. Tehdt a[81. Té-
tel és a diagrammon szerepld elsd két ldnc-homomorfizmus segitségével
kapunk egqy

H(X; R)®RH,(X; R) — H,_, <Hom (A (X), R) @A (X)® A.(X))
homomorfizmust. Konnyid ellendrizni, hogy eval ® id s indukdl egy

Hn_p<Hom (A(X), R)®A.(X)® A.(X)) — H,_,(X;R)
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homomorfizmust, annak ellenére, hogy & maga nem ldnc-homomorfizmus.
Az utobbi két homomorfizmus kompozicidja a sapka szorzds. A térpd-
rokra vonatkozo sapka szorzast pedig az alabbi diagrammbol kapjuk:

Hom (A.(X,A), M) ® A (X, (AUB))® N

yid @3
Hom (A.(X,A), M) ®A.(X x X, (AxY U X x B)) QN
yid @7
Hom (A.(X,A4), M) @ A.(X,A) @ A(X,B)® N
\l/eval®id

M®A.(X,B)®@N

27.4. Feladat. Ldst be, hogy a[27.3. Konstrukcidban szerepld eval ® id
leképezés, annak ellenére, hogy nem ldnc-homomorfizmus, mégiscsak
indukdl eqy leképezést a megfeleld homoldgia csopotok kozott!

27.5. Tétel. Legyenek (X, A) és (Y, B) tér-pdrok, és tegyiik fel, hogy
{X x B,Ax Y} jol vag (2.2 Definicié). Lelolje f : X xY — X és
g: X XY =Y a vetitéseket. Ekkor tetszdleges a € HP(X, A; M) és
be H1(X, B; N) kohomoldgia-osztilyokra:
axb=f"(a)Ug(b)

Masrészt, ha X =Y, akor a feltétel miatt {A, B} jol vag, és a ¢ : X —
X x X atlos leképezés (p(x) = (x,x)) segitségével:

aUb=¢"(axb)
27.6. Tétel (Szorzat-azonossagok). Rigzitsink eqy R gyirit. Az aldb-
bi azonossagokban minden homologidat és kohomologidt R-modulus egyiitt-
hatokkal szamolunk. a,b, c,d kohomoldgia-osztalyokat, x,y pedig homoldgia-
osztdlyokat jelolnek, 1 jeléli a konstans 1 kohomoldgia-osztalyt (174 De-
finicio, olyan esetben, ha az egyitthato-csoport éppen R), f terek vagy
tér-parok kozti folytonos figgvény. Nem részletezziik, hogy pontosan

melyik térhez vagy térpdrhoz tartoznak — az azonossagok minden olyan
esetben érvényesek, ha a benniik eldirt miveletek elvégezhetdk:

aUb = (—1)de®)desl@y g
(aUb)Uc=aU(bUc), (aUb)Nnzx=an(bNx)
fHaUbd) = ffaUfb, f(ffanz)=an fx

lUa=aUl=a, 1Nz==x
(axb)U (cxd) = (—1)%e® 4 (g e) x (bUd)
(a xb)N (x x y) = (—1)%e@ el (g z) x (bNy)
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Otlet: Minden kovetkezik a korabbi eredményekbdl: B.6. Tétel, 22.6 Fel-
adat, 2.7l Kovetkezmény, 22.9 Konstrukcio, 7.5l Tétel. O

Most megvizsgéaljuk, mi a kapcsolat a kiilonféle szorzéasok, és a Mayer-
Vietoris sorozatokban (215 Tétel) szerepls 0O, illetve §* homomorfiz-
musok kozott. A Mayer-Vietoris sorozat egy rovid egzakt komplexus-
sorozathoz tartozd hosszi egzakt sorozat, tehat a B3l Tételtsl és a
Tételtsl varhatjuk, hogy a kivant azonossdgokat adjak.

27.7. Tétel (Sapka-szorzas és a Mayer-Vietoris sorozat). Legyenek
A, B alterek egy X topoldogikus térben. Tegyik fel, hogy {A, B} jol
vdg. Legyen xanp € H, (X,A N B; Z) eqy tetszdleges homologia 0sz-
taly, jelolje x4, xp €s xaup az Tanp képét a H,(X, A), H,(X,B)
illetve H,(X, AU B) homoldgia-csoportokban. Az aldbbi két sora az
(X,A4) U (X,B) = (X, AU B) fedéshez, illetve az X UX = X fedés-
hez tartozé Mayer-Vietoris sorozatok részlete (lasd a[21.3. Tételt), a
diagramm eldjel erejéig kommutativ:

H?(X,AUB) —— H?(X, A) & H*(X, B) — H?(X, AN B) —~ H""'(X, AU B)
\LﬁxAUB \L (ﬂ:cA,ﬁ(—:cB)) \LﬂxAﬂB iﬂxAuB

H, p(X) H,p(X) @ Hyy(X) Hyyp(X) — e Hyy i (X)

27.8. Feladat. Keresd meg a[2770. Tétel eqy csésze-szorzdsra vonat-
kozo vdltozatdt!

27.9. Definicio. Legyen (X, A) egy tér-pdr, M modulus az R gydrd
felett. Bevezetjiik a

H*(X,A;R) =P H"(X, A R)  és  H(X A M) =D H.(X,A; M)

jeloléseket. Az elsét kohomologia-gyitiriinek, a mdsikat pedig homoldgia-
modulusnak hivjuk. Ha f egy térpdrok kézti leképezés, akkor

H'(f; R)y=EDH"(fi R) é  Hf; M) =P H.(f; M)

jeloli a hozzd tartozé homomorfizmusokat. Ha A = 0, akkor kihagy-
hato a jelolésbdl: H*(X; R), H.(X; M). Ha egyértelmd, hogy melyik
qyiridrdl illetve modulusrol van szo, akkor az egyiitthato s elhagyhato:

H*(X,A), H*(X), H*(f) illetve H. (X, A), H.(X), H.(f).
A Tétel azonossagaibol azonnal lathato:

27.10. Kovetkezmény. Rogzitsik az R gydrdt és az M modulust!
Minden kohomoldgia R egyiitthatoval, minden homologia M egyiittha-
toval értendd. A tenzor szorzdsokat R felett végezziik.



76 SZABO ENDRE

(a) Minden (X, A) tér-pdrra H*(X, A) a csésze szorzdssal egy fokszd-
mozott, ferdén kommutativ R-algebra, H,(X, A) a sapka-szorzdssal
eqy fokszamozott H*(X, A)-modulus.

(b) Minden [ : (X, A) — (Y, B) pdr-leképezésre H*(f) eqy fokszd-
mozott R-algebra homomorfizmus. Ez fokszdmozott H*(Y, B)-
modulussd teszi az (X, A) pdr homoldgidjdt is, és H.(f) eqy H*(Y, B)-
modulus homomorfizmus.

(c) Legyenek (X, A) és (Y, B) tér-pdrok, tegyiik fel, hogy {A xY, X x
B} jolvdg (212 Definicio). Tekintsiik az (X, A)x (Y, B) szorzat-
part (I13. Definicid). |R-algebrak tenzor szorzata ismét R-algebra,
a kohomoldgia kiilsé szorzds (24.1. Konstrukcid) egy fokszdmo-
zott algebra-homomorfizmus:

H*(X, A) @ H*(Y, B) =% H* <(X, A) % (Y, B))

Ez fokszamozott H*(X, A) @ H*(Y, B)-modulussd teszi a szorzat-
pdr homoldgidjdt is, a homoldgia kiilsé szorzds (24.3. Feladat)
eqy H*(X, A) @ H*(Y, B)-modulus homomorfizmus:

H.(X,A)® H.(Y,B) =5 H, <(X, A) x (Y, B))

(d) Legyen most S eqy R-algebra, és N egy S-modulus, és ¢ : M &
S — N egy S-modulus homomorfizmus. Ez indukdl eqy S-algebra
homomorfizmust:

H (X,A; R)® S — H (X, A; R)
és eqy H*(X, A; R) ® S-modulus homomorfizmust:
H.(X,A; M)® S — H.(X, A; S)

28. A LERAY-HIRSCH TETEL

Direkt szorzatok kohomologia-gytirdjérsl a Kiinneth tételek adnak
nagyon sok informéciot (lasd a és a szakaszokat). A direkt
szorzat egyik altalanositasa a nyalab fogalma (lasd a Definici-
6t). Belatjuk, hogy bizonyos feltételek mellett a nyalabok kohomolégia-
csoportjai is konnyen szamolhatok. A gytrt-struktirarol viszont ez a
modszer nem ad szamot.

28.1. Tétel (Leray-Hirsch). Legyen F = E 2 B egy nyaldb (IZ.2. De-
finicidt), és R eqy kommutativ gytird! A p* kohomoldgia-homomorfizmus
segitségével a H*(E; R) kohomoldgia-gyird egy H*(B; R)-modulusnak
tekinthetd (ldsd a[2710. Kovetkezmény (Ul) pontjdt). Tegyiik fel, hogy

(a) H"(F; R) végesen generdlt szabad R-modulus minden n-re,


http://en.wikipedia.org/wiki/Tensor_product_of_algebras
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(b) vannak olyan c; € H*(E; R) kohomoldgia osztdlyok, amelyeknek
tetszdleges F' rostra vald i*c; megszoritdsai egyittvéve a H*(F; R)
szabad R-modulus bdzisdt alkotjdk.

Ekkor H*(E; R) egy szabad H*(B; R)-modulus, a c; osztalyok egy bdzist
alkotnak. Az izomorfizmust megadjuk a csésze-szorzat segitségével:

o

®: H*(B; R) ®g H*(F; R) — H*(E;R), ®(b®i*¢;) =p*bng;.

Bizonyitds. Most csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor B egy véges-
dimenzios CW-komplexus, az altalanos eset konnyen visszavezethets
erre. Ha dim(B) = 0, akkor F felbomlik a rostjainak diszjunkt uni6ja-
ra, tehat H*(E; R) = [[,.5 H*(F; R), és a tétel igaz ebben az esetben.
Legyen most dim(B) = n > 0, a tételt n szerinti indukciéval bizo-
nyitjuk. Vélasszunk minden n-cella belsejében egy tomor golyot, legyen
X C B a golyok unioja, és legyen Y C B az X halmaz komplementu-
manak lezértja. Legyen tovabba X = p~(X) és Y = p~1(Y).
Lathato, hogy X N'Y a golyok peremének unidja, azaz (n — 1)-
dimenzios, Y pedig homotop ekvivalens a B komplexus (n—1)-vazaval,
tehat szintén (n—1)-dimenzios. Mivel a golyok pontrahtuzhatok, X ho-
motop ekvivalens egy 0-dimenzios CW-komplexussal. Az indukcios fel-
tétel miatt tehat a tétel allitasa igaz az F - X - X, az F Y —» Y
ésaz F — (X NY) = (X NY) nyaldbokra. Az alabbl diagrammon
a bal oldali oszlop a B = X UY felbontashoz, a jobboldali pedig az
E = X UY felbontashoz tartozo Mayer-Vietoris sorozatbol szarmazik:

f }
H"(XNY;R)® H™(F;R) i H™™(XNY;R)
e s
(H"(X; R)® H"(Y; R)) ® H™(F; R) — %~ [n+m(X; R) @ H™™ (Y R)
a ]
H"(B;R) ® H™(F; R) H"™(E; R)
o o
H"™ (X NY;R)® H"(F;R) 2 H™ =YX NY;R)

) i

(H”—l(X; R) & H™ (Y R)) ® H™(F; R) =2~ H™™=1(X; R) ® H™"1(Y; R)

T T
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Az i*, 5%, 6 jeloléseket a 215l Tételbdl vettiik at. A csésze-szorzat
funktorialitasa miatt az i*-ot és a j*-ot tartalmazo téglalapok kommu-
tativak. A 0*-ot tartalmazo téglalapok pedig a Tétel miatt kom-
mutativak (lasd még a Tételt is). Az indukcios feltevés miatt a
diagrammon lathato 6t ®-vel jelolt homomorfizmus koziil négy (a felsd
ketts és az also kettd) izomorfizmus. Az 5-lemma (lasd aZ9l Lemmat)
miatt tehit a kozépss @ is izomorfizmus. O

28.2. Feladat. Mondd ki, és bizonyitsd be a Leray-Hirsch tétel tér-
pdrokra vonatkozo vdltozatdt!

Otlet. Legyenck (F, Fy) és (B, By) tér-péarok, és p : (E, Ey) — B egy
(F, Fy)-nyalab (lasd a [Z3 Definiciot). Erdemes harom véltozatot is
kimondani: az (E, Ey), az (E,p~*(By)), illetve az (E, Ey U p~*(By))
tér-parok kohomologiaira! O

29. POINCARE DUALITAS

Ennek a fejezetnek a célja, hogy bebizonyitsuk a kévetkezét:

29.1. Tétel (Poincaré dualitas). Legyen M egy n-dimenzids dsszefii-
gé, irdnyithato, zart topoldgikus sokasdg. Ekkor H,(M;Z) = Z, és az
[M] € H,(M; Z) generdtorral valé sapka-szorzds izomorfizmus minden
dimenzioban:

Dy : H¥(M; Z) =5 H, (M; Z) , Dpy(x) = 20 [M]

Ebben a fejezetben csupa olyan allitassal talalkozunk, ami egy kis
gbmb kornyezetében konnyen kiszédmolhatd. A {6 bizonyitasi modsze-
riink a Mayer-Vietoris sorozat (2.5 Tétel), ennek segitségével tudunk
nagy kompakt halmazok kornyezetérdl informéciot szerezni. A mod-
szeriink a lelke mélyén véges, nem tudunk a kompakt halmazoktol
elszabadulni. Ezért van sziikségiink a kompakt tart6ju kohomologia
fogalmara.

Legyen M egy topologikus sokasag, K C M egy kompakt részhal-
maz. A Hom (A (X), Z) komplexusban keresiink olyan rész-komplexust,
amelyik a K halmaz kornyezetére ,koncentral”. Ha csak olyan kolan-
cokat engediink meg, amelyek minden K-bél kilogd szimlexen nullak,
akkor nem kapunk rész-komplexust: egy ilyen kolanc kohataraban sze-
repelhet egy csomo olyan szimplex, amelynek csak az egyik oldala van
K-ban. Ehelyett csak azt koveteljiik majd meg a kolancainktol, hogy
a K-tol diszjunkt szimplexeken nullak legyenek.
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29.2. Definicid. Legyen X egy tetszdleges topoldgikus tér. A kompakt
tartoju kohomologiait igy definidljuk:
HNX;Z)= lim H"(X,X\K)
KCX
kompact
Az alabbi tétel megmutatja, hogy miért nem definialjuk a ,kompakt

tart6ju homologidkat” a homologia-osztalyok mar maguktol kompakt
tartojuak.

29.3. Tétel. Legyen X tetszdleges topologikus tér, és A C X egy altér.
Az aldbbi izomorfizmusra igy szokds hivatkozni, hogy ,,a homoldgidnak
kompakt tartdja van”. A képletbeben (K, B) a kompakt pdarokon fut (ldsd
alI1.3. Definiciot).

H,(X,A;Z)= lim H,(K,B;7Z)
(K.B)C(X,A)
kompact
Otlet: A tétel azért igaz, mert a ldirekt limesz funktor egzakt. Az ana-
log allitas kohomologidkra nem igaz, mert az inverz limesz funktor nem
egzakt. 0

29.4. Konvencid. Legyen M eqy topologikus sokasdag, K C M egqy
kompakt részhalmaz. Legyen U a K olyan nyilt kornyezete, melynek a
K deformdcids retraktuma. Ha az M wviselkedését akarjuk megérteni a
K kornyezetében, akkor elég az (U, ou ) part (és benne K-t) tanulmd-
nyozni. De (U, 8U) homotop ekvivalens (M, M\U)—val, sot (M, M\
K)-val is. Ezért ebben a fejezetben gyakran dolgozunk (M, M \ K)
alaki parokkal, érdemes eqy jelolést is bevezetni:

(M\K):(M,M\K) & M oa K kéral”
Ha x € M egy pont, akkor pedig:
(M|z) = (M, M\ {z}) & M azx koril”

Ugyanezekt a jeloléseket haszndljuk majd homoldgia- és kohomoldgia-
csoportokban is, mint példdul:

H,(M|K; Z) = H,(M, M\K; Z) , H"(M|z; Z) = H"(M, M\{z}; Z)

Az aldbbi lemma arrdl szol, hogy egy topologikus sokasaghban bar-
mely pont kérnyezetében ,lokalisan” érvényes a Poincaré dualitas. Ké-
s6bb, a Poincaré dualitas bizonyitasakor ezeket a lokélis dualitasokat
fogjuk majd a Mayer-Vietoris sorozat segitségével Osszeragasztani.


http://en.wikipedia.org/wiki/Direct_limit
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29.5. Lemma. Legyen M egy n-dimenzids topoldgikus sokasdg, x € M
eqy pont és B C M egy z-et tartalmazo tomor golyo. Lasd be, hogy

. ~ 7. . ~ I7. : = 0 haizn
Hi(M|z; Z) = H(M|B; Z) = Hi(B,0B; Z) = {z hai=n
€s

H'(M|z; Z) = H'(M|B; Z) = H(B,0B; Z)_{Z hai=n

Tovabbd, az alabbi diagramon a sapka szorzds éppen az egész szamok
szorzdsa (miutdn az egyes csoportokat Z-vel azonositottuk)!

H™(B,0B; Z) ® H,(B,0B; Z) s Hy(B; Z) = Z
Bizonyitds. A harom széban forgo tér-par szinguléris lanc-komplexusa
lanc-homotop a kivagasi tétel (21.1]) miatt:

A.(M|x)=A.(M|B) 2 A.(B,0B)
Ezért a keresett homologia- illetve kohomolégia-csoportok izomorfak

egymassal. Legyen most n > 2, tekintsiik B-ben a kovetkezd CW-
felbontést:

e Py € OB egy 0-cella,

o 1,—1 = 0B\ {P} egy (n — 1)-cella, ¢s

e 0, = int(B) egy n-dimenzios cella.
(Az n < 2 eset is nagyon hasonl6, az olvasora hagyjuk). Vilagos, hogy
B CW-lanc-komplexusa n, n — 1 és 0 dimenziéban él:

A(_JW(B):{0—>o—n-Zi>nn_1~Z—>0—>-~-—>0—>P0-Z—>0}

és a (B, 0B) par CW-lanc-komplexusa csak n-dimenziokban kiilonbozik
nullatol:
AW (B,0B) = {o oy T o}

A két komplexus tenzor szorzata éppen A.(B x B, B x 0B), és fme
a (B,0B) < (B x B, B x 0B) atlos bedgyazashoz tartozo lanc-
homomorfizmus:

00— 0, ®@0p L —= oy @O - L——= ) oo 0—=Py®oc, -Z—=0
f } } (B } !
0 0 0 [ 0 /p—

Ebbdl kénnyen kiolvashato, hogy a [0,] € H"(B,0B; Z) kohomologia
generator ¢s a [0,] € H, (B, 0B; Z) homologia generator sapka szorzata
éppen a [Py] € Hyo(B; Z) homologia generator. O
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A Poincaré dualitdsban kulcs-szerepe van az iranyitasnak. Klasszi-
kusan az érint6 nyalab segitségével szokas definialni. Topolégikus so-
kasédgokra ez az Ut nem jarhato, de van egy jo helyettesité eszkoz: az
irdnyitas nyalab. A definici6 el6tt sziikkség van néhany alapfogalomra.

Legyen M egy n-dimenzios topologikus sokasag, © € M egy pont.
Talalhatunk egy x € U, € M kornyezetet, amelyik homeomorf az
n-dimenziés golyoval. Ha ezeket az U, kornyezeteket sikeriilne Ossze-
barkacsolni egy golyé-nyaldbba, akkor azt hasznalhatnank az M érintd-
nyaldbjanak. Ezt sajnos nem tudjuk megtenni, de legalabb imitéaljuk:
U, helyett megelégsziink az (U,, OU,) parral, ami homotép ekviva-
lens az (M|x) parral (29.41 Konvencio). Ha M &sszefliggs, akkor ezek
Osszeallnak egy tér-par nyalabbéd — amit majd ugyanigy hasznalunk,
mintha & lenne az éritG-nyalab.

29.6. Lemma. Legyen M eqy dsszefiiggd topologikus sokasdg, D C
MxM az dtlo. Ekkor M homogén a kovetkezd értelemben: Bdrmely két
x,y € M pontra M\ {x} homeomorf M\ {y}-nal. Az aldbbi diagramon
az M x M direkt szorzat vetitése lathato a mdsodik tényezdre:

T:(MxM|D)— M

Ez egy tér-par nyalab (123 Definicid), a rostja minden x € M pontban
az (M|z) par.

29.7. Megjegyzés. Legyen M eqgy n-dimenzios topologikus sokasdg.
Egy x € M pontban kétféleképpen irdnyithatjuk: az iranyitdst reprezen-
tdalhatjuk ppélddul a Hn(M|x7 Z) csoport két generdtordval (azaz kétfé-
le képpen azonosithatjuk Z-vel). Ez analdg azzal, hogy differencidlhato
sokasdagokon az irdnyitist megadhatjuk térfogati formdval. A differen-
cidlhato esetben tehdt az N"T*M a kules az irdnyitdshoz. Ennek az
analdgja az alabbi irdnyitds nyaldb.

29.8. Definicié (iranyitas nyalab). Legyen M egy n-dimenzids topo-
logikus sokasdg. A [29.0. Lemma megad minden M; C M dsszefiiggd
komponensen egy-eqy T; tér-par nyaldbot. A H(T;; Z) rostonkénti ho-
moldgia (IZ10. Konstrukcid) egy Z-nyaldb az M; komponensen, ezek
egylittvéve eqy Z-nyaldbot alkotnak az egész M-en. Ezt nevezzik az M
irdnyitas nyalabjanak.

29.9. Definicié. Legyen M egy n-dimenzios topologikus sokasdg, T az
irdnyitas nyalabja, K C M egy kompakt részhalmaz. H,(M|K) eleme-
it megszoritjuk H,(M|x)-re, ahol x végigfut K pontjain. Igy minden
H,(M|K)-beli homoldgia-osztilyhoz eqy K — T folytonos szelést ren-
deltiink. Ez a hozzdrendelés egy természetes homomorfizmus:

ue t Hy(M|K; Z) — I'(Z, K)


http://en.wikipedia.org/wiki/Natural_transformation
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29.10. Lemma. Legyen M egy n-dimenzios topoldgikus sokasdag, T
az wranyitas nyaldbja. Ekkor minden A C M kompakt részhalmazra
H;(M|A,Z) =0 ha i > n, és al29.9. Definiciobeli 14 izomorfizmus.

Bizonyitds. Ebben a bizonyitdsban egész egyiitthatés homologiat hasz-
nalunk, elhagyjuk a Z-t a jelolésb6l. Elgszor belatjuk a kovetkezé re-
dukcits lépést: ha az A, B, AN B halmazok teljesitik a lemma feltéte-
leit, akkor A U B is teljesiti azokat. Tegyiik hat fel, hogy A és B ilyen
kompakt halmazok, és irjuk fel rajuk vonatkoz6 Mayer-Vietoris sorozat
2L Tétel) egy darabkajat:

H;y(M|ANB) — H;(M|AUB) — H;(M|A)®H;(M|B) — H;(M|ANB)

J

Ha j > n, akkor H;(A U B) mindkét oldalan nulla all, tehat 6 maga is
nulla. Ha pedig 7 = n, ezt latjuk:

0 — H,(M|AU B) — H,(M|A) & H,(M|B) — H,(M|AN B)

lLAUB lLA@LB lLAnB

0——=T(AUB,T) I'(A,T) ® I(B,I) I'(AN B,T)

ahol a baloldalt a fols§ sor szélén H,,1(M|A N B) = 0 szerepel. Az
also sor egzaktsaga éppen azt fejezi ki, hogy egy A - Z ésegy B — 7
szelés pontosan akkor all 0ssze egy AU B — T szeléssé, ha az AN B
felett a kiilonbségiik nulla. A két jobboldali fiiggéleges nyil a felté-
tel miatt izomorfizmus, tehat az 5-lemma ([2.90 Lemma) miatt ¢4y p is
izomorfizmus. Ezzel igazoltuk a redukcios lépést.

Nevezziik tomor golyonak az olyan A C M részhalmazokat, amelyek
tomor golyok egy R"-nel homeomorf nyilt halmazban. Ha A egy tomor
golyo, akkor pontrahiizhato, ezért Z triviadlis nyalab A folott, és igy
['(A,Z) = Z. Masrészt az (M|A) par az (M|x) par deformacios ret-
raktuma, ahol © € M tetszéleges pont, ezért a H,(M|A) — H,(M|z)
megszoritas izomorfizmus minden x € A pontban, és igy ¢4 izomorfiz-
mus. A redukciés 1épést tobbszor egymas utan alkalmazva lathatjuk,
hogy a a lemma teljesiil minden olyan kompakt halmazra, amelyik vé-
ges sok tOomor golyd unidja.

Legyen most A tetszbleges kompakt halmaz, tekintsiink egy olyan
z € A;(M) lancot, melyre 0z € A;_1(M \ A), azaz 0z elkeriili az A
halmazt. Legyen K C M egy olyan halmaz, ami tomor gémbok uni-
6ja, lefedi az A halmazt, de diszjunkt 0z-t6l. Jeldlje [z]a € H;(M|A)
illetve [z]x € H;(M|K) a z &ltal reprezentalt homologia osztalyt! Vi-
lagos, hogy a H;(M|K) — H;(M|A) megszoritas a [z]|x osztalyt a [z]4
osztalyba viszi. tehat [z]x = 0 esetén [z]4 is nulla.
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Alkalmazzuk ezt az észrevételt az i > n esetre. Ekkor H;(M|K) = 0,
tehat [z]x = 0, és ezért [z]4 = 0. Ez minden z relativ ciklusra igaz,
tehat H;(M|A) = 0.

Legyen most i = n, és tegyiik fel, hogy [z]4 képe nulla I'(A, Z)-ben.
Ekkor [z]x képe is nulla I'(K,Z)-ben. De H,(M|K) — I'(K,Z) injek-
tiv, ezért [z]x = 0, és igy [c]Ja = 0. Ez bizonyitja, hogy H,(M|A) —
['(A,Z) is injektiv.

Végezetiil tekintsiink egy o4 € I'(A,Z) szelést. Ez folytonosan ki-
terjeszthets az A halmaz egy nyilt kornyezetére. Ezért van olyan K
halmaz és olyan o € I'(K,Z) szelés, melyre K véges sok tomor gomb
unidja, A C K, és ok megszoritasa A-ra éppen o4. Mivel K-ra igaz a
lemma, azért van olyan ¢, € H,(M|K) osztéaly, melynek képe I'(K, Z)-
ben éppen oi. Legyen ¢4 € H,(M|A) a ck osztély megszoritasa. Vila-
gos, hogy C4 képe T'(A,Z)-ben éppen o4. Ezért H,(M|A) — T'(A,Z)

O

sziirjektiv.

29.11. Definicié (Fundamentélis osztély). Legyen M egy n-dimenzids
topologikus sokasag, T az irdnyitds nyaldbja. Az M iranyitéasa egy
olyam M — T folytonos szelés, amelyik minden x € M ponthoz az
T, = 7 rost egyik generdtordat rendeli. M iranyithato, ha van irdanyitd-
sa. A[29.10. Lemma miatt eqy irdnyitds megadhato egy fundamentalis
osztallyal, azaz homoldgia-osztalyok egy

[M] = {ox € H,(M|K; Z)}
kompatibilis rendszerével, ahol K végigfut M kompakt részhalmazain.
Mdsképpen irva:
M| ={ok} € Il(igvll H,(M|K; 7)
kompakt

Egy ilyen {ok} rendszert az M fundamentéalis oszalyanak neveziink, és
[M]-mel jeloljik. Ha M kompakt, akkor egyszerien

[M] € H,(M; Z)

29.12. Tétel (Poincaré dualitas nyilt sokasagokra). Legyen M egy ird-
nyithaté sokasdag, [M] egy fundamentdlis osztalya. Az [M]-mel valo
sapka-szorzds 1zomorfizmus minden dimenzidban:

Dy : HY(M; Z) = H,_«(M; Z) ,  Dpg(z) =z N [M]

Bizonyitds. Hibas bizonyitas! Javitani kell!

Ebben a bizonyitasban egész egyiitthatos homologiat és kohomologi-
at hasznalunk, elhagyjuk a Z-t a jelolésbél. Minden A C M kompakt
halmazra jelolje o4 € H,(M|A) az [M] képét (2911l Definicio). Ve-
gyiik észre, hogy a Kivagasi Tétel (2111 Tétel) miatt tetszéleges A C U
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nyilt kornyezet esetén H, (M|A) = H, (U, A), tekinthetiink o4-ra ugy,
mint a H,(U|A) elemére. Most keresiink olyan U C M nyilt halmazo-
kat, melyeknek minden kompakt részhalmaza lefedhet olyan A C M
kompakt halmazzal, melyre a o4-val valé sapka-szorzas izomorfizmus
minden dimenziéban:

(9) Dya: HY(UJA) = H,_(U), Dya(x)=xzNoy4

Haegy U C M nyilt halmaz homeomorf R"-nel, akkor minden kompakt
részhalmaza lefedhet egy A C U konvex kompakt részhalmazzal, és (@)
kovetkezik a Lemmabol. Minden kompakt részhalmaz lefedhetd
véges sok R™-nel homeomorf nyilt halmazzal, tehat elegendd belatnunk
a kovetkezd redukciot:

Hibas bizonyitas! Javitani kell!

ha (@) teljesiil az A, B és AN B halmazokra, akkor teljestil AUB-re is.
Az alabbi diagram fels6 soraban az M|AUB = (M|A)U(M|B) fedéshez
tartozo Mayer-Vietoris sorozat lathato (legalabbis annyi, amennyi oda-
fért beldle), az als6 sorba pedig az M = M UM fedéshez tartozo Mayer-
Vietoris sorozatot irtuk. 0* és 0, jelolik a hatar-homomorfizmusokat, a
fiiggtleges nyilak pedig a ([@))-ban szerepls sapka szorzéasok:

H*=Y(M|AN B)> H*(M|AU B) -~ H*(M|A) & H,(M|B) -~ H*(M|AN B)

\LDAHB lDAuB \LDA@(—DB) lDAmB
8*

Hyy g1 (M) —— Hy (M) —— Hy (M) & Hyp (M) —— Hy (M)
A 277 Tétel miatt az abran lathato diagramm elGjel erejéig kommu-
tativ. Ha jobbra-balra folytatjuk a diagramot, a két Mayer-Vietoris
sorozat mentén végig, minden k-ra ugyanilyen négyzetek ismétlgdnek.
A fliggbleges nyilak koziil a D 4np-vel és a D 4 @ Dg-vel jeloltek izomor-
fizmusok. Az 6t-lemma (29 Lemma) miatt tehat D4 p is izomorfiz-
mus. U

29.13. Tétel (Poincaré dualitas peremes sokasagokra). Legyen M egy
n-dimenzids irdnyithato kompakt peremes sokasdg, [M] € H,(M,0M; Z)
a fundamentdlis osztdlya. Bontsuk fel a peremét két zdrt részhalmazra:
OM = AUB, dgy, hogy A és B maguk is (n—1)-dimenzids peremes so-
kasdagok, kozos peremmel. Az [M]-mel vald sapka-szorzds izomorfizmus
minden dimenzioban:

Dy - HY(M, A; Z) =5 H, (M, B; Z) ,  Dpy(z) = 2N [M]
29.14. Tétel. Legyen X eqy irdnyitott differencidlhato sokasdg, M &

X és N & X két immertdlt irdnyitott részsokasdag, amelyek transz-
verzdlisan metszik egymdst. Jelolje [M],[N],[M N N|] € H.(X,Z) a
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fundamentdlis osztalyok képét, [M]*,[N]|*,[M N N|* € H*(X,Z) pedig
a Poincaré dudlisaikat. Ekkor

IM]*N[N]=[MNN] é [M"U[N]"=[MNN]

30. PELDAK

30.1. Feladat. Szdmitsd ki az S™ és a B™ terek Z-egyiitthatos homologia-
és kohomoldgia-csoportjait!

30.2. Feladat. Szdmitsd ki a g nem feliilet egészegyiitthatds homoldgia-
és kohomoldgia-csoportjait!

Otlet: Keress CW-felbontést, amelyben egy csiics, 2¢g ¢l és egy 2-cella
van! Az ehhez tartozo lanc-komplexus:

07 7% 7+0
O

30.3. Feladat. Szdmitsd ki a nem wrdnyithato feliiletek Zs-egyiitthatos
homoldgia- és kohomoldgia-csoportjait!

30.4. Feladat. Szdmitsd ki a nem wrdnyithato feliletek Z-egyiitthatos
homoldgia- és kohomoldgia-csoportjait!

30.5. Feladat. Szdmitsd ki az n-dimenzids torusz Z-eqyiitthatos homologia-
és kohomoldgia-csoportjait!

30.6. Feladat. Legyen F eqy g nemi feliilet! Szdmitsd ki az S' x F
sokasdg Z-egyiitthatdés homoldgia- és kohomoldgia-csoportjait!

30.7. Feladat. Legyenek F' és G irdnyithato feliletek! Szamitsd ki az
F x G sokasdg Z-egyiitthatos homoldgia- és kohomoldgia-csoportjait!

30.8. Feladat. Legyen F' eqy g nemd felilet, ¢ : F — F eqy diffeomor-
fizmus! Tekintsik az F' x [0,1] hengert! Ragasszuk dssze az alaplapjdt,
F x {0}-t, a feddlapjdval, F' x {1}-gyel a ¢ leképezés mentén (azaz
tgy, hogy minden f € F-re az f x 0 pontot a ¢(f) x 1 ponttal azono-
sitjuk)! Szdmitsd ki az igy kapott sokasdg Z-egyiitthatds homoldgia és
kohomoldgia-csoportjait!

Eredmény: A lanc-komplexus ekvivalens a kévetkezovel:

0 Z > H\(F;2) %= H\(F;Z) <> Z + 0

ahol H,(F;Z) = 729, ¢, jeloli a ¢ altal indukalt H,(F;Z) — H,(F;Z)
leképezést, Id pedig az identitést. U
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30.9. Feladat. Bontsd fel az S* gombit két tomor torusz unidjdra!l Ird
fel az erre vonatkozo Mayer-Vietoris sorozatot! Szdmold ki ebbél az S3
homolaogidit!

30.10. Feladat. Bontsd fel az S* x S? sokasdgot két tomor torusz
unidjdra! Ird fel az erre vonatkozo Mayer-Vietoris sorozatot! Szimold
ki ebbol az S* x S* homoldgidit!

30.11. Feladat. Legyen A és B két tomor torusz, és ¢ : 0A — OB eqy
diffeomorfizmus! Ragasszuk dssze a két tomor torusz peremét a ¢ le-
képezés mentén, igy eqy hdromdimenzids irdnyithatd sokasdagot kapunk!
Mutasd meg, hogy a ragasztds megadhato eqy ¢, : Z2 — 7Z* izomorfiz-
mus segitségével! Hdnyféle ragasztds lehetséges? Ird fel a ragasztisra
vonatkozd Mayer-Vietoris sorozatot! Mennyire hatdrozza meqg a kapott
sokasdg homoldgidit!

30.12. Feladat. Bontsd fel az S gombit két tomor g-nemd test uni-
ojaral Ird fel az erre vonatkozo Mayer-Vietoris sorozatot! Szamold ki
ebbél az S® homologidit!

30.13. Feladat (Heegaard felbontas). Legyen F' C R3 egy bedgya-
zott g nemd felilet. Az F' két részre vdgja a teret, jeloljiik A-val a
korldtos részt. Ragasszuk 0ssze az A két példanydt a peremetk men-
tén eqy ¢ : F — F eqy diffeomorfizmussal, igy eqy hdromdimenzids
sokasdgot kapunk. Jelolje ¢, : H\(F;Z) — H1(F;Z) az indukdlt homo-
morfizmust! Ird fel a ragasztisra vonatkozé Mayer-Vietoris sorozatot!
Mennyire hatdrozza meg a sokasdg homoldgia csoportjait?

30.14. Megjegyzés. Minden irdnyithato haromdimenzios sokasdg meg-
kaphato al30.13. Feladatban leirt mddon, azaz felbonthatd két témor g-
nemd test unidjdra. Az ilyen felbontdst Heegaard felbontdsnak hivjdk.

30.15. Feladat. Legyen M egy hdromdimenzios sokasdg, F' eqy g nemd
feliilet, és f : M — F egy olyan sima leképezés, amelynek sehol sem
nulla a deriwvdltja, és minden F-beli pont dsképe egy korvonal. (Ezt
hivjuk kor-nyaldbnak.) Bontsd fel F-et 2g kérvonal és egy korlap (pon-
tosabban: egy 4g oldali sokszog belseje) unicjara! Ez indukdl az M
sokasdgon is eqy felbontdst. Ird fel az ehhez tartozé Mayer-Vietoris
sorozatot! Mennyire hatdrozza meg a sokasdg homoldgia csoportjait?
Milyen homolégia-homomorfizmus fogja elkodolni a ragasztdsi informd-
ciot?

30.16. Feladat. Tekintsiik eqy dodekaéder két szemkozti oldaldt: ezek
parhuzamos sikban, % fordulattal elforditott dlldsu szabdlyos otszogek.
Azonositsuk a két dtszog pontjait igy, hogy minden pontot a szemkdzti
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oldalon neki megfeleld, % fordulattal elforgatott ponttal azonositunk!
Ismételjiik meg ezt az azonositist mind a hat szemkéztes oldalpdrra. Az
19y kapott 3-dimenzios sokasdg a Poincaré homologia gomb. Szdamitsd
ki a Z-egyiitthatos homoldgia- és kohomoldgia-csoportjait!

30.17. Feladat. Legyen G < SO(3) a szabdlyos dodekaéder forgds-
szimmetridinak csoportja! Ldsd be, hogy az SO(3)/G sokasdg diffeo-
morf a [30.16. Feladatban megkonstrudlt Poincaré homologia gombbel.
Szdmitsd ki a homotdpia csoportjait!

Otlet: A Poincaré homologia gdmb univerzalis fedGtere S3. O

30.18. Feladat. Mddositsd a[30.16. Feladatbeli konstrukciot igy, hogy
azonositdaskor % fordulat helyett 13—0 fordulatot haszndlsz! Az igy ka-
pott 3-sokasdgot Seifert-Weber sokasagnak hivjdk. Szamitsd ki a 7Z-
egyiitthatdos homoldgia- és kohomologia-csoportjait!

30.19. Feladat. A Seifert-Weber sokasdg univerzdlis feddtere a 3-dimenzids
Bolyai-geometria (ldsd itt). Szdmitsd ki a Seifert-Weber sokasdg homo-
topia csoportjait!

30.20. Feladat. Mddositsd a[30.10. Feladatbeli konstrukciot igy, hogy
azonositdskor % fordulat helyett % = % fordulatot haszndlsz! Lasd be,
hogy az igy kapott sokasdg éppen RIP3. Ez a konstrukcid megadja a
projektiv tér eqy CW-felbontdasdt (nem a szokdsosat). Szdamitsd ki a fel-
bontashoz tartozo Z-egyiitthatos CW-homoldgia- és CW-kohomoldgia-
csoportokat!  Szdamitsd ki a felbontdshoz tartozo Zs-egyiitthatos CW-
homolégia- és CW-kohomoldgia-csoportokat is!

30.21. Feladat. Legyenek p,q relativ prim pozitiv egészek! Osszuk a
hdaromdimenzids golyo peremét két félgombre: E jeloli az északi (zdrt)
félgombot, D pedig a délit. Tekintsik azt a ¢ : E — D leképezést,
amelyik eldszor elforgatja az E félgombot a tengelye koril 2%‘1 szoggel,
majd tikrozi a hatdrolo kor sikjara. Azonositsunk minden x € E pontot
a neki megfeleld ¢p(x) € D ponttal! Az igy kapott sokasdg az L(p,q)
Lencse tér. Szamitsd ki a Z-egyiitthatos homoldgia- és kohomoldgia-
csoportjait!

30.22. Feladat. Legyen S C C? az egységgomb a komplex sikon. Je-
I6lje x,y a koordindtdkat C*-en. Tekintsiik a

9% =S, p(x,y) = (e%%x,e%%y) )

elforgatdst! Lasd be, hogy ez eqy p-rendi elforgatds, tehdt egy Z,-hatdst
generdl a gombon! Ldsd be, hogy S*/7Z, diffeomorf az L(p,q) lencse

térrel (lasd o [30.21. Feladatot)! Szdamitsd ki a Lencse-tér homotdpia
csoportjait!


http://en.wikipedia.org/wiki/Homology_sphere#Poincar.C3.A9_homology_sphere
http://en.wikipedia.org/wiki/Homology_sphere#Poincar.C3.A9_homology_sphere
http://en.wikipedia.org/wiki/Seifert-Weber_space
http://en.wikipedia.org/wiki/Seifert-Weber_space
http://en.wikipedia.org/wiki/Lens_space
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Otlet: A konstrukciobol kovetkezik, hogy a Lencse tér univerzalis feds-
tere a gomb. O

30.23. Feladat. Mutasd meg, hogy S* és S' x S? is szerepel a lencse
terek kozott!

30.24. Feladat. Két tomor torusz peremét azonositjuk eqy homeomor-
fizmussal. Mutasd meg, hogy igy egy lencse teret kapunk! Mutasd meg,
hogy minden lencse tér megkaphato ezzel a konstrukcidval!

30.25. Feladat. A[30.2]. Feladatban az L(p, q) lencs teret felbontottuk
két tomor torusz unidjdra. Ird fel a felbontdshoz tartozé Mayer-Vietoris
sorozatokat! Szamitsd ki ezek segitségével a lencse terek Z-egyiitthatds
homoldgia- és kohomoldgia-csoportjait!

30.26. Feladat. |Szférikus 3-sokasagnak hivjuk azokat az iranyithato
sokasdgokat, amelyek univerzdlis fedétere S3. Tehdt a szférikus soka-
sagok S3/G alakban irhatok, ahol G < SO(4) egy olyan véges részcso-
port, amelyik fizpont-mentesen hat az S* eqység-gombon! A wikipedid-n
megtaldlod az dsszes szoba jovd részcsoportot. Szdamitsd ki a szférikus
sokasdgok Z-eqyiitthatos homologia- és kohomoldgia-csoportjait!.

31. PROJEKTIV TER

31.1. Példa (komplex projektiv tér). Az n-dimenzidos komplex pro-
jekiv tér, CP", idedlis hipersikja CP"~ ', a ,wéges része” pedig C*. Ez
indukcioval megad eqy olyan CW-felbontdst, melyben dsszesen n + 1
cella van: 0-tol 2n-ig minden pdros dimenzioban egy-eqy. Ezért a CP"
CW-lanc-komplezusinak —1 fokszamtol 2n+ 1 fokszamig terjedd része:

0 Z<+ 02+ 0Z<% -+ 020
Minden pdratlan fokszdmon 0 dll. A homoldgia-csoportok:

Z  hat pdros és 0 <1 < 2n,
0 ha i pdratlan.

H;(CP* Z) = {

A kohomoldgia-csoportok:

7 ha 1 pdros és 0 <1 < 2n,
0 ha i pdratlan.

H'(CP%Z) = {

A kohomoldgia-gyiri egy ,levdgott polinom-gyird”, mdsodfoki generd-
torral. A generdtort els6 Chern-osztalynak hivjuk, jele c;.

H*(CP™ Z) = Z[cl]/(c’f“) . deg(er) = 2.


http://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_3-manifold
http://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_3-manifold
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Lattuk, hogy CP* ' eqy hipersik CP"-ben. Igy a véges-dimenzids pro-
jektiv tereket egymadsba dgyaztuk, uniojuk a végtelen projektiv tér, CIP>:

CP’cCP'cCP°cCPPcC...; CP*=|]JcCP".
n=0

H*(CP*;Z) =Z[c1], deg(cy) = 2.

31.2. Feladat. Ldsd be, hogy a komplex projektiv tér[F1.1 Példaban
megadott felbontdsa valoban CW felbontds, és ezért a kohomoldgia cso-

portjai valdban az ott megadottak. (A gyiri-struktirdval majd késébb
foglalkozunk.)

31.3. Feladat. Add meg a CP" x CP™, illetve a CIP>* x CIP*> terek C'W-
felbontdsdat! Szdamitsd ki a Z-egyiitthatds homoldgia- és kohomoldgia-
csoportjait!

Végeredmény: Az alabbi izomorfizmusok val6jaban gytiri-izomorfizmusok,
de most csak fokszamozott csoport-izomorfizmust kell bizonyitani:
H*(CP> x CP>;Z) 2 Zlz,y]; deg(z) = deg(y) =2
H*(CP™ x CP"; Z) = Z[z,y] /(™ y"") 5 deg(z) = deg(y) = 2
A homolégia-csoportok vizsgalatét az olvaséra hagyjuk. U

Otlet. Legyenek {e;} illetve {f;} a cellak a két CP* CW-felbintasaban,
dim(e;) = dim(f;) = 2i. A szorzat-tér d-dimenzios cellai:

{eix fi|i+j=d}
és az ezekhez tartozo lanc-komplexusban minnden differencial nulla.
Ezek utan az zPy? polinomot feleltessiik meg az alabbi kolancnak:

- - 1 hai=pésj=yq,
p,,q( [0 i1\ —
xy([e Xf]> {0 kilonben.
O

31.4. Feladat. Szamitsd ki a 0 : CP*° — CP> x CP* dtlos bedgyazds
daltal indukdlt homomorfizmusokat a terek homoldgia- és kohomoldgia-
csoportjai kozott!

Végeredmeény: Atvessziik aBLIl Példabol a c; jelolést, a 313l Feladat-
tal kapcsolatban bevezetett [e; x f;] és 2y’ jeloléseket.

Sa) = Y leax fi] e aty = {Ci ha i =

= 0 kulonben.
i+j=k
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Otlet. Legyen (zg, 1, ...x)) egy homogén koordinata-rendszer a CP*
téren! Jelolje A; illetve B; azt a két linearis alteret CP*-ben, amelyet
az Tiy1 = Tigg = --- = x = 0, illetve az xg = 21y = --- = 2; = 0
egyenlet-rendszer hatéroz meg! Vilagos, hogy dim(A;) = i és dim(B;) =
E—i—1, a két altér diszjunkt, és egyiitt kifeszitik az egyész CPF
teret. Legyen L; azon komplex egyenesek halmaza, amelyek az A; és
a B; alterek egy-egy pontjat kotik Ossze! Lasd be, hogy az A; U B;
halmaz komplementuméanak minden pontjan keresztiill pontosan egy
L;-beli egyenes halad at.

Keress egy olyan ¢; : CP* — CP* transzformaciot, amelyik az A; és
a B; altereket minden pontjat helyben hagyja, az L;-beli egyeneseket
sajat magukba képezi, az A; altér egy U; nyilt kornyezetét homeomor-
fan képezi az B; komplementumara, az U; komplementumén pedig egy
retrakcio a B; altérre! (Tehat ¢; az U; kornyezetet az A; centrumbol
az L;-beli egyenesek mentén ,felfajja’, hogy kitoltse az egész CPF \ B;
halmazt.)

Ezutén keress olyan v; : CP* — CP* transzformaciot, amelyik az A,
és az B; altereket minden pontjat helyben hagyja, az £;-beli egyenese-
ket sajat magukba képezi, az U; zart halmazon retrakcié az A; altérre,
az U; komplementumat pedig homeomorfan képezi az A; komplemen-
tumara. (Tehat ¢; az U; komplementumat, ami az A; altér egy kor-
nyezete, az A; centrumbol az L;-beli egyenesek mentén ,felfijja”, hogy
kitoltse az egész CP* \ A; halmazt.)

Jeloljie A az X = CP* x CP* szorzat-tér atlojat! Tekintsiik a ®; =
¢ X ; szorzat-leképezéseket: ezek az X teret sajat magara képezik.
Lasd be, hogy mindegyik ®; homotép az identités-leképezéssel!

Lasd be, hogy ®, ugy képezi a A sokasédgot X-be, hogy az Ay x Agy
pont egy kérnyezetével irdnyitastartoan, egyrétegiien lefedi a CP* x A,
részsokasagot, a kornyezet komplementumat pedig a By x CP* részso-
kasagba képezi!

Lasd be, hogy a ®; o &5 kompozicié ugy képezi a A sokasagot X-
be, hogy az (A; x A1) N A egyenes egy kornyezetével iranyitastartoan,
egyrétegiien lefedi a CP*F x A és a By x A, részsokasagokat, a kornyezet
komplementumat pedig a B; x CP* részsokasagba képezi!

Lasd be 7 szerinti teljes indukcioval, hogy a ®; o ®; ;1 0---0 Py 0 P,
kompozicié ugy képezi a A sokasagot X-be, hogy az (A; x A;) N A -
dimenzids altér egy kornyezetével irdnyitastartoan, egyrétegiien lefedi a
CPF x Ay, By x Ay, By x Ay, ..., B,_; x A;; részsokasigokat, a kérnyezet
komplementumat pedig a B; x CP* részsokasagba képezi!

Tehat a ®po®y_j0---0P; 0Py kompozicid gy képezi a A sokasagot
X-be, hogy a kép iranyitastartéoan, egyrétegtien lefedi a CPF x Ay,



ALGEBRAI TOPOLOGIA 91

By x Ay, By x Ag, ..., Brp_1 x Ay részsokasagokat. Ebbdl mar kovetkezik
az allitas. O

31.5. Feladat. A [31.] Feladat dllitasat felhaszndlva ldsd be, hogy a
CP* projektiv tér kohomoldgia gytrije valdban a[FL1. Példdban meg-
adott polinom-gyird!

31.6. Feladat. Ldsd be, hogy a CP™ projektiv tér kohomologia gyirije
valdban a[31.1. Példdiban megadott gyiri!

Otlet. A CP" — CP* beagyaés homomorfizmust indukal a kohomologia-
gytrtk kozott. Lasd be, hogy ez n fokszdmig izomorfuzmus, n-nél
magasabb fokszamokra pedig nulla! O

31.7. Példa (valos projektiv tér). Az n-dimenzids valds projekiv tér,
RP", idedlis hipersikja RP" ™', a wéges része” pedig R™. Ez induk-
cioval megad egy olyan CW-felbontdst, melyben dsszesen n + 1 cella
van: 0-tol n-ig minden dimenzioban egy-eqy. FEzért a RP" CW-ldnc-
komplexusanak —1 fokszamtoln 4+ 1 fokszdmaig terjedd része:

0 ha n pdratlan,

072« 72728723 . 7«0, ~
2 ha n pdros.

A pdros fokszambdl induld homomorfizmusok 2-vel vald szorzdsok, a
pdratlanok nulldk. (Ezt abbdl ldtjuk, hogy az S* gombfeliileten az anti-
poddlis leképezés paratlan i-re irdnyitds-tarto, parosra irdnyitds-fordito.)
A homoldgia- illetve kohomoldgia-csoportok:

(7. hai=0,
H(RP": Z) = Y/ akk?r z/'s, ha/ n pcirqtlan €st=mn,
Zy ha i pdaros és1 <i<n,
\ ha i pdratlan és 1 < i < n.
(7. hai=0,
Hi(RP™ Z) = Z akk?r z;s, ha/ n pdr?tlan €st=mn,
0  hai pdros és1 <i<n,
Ziy ha i paratlan és 1 < i <n.

\
Ha Zo-egyiitthatot haszndlunk, akkor minden homomorfizmus nulldvd
valik. Minden sokkal egyszeribb lesz:

H;(RP":Zy) =7 ¢és H(RP“:Zy)=7 ha0<i<n.

A Zs-egyiitthatos kohomoldgia-gyird eqy ,levdagott polinom-gyird”, elsd-
foki generdtorral. A generdtort els6 Stiefel-Whitney osztalynak hivjuk.

H*(RP"; Zs) = Zofwn] /(wi™) ,  deg(wy) = 1.
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Lattuk, hogy RP™ eqy hipersik RP*-ben. Igy a véges-dimenzids pro-
jektiv tereket egymadsba dgyaztuk, uniojuk a végtelen projektiv tér, RP>:

RP’ CRP' CRP’ CRPPC...; RP™=| RP".
n=0

H*(R]Poo7 Zg) = Zg[wl] s deg(wl) =1.
Bizonyitds. Ugyantugy megy, mint a komplex projektiv tereknél. O

32. GRASSMANN SOKASAG

32.1. Definici6é (Grassmann sokasag). Legyenek 0 < k < n egész-
szamok, V' egy n-dimenzids valds (illetve komplex) vektortér. A Grassmann-
sokasag a V -beli k-dimenzids linedris altereket paraméterezi, szokdsos
jelolések: Gr(k,V), Gp(V), Gr(k,n). A Grassmann-sokasdg pontjai
tehdat a k-dimenzids alterek V -ben, térképeket pedig igy kapunk:

Vilasszunk eqy V. = Xo @ F direkt felbontdst, ahol dim(Xy) = k
és dim(F) = n — k. Jelolje U C GR(n,V) az olyan X < V k-
dimenzids alterek halmazdt, melyekre X N F = {0}. Minden ilyen
alterek eqy Xo — F homomorfizmus grafikonja, igy U-t azonositottuk
a Hom(Xy, F') vektortérrel. Ez eqy térkép az U C Gr(n, V') részhalma-
zon. Tekintsiik az dsszes lehetséges V = Xo @ F felbontdst, igy az egész
Grassmann sokasdgot lefedjiik térképekkel, tehdat Gr(k,V') egy differen-
cidlhato sokasdg (illetve komplex sokasdg).

32.2. Feladat. Ldsd be, hogy az U halmaz csak az F' altértdl figg, az
Xo-tdl fiiggetlen! Ldsd be, hogy a térképek lefedik az egész Grassmann
sokasdgot! Ldsd be, hogy a térképek kozotti koordindta-transzformdciok
differencidlhatok (sét, polinomok)!

32.3. Konstrukcid (zaszlo). Legyen R™ egy végtelen dimenzids vek-

tortér egy rogzitett megszamldlhato bazissal: f1, fo, f3,.... Mindenn > 0
egészre azonositjuk R™-et az elsd n bdzisvektor dltal kifeszitett altérrel,

ortogonalis komplementuma tehdt a tébbi bazisvektor dltal kifeszitett

altér:

R" = <.fla f2a SRR fn> ) (RH)L = <.fn+1a fn+2> fn+3a .- > :
Vildgos, hogy igy két végtelen altér-lancot kapunk:

0<R'<R*<R*<...; [JR"=R>
n=1

R* > (R')" > (R > (R >...; (R =0

n=1
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(Az ilyen altér-lancokat zészlonak nevezik.) Ugyanezt a konstrukciot
elismételjiik komplex vektorterekkel is:

0<C'<C'<C<...; |JCcr=c~
n=1
C* > (C)' > () > () >...; ((C) =0
n=1

32.4. Definici6 (végtelen Grassmann sokaséag). Tekintsik a[32.3. Konst-
rukcioban szerepld altér-lancot R>*-ben. Ez a ldnc bedgyazdsokat indu-
kdl a megfeleld Grassmann-sokasdgok kozétt, az unicjukat (valds) vég-
telen Grassmann-sokasagnak hivjuk:

Gr(k,R*Y) ¢ Gr(k, R ¢ Gr(k,R*3) c ...

Gr(k,R*®) = | J Gr(k,R").
n=k+1
Ugyanezt a jdatékot eljatszuk komplex vektorterekkel is, igy kapjuk a
komplex végtelen Grassmann-sokasagot:

Gr(k,CkY) ¢ Gr(k, C*2) € Gr(k,CF3) C ...

Gr(k,C®) = O Gr(k,C").

n=k+1

32.5. Definici6é (Univerzalis nyalab). Tekintsik a Gr(k,R>®) x R>
trividlis vektor-nyaldbban az olyan (V, x) pdrok részhalmazdt (emélkezz:
V' altér, x pedig vektor R*-ben), melyekre az x vektror benne van a 'V
altérben! Ez a részhalmaz egy k-rangu vektor-nyaldb, amit univerzalis
nyalabnak hivunk, és vi-val jelolink.

Az univerzalis nyalab elnevezést az alabbi tétel indokolja:

32.6. Tétel. Legyen X eqy CW-komplexus! Tetszdleges f : X —
Gr(k,R>) folytonos leképezéshez redeljiik hozzd az f*~yy vektor-nyaldbot.
Ez egy bijekciot ad az X feletti k-rangu vektor-nyaldbok izomorfia-
osztdlyai, és az X — Gr(k,R>) folytonos leképezések homotdpia-osztilyai
kozott.

32.7. Feladat. Fogalmazd meg a[327) Definicio és a[32.4. Tétel komp-
lex vektornyaldbokra vonatkozo varidnsdt!

32.8. Definicié (Schubert-cellék). Legyen o = (01,09,...,0k) egy
olyan egészszamokbol dllo sorozat, melyre 1 < o1 < g9 < -+ < 0.
Haszndljuk a[32.3. Konstrukcic jelolését. A o Schubert-szimbo6lumhoz
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tartozo (valds) Schubert-cella, e, C Gr(k,R*), az olyan X < R*>
k-dimenzids alterek halmaza, melyekre

dim (X N ]R"”) =1, dim (X N ]R""_l) =i—1 minden i-re.
A o-hoz tartozé komplex Schubert-cella, e C Gr(k,C>), az olyan
X < C* komplex alterek halmaza, melyekre

dim¢ (X N C‘”) =14, dimgc (X N C‘”‘l) =1—1 minden i-re.
32.9. Tétel. A & C Gr(k,C>) részhalmaz egy cella, dimenzidja
dim(e,) = 2[(al 1) (g —2) -+ (oh — k)

A komplex Schubert-celldk paronként diszjunktak, és a Gr(k,C*®) Grassmann-
sokasdg CW-felbontdsdt adjik. A Gr(k,C") Grassmann-sokasdg pedig
eqy CW-rész-komplexus: azon Schubert-celldkbol dll, melyekre o, < n.

Bizonyitds. Be kell 1latni, hogy e, egy ...-dimenzioju cella, és a pereme
benne van a kisebb cellak uni¢jaban. Ezért tényleg CW-komplexus.
Egy X € e, altér pontosan akkor van benne R™-ben, ha o, < n. Min-
den R™-beli k-dimenzids altér benne van pontosan egy e,-ban. Ezért
a CW-komplexus kitolti az egész végtelen Grassmann-sokasagot, és
Gr(n,R™) éppen a megadott CW-rész-komplexus. O

32.10. Tétel. Az e, C Gr(k,R>) részhalmaz egy cella, dimenzidja
dim(e,) = (o1 — 1)+ (02 —2) + -+ (0 — k) .

A Schubert-cellak pdronként diszjunktak, és a Gr(k,R*>) Grassmann-
sokasdg CW-felbontdsdt adjik. A Gr(k,R™) Grassmann-sokasdg pedig
eqy CW-rész-komplexus: azokbol a Schubert-celldkbol dall, melyekre o), <
n.

32.11. Tétel. A komplex végtelen Grassmann sokasdg kohomoldgia-
gyirige eqy polinom-gyirid k generdtorral, melyek fokai rendere 2,4,6, ..., 2k.
A 2i-fokiu generdtort i-edik Chern-osztalynak hivjuk, c;-vel jeléljiik.

H*<G7’(k,(coo)7z> :Z[Cl,CQ,---,Ck] ’ deg<c7«) =2

Bizonyitds. Tekintsiik a Gr(k,C*®) Grassmann-sokasag B2.8 Defini-
cibban megkonstrualt CW-felbontasat. Ebben minden cella paros-

dimenziés, tehat a H?™ (Gr(k,@“);Z) kohomolégia-csoportok mind
szabad Abel-csoportok, rangjuk megegyezik az 2m-dimenzids cellak

szamaval, tehat az olyan o = (01, 09, ..., 0)) egész-szam sorozatok szé-
maval, melyekre

m = (o1—1)+(02—2)+ - +(or—k), 0<o01—-1<0s-2<---<op—k.
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Masrészt, tekintsiik az

A= Z[Cl, Coynny Ck] s deg(c,) =2

olinom-gvy{riit. Definici6 szerint a c¢'c}? - - - ;¥ monom foka 1y + 2rs +
1“2 k 1 2

-+ krg, tehat az A gytrd 2m-fokt homogén komponensének rangja
megeryezik az olyan r = (71,79, ...,7)) sorozatok szaméval, melyekre

m=nry+2ry+---+kr,, r; >0 minden i-re.

Minden egyes ilyen r sorozathoz rendejiik hozza azt a o sorozatot,
amelyre 0y — 1 =1y, 09 — 2 = 1) + 1rp_1, és altaldban

0; — 1 =7k +7Tg_1+ -+ g1 minden i-re.

Ez a sorozat kielégiti a o-re szabott feltételeket, és konnyen vissza-
kaphato bel6le az eredeti r-sorozat. Tehat minden m-re pontosan
ugyanannyi r sorozat van, mint ahany o sorozat. Ezzel belattuk, hogy

a H*™ (Gr(k‘,C‘X’); Z) Abel-csoport izomorf az A gytird 2m-foki ho-
mogén komponensével, tehat a kohomoloégia-gytirid, mint fokszdmozott
Abel-csoport, izomorf A-val.

A gytrid-struktarat késébb, a zaszlo-sokasdgok segitségével hataroz-
zuk meg. 0

32.12. Definicid (Zaszlo sokasag). C™-beli k-dimenzios teljes zaszlo-
nak hivjuk az olyan (Li, Lo, ..., L) k-asok halmazdt, ahol L; < C"
paronként ortogondlis egy-dimenzids komplex alterek. Jelolje F(k,C")
az 0sszes C"-beli k-dimenzios zdszlo halmazdt — ez konnyen ellldt-
haté topoldgidval, sét, differencidlhato sokasdggd tehetd, ezért zaszlo-
sokasagnak hiwjuk. A[32.3 Konstrukcio természetes bedgyazdsokat in-
dukdl, ezért definidlhatjuk a végtelen zaszlo-sokasagot is:

F(k,C C F(k,C*) c F(k,C*"?) ..., F(k,C*) =] F(kC").
n==k
32.13. Feladat. Jeldlje F'(k,C") az olyan F} < Fy < --- < [}, < C"

altér-sorozatok halmazdt, ahol dim(F;) = i. Mutass egy-eqy értelmd
megfeletetést F(k,C") és F'(k,C") kozott!

32.14. Megjegyzés. Sokan al32.13. Feladatban leirt modon definidljik
a zdszlo-sokasdgot. Ennek a mddszernek meguan az az elonye, hogy nem
haszndl merdlegességet, igy tetszdleges testre is dltaldnosithato.

32.15. Feladat. Rogzitsink eqy Hy, < Hp_1 < --- < H; < C" altér-
lancot, ahol dim(H;) = n — i minden i-re! Azt mondjuk, hogy egy
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(Ly,..., Lg) zdszlo transzverzalis a {H;} altér-lancra, ha L; ¢ H; min-
den i-re. Mutass egy bijekciot a {H;} altér-lancra transzverzdlis zdsz-
Ik és az ©F_, H; vektortér elemei kéz6tt! Ldsd be, hogy ezen a mddon
F(k,C") sokasdggd tehetd! Mennyi a dimenzidja?

Otlet. Ahhoz, hogy sokasagot kapjunk, fel kell frnunk a koordinata-
transzforméaciot két kiillonbozé altér-lanchoz tartozo térkép kozott. [

32.16. Feladat. Minden i = 1,2,...,k értékre tekintsik azt a ¢; :
F(k,C>®) — CP> leképezést, ami az (L, ..., L) zdszlohoz az L; egye-
nest rendeli! (A projektiv tér az origon dtmend egyenesek tere.) Bizo-
nyitsd be, hogy ¢; folytonos! Mutasd meg, hogy ¢; eqy F(k — 1,C>)-
nyalab (lasd o IZ2. Definiciot)!

32.17. Feladat. Tekintsik i = 1,2,...,k-ra o [3210. Feladat ¢; :
F(k,C®) — CP> leképezéseit! A végtelen projektiv tér kohomoldgia-
gytrdje a Z[ci] polinom-gyird (ldsd o [311. Példdt), vezessik be az
x; = ¢fey jelolést! (Ezek mind mdsodik kohomoldgia-osztilyok.) Ldsd
be, hogy a zdszlo-sokasdg kohomoldgia-gyirije

H” (.7:(]{;, C>); Z) = Zlxy, xa, ... xy),  deg(x;) = 2 minden i-re!

Otlet. F(1,C>®) = CP', tehat k = 1-re igaz az allitas. (Lasd aBLIl Pél-
dat!) Az &ltalanos esetet k-szerinti indukcioval bizonyithatjuk. A
Feladat szerint ¢y egy F(k — 1,C*)-nyalab. A rost tehat szin-
tén zaszlo-sokasag, igy annak is definidlhatjuk a ,sajat x; kohomologia-
osztalyait” (i < k esetén) — a félreértés elkertilése végett ezeket x)-vel
jeloljiik. Mutasd meg, hogy ¢+ = 1,2, ..., k—1-re, ha az x; kohomologia-
osztalyt egy rostra megszoritjuk, akkor az z osztalyat kapjuk!

Az indukcios feltétel szerint tehéat a kohomologia-gyiiriiben az xq, xs, . . .

osztalyok altal generdlt részgytri egy polinom-gyr.

A polinom-gytiri szabad Abel-csoport, tehéat alkalmazhatjuk a ¢y
nyalabra a Leray-Hirsch tételt (lasd a 2811 Tételt). Ezért F(k,C>)
kohomologia-gytrije egy szabad Z[ri]-modulus, melynek bézisat az
X1, X9, ..., T_1 valtozokbol épitett monomok alkotjak. Ebbdl mér ko-
vetkezik az allitas. U

32.18. Feladat. Mutasd meg, hogy a F(k,C") zdszlo-sokasdg kohomo-
logia-gyirije szabad Abel-csoport!

Otlet. A Feladat mintajara konstruélj egy F(k — 1,C"1) —
F(k,C") — CP"! nyaldbot! Alkalmazd a Leray-Hirsh tételt (lasd a
2811 Tételt), k szerinti teljes indukcidval bizonyitsd az allitast! O

Alternativ étlet. A Schubert-cellak mintajara itt is konstrualhatunk CW-
felbontast csupa paros-dimenzioés cellaval. U
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32.19. Feladat. Tekintsik azt a ¢ : F(k,C>®) — Gr(k,C>) lekeé-
pezést, amelyik minden (Ly,...Ly) zdszldhoz az Ly + - - + Ly alteret

rendeli!  Bizonyitsd be, hogy 1 folytonos! Mutasd meg, hogy ¢ egy
F(k,C*)-nyaldb!

32.20. Feladat. Tekintsiik a[32.19. Feladatbeli ¢ nyaldbot! Bizonyitsd
be, hogy a

o H* (Gr(k,(COO);Z> S H (]—"(k,(C“’);Z) > Zlar, ..., 2]

homomorfizmus injektiv, €s a képe éppen a szimmetrikus polinomok
rész-gyirige! Tehdt a Grasmann-sokasdg kohomoldgia-gyirije valoban
a[F2.11]. Tételben megadott polinom-gyiri.

Otlet. Permutald az egyeneseket a F(k, C*)-beli zaszlokban! Igy hat
az Sy szimmetrikus csoport a zéaszlo-sokasdgon. Lasd be, hogy az Sy
hatas az x; kohomo-logia-generatorokat is permutalja! Lasd be, hogy
a 1 leképezés Si-invarians! Ezért ¢* képe szimmetrikus polinomokbol
all.

Alkalmazd a Leray-Hirsh tételt a ¢ nyaldbra! Abbol kovetkezik, hogy
1* injektiv, és a képe direkt Osszeadando. A B2.I1l Tétel bizonyitasé-
ban méar lattuk, hogy H™ <Gr(k,@°°);Z> ugyanakkora rangu, mint a
homogén n-foki szimmetrikus polinomok csoportja.

Lasd be, hogy egy G véges rangu szabad Abel-csoportban minden va-
lodi direkt 6sszeadandoénak kisebb a rangja, mint G-nek. Ebb6] kdvet-
kezik, hogy ©* képe egyenl§ a szimmetrikus polinomok gytrtjével. [J

32.21. Tétel. A valds végtelen Grassmann sokasdg Zs-egyiitthatos ko-
homologia-gyirije eqy polinom-gyird k generdtorral, melyek fokai rend-
ere1,2,3,..., k. Azi-foki generdtort i-edik Stiefel-Whitney-osztalynak
hivjuk, w;-vel jeldlyiik.

H* (Gr(k, R®); Zp) = Zalwy,wy, .. wy] - deg(w;) = i

Bizonyitds. A B2I0 Tétel ad egy CW-felbontéast. Be kell latni, hogy
egy m-dimenzios Schubert-cella pereme minden (m — 1)-dimenzios cel-
lat vagy kétszer fed le, vagy nullaszor. Ezért a CW-lanc-komplexusban
minden differencial nulla. A bizonyitas tobbi rész ugyanaz, mint a
komplex Grassmann-sokasag esetében. U
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33. POINCARE SOROK

33.1. Definici6é (Poincaré-sor). Legyen V = @, V, egy olyan fok-
szamozott vektortér eqy tetszdleges test felett, melynek minden homo-
gén komponense véges dimenzids. Az alabbi hatvdnysort a V' Poincaré-
soranak nevezzik:

Py (t) = i dim(V}, )"

33.2. Megjegyzés. Ha A = @, A, eqy végesen generdlt fokszd-
mozott gyird, akkor A ® Q egy olyan fokszdmozott algebra a raciond-
lis szam-test felett, melynek minden homogén komponense véges di-
menzids, ezért beszélhetink a Pago(t) Poincaré-sorrdl. A homogén
generdtor-rendszer mérete szerinti indukcioval bizonyithato, hogy ebben
az esetben a Poincaré-sor dsszege eqy raciondlis tortfigguény.

33.3. Példa. Az M = Gr(k,C*>) Grassmann-sokasdg Z-eqyiitthatds
kohomologia-gyirijének Poincaré-sora:

1
1— 2

Pr-(mzyee(t) =

=

i=1

33.4. Példa. Az M = Gr(k,R*>) Grassmann-sokasdg Zs-eqyiitthatds
kohomologia-gyirijének Poincaré-sora:

1
PH*(M;Zz)(t) = H
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