1. A csoport fogalma

1.1. Szimmetriak leszamlalasa

A szimmetridk tanulményozdsa természetesen elvezet a csoport absztrakt algebrai fogalmdhoz. Ezt a
kovetkez6 elemi geometriai kérdés megvalaszolasaval szemléltetjiik:

Hdny olyan egybevagosdga van a térnek, ami sajitmagdba visz eqy régzitett kockdt?

Jel6lje G a tér azon egybevagdsigainak halmazat, amelyek sajatmagaba viszik a kijelolt kockdt. Egy-
bevagdsagon a tér sajatmagaba mend tavolsagtartd leképezését értjiikk. Egybevagdsagoknak képezhetjik
a kompozicidjat, tovabba egy egybevagdosignak — bijektiv leképezés lévén — van inverze, ami szintén egy-
bevagésag. Nyilvanvalé, hogy f,g € G esetén foge G és f~1 € G.

Szamozzuk meg a kocka csicsait az 1,...,8 szdmokkal. Osztalyozzuk G elemeit aszerint, hogy hova
viszik az 1 csicsot. Legyen G; = {g € G | g(1) = 1}. Konnyen lathatd, hogy tetszdleges i csicshoz
létezik olyan f; € G, amire f;(1) =14 (ugyanis egy rogzitett lapon beliil a lapkézépponton dtmend, a lapra
meroleges egyenes koriili 90 fokos forgatasokkal akarmelyik csicsot akarmelyikbe el tudjuk vinni, a kocka
kozéppontjira valé tikrozés pedig a laphoz tartozé négy csticsot kicseréli a mésik négy cstcsra). Konnyti
beldtni, hogy G azon elemeinek halmaza, amelyek az 1 csicsot i-be viszik f; 0 Gy := {fioh | h € G1}.
(Valéban, tegyiik fel, hogy ¢g(1) = i. Ekkor g(1) = f;(1), tehat f[l(g(l)) =1, azaz h = f[l og
eleme Gi-nek, igy g = fioh € f; 0o G;. Forditva, ha g = f; o h valamely h € G;-re, akkor g(1) =
(fioh)(1) = fi(h(1)) = fi(1) =i.) Tovédbba f; o G1 elemszidma megegyezik G elemszdmaval, hiszen az
fiog=fioh (g,h € G1) egyenléséget balrél f;'-zel kompondlva kapjuk, hogy g = h. Osszefoglalva azt
kaptuk, hogy G = Ule fioG1 paronként diszjunkt, |G| elemszamu részhalmazokkal val befedése G-nek.
Kovetkezésképpen |G| = 8|G1|. Most mér elég G elemszamdt meghatdrozni.

Alkalmazzuk tjra az eléz6 gondolatmenetet: legyenek az 1 csiics szomszédai a 2, 3, 4 csticsok. Osztéalyozzuk
G elemeit aszerint, hogy hova viszik a 2-es csiicsot. Mivel 1 fixen marad, a szomszédai egymads kozt per-
mutdlédnak. Mésfel6l az 1 csicson atmend testatlé koriili 120 fokos forgatasokkal 2 elvihetd a 2,3,4
mindegyikébe. Ezért ugyanigy, mint fenn, kapjuk, hogy |G| = 3|G1 2|, ahol G1 2 = {g € G1 | 9(2) = 2}.

Az 1,2 csticsokat helybenhagyé egybevigdsig 3, 4-et egymds kozt permutdlja, mésfeldl az 12 élen és
a kocka kozéppontjan atmené sikra vald tiikkrozés valéban kicseréli a 3,4 csticsokat. Ezért az el6bbiekhez
hasonlé érveléssel kapjuk, hogy |G12| = 2|G123|, ahol G123 = {g € G12 | 9(3) = 3}. Viszont G
tetszleges eleme fixalja a kocka kozéppontjat, igy G123 elemei fixen hagynak négy nem egysiki pontot.
Elemi geometriabol tudjuk, hogy ilyen egybevigdsig csak egy van, az identités.

Tehat az eredeti kérdésre a valasz:

G| =8-|G1| =8-3-|G12| =8-3-2-|G103 =8-3-2-1=48.

A kés6bbi absztrahélds érdekében megjegyezziik, hogy az elébbi szamoldsban a kévetkezdket hasznaltuk
ki l1ényegesen:

o G elemeinek lehet a kompoziciéjat képezni;

e A kompozici6 képzése asszociativ;

o Az identikus leképezés benne van G-ben;

e Barmely G-beli leképezés inverze benne van G-ben.

Ezenkiviil hivatkoztunk arra is, G elemei permutdljdk egy véges halmaz (a csiicsok halmaza) elemeit.

1.2. Absztrakt csoportok

Definicié 1.2.1 Legyen G egy halmaz, amelyen adott eqy kétvdltozos mivelet, azaz adott eqy G x G — G
leképezés. Az (a,b) € G x G pdr képét jeldlje a - b, és nevezziik ezt az elemet a és b szorzatdnak.
Azt mondjuk, hogy G a - miuveletre nézve csoportot alkot, ha teljestilnek a kévetkezdk:

(i) A mdvelet asszociativ, azaz tetszdleges a,b,c € G esetén (a-b)-c=a-(b-c).



(ii) Létezik egységelem G-ben, azaz létezik egy olyan elem G-ben —jelolje ezt az elemet 1—, amelyre fenndll,
hogy tetszdleges a € G esetén 1-a=a- 1.

(iii) G minden elemének van inverze, azaz tetszbleges a € G elemhez létezik egy olyan elem —jeldlje ezt az
elemet a='—, amelyre a-a ' =1=a""!-a.

Koénnyen lathatd, hogy a fenti axiéméakbdl kovetkezik az egységelem és az inverz egyértelmiisége.
Hagyomanyos elnevezések és jelolések:

1. Azt mondjuk, hogy G Abel-csoport, ha a miivelet kommutativ, azaz tetszéleges a,b € G esetén
a-b=>b-a. Abel-csoport esetén szokas a miiveletet Osszeaddsnak nevezni és + jellel jelolni. Ezen additiv
irasmoéd esetén az egységelem bevett elnevezése nullelem, az inverz elnevezése ellentett, jele —a.

2. Hacsak nem lesz ra kiilon okunk, mi csoportrdl beszélve a 1.2.1 Definiciéban hasznalt in. multipli-
kativ irasmédot alkalmazzuk. Gyakran elhagyjuk a miivelet jelét, és a - b helyett ab-t irunk.

Példak.

I. A V euklideszi tér egybevigdsigai a kompozicié miiveletével, jelolje ezt a csoportot O(V). Itt az
egységelem az identikus leképezés, és egy elem csoportbeli inverze egybeesik a leképezéskénti inverzével.

II. A tér azon egybevagdsdgai, amelyek sajatmagaba visznek egy rogzitett kockat.

II1. Szimmetrikus csoport: Tetsz8leges X halmaz esetén jelolje S(X) az X halmaz dsszes permutdcidinak
(azaz az X — X bijekcidknak) a halmazdt. S(X) csoportot alkot a kompozicié miiveletére nézve,
egységelem az identikus permutécid, csoportbeli inverz a leképezéskénti inverz.

Specidlis eset: az n-edfokid szimmetrikus csoport S, = S({1,...,n}). Pl legyen n = 6, ekkor Sg
1 2 3 4 5 6
4 2 1 3 6 5
permutécié felbonthaté — a tényezdk sorrendjétdl eltekintve egyértelmiien — paronként diszjunkt elemhal-
mazokat mozgaté ciklusok szorzataként. Példdul m = (1 4 3)- (5 6), ahol (i1 - - - ig) jel6li azt a permutéciot,
amelynél az i1 képe i, io képe i3, stb., ig képe i1, és az alaphalmaz t6bbi eleme fixen marad (az ilyen
permutacié neve d-ciklus).

IV. (C*,-), azaz a nem-nulla komplex szdmok a szorzissal.

egy eleme m = ), ahol az i alatti szdm m(7). Konnyen ldthat6, hogy tetszéleges

Definicié 1.2.2 Legyen G csoport, és H nem-tires részhalmaz G-ben. Ha tetszbleges a,b € H esetén
a-bc H ésa ' € H, akkor a G-beli mivelet megszorithaté H-ra, és igy csoportot kapunk. Ilyenkor azt
mondjuk, hogy H részcsoport G-ben (jele: H < G).

Példaul, legyen X a tér pontjainak halmaza. Ekkor az I. pontban szereplé csoport, a tér egy-
bevagésdgainak csoportja részcsoport S(X)-ben. A II. pontban szerepld csoport pedig egy véges részcsoport
a tér egybevagosagainak csoportjaban.

Definicié 1.2.3 Legyen A tetszdleges részhalmaz G-ben. Ekkor az A elemeibdl és inverzeikbdl képzett
véges szorzatok nyilvdnvaldan részcsoportot alkotnak G-ben, ez az A dltal generdlt részcsoport, jele: (A).
Azt mondjuk, hogy az A generdlja G-t, ha (A) = G.

Speciélisan, egyetlen g elem altal generalt (rész)csoport:

(@)={...97%9 " 1,9,6% 9 ...}

Az egyetlen elem altal generalt csoportokat ciklikusnak nevezzitk. Ha ¢° = ¢7 csak i = j esetén all
fenn, akkor végtelen ciklikus csoportot kapunk. Ezek "ugyanolyanok” (ennek jelentését mindjart precizen
megfogalmazzuk), mint (Z, +) azaz az egész szdmok a szokdsos Osszeaddsra nézve. Amennyiben van olyan
i < j hogy g = g7, akkor ezt az egyenlséget (g°)~! = g~'-vel szorozva nyerjiik, hogy ¢’ ~¢ = 1. Jelolje n
a legkisebb olyan pozitiv egészet, amelyre ¢" = 1. Ekkor

<g> = {97927" .,gn—l,gn = 1}

n elem@ ciklikus csoport. Ez olyan, mint (Z/n,+), azaz a modulo n maradékosztilyok a szokésos
Osszeadassal.

Definicié 1.2.4 Egy g € G csoportelem rendje o(g) = |{g)|.



A rend szerepét mutatja az aldbbi trividlis dllitas:

Allitas 1.2.5 Legyen g véges rendi elem a G csoportban. Ekkor valamely n egészre g™ = 1 akkor és csak
akkor teljesil, ha o(g) osztdja n-nek.

Az 1.1 alfejezetben szerepld csoport elemeit beosztottuk azonos elemszamu részhalmazokba. Ez a fajta
osztalyozds megfogalmazhaté altalaban, tetszéleges csoport esetén. Legyen H részcsoport a G csoportban,
g € G. A g elem H szerinti baloldali mellékosztilya gH = {gh | h € H}. Mivel 1 € H, ezért g € gH,
azaz minden elem benne van az 6 baloldali melékosztdlyaban. Forditva, az is igaz, hogy egy baloldali
mellékosztaly képuviselhetd barmelyik elemével, azaz ha f € gH, akkor fH = gH. Valdban, elészor nézzik
meg az 1 mellékosztalyat, azaz H-t. Legyen h € H, ekkor hH = {hh' | b’ € H} C H, mivel H részcsoport.
Masfeldl tetsz6leges h' € H felirhaté h(h~1h') alakban, és h~'h’ € H miatt kapjuk, hogy h’ € hH. Tehat
hH = H tetszOleges h € H esetén. Legyen most f € gH, azaz f = gh valamely h € H-ra. Ekkor
fH = (gh)H =g(hH) = gH.

Beldttuk tehat, hogy két H szerinti baloldali mellékosztaly vagy diszjunkt, vagy egybeesik (ui. tegyiik
fel, hogy « € gH N fH, akkor gH = «H = fH). Tehat a H szerinti baloldali mellékosztalyok paronként
diszjunkt részhalmazokkal valé befedését adjék G-nek. A H szerinti baloldali mellékosztalyok szamat
H indexének nevezziik, és [G : H]-val jeloljiik. Ebbél az egyszerii észrevételbdl azonnal erds aritmetikai
feltételt kapunk egy véges csoport részcsoportjanak elemszamara:

Tétel 1.2.6 (Lagrange tétele) Legyen G véges csoport. Ekkor G bdrmelyik H részcsoportjdnak elemszdma
osztdja G elemszdmdnak. Pontosabban szélva, fenndll o |G| = |H| - [G : H] egyenldség.

Bizonyitds. Legyen H részcsoport G-ben, és tekintsiink egy g H baloldali mellékosztalyt. Mivel a ghy = gho
egyenléségbdl (balrdl g~1-zel szorozva) kovetkezik hy = hg, azért a g-vel valé balrél szorzas megad egy
H — gH bijekcidt, igy |gH| = |H|. Tehdt a H szerinti baloldali mellékosztélyok [G : H| darab, pdronként
diszjunkt, |H| elemszami részhalmazzal valé befedését adjak G-nek, kovetkezésképpen |G| = |H|-[G : H].
O

Kovetkezmény 1.2.7 Véges csoport tetszdleges elemének a rendje osztdja a csoport elemszdmdanak.

Térjlink vissza az 1. Példdban szereplé O csoporthoz. A tér egybevagdsdgaihoz szokés eléjelet rendelni.
Legyen sgn : O — {1,—1} az a leképezés, amelyik az irdnyitdstarté egybevdgdsdgokhoz (mozgdsokhoz)
1-et, az irdnyitdsvaltékhoz —1-et rendel. A {—1, 1} halmaz is csoport a szokdsos szorzdssal (részcsoportja
a IV. Példaban szerepld csoportnak). A sgn leképezés j6l ismert alapvet6 tulajdonsdga, hogy barmely két
elem szorzatanak képe a képek szorzata, azaz pl. irdnyitasvalto egybevagdsagok kompozicidja irdnyitastartd,
stb. Kimondatlanul béar, de 1ényeges szerepet jatszottak az 1.1 alfejezetben is csoportok k6zotti mivelettartd
leképezések. Legyen G az ott szereplGesoport, és legyen ¢ : G — Sg az a leképezés, ami egy a kockat
sajatmagdba képezd egybevdgdsdghoz hozzarendeli azt a permutédciét, ahogyan g permutdlja az {1,2,...,8}
csucsokat. Vildgos, hogy egybeviagdsagok kompozicidja igy permutdlja a csicsokat, ahogyan a megfeleld
permutaciék kompozicidja.

Definicié 1.2.8 Egy ¢ : G — H csoportok kozotti leképezést homomorfizmusnak neveziink, ha mivelettarto,
azaz tetszbleges a,b € G esetén fenndll, hogy ¢(a - b) = ¢(a) - ¢(b).

A ¢ homomorfizmust izomorfizmusnak nevezzik, ha injektiv és szirjektiv. Azt mondjuk, hogy G és H
csoportok izomorfak, ha létezik G — H izomorfizmus.

Legyen ¢ : G — H homomorfizmus. A definiciékbdl azonnal adédik, hogy ¢(1g) = 1z és ¢(g~!) =
H(g)~. Tovabba, 6(a) = 6(b) & da)'6(b) = 1 & ¢a~'b) = 1. A

ker(¢) :={g € G| ¢(g) =1}
G-beli részhalmazt a ¢ magjdnak, mig az
im(¢) :={h € H[3g€G: ¢(g) =h}

H-beli részhalmazt a ¢ képének nevezziik. Nyilvanval6, hogy im(¢) részcsoport H-ban és ker(¢) részcsoport
G-ben. Sot, ker(¢) rendelkezik egy olyan tulajdonsiggal is, ami nem teljesiil minden részcsoportra. Neve-
zetesen, ha ¢(g) = 1, akkor tetsz6leges x € G esetén ¢(xgr™1) = ¢(z)p(g)p(x™1) = ¢p(x) - 1- p(x)~L = 1.



Definicié 1.2.9 Legyen N részcsoport a G csoportban. Azt mondjuk, hogy N normdlosztd (vagy normdlis
részesoport) G-ben (jele: N <G), ha tetszéleges n € N és g € G esetén gng~" is benne van N -ben.

Ezen fogalom bevezetése utan az el6bbi meggondolasunk a kovetkezoképpen fogalmazhato:

Allitas 1.2.10 Homomorfizmus magja normdloszto, azaz tetszéleges ¢ : G — H homomorfizmusra ker(¢)<

G.

A H részcsoport szerinti baloldali mellékosztdlyokhoz hasonléan definialhatjuk a jobboldali mellékosztélyokat
is: a g € G elem H szerinti jobboldali mellékosztdlya Hg := {hg | h € H}. A normélosztésdg tulajdonsiga
ugy is jellemezhetd, hogy tetszéleges elem baloldali illetve jobboldali mellékosztélya megegyezik (a kérdéses
részcsoport szerint):

Allitas 1.2.11 A G csoport N részcsoportjdra az aldbbiak ekvivalensek:
(i) N normdloszté G-ben.
(ii) Tetszdleges g € G-re gN = Ng.

Bizonyitds. (i) = (ii): gN = {gn | n € N} = {(gng~')g | n € N} C Ng. Hasonléan kapjuk, hogy
Ng C gN.

(ii) = (i): Tetszbleges n € N esetén gn € gN = Ng, tehdt van olyan n’ € N, amelyre gn = n’g. Innen
gng~t=n' € N, igy N<G. O

Legyen N<G, és g1 N, go N két N szerinti melékosztaly. Vegyiink egy-egy elemet mindkét mellékosztélybol:
g5 = gin1 és gh = gana, ahol ny,ny € N. Képezziik a szorzatukat: gigs = (gin1)(g2n2) = g1(n1g2)g2 =
91(92(g5 'n192))n2 = (9192) (i n2) € (9192)N. Azt kaptuk tehét, hogy rogzitve két N szerinti mellékosztélyt,
barmely két beldliik vett elempar szorzatdnak ugyanaz az N szerinti mellékosztalya. FEzért értelmes a
kovetkezo definicié:

Definicié 1.2.12 Legyen N normdloszté G-ben. A G/N factorcsoport elemei az N szerinti mellékosztdlyok,
és az alN, DN mellékosztdlyok szorzata

(aN) - (bN) := abN.
(Az el6bbi megfigyelésink szerint abN csak az a és b N szerinti mellékosztdlydtol figg.)

Vildgos, hogy G/N a megadott miivelettel csoport; az egységelem az N mellékosztély, mig az aN
mellékosztaly inverze a ' N.
Példa. Legyen G = Z, az egész szamok additiv csoportja, és n pozitiv egész. Jelolje nZ az n-nel oszthatd
egészek halmazdt. Konnyl ellendrizni, hogy nZ részcsoport Z-ben, s6t, minthogy Z Abel-csoport, nZ
automatikusan normaloszto. fgy képezhetjiik az Z/nZ faktorcsoportot. Ez nem mds, mint a modulo n
maradékosztalyok additiv csoportja.

A faktorcsoport definicidjabdl azonnal kovetkezik, hogy az n: G — G/N, g — gN leképezés sziirjektiv
homomorfizmus, és ker(n) = N. Ezt a homomorfizmust természetes homomorfizmusnak szokds nevezni.
Az aldbbi &llitas azt mondja, hogy bizonyos értelemben minden csoporthomomorfizmus ilyen:

Allitas 1.2.13 (Homomorfizmus-tétel) Legyen ¢ : G — H homomorfizmus. Akkorim(¢) = G/ ker(¢).

Bizonyitds. Korabban méar meggondoltuk, hogy két G-beli elemnek akkor és csak akkor ugyanaz a képe, ha
megegyezik a ker(¢) szerinti mellékosztalyuk. Igy tetszoleges h € im(¢) esetén ¢=1(h) egy ker(¢) szerinti
mellékosztdly. Tekintsikk az o : im(¢) — G/ ker(¢), h — ¢~ 1(h) leképezést. A ¢ miivelettartésdgabol
adédik, hogy a homomorfizmus. Trivialis, hogy « bijektiv, azaz « izomorfizmus. O



1.3. Csoporthatasok

Egy tér szimmetridin azon énmagdra valé bijektiv leképezéseit szoktuk érteni, amelyek megoriznek —
az adott kornyezetben lényegesnek mindsiilé — mennyiségeket vagy tulajdonsdgokat. A csoportelmélet
jelentésége abban all, hogy egy tér szimmetridinak 0sszessége rendelkezik természetes csoport-struktiuraval.
Ennek megfeleléen — amint arra az 1.1 alfejezet és a tovabbi példaink tobbsége is vallott —, a csoportok
altaldban egy halmazon valé permutéacids hatdssal egylitt jelennek meg a matematikdban.

Definicié 1.3.1 Legyen G egy csoport, X pedig egy halmaz. Tegyiik fel, hogy adott egy s : G — S(X)
homomorfizmus. Ekkor azt mondjuk, hogy G hat az X halmazon, és haszndljuk a kévetkezd jelolést: g € G
ésx € X esetén g-x = (s(g))(x).

Az, hogy s csoporthomomorfizmus, egyenértékii azzal, hogy a fenti jelolésre érvényes a (gh)-z = g-(h-x)
(g,h € G, z € X) azonossag. Tovabbi elnevezések:

e G-z:={g-z|ge€ G} az x pdlydja. (A kiillonboz8 palydk particiéjét — azaz paronként diszjunkt
részhalmazokkal valé befedését — alkotjak X-nek.)

o G,:={9€G|g-z=1} az x stabilizdtora. (Nyilvdnvals, hogy G, részcsoport G-ben.)

e G-nek az X-en valé hatdsa hiséges, ha s injektiv. (Ilyenkor G izomorf im(s)-sel, azaz S(X) egy
részcsoportjaval.)

e G-nek az X-en vald hatdsa tranzitiv, ha csak egy palya van, azaz tetszOleges x,y € X-hez létezik
olyan g € G, amelyre y = g - x.

Allitas 1.3.2 Tegyiik fel, hogy G hat X-en, és legyen x € X. Ekkor az x pdlydjanak elemei kidlcsondsen
egyértelmid megfeleltetésben dlinak G-nek a G, szerinti baloldali mellékosztdlyaival.

Bizonyitds. Tetsz6leges g,h € G-re g-x =h-x < (h™lg)-x =2 < h~lg € G, & gG, = hG,. Ez azt
jelenti, hogy y — {g € G| g -z =y} (y € G- x) a kivant megfeleltetés. O

Ebbél és Lagrange tételébol adddik a kovetkezo formulas:

Kovetkezmény 1.3.3 Tegyiik fel, hogy a G véges csoport hat az X halmazon. FEkkor tetszéleges x € X
esetén fenndll, hogy
G| =[Gzl - |G - =.

Megjegyezziik, hogy az 1.1 alfejezetben éppen ennek a formuldnak az ismételt alkalmazédsaval hataroztuk
meg a kocka szimmetridinak szamat.

2. Linearis csoportabrazolasok

2.1. Abréazolaselméleti alapfogalmak

Legyen V egy vektortér a K test felett (K = R vagy K = C). Jelolje GL(V) a linedris transzformdcick
részcsoportjat S(V)-ben. Ez az dltaldnos linedris csoport.

Definicié 2.1.1 A G csoport V vektortéren vald dbrazoldsin egy p : G — GL(V) homomorfizmust értink.
Adott dbrdzoldsra haszndljuk a g -v = p(g)(v) (g € G, v € V) jelolést. (Mivel p(g) linedris, azért
g (A1 4 Aave) = A1(g-v1) + Aa(g - v2) tetszbleges g € G, v1,v9 €V és A1, A2 € K esetén.) Az dbrdzolds
dimenzidja dim(V).

Komplex abrazolasrdl beszéliink, ha K = C, és valds dbrazolasrdl, ha K = R.

Definicié 2.1.2 A p; : G — GL(V1) és p2 : G — GL(Vz) dbrdzoldsok kézitti kapcsolo operdtorok azon
T : Vi — Va linedris leképezések, amelyekre T o p1(g) = pa(g) o T bdrmely g € G esetén. Ha rdaddsul
T bijektiv, akkor izomorfizmusnak nevezzik. A p1 és pa dbrdzoldsok izomorfak (jele: p1 = ps), ha létezik
kéztik izomorfizmus.



Legyen : G — GL(V) egy dbrézolas. A V vektortér W alterét invaridns altérnek nevezziik, ha barmely
g € G-reésw € W-re g-w € W. Ekkor a p(g) transzformécié megszorithaté W-re, az igy kapott py : G —
GL(W), g — p(g)|w abrézolds neve részdbrdzolds. Tekintsiik most a V/W faktorteret, ennek elemei a
v+ W mellékosztdlyok. W invaridns altér, ezért v+ W = v’ +W-bél kovetkezik, hogy g-v+W = g-v'+W.
Igy definiglhatjuk a pvyw : G — GL(V/W) faktordbrdzolast a py w(g)(v + W) := g-v+ W formuldval.

Tegyiik fel, hogy V a V; és Vs invarians altereinek direkt 6sszege. Ez azt jelenti, hogy tetszlleges v € V
egyértelmiien el6dll v = vy + ve alakban, ahol v1 € Vi, va € Va, igy p(g9)(v) = pv, (9)(v1) + pva(g)(v2).
Ekkor azt mondjuk, hogy p a pv, és py, dbrdzoldsok osszege, ennek jele: p = py, + pv,. Ebben az esetben
Vv = PV

Forditva, ha adottak a p; : G — GL(V;) (i = 1,2) dbrazolasok, akkor definidlhatunk egy p; + pa-vel
jelolt abrazolast a Vy és Vo vektorterek direkt osszegén a (p1 + p2)(g)(v1,v2) := (p1(g)(v1), p2(g)(v2))
formulaval.

Azt mondjuk, hogy a p 4brdzolds irreducibilis, ha nincs valddi (azaz a {0}-t6l és az egész tértdl
kiilonboz6) invaridns altér. Ha W valédi invaridns altér, akkor p bizonyos értelemben a pw és a py w
abrézoldsokbdl épiil fel (latni fogjuk azonban, hogy pw és py 1 nem mindig hatdrozza meg egyértelmiien
p-t). Ezért az dbrdzoldsok osztdlyozdsdban az els6 1épés az irreducibilisek attekintése.

2.2. Abel-csoportok véges dimenzios komplex irreducibilis abrazolasai

Lemma 2.2.1 (Schur-lemma 1.) FEgy csoport irreducibilis dbrdzoldsai kozti kapesold operdtor vagy izo-
morfizmus, vagy a nulla leképezés.

Bizonyitds. Legyenek p; : G — GL(V;), i = 1,2 irreducibilis dbrdzoldsai G-nek, és legyen T : Vi — Vs
kapcsol6 operdtor. ker(T') invaridns altér Vi-ben, u.i. T'(v) = 0-bdl kovetkezik, hogy 0 = g-T'(v) = T(g-v),
azaz g-v € ker(T). Hasonléan im(7T") invaridns altér Va-ben. Kovetkezésképpen ha T # 0, akkor ker(T') =
{0} és im(T") = Vi, tehat T izomorfizmus. O

Lemma 2.2.2 (Schur-lemma I1.) Legyen p : G — GL(V) véges dimenzids komplex irreducibilis dbrdzolds.
Ekkor p barmely endomorfizmusa, azaz barmely T : V. — V kapcsolé operdtor (p és p kézott) skaldrral
valo szorzas.

Bizonyitds. Legyen A € C sajatértéke T-nek. Vildgos, hogy a T/ =T — X -idy : V — V leképezés
is endomorfizmus. T’ nem izomorfizmus, hiszen ker(7’) tartalmazza a A-hoz tartozd sajatalteret. Igy
Schur-lemma, I. szerint 7/ = 0, azaz T = X - idy'. [l

Tétel 2.2.3 Abel-csoport véges dimenzios komplex irreducibilis dbrdzoldsa 1-dimenzids.

Bizonyitds. Legyen G Abel-csoport, és p : G — GL(V) véges dimenziés komplex irreducibilis dbrézolas.
Rogzitsiink egy tetszdleges ¢ elemet G-ben. Barmely x € G-re fennéll, hogy p(g) o p(x) = p(gx) = p(xg) =
p(x) o p(g). Ez azt jelenti, hogy p(g) endomorfizmusa p-nak, {gy Schur-lemma II. szerint skaldrral valé
szorzds. Tehat barmely g € G skalarral vald szorzasként hat V-n, kovetkezésképpen V' minden altere
invaridns altér. Ezért p csak ugy lehet irreducibilis, hogy dim(V) = 1. |

Példa. A fenti tételben lényeges feltétel, hogy komplex dbrézolasrél van sz6. Legyen ugyanis V a 2-
dimenzids valés euklideszi tér, és G = (R, +), a valds szdmok additiv csoportja. Legyen p: G — GL(V) az
a leképezés, ami a « valés szamhoz hozzarendeli az origd kézépponti « szégl forgatdst. Ez egy 2-dimenzids
valds irreducibilis dbrazolasa egy Abel-csoportnak.

2.3. Matrix abrazolasok

Jelolje GL(n, K) az n X n-es nem-nulla determindnsi K feletti matrixok halmazét, ez csoport a métrix
szorzassal.

Definicié 2.3.1 Egy G — GL(n, K) homomorfizmust a G csoport n-edfoki mdtriz dbrdzoldsriak nevezzik.
(Ezt felfoghatjuk a K™ oszlopvektorok terén vald dbrdzoldsnak, azonositva egy n X n-es mdtrizot a vele vald
szorzdssal, mint K™ — K™ linedris leképezéssel.)



Legyen V n-dimenziés K-vektortér. V-beli bdzis vélasztdsa meghatdroz egy GL(V) — GL(n, K)
izomorfizmust. Valdban, rogzitsiink egy b = (b1, ...,b,) bézist V-ben. Tetszéleges v € V egyértelmiien
felirhaté v = v1by + - - - + v, by, alakban (v; € K), jelolje vy a V koordindta-matrixdt, azaz a (vi,...,vy,)"
oszlopvektort. Véve egy A € GL(V) linedris transzformaciot, legyen A, az az n x n-es métrix, amelynek
i-edik oszlopa A(b;)p. Ezt az A transzformdacié b bdzisbeli matrixdnak nevezik, mert minden v € V-re
teljesiil az A(v)y = Ay - vy, Osszefliggés. Kovetkezésképpen az A — Ay, leképezés egy GL(V) — GL(n, K)
izomorfizmus.

Ennek megfelelden, a p : G — GL(V) n-dimenzids dbrazolashoz a b bazis valasztdsa hozzarendeli
app: G— GL(n,K), g — p(g)p métrix dbrézoldst. Legyen b’ egy mdsik bézis, és T a bézisttérés
métrixa, azaz T i-edik oszlopa a (b}),. Ekkor a py és a pp métrix dbrdzoldsok kézott az a kapcsolat, hogy
pv(g) = T~ 1p(9)T minden g € G-re. Ez motivélja az aldbbi definiciét:

Definicié 2.3.2 Azt mondjuk, hogy a p : G — GL(n,K) és p' : G — GL(n, K) mdtriz dbrdzoldsok
ekvivalensek, ha létezik olyan T € GL(n, K), amelyre p'(g) = T~ 'p(g)T minden g € G-re.

Linedris algebrai trivialitas a kovetkezo:

Allités 2.3.3 A G csoport n-dimenzids dbrdzoldsainak izomorfia osztdlyai kolcsonosen egyértelmi meg-
feleltetésben dllnak G n-edfoki mdtriz dbrdzoldsainak ekvivalencia osztdlyaival, méghozzd gy, hogy a
p: G — GL(V) dbrdzolds izomorfia osztdlyinak megfelel a p, mdtriz dbrdzolds ekvivalencia osztdlya,
ahol b tetszidleges bdzis V -ben.

Erdemes meggondolni, hogyan jelennek meg a rész illetve faktor abrazoldsok a matrix dbrazolasban.
Legyen p : G — GL(V) véges dimenzids dbrézolds, W < V invaridns altér, b= (b1, ...,bx) béazis W-ben,
ezt egészitsiik ki V b= (by,...,b,) bézisava, igy b = (bpr1 + W, ..., b, + W) bézis V/W-ben. Ekkor a pj
matrix abrazolas a kovetkezd alaku:

_ [ pw(9); *
pb(g)—< 0 ' PV/W(Q)b>

Amennyiben a W invaridns altérnek létezik U invaridns direkt kiegészitdje, azaz p = pw + pu, akkor
vélszthatjuk a b bazist ugy, hogy b = (bg+1, ..., by) bazis legyen U-ban, és ekkor

_{ rw(9); 0
Pb(g)—< WO b PU(Q)[) )

3. Teljesen reducibilis abrazolasok

3.1. Irreducibilis abrazolasok Osszegei

Definicié 3.1.1 A p: G — GL(V) dbrdzolds teljesen reducibilis, ha tetszdleges U <V invaridns altérnek
létezik invaridns direkt kiegészidje, azaz létezik olyan W invaridns altér, amelyre V.= U & W (azaz
V=U+W,UnW ={0}).

Példa. Tekintsiikk C a komplex szdmok csoportjit az Osszeaddssal, és legyen p : C — GL(2,C), t —

1t
( 01 ) Az
Lt (1 ¢\ _ (1 t+t
0 1 0 1) \O0 1
egyenléség mutatja, hogy p dbrazolasa (C,+)-nak a C? vektortéren. Megmutatjuk, hogy csak egy valédi

invaridns altér van. Vegylink ugyanis egy U valddi invaridns alteret. Ez sziikségképpen 1-dimenzids,
mondjuk az u € U generalja. Az, hogy Cu invaridns altér, azt jelenti, hogy u kozos sajatvektora az Osszes

p(t)-nek. Ebbdl kovetkezik, hogy U = { ( g ) | z € C}. Ez valéban invaridns altér, és az elmondottakbél

nyilvanvald, hogy nincs invaridns direkt kiegészitéje.



Allitss 3.1.2 Teljesen reducibilis dbrdzolds része, faktora is teljesen reducibilis.

Bizonyitds. Legyen p : G — GL(V) teljesen reducibilis dbrézolds, U < V invaridns altér. Ekkor a feltevés
szerint tetszoleges W < U invarians altérhez létezik olyan W invaridns altér, amelyre V.= W & W;. Ekkor
U=Wa& (W) NU), és nyilvanval6, hogy W1 N U is invaridns altér.

A faktor esete a visszavezethetd a rész esetére, mivel py,y = py,, ahol Uy az U invaridns direkt
kiegészitbje. (I
Lemma 3.1.3 Legyen p : G — GL(V) dbrdzolds, és tegyik fel, hogy V.=V 4 -+ V,,, ahol V; minimdlis
invaridns altér V-ben (i = 1,...,m), azaz py, irreducibilis. Ekkor tetszbleges U < V invaridns altérhez
létezik {iq, ... ip} C{1,...,m} dgy, hogy V. =U &V, ©--- & V;,. Specidlisan, irreducibilis dbrdzoldsok
osszege teljesen reducibilis.

Bizonyitds. Legyen {i1,...,4,} maximalis olyan részhalmaza {1, ..., m}-nek, hogy az U, V;,, ..., V;, alterek
barmelyike diszjunkt a t6bbi 6sszegétél. Jelolje ezen alterek osszegét W, nyilvan W =U @V, ©--- DV,
Megmutatjuk, hogy W = V. Ehhez elég belatni, hogy W >V, (j =1,...,m). Ez j € {i1,...,ip} esetén
trividlis. Legyen j ezektdl az indexektdl kiilonboz6. A V; N W invaridns altér Vj-ben, és nem-nulla, mert
kiilénben j hozzavehetd lenne {i1,..., i, }-hez. Igy V; minimalitdsa miatt V; "W =V, azaz V; <W. O

Tétel 3.1.4 (i) Véges dimenzics dbrdzolds akkor és csak akkor teljesen reducibilis, ha irreducibilisek
0sszege.

(ii) Tegyik fel, hogy p = p1 + -+ + pm, ahol p; irreducibilis. FEkkor p tetszdleges része vagy faktora
Ply- -y Pm kozil néhdnynak az dsszegével izomorf.

(itt) Tegyik fel, hogy a p : G — GL(V') dbrdzoldsra fenndll, hogy p1+- - -+pm = p = o1+ - -+0p, ahol p;, 0;

irreducibilis dbrdzoldsai G-nek. Ekkor m = p, és p; 2 o; (i = 1,...,m) alkalmas indezelés esetén.
Azaz egy dbrdzolds irreducibilisek dsszegére vald felbontdsa izomorfia erejéig egyértelmd (feltéve, hogy
létezik).

Megjegyzés. A teljesen reducibilis p dbrazolas irreducibilisek Gsszegére valé felbontdsaban természetesen
egymaéssal izomorf tagok is szerepelhetnek, mondjuk

p=prtpide ol oyt

ahol p{ > op,t=1,...0k, 5 =1,...,my, és p1,...,pr paroként nem-izomorf irreducibilisek. Ekkor
azt mondjuk, hogy p irreducibilis komponensei p1,...,px (itt p; egy izomorfia osztlyt képvisel, és csak
izomorfia erejéig meghatérozott), és a p; multiplicitdsa my; jele: p = Zle m;p;. A 3.1.4 Tétel (iii) szerint
az irreducibilis komponensek izomorfia tipusa és multiplicitdsuk j6l definidlt (és persze csak p izomorfia
tipusétol fligg), tovabba nyilvdnvald, hogy izomorfia erejéig meghatarozzak p-t.

Bizonyitds. (i) <: Kovetkezik a 3.1.3 Lemmdbdl, U = {0} vélasztdssal.

= Legyen p teljesen reducibilis dbrazolas a V' véges dimenzids vektortéren. Alkalmazzunk indukcidt
dim(V)-re. Ha p irreducibilis, akkor készen vagyunk. Ha U egy valédi invaridns alér, akkor p = py + pw,
ahol W az U invaridns direkt kiegészit8je, és a 3.1.2 Allitds szerint py, pw teljesen reducibilisek. Az
indukcids feltevés szerint prr, pw irreducibilisek Gsszege, tehat ugyanez igaz p-ra is.

(ii) A feltevés szerint az dbrazolds tere V =V, @ --- @ V,,,, ahol p; = py,, azaz V; minimdlis invaridns
altér. Legyen U tetszOleges invaridns altér V-ben. A 3.1.3 Lemma alapjan V =U @ V;, ©--- @V, , tehdt
PVIU = PViy @ @Viy, = Piy T+ Py

A részre vonatkozo allitds visszavezethetd erre, a mar latott médon.

(iii) A feltevés szerint Vi @--- @V, = Ur®---@ U, ahol py;, = p; és py, = 0. Alkalmazzunk indukciét
m-re. Az m = 1 eset trividlis. Legyen m > 1. A 3.1.3 Lemma szerint V = U, & V;, & ---V;,. Jelolje
{j1,--sJm—-k} az {i1,..., i} halmaz komplementerét {1,...,m}-ben. Ekkor

01 = PUy = PV/Vi, @--@Vi, = PV @@V, = Piv 0+ Pi i

amibdl m — k = 1 és o1 = p;, kovetkezik. Feltehetd, hogy j; = 1. Kijott, hogy o1 = p; és V =
Up®Va®: & Vi Innen pyyy, = pa+- -+ pm. Masfelol ViU, = PUe-- U, = 02+ +0p. Az indukcids
feltevést alkalmazva a py,y, dbrdzolasra nyerjiik a kivént allitdst. O



Az aldbbi kdvetkezmény felfoghaté azon j6l ismert linedris algebrai tény dltaldnositasdnak, miszerint
egy linedris transzformacié kiilonboz6 sajatértékeihez tartozo sajatvektorok linearisan fiiggetlenek.

Kovetkezmény 3.1.5 Legyenek Vi, ..., V,, minimdlis invaridns alterek a p dbrdzolds terében gy, hogy
PVis- -y PV, Pdronként nem-izomorfak. Ekkor a Vi,..., Vy, alterek linedrisan figgetlenek.

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy valamely k € {1,...,m—1}-re Vi,..., V} linedrisan fiiggetlen, de V1, ..., Vi11
linedrisan Osszefiiggd, azaz {0} # Vip1 N (Vi + -+ 4+ Vi) =: W. Mivel W nem-nulla invaridns altér, és
benne van a Vi1 minimalis invarians altérben, azért W = Vi1, tehat Vi1 < Vi 4+ --- + V. Tehat
a py;, + -+ + py, abrazoldsnak (ami a 3.1.3 Lemma szerint teljesen reducibilis) van py, _ ,-gyel izomorf
részabrézolasa. Ez ellentmond a 3.1.4 Tétel (ii) 4llitdsanak. O

A fenti 3.1.4 Tétel az irreducibilisek Gsszegeként valé eldallitasnak csak az izomorfia erejéig vald
egyértelmiiségét allitja, de nem mondja azt, hogy az abrazolas terének minimdélis invarians alterek 0ssze-
geként vald elballitdasa egyértelmi. Ez utébbi altaldban nem igaz: tekintsiik példaul egy akarmilyen
csoportnak a trividlis hatasat egy legalabb 2-dimenzids vektortéren. Ekkor minden altér invaridns, és az
egész tér végtelen sokféleképpen eldall 1-dimenzidsak Gsszegeként. Van azonban egy fontos olyan eset,
amikor igaz ez az erGsebb értelemben vett egyértelmiiség, errdl szol a kovetkezo lemma.

Lemma 3.1.6 Tegyiik fel, hogy a p : G — GL(V) dbrdzolasra fenndll, hogy V.=V, & --- ® V,,,, ahol
Vi minimalis invaridns alterek, és a py, irreducibilis dbrdzoldasok pdronként nem-izomorfak. FEkkor V
tetszoleges invaridns altere V1, ..., V,, kézil néhdnynak az dsszege.

Bizonyitds. FElég beldtni, hogy tetszéleges U minimélis altér egybeesik Vi,...,V,, valamelyikével. A
3.1.4 Tétel szerint py = py, valamelyik i-re, feltehetjik, hogy puy = py,. Tekintsika P :V — Vo+---4+V,,
projekciot, melyre ker(P) = Vi. Vildgos, hogy P|, : U — Va + -+ + Vi, kapcsol6 operdtor a py és a
PVat- 4V, abrazolasok kozott. Ha P‘ i # 0, akkor az U képén egy py,-gyel izomorf részdbrazoldst kapunk
PVat otV = pvp + -+ + py,,-ben, ami lehetetlen a 3.1.4 Tétel szerint. Tehat U < ker(P) = Vi, és V3
minimalitdsa miatt igy U = V. (]

3.2. Unitér abrazolasok

Definicié 3.2.1 Azt mondjuk, hogy a p : G — GL(V') dbrdzolds unitér, ha létezik olyan (—, =) : V xV —
K skaldris szorzat V-n, ami G-invaridns, azaz tetszéleges g € G és v,w € V esetén (gv, gw) = (v, w).
(K = R esetén az unitér dbrdzoldst ortogondlis dbrdzoldsnak szokds mevezni.) A késébbiekben ha adott
unitér abrdzoldsrol beszéliink, akkor azt automatikusan ugy értjik, hogy az dbrdzolds terén régzitettink egy
invaridns skaldris szorzatot, igy az dbrdzolds tere nem csak vektortér, hanem komplex (ill. valés) euklideszi
tér, és haszndljuk a szokdsos euklideszi térben értelmezett fogalmakat.

Legyen p : G — GL(V) véges dimenziés unitér abrézolds, és legyen b = (b1,...,b,) ortonormélt bazis
V-ben, tehdt (x,y) = x} - ys, ahol * jeloli a megfelel6 matrix transzponéltjanak a komplex konjugaltjat.
Akkor zfyy = (v,y) = (92,9y) = (p(9)sxs)*(p(9)oys) = x;(p(9);p(9)s)yp minden z,y € V-re. Ebbdl
kévetkezik, hogy p(g), ' = p(9);, azaz p(g)p unitér matrix. Jelolje

Un(C) = {A € GL(n,C) | A™! = A"}

az unitér métrixok részcsoportjit GL(n, C)-ben. Azt kaptuk, hogy py : G — U, (C) unitér matrixédbrazolds.
A K = R specidlis esetben ez azt jelenti, hogy ortogondlis dbrazoldshoz ortonormalt bazisban felirt
métrixdbrazolas ortogonalis matrixokbél all, azaz pp, : G — O, (R) = {4 € GL(n,R) | A~1 = A?}.

Lemma 3.2.2 Véges dimenzios unitér dbrdzolds teljesen reducibilis.

Bizonyitds. Legyen U <V invarians altér a V véges dimenzids térben, amelyen unitéren hat egy G csoport.
Ekkor U-nak létezik invaridns direkt kiegészitdje, méghozza U+ = {v € V | Yu € U : (u,v) = 0}. A
V véges dimenziéssagabol kovetkezik, hogy V = U @ UL, és tetszbleges v € UL, g € G, u € U esetén
(u, gv) = (97 u,v) = 0, mert g~'u is benne van az U invaridns altérben. Tehat U~ invaridns altér. O



Latni fogjuk a késébbiekben, hogy az érdekes csoportabrazoldsok széles osztdlya unitér, igy a fenti
Lemma garantélja a teljes reducibilitasukat. Ennek illusztralasara szolgdljon a kovetkezo:

Tétel 3.2.3 Véges csoport tetszdleges véges dimenzids dbrdzoldsa unitér.

Bizonyitds. Rogzitsiink egy tetszbleges skalaris szorzatot az abrézolas terén, V-n, majd ezt ” atlagoljuk ki”
a (G csoportra, és igy kapjuk a kivant invaridns skaldris szorzatot:

Legyen [—,—] : V x V — K tetsz6leges skaldris szorzat, és definidljuk a (—,—) : V x V — K fiiggvényt
az
(x,9) ==Y _lg7, gy
geG
formuléval. Rutin ellendrzés mutatja, hogy (—, —) skaldris szorzat, rdaddsul barmely h € G-ra (hx, hy) =
> ogeclo(h), g(hy)] = 3 ecllgh)z, (gh)yl = 3 jeclor, 9y] = (2,y), azaz (—, —) invaridns is. O

3.3. Kompakt csoportok abrazolasainak unitérsége

Az alkalmazdsokban leggyakrabban el6fordulé csoportok topologikus struktiraval is rendelkeznek. Emlékeztetiink
a topoldgia fogalmara: azt mondjuk, hogy az X halmazon adott egy topoldgia, ha adott X tgynevezett

nyilt részhalmazainak rendszere gy, hogy nyiltak véges metszete és tetszoleges egyesitése is nyilt, tovabba

az 0, X nyiltak. Egy topologikus terek kozti leképezést folytonosnak neveziink, ha nyilt halmazok &sképe is

nyilt. Egy részhalmazt zdrtnak neveziink, ha a komplementere nyilt. Adott X,Y topologikus terek esetén

az X xX Y teret ellatjuk az 4n. szorzattopldgidval. Itt a nyilt halmazok rendszerének bdzisdt alkotjék az

U x V halmazok, ahol U C X, V CY nyiltak.

Definicié 3.3.1 Legyen G csoport, amelyen adott eqy topoldgia. Azt mondjuk, hogy G topologikus csoport,
ha a csoportmiiveletek folytonosak, azaz a G x G — G, (g,h) — g-h és G — G, g — g~ leképezések
folytonosak.

Példak. 1. GL(n,K) a K™*™ euklideszi topoldgidja dltal indukélt topoldgidval. (Megjegyezziik, hogy
GL(n, K) nyilt részhalmaz K™*"-ben.)

2. K™ additiv csoportja az euklideszi topolégiaval.

3. Barmely topologikus csoport részcsoportja az indukélt topolégiaval.

4. Tetszblges G csoport a diszkrét topoldgidval. (Ebben az esetben persze a topoldgia semmilyen extra
informéciét nem tartalmaz, hiszen G' minden részhalmaza nyilt, kovetkezésképpen minden G-n értelmezett
fiiggvény folytonos. Néha az analégia vagy a motivacié kedvéért mégis érdemes lesz altaldanos csoportokrol
sz616 témyeket topologikus csoportra vonatkozé éllitasként megfogalmazni.)

A késObbiekben ha egy topologikus csoportnak az X topologikus téren valé hatasardl beszéliink, au-
tomatikusan feltételezziik, hogy a hatds folytonos, azaz a G x X — X, (g,x) — ¢ - x leképezés folytonos.
Hasonldan, topologikus csoport p : G — GL(V) abrdzoldsrdl beszélve feltételezziik, hogy V topologi-
kus vektortér (pl. barmely véges dimenzids vektortér az euklideszi topoldgidval, vagy egy Hilbert-tér az
erés topoldgiaval), és G-nek a V-n valé linearis hatdsa folytonos. Topologikus csoport véges dimenzids
abrézolasan tehdt olyan p : G — GL(V) homomorfizmust értiink, amelyre (valamely b V-beli bazisra) a
oo+ G — GL(n, K) métrixdbrazolds koordindta fliggvényei folytonos G — K fiiggvények (K = R vagy
K = C elldtva a szokdsos topolégidval). A bézisdttérés szdmoldsi szabédlya mutatja, hogy ez fliggetlen a
bazis valasztasatol.

Definicié 3.3.2 Kompakt csoporton olyan topologikus csoportot értiink, ami mint topologikus tér kompakt,

azaz tetszdleges nyilt fedésébdl kivdlaszthato véges fedés.

Példak. 1. Az unitér matrixok U(n, C) csoportja.
2. Az ortogonlis matrixok O(n,R) csoportja.
3. Kompakt csoport zart részcsoportja.
4. Tetszoleges véges csoport a diszkrét topoldgidval.
A 3.2.3 Tétel analdgidjara érvényes a kovetkezd dltalanosabb tétel:

Tétel 3.3.3 Kompakt csoport véges dimenzios dbrdzoldsa unitér.
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Bizonyitds. Az egyszeriibb fogalmazas kedvéért feltessziik, hogy K = R. Legyen G kompakt csoport,
p: G — GL(V) véges dimenzids dbrazolds. Ez indukdl egy dbrazolast a szimmetrikus bilinedris fiiggvények
BT (V) valés euklideszi terén, mégpedig 3: V x V — R esetén (g - 3)(x,y) := B(g  x, g7 'y) (v,y € V).
Jelolje P a pozitiv definit szimmetrikus bilinedris fiiggvények (azaz a skaldris szorzatok) részhalmazdt.
A P halmaz nyilt (ez kovetkezik a pozitiv definit métrixok sarokaldetermindnsokkal vald jellemzésébdl).
Tovabbé P konvex, és G-invaridns (Ellendrizziik!). Vegyiink egy Cy pozitiv mértékii kompakt részhalmazt
P-ben (példdul egy tetszoleges P-beli pont koriili kellden kis sugart zdrt gdmbét). Legyen C := ¢ 9+ Co,
azaz C' a G x Cjy kompakt halmaz képe a (g, ¢) — g-c folytonos leképezésnél, igy a Bolzano-Weierstrass tétel
szerint kompakt. Tekintsiik a C' halmaz k := ﬁ ng co Tdu(x) témegkozéppontjat (ebben a képletben p

jeloli a szokdsos Lebesgue-mértéket a BT (V) euklideszi téren).

Megmutatjuk, hogy k egy G-invaridns skaldris szorzat. Az integrédl definicidja szerint k el6all mint a
limesze egy ﬁ S, w(C;)z; alaki pontokbdl 4116 sorozatnak, ahol C' = |J-_, C; kompakt részhalmazokra
valé particidja C-nek, és z; € C;. Ebbol azonnal kovetkezik, hogy k benne van a conv(K) = {>_ \jz; | z; €
C, YA\ =1, A\ > 0} konvex burok lezartjdban. Mivel C' kompakt, azért conv(C) zdrt, és P konvexitdsa
miatt conv(C) C P. Tehét x € P.

Végul, C konstrukcigja miatt tetszéleges g € G-re fennall, hogy g - C' = C. Masfeldl, a g - C' halmaz
k(g - C) tomegkozéppontja

1 1
/i(g . C) = m Aeg.cxdu(ﬁ) = W Aechdu(gm)
1 1
~ T oo 180100) = 7 [ gt

1
g (s [ wdula)) =g
M(C) zcC ’
tehat g - k = Kk minden g € G-re, ami éppen azt jelenti, hogy « invarians skaldris szorzat V-n. O

Megjegyzés 3.3.4 A 3.3.8 Tétel a kivetkezb dltaldnosabb formdban is igaz: kompakt csoport erésen foly-
tonos dbrdzoldsa egy H Hilbert-téren unitér. Tovdbbd minden ilyen irreducibilis dbrdzolds véges dimenzids.

4. Irreducibilis abrazolasok konstrukcidja

4.1. Abrazolisok szorzata

AV és W K-vektorterek tenzorszorzata egy V & W-vel jelolt K-vektortér, melynek elemei a Y v ® w
alaki véges formalis 6sszegek (ahol v € V', w € W), melyekre a kovetkez6 szdmoldsi szabdlyok érvényesek:
tetsz6leges A € K, v,v1,v3 € V, w, w1, we € W esetén AM(v @ w) = (M) @w = v ® (Aw), (v1 +v2) @w =
MW+ v @w, v (w; +we) =v@w; +v@wse. (Roviden: a @ : VW - VW, (v,w) —vQw
leképezés bilinedris.) A v ® w elemeket elemi (vagy l-rangid) tenzoroknak nevezzilk, V @ W &ltaldnos
eleme elemi tenzorok Gsszege (de ez az eléillitds nem egyértelmii). Ha b = (b1,...,b;) bédzis V-ben és
c=(c1,...,cm) bazis W-ben, akkor b@c:= (b; @¢; |i=1,...,k;j=1,...,m) bazis V ® W-ben. Tehdt
VoW egy dim(V)-dim(W) dimenziés vektortér. Hangsilyozzuk azonban, hogy a V@ W tenzorszorzatnak
a vektortér struktira mellett 1ényeges alkotdeleme a @ : V x W — V ® W leképezés. Ez rendelkezik a
kovetkez6 univerzalitdsi tulajdonsaggal: Tetszoleges p: V x W — U bilinedris leképezés dtvezethetd ®-on,
azaz létezik egyetlen ¢ : V @ W — U lineéris leképezés, amelyre p = qo ®.

Példak. 1. Legyen V = K", az n hosszusagu oszlopvektorok tere, W = (K™)*, az m hosszisigu
sorvektorok tere. Ekkor a v ® w — v - w leképezés megad egy K" @ (K™)* — K™*™ izomorfizmust. (Az
elemi tenzorok 1-rangd métrixoknak felelnek meg.)

2. Tenzorszorzatok leggyakrabban akkor keriilnek el6, amikor a V, W vektorterek elemei fiiggvények,
mert ilyenkor képezhetjik ezen fliggvények szokdsos értelemben vett szorzatat. Legyenek V, W alterek
az X — R fliggvények R-vektorterében. Legyen U a v - w fliggvények &ltal kifeszitett altér. Mivel a
p:VxW = U, (v,w) — v -w leképezés bilinedris, ezért létezik egy ¢ : V@ W — U linedris leképezés,
amelyre p = g o ®. Igen gyakran ¢ izomorfizmus, azaz U = V ® W, ahol a v - w fggvény a v ® w elemi
tenzornak felel meg.
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Definicié 4.1.1 Legyenek p1,p2 a G csoport dbrdzoldsai a Vi illetve Vo wvektortereken. Ekkor konnyen
ellendrizhetd, hogy a

g (v1 ®v2) == (gv1) ® (gv2) (1)
képlet G-nek a V1 ® Va-n vald dbrdzoldsdt adja meg. Ezt a p1p2 : G — GL(V; ® Va) dbrdzoldst nevezzik a
p1 €s p2 szorzatdanak.

(Ugyan a fenti (1) képlet csak (p1p2)(g) elemi tenzorokon valé hatdsit adja meg, de ennek létezik
egyértelmii linedris kiterjesztése Vi ® Va-re. Az egyértelmiiség kovetkezik abbdl, hogy az elemi tenzorok
generaljak Vi ® Va-t, a létezés pedig a tenzorszorzat univerzalitdsi tulajdonsidgdnak kévetkezménye.)

Koordindtakban, ha b = (b1,...,bg) bézis Vi-ben, ¢ = (c1,...,c,) bézis Va-ben, akkor p1p2(9)vee =
01(9)s @ p2(g)., ahol ® a megfelelé matrixok Kronecker-szorzatét jeloli. Az A = (aij)f,jzl és B = (bij)} =1

biitA o bipA
matrixok Kronecker-szorzata az A ® B = : . : kn X kn-es matrix.

bklA cte bkkA
Példa. Jeldlje 1y a G csoport trividlis dbrdzoldsat a W vektortéren, azaz tetszéleges g € G-re 1w (g) a
W identikus transzformdciéja. Ekkor barmely p : G — GL(V) dbrézoldsra

p-lw =p+---+p, ahol a tagok szdma dim(WW).

Valéban, rogzitve egy (by,...,by,) bézist W-ben, VW =V b & --- &V ® b, (ahol értelemszeriien
Vb, = {vab; | v € V}). Nyilvanvald, hogy V ®b; invaridns a p-1y dbrazoldsra nézve, és (p-1w )ves, = p.

Allitas 4.1.2 Legyen p : G — GL(V) drreducibilis komplex dbrdzolds, W n-dimenzids vektortér, és te-
kintsik a p - 1w dbrdzoldst. Ekkor tetszdleges minimdlis invarians altér V @ w alakd alkalmas w € W
vektorral.

Bizonyitds. Az el6bb lattuk, hogy o := p - 1y a p irreducibilis dbrazolds n példanydnak Osszege, tehdat
a 3.1.3 Lemma szerint teljesen reducibilis, és a 3.1.4 Tétel szerint barmely U minimalis invaridns altérre
oy = p. Rogzitsink egy T : U — V izomorfizmust oy és p kozott. Rogzitve egy (by,...,b,) bazist
W-ben, barmely u € U egyértelmiien el6dll u = u; ® by + - - - + u,, ® b, alakban, jelolje T; : U — V az
u +— u; leképezést (i = 1,...,n). Vildgos, hogy T; kapcsolé operator oy és p kozott (hiszen o(g)(u) =
p(9)(u1)@b1++ - +p(g) (un)®by,), ezért T; = ;T alkalmas \; € C-vel (alkalmazzuk a 2.2.2 Lemmét T;07 ~1-
re). Tehdt u=MT(u) Qb1+ -+ AT (w) @by, = T(u) @ (Mb1+- -+ Apbp), ésU CVR(A1b1+- -+ Anby).
Nyilvanvald, hogy ez utébbi altéren valé hatdsa G-nek izomorf p-val, tehat ez egy minimalis invarians altér,
igy egyenlo U-val. |

4.2. Dudlis abrazolas

Egy V vektortér dudlisa a V' = {£ | £ : V — K linedris} vektortér. A p: G — GL(V) dbrdzolds dudlisinak
nevezziik a (g-&)(v) := £(g71v) (9 € G, £ € V', v € V) formuldval megadott p’ : G — GL(V') dbrazolast.
A b= (by,...,b,) V-beli bdzishoz tartoz6 dudlis bdzis 5 = (61,...,Bn), ahol

1, hai=j;
Bi(bs) = o0
0, hai#j.

Erre érvényes a £(v) = 5}; -y, Osszefiiggés.
Nézziik meg, mi lesz a dudlis dbrazoldshoz tartozé matrixdbrazolas. Mivel
£505(9) pu(9)vs = (p3(9)E8) (pu(g)vs)
= (9€)5 - (9v)s = (9€)(9v) = (9 gv)
=&v) =& v

minden £ € V' és v € V-re, azért
Pa(9) = (po(9)™H)". (2)

Ha p unitér és b ortonormalt, akkor a fenti formuldbél azt kapjuk, hogy pis(g) = py(g) (ahol a feliilvonds
komplex konjugdltat jelol). Specidlisan, ha K = R és p ortogonélis, akkor p = p'.
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Allitas 4.2.1 4 p véges dimenzids dbrdzolds akkor és csak akkor irreducibilis, ha p' irreducibilis.

Bizonyitds. TetszOleges p : G — GL(V) dbrdzolasra a v — (§ — &(v)), V. — (V') természetes izomor-
fizmus a p és (p’) dbrézolasok kozti izomorfizmus. Ezért elegendd azt megmutatni, hogy p’ irreducibi-
litdsabol kovetkezik p irreducibilitdsa. Legyen W invaridns altér V-ben. Ekkor W := {¢ € V' | ¢ ‘W =0}
nyilvdnvaléan invaridns altér V’-ban, igy W+ = {0}, vagy W+ = V'. Az els6 esetben W = V, a
mésodikban W = {0}. O

4.3. Direkt szorzat abrazolasai

A G és H csoportok direkt szorzata G x H ={(g,h) | g € G, h € H}, ellitva a (g,h)- (¢, 1) := (g9’, hh')
miivelettel. Vildgos, hogy ez csoport. A (g,1p) alaki elemek egy G-vel izomorf normalosztét alkotnak
G x H-ban. Hasonléan, a (1g,h) alakd elemek egy H-val izomorf normdlosztét alkotnak. Ez a két
norméloszté diszjunkt (azaz az egységelemen kiviil nincs kozos elemiik), és generaljak G x H-t.

Forditva, tegylik fel, hogy a D csoportnak van két normdlosztéja, G és H tgy, hogy GNH = {1} és
D = (G, H). Ekkor D = G x H. Valéban, tekintsiik a 7 : G x H — D, (g, h) — gh leképezést. Mivel G és
H elemei paronként felcserélhet6k (1d. 1/6 feladat), azért # homomorfizmus. A 7 képe tartalmazza G-t és
H-t, tehét tartalmazza a generatumukat, vagyis az egész D-t. A gh = 1-bdl kévetkezik g = h~' € GN H,
tehdt g = h = 1, azaz 7 injektiv. fgy a Homomorfizmus-tétel szerint 7 izomorfizmus G x H és D kozott.

Definicié 4.3.1 Tegyiik fel, hogy adott a Gy és Ga csoportok egy-eqy dbrdzoldsa, legyenek ezek p; : G —
GL(V;) (i = 1,2). Ekkor tekintsik a Gy x Go direkt szorzatnak a (g1,92) - v1 ® v2 = (g1v1) ® (gav2)
képlettel definidlt p1 ® p2 : G1 X Go — GL(V} ® Vi) dbrdzoldsdt. FEzt nevezzik a p1 és pa dbrdzoldsok
tenzor-szorzatanak.

Ne tévessziik Ossze ezt a fogalmat az abrazoldsok szorzatanak fogalmaval, ahol egyetlen csoport két
abrazolasdbdl konstrudltuk ugyanazon csoport Gjabb abrazolasat. Legyenek p1, p2 a G csoport dbrézolasai.
A p1 ® p2 a G x G csoport dbrazoldsa. Tekintsik a d : G — G x G, g — (g, g) homomorfizmust. A p; és
p2 szorzata és direkt szorzata kozti kapcsolatot fejezi ki a (p1 ® p2) o d = p; - po formula.

Tétel 4.3.2 Véges dimenzios komplex irreducibilis dbrdzoldsok direkt szorzata is irreducibilis.

Bizonyitds. Legyenek p; : G; — GL(V;) (i = 1,2) véges dimenzids komplex irreducibilis 4brdzoldsok. Mint
kordabban megjegyeztilk, G; és G2 azonosithaté G1 X G2 egy-egy részcsoportjaval, és G1 x G4 tetszéleges
abrazoldsdt megszorithatjuk Gp-re illetve Ga-re. Nyilvdnvals, hogy mint G; dbrézoldsa, (p1 ® ,02)‘ 6 =
p1-lv, Zp1+ -+ p1.

Legyen W minimélis G; x Ga-invaridns altér V3 ® Vao-ben. A W tartalmaz egy minimalis G1-invarians
alteret, legyen U ilyen. A 4.1.2 Allitas szerint U = V; @ w valamely w € Va-re. Tetszoleges v € Vi esetén
tekintsiik az U(vy) 1= {va € Vo | v1 @ vo € W} részhalmazt Vo-ben. Ez egy Go-invaridns altér, ugyanis
ha v1 @ v € W és h € Gg, akkor (1g, h)v1 ® v2 = v1 ® hvge. Mdsrészt U(vy) # {0}, hiszen w € U(v1).
Ezért po irreducibildtdsabol kovetkezik, hogy U(vy) = Vo minden vy € Vi-re, ami éppen azt jelenti, hogy
W=V ® V. O

4.4. Abrazolis méatrix elemei

Jelolje C[G] a G — C fiigvények halmazdt, ez egy C-vektortér a pontonkénti osszeaddsra és skaldrral vald
szorzdsra nézve, a dimenziéja |G]|.

Definicié 4.4.1 Legyen p: G — GL(V') véges dimenzids komplex dbrdzolds, b = (by,...,by,) bdzis V-ben.
Jeldlje pij(g) a p(g)s mdtriz (i,7)-edik elemét. A p;; € C[G] (1 < i,j < n) figgvényeket a p dbrdzolds
(b bdzisra vonatkozd) mdtriz-elemeinek nevezzik. Tekintsik az M(p) = {d_ aijpi; | aij € C} alteret
C[G])-ben. Ez a p dbrdzolds mdatriz-elemeinek a tere.

Az M(p) mar nem fiigg a bézis valasztdsatol. Ugyanis tetszéleges f = > a;jpi; € M(p) esetén jelolje
Aazt aV — V linedris leképezést, amelynek a b bdzisra vonatkozé métrixa Ap = (a;;)};—;. Ekkor fennall,
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hogy f(x) = Tr(Ap - p(x)p) = Tr(A o p(x)), tehdt M(p)-t megadhatjuk a b bézira valé hivatkozds nélkiil
a kovetkezé modon:
M(p) ={z — Tr(A-p(z)) | Ae L(V)},

ahol L(V) jeloli a V' — V linedris leképezések halmazat, és a szokdsnak megfeleléen az L(V)-beli o
operaciot szorzasnak irjuk.
Allitas 4.4.2 (i) Ha p1 = pa, akkor M(p1) = M(p2).

(i1) Ha p = p1+- -+ pm, akkor M(p) = M(p1)+---+M(pm) (itt a jobboldalon C[G] megfelels altereinek
az dsszegérdl van szd).

Bizonyitdas. (1) Izomorf dbrdzoldsokhoz — alkalmas béazisokat vélasztva — ugyanaz a métrix abrdzolds
tartozik.

(ii) Az 2.3 alfejezetben mar lattuk, hogy alkalmas bézist valasztva a p dbrazolas terében, a megfeleld
nem-nulla matrixelemek halmaza éppen az egyesitése a p; abrazolasok matrix-elemeibél 4116 halmazoknak.
O

Definicié 4.4.3 Tetszéleges G csoport esetén az

R:Gx G — GL(C[G))
((91592) ! f)(I) = f(g;lﬂfgl) 91,92, € G7 f € (C[G}

formuldval megadott dbrdzoldst a kétoldali reguldris dbrdzoldsnak nevezzik.

Tétel 4.4.4 A p: G — GL(V) véges dimenzids komplex irreducibilis dbrdzolds mdtriz-elemeinek M (p)
tere G x G-invaridns altér C[G]-ben, és mint G x G dbrdzoldsa, Ryyr)y = p® p'.

A fenti tétel bizonyitdsa el6tt nézziik meg az alabbi, gyakran hasznalatos lemmat:

Lemma 4.4.5 Legyen p : G — GL(V) véges dimenzids dbrdzolds. Tekintsik az Ad : G x G — GL(L(V)),
Ad(g,h)(A) = p(g) o Ao p(h™1), (g,h € G, A € L(V)) dbrdzoldst. Ekkor a v : V@ V' — L(V),
v(v®€)(w) = &(w)v (v,w € V,& € V') leképezés egy izomorfizmus a G X G csoport p®p’ és Ad dbrdzoldsai
kozott.

Bizonyitds. Tetszbleges g,h € G, v,w € V, £ € V' esetén fenndll, hogy

v((g,h) - v ® &) (w) = v(gv @ h€)(w) = (h€)(w)gv = E(h ™ w)gv 3)
= g(&(h w)v) = (Ad(g, h) - v(v ® €))(w),

ami éppen azt jelenti, hogy v kapcsolé operator a megfelelé abrazoldsok kézott. Egy kapcsolé operator
magtere mindig invaridns altér. Ezért ker(v) invaridns altér V' ® V’'-ben, és vildgos, hogy v # 0, azaz
ker(v) # V@ V'. A 4.3.2 Tételbdl tudjuk, hogy p ® p’ irreducibilis. Ezért ker(v) = {0}, azaz v injektiv.
AV @V’ és az L(V) dimenzidinak egyezése miatt v szitkségképpen sziirjektiv is. Beldttuk tehdt, hogy v
egy izomorfizmus p ® p’ és Ad kozott. O

A 4.4.4 Tétel Bizonyitdsa. Tekintsik a p : L(V) — M(p), p(A)(x) :=Tr(A-p(z)) (A€ L(V), z € G)
linedris leképezést, korabban mar lattuk, hogy ez sziirjektiv. A kovetkez6 szdmolds mutatja, hogy M(p)
G x G-invaridns, és p kapcsol6 operdtor a 4.4.5 Lemmdban definidlt Ad és a Rj;(,) dbrdzoldsok kozott:
barmely g, h € G-re,

p((g,h) - A)(x) = plp(g) - A- p(h~)) (@) = Tr(p(g)Ap(h ™" p()) (4)
= Tr(Ap(h~")p(x)p(g)) = Tr(Ap(h~'zg) = u(A)(h~'zg)
= (R(g,h) - p(A))(z).

A 4.3.2 Tételbdl és a 4.4.5 Lemabdl tudjuk, hogy G x G irreducibilisen hat L(V)-n, igy ker(u) csak a {0}
trividlis altér lehet. Tehdt p injektiv is. Belattuk tehat, hogy u egy izomorfizmus Ad és Ry (1) kozott, igy
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a 4.4.5 Lemma mutatja a kivant allitast. O

A @G csoport kétféleképpen is bedgyazhaté G x G-be, a 11 : G — G x G, g — (g,1), illetve a 13 : G —
G x G, g — (1, g) homomorfizmusok dltal. A G csoport J := Rouy : G — GL(C[G]) dbrazoldsét jobboldali
reguldris dbrdzoldsnak, mig a B := Ros : G — GL(C[G]) abrézolast baloldali reguldris dbrdzoldsnak
nevezzik.

Kovetkezmény 4.4.6 Az aldbbiakban p, p; : G — GL(V') véges dimenzids komplex irreducibilis dbrdzoldsok.
1. M(p) invaridns a G jobboldali reguldris dbrdzoldsdra nézve, és
Iy & pt++p .
—_——
dim(V) darab
2. M(p) invarians a G baloldali requldris dbrdzoldsdra nézve, és
Brp) & o+ p
—_——
dim(V) darab
dim¢ (M (p)) = dim(V)?
G minden irreducibilis dbrdzoldsa megjelenik C[G] részeként.

Ba(or) = Bar(pr) = p1 = p2

S &

Ha p1,...,pq pdronként nem-izomorfak, akkor M(p1),..., M(pq) linedrisan figgetlen alterek C[G]-
ben.

Bizonyitas. 1. Jyry = Ryrpyot1 Z (p@p') oy =p- 1y = p+---+ p. 2. bizonyitdsa hasonld.

3. és 4. azonnal kovetkeznek a 4.4.4 Tételbdl.

5. Ryr(py) = Rpr(p,)-bdl az 1. szerint kovetkezik p1 + -+ + p1 = pa + -+ + p2, ahonnan az 3.1.4 Tétel
(iii) alapjdn p1 = pa.

6. A 4.3.2 és 4.4.4 Tételekbdl tudjuk, hogy G x G péronként nem-izomorfan és irreducibilisen hat a
C[G] tér M(p1), ..., M(pq) alterein. Ezért ezek az alterck sziikségképpen linedrisan fiiggetlenek (1d. 3.1.5).
d

5. Véges csoportok komplex abrazolasai

5.1. A regularis abrazolas felbontasa

Ebben a fejezetben végig G véges csoport, ekkor C[G] véges dimenzids. A 3.2.2 Lemma és a 3.2.3 Tétel
szerint J : G — GL(C[G]) teljesen reducibilis. Bontsuk irreducibilisek 6sszegére, a 4.4.6 Kovetkezménybdl
tudjuk, hogy ezen véges sok Osszeadandé kozott G irreducibilis dbrézoldsainak minden izomorfia tipusa
megjelenik.

Jelolés: Legyen pp : G — GL(Vy,), k=1,...,q a G véges csoport irreducibilis komplex dbrdzoldsainak
izmorfia erejéig teljes (és természetesen ismétlés nélkiili) listdja, ny := dim (V).

Tétel 5.1.1 C[G] = M(p1) ®---® M(pg)

Bizonyitds. A 4.4.6 Koévetkezmény szerint M (p1), ..., M(pq) linedrisan fiiggetlenek, azaz az Gsszegiik
direkt 6sszeg. Elegendd azt megmutatni, hogy generaljak C[G]-t.

A G barmely véges dimenzids p dbrazoldsira p = mip1 + - - - +mgp,, ahol m; jeldli a p; multiplicitédsat
p-ban. Ezért a 4.4.2 Allitas szerint M (p) € M(p1) 4 -+ M(p1) +--- 4+ M(pg) +---+ M(py) = M(p1) +
-+ M(pq). Specidlisan, M (p1) +---+ M(pq) 2 M(J).
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Beldtjuk, hogy M(J) 2 C[G]. Legyen fi,..., fa bézis C[G]-ben, és J ezen bézisra vonatkozé métrix
elemeit jelolje 75, (1 <4,j < d). Tetszbleges j € {1,...,d}-re fenndll, hogy

filg) = fi(lg - g9) = J(9)(f5)(1c)
d d
= Z(w (@) f)1c) = Z fi(la)rij(g),

tehat f; = Zle fi(lg)ri; € M(J) minden j-re. O
Ko6vetkezmény 5.1.2 1. nf+---+n2 = |G
2. 7231 nip;.
Bizonyitds. A 4.4.6 Kovetkezmény és a 5.1.1 Tétel alapjén |G| = dim(C[G]) = Y¢_, dim(M(p;)) =
i=1 nﬁ, és J =371, IM(p) = > i Nipi- O

5.2. Karakterek

Definicié 5.2.1 A p : G — GL(V) véges dimenzids dbrdzolds karaktere a x, : G — C, g — Tr(p(g))
figgvény. Vildgos, hogy x, € M(p).

e Ha p = o, akkor x, = X, mivel hasonlé matrixok nyoma egyenld.
® Xpto = Xp + Xo, mert blokkdiagondalis matrixok nyoma a diagondlis blokkok nyomainak dsszege.

® Xp.o = Xp - Xo, mert méatrixok Kronecker-szorzatdnak a nyoma a megfelel6 nyomok szorzata.

Xp(9) = Xp(g_l) a (2) szerint.
1

Bérmely g,z € G-re fenndll, hogy x,(9'zg) = x,(x), mert Tr(p(g~ zg)) = Tr(p(9) *p(z)p(g)) =

Tr(p(x))-

A karakterek benne vannak a centrdlis fiiggvények Cent(G) := {f € C[G] | Vg,» € G : f(9 'xg) =
f(x)} terében. Ezek azok a G — C fliggvények, amelyek G tgynevezett konjugdlt osztdlyain allanddk.
A konjugalds G-nek az a sajatmagén valé v : G — S(G) hatdsa, amit a v(g)(z) := grg~! formula ad
meg. Az x csoportelem palyajat a v hatdsnal az « konjugdlt osztdlydnak nevezziik, és x@-vel jeloljiik. Azt
mondjuk, hogy x és y konjugéltak, ha ugyanabban a konjugalt osztalyban vannak. Lévén egy csoporthatas
palyai, a konjugdlt osztdlyok particidjat adjak G-nek. Az x stablilizdtorat Cg(xz)-szel jeldljik, és az =
centralizatordnak hivjuk. (Az elnevezés oka, hogy Ca(z) = {g € G | gz = zg}.) A 1.3.3 Koévetkezményt
erre az esetre alkalmazva kapjuk az |z¢| = [G : Cg(g)] Osszefiiggést.

Allitas 5.2.2 G irreducibilis dbrdzoldsainak karakterei, Xp1s- -+ Xp, bdzist alkotnak Cent(G)-ben.

Bizonyitds. A 5.1.1 Tétel szerint barmely f € Cent(G) egyértelmien felirhaté f = fi1 + - - + f; alakban,
ahol f; € M(p;). Megmutatjuk, hogy f; € Cent(G). Valéban, az, hogy f centralis, ekvivalens azzal, hogy
R(9,9) - f = f minden g € G-re. Tehdt f = R(g,9)- f = >.i—, R(g,9) - fi, és mivel M(p;) R-invaridns,
f-nek ez utébbi osszegként vals eldallitdsa megegyezik az eredetivel. Kovetkezésképpen R(g,9)f: = fi
minden g € G-re, ami azt jelenti, hogy f; € Cent(G) (i = 1,...,q). Ezért az allitds kovetkezik az aldbbi
lemmabdl. (Il

Lemma 5.2.3 Tetszbleges p : G — GL(V) irreducibilis dbrdzolds esetén M (p) N Cent(G) = Cy,.

Bizonyitds. Tekintsiik a 4.4.4 Tétel bizonyitdsaban szerepld pu : L(V) — M(p) izomorfizmust a G x G
csoport Ad és Ryy(,) abrazoldsai kozott. A centralis fiiggvények azoknak az A € L(V) linedris transz-
formécicknak felelnek meg, amelyekre p(g)Ap(g) ' = A minden g € G-re. A 2.2.2 Lemma szerint ezek
pontosan a A -idy transzformacidk (A € C). A p izomorfizmusndl a A - idy képe Ax,. O

16



Kovetkezmény 5.2.4 1. G pdronként nem-izomorf komplex irreducibilis dbrdzoldsainak a szama meg-
egyezik G konjugdlt osztdlyainak szdmdval.

2. Az dbrdazolds izomorfia-tipusat meghatdrozza a karaktere, azaz ha a p és o véges dimenzids komplex
abrdzoldsokra x, = X, akkor p = o.

Bizonyitds. 1. A 5.2.2 Allitas szerint q megegyezeik Cent(G) dimenzidjaval, ami nyilvdnvaléan a G-beli
konjugalt osztdlyok szama.
2. Bontsuk az azonos karakterrel rendelkezd abrazolasokat irreducibilisek Osszegére, mondjuk p =2

q A ~ q /.
Yo mipi és 0 = Y71 mip;. Innen

q q
D MiXp =Xp = Xo = D MiXp,-
i=1 i=1

A Xpys- -5 Xp, karakterek linedrisan fiiggetlenek a 5.2.2 Allités szerint, tehdt mq =m/,...,mqy = m'q, azaz

p=o. (]

5.3. Karakterek ortogonalitasa

Kezdjiik két dltaldnos érvényl (nem csak véges csoportokra vonatkozd) lemmaval.

Lemma 5.3.1 Legyen p : G — GL(V') véges dimenzids dbrdzolds, és W1, Wa minimdlis invaridns alterek
V-ben gy, hogy pw, €s pw, nem-izomorfak. Ekkor Wi és Wy merdlegesek bdrmilyen invaridns skaldris
szorzatra nézve.

Bizonyitds. Rogzitsiink egy invaridns skaldris szorzatot. Tekintsiik a V = W; @ Wit felbontést, és a
hozza tartozé p : V.— W vetitést. Nyilvanvald, hogy ez egy kapcsolé operdtor p és py, kozott. Kovet-
kezésképpen p‘WQ : Wa — W1 kapcsold operator a pyy, és pw, nem-izomorf irreducibilis abrazolasok koézott,
ezért 2.2.1 Lemma szerint p‘W2 = 0. Ez éppen azt jelenti, hogy Wy < Wit. (]

Lemma 5.3.2 Ha létezik invaridns skaldris szorzat a p : G — GL(V) véges dimenzids komplex irreduci-
bilis dbrdzolds terén, akkor az skaldrszorzo erejéig egyértelmiien meghatdrozott.

Bizonyitds. Rogzitsink egy (—,—) invaridns skaldris szorzatot V-n. Elemi lineédris algebrai tény, hogy
barmelyik mésik § skaldris szorzathoz létezik olyan B € L(V), amellyel B(x,y) = (x, B(y)) minden
z,y € V-re. Tegyiik fel, hogy (§ is G-invaridns. Akkor minden g € G-re (z,B(y)) = 0O(z,y) =
Bgx, 9y) = (92, B(gy)) = (v,97" - Blgy)) = (z,(p(9)” ' Bp(g))(y)), amibél p(g)~'Bp(g) = B kivetke-
zik. Ez egyenértékii azzal, hogy B a p irreducibilis dbrazolds endomorfizmusa, igy a 2.2.2 Lemma miatt

valamilyen A € C skaldrral val6 szorzds. Ez éppen azt jelenti, hogy 8=\ (—, —). O
Vezessiik be a C[G] téren az
1 -
(f1, f2) = al > fi(g)f2(9) (5)
geG

skalaris szorzatot. Konnyen ellenérizhetd, hogy ez R-invaridns.
A 3.2.3 Tétel alapjén feltehetjiik, hogy pj unitér (k =1,...,q), azaz adott Vi-n egy invaridns skaldris
szorzat.

Allitas 5.3.3 Jelolje pri; (1 < i,j < ng) a pi mdtrizelemeit Vi, egy rogzitett ortonormdlt bdzisdra

vonatkozdan. Akkor
1

(pk,l} ) Pk i/, ) = K
J J

0 eqyébként.

hak=kK,i=1j=j;
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Bizonyitas. Ha k # k', akkor a 4.4.4 Tétel szerint Ryy(,, ) és Ryy(,,,) nem-izomorf irreducibilis abrdzoldsai
G x G-nek, {gy a 5.3.1 Lemm&bol kovetkezik, hogy M (pr) L M (pg/)-

A tovdbbiakban k = k' rogzitett, a jelolések egyszerlisitése végett legyen V := Vi, p == pi, b =
(b1, ...,by) ortonormalt bazis V-ben.

Vezessiik be az (A, B) := Tr(A*B) skaldris szorzatot L(V)-n (itt A* a V euklideszi tér A transz-
formdcidjdnak az adjungaltjat jeloli). Ez Ad-invaridns, hiszen

(Ad(g,h) - A, Ad(g, h) - B)
=Tr((p(g)Ap(h )_1) (p(g)Bp(h)™"))
=Tr((p(h)~1)*A*p(9)*p(9)Bp(h) ™)

— Tr(A"B) = (4, B)
(emlékeztetiink t4, hogy p unitérsége miatt p(g)* = p(g)~!). Azonositsuk az M(p) teret L(V)-vel a a
4.4.4 Tétel bizonyitdsdban definidlt p : L(V) — M ( ) izomorfizmus altal. Mivel Ad = Ry, véges
dimenzidés komplex irreducibilis dbrdzoldsa G x G-nek, azért a 5.3.2 Lemma szerint az L(V) = M(p)-
ban skaldrszorzé erejéig csak egy G x G-invaridns skaldris szorzat van, tehdt a most definidlt L(V)-
beli skaldris szorzat a (5) skaldris szorzat konstansszorosa. Vagyis alkalmas A € C-vel fennall, hogy
(1(A), u(B)) = AXT'r(A*B) minden A, B € L(V)-re. Vildgos, hogy p;; = w(E7%), ahol EY az a V. — V
linedris transzformdcid, amelynek a b bézisban felirt F,’ matrixdban az (i, j)-edik eleme 1, a tGbbi 0
(Valdban, p(E7)(x) = Tr(E7 p(x)) = Tr(E]' py(x)) = pij(z).) Ezért
(pis pirr) = (W(E”), p(E7))
= AT ((E¥)* BV )\Tr(EY EY) = XTr(EJ'E})
A hai=ij =g,
~ )0, egyébként.
Mér csak azt kell megmutatnunk, hogy A = 1, ahol n = dim(V). Mivel p(g), unitér matix, ezért

példaul az els6 oszlopanak az onmagéaval vett skalaris szorzata 1, azaz

n

1= pa(g)pily) (9 € G).

=1

Osszegezziik ezeket az egyenl8ségeket, ahogy ¢ befutja G-t, |G|-mal leosztva azt kapjuk, hogy

|G| Z szl 011

geG i=1

n

Z ? Z pzl le

=1 geG

Z (pit, pi1) =n - A

O
A jelolések egyszertisitse végett legyen xi :=x,, (k=1,...,9).
Tétel 5.3.4 A x1,...,Xq karakterek ortonormdlt bdzist alkotnak Cent(G)-ben.
Bizonyitds. Definicié szerint xp = Y i% pk,i.i, igy alkalmazva a 5.3.3 Allitast kapjuk, hogy
Xk;Xk’ - Zpkm,zpk'j] ZPkm,Pk'”)
i,
)0, ha k # k';
D iPrisis Privi) = Mg - % =1, hak=Fk.
O
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Kovetkezmény 5.3.5 Legyen p véges dimenzids komplex dbrdzoldsa G-nek. Ekkor

1. p =35 (Xe, Xk )Pk
2. p akkor és csak akkor irreducibilis, ha (X, Xp) = 1.

Bizonyitds. 1. azonnal kovetkezik a 5.3.4 Tételbol.
2. p = Y-y mepr alkalmas my nem-negativ egészekre. Ekkor (x,,X,) = (O0io; Xir D=1 Xj) =

i m3, és nem-negativ egészek négyzetdsszege csak gy lehet 1, ha valamelyik koziiliik 1, és a t&bbi 0.
O

Megjegyzés. A karakter nagyon hatékony szdamolasi eszk6z abrézoldsokkal kapcsolatos kérdések eldontésére.
Definicié szerint egy n-dimenziés abrazolast |G| - n? szdmmal lehet megadni (minden csoportelemhez
hozzarendeliink egy n x m-es matrixot). Ehhez képest a karaktert jéval kevesebb szdmmal lehet meg-
adni, hiszen elég megmondani minden egyes konjugdlt osztdlyhoz egy szdmot (altaldban nem-kommutativ
csoport esetén a konjugélt osztélyok szdma jéval kisebb, mint a csoport elemszdma). Mégis, ldttuk a
5.2.4 Kovetkezményben, hogy a karakter mar meghatdrozza az abrézolas izomorfia tipusat. Tovabba
pusztan az dbrazolas karakterének ismeretében egyszerii szamolassal eldonthetd, hogy a kérdéses abrazolas
irreducibilis-e (1d. 5.3.5 Kovetkezmény). Sét, ha ismerjiik az irreducibilis karaktereket, akkor az dbrazolés
karakterébdl ki tudjuk szamitani az irreducibilis komponensek multiplicitasait.

Jelolje C1, ...,y a G konjugdlt osztdlyait, és mint kordbban, x1, ..., xq az irreducibilis karaktereket.
A G csoport karaktertabldja egy q X g-as matrix, melynek sorait az irreducibilis karakterek, oszlopait pedig
a konjugélt osztalyok indexelik, és a x; sordban és C; oszlopdban all6 elem x;(g), ahol g € Cj.
Példak.

1. Cy = {g,9% = 1}, a kételemi ciklikus csoport karaktertabldja:

{1} {g}

2. C3 ={g,9% ¢ = 1}, a haromelem(i ciklikus csoport karaktertdblaja

| {1} {9} {¢*
T 1 1

X1
X2 1 € 5
x3| 1 €2 €

2 )

ahol € = —% + z@ harmadik egységgyok.

3. Ds, a harmadfoku diéder csoport (Id. 1. Fejezet feladatai) karaktertdbldja:
{1y {A 2 {6 ft 2t

x1| 1 1 1
Yo | 1 1 1
X3 | 2 -1 0

Nézziik meg, hogy a karakterek ortogonalitdsa hogyan jelenik meg karaktertablaban. Moddositsuk

ideiglenesen a karaktertdblat gy, hogy az (i, j)-edik elemét szorozzuk meg a 4/ ‘%‘l szammal. A karak-

terek ortonormaltsaga éppen azt jelenti, hogy a moédositott karaktertabla sorai ortonormaltak a standard
skalaris szorzatra nézve, azaz a médositott karaktertdabla egy unitér matrix. Akkor viszont az oszlopai is
ortonormaltak a standard skalaris szorzatra nézve, igy kijott az aldbbi kovetkezmény.

Kovetkezmény 5.3.6 (Karakterek I1. ortogonalitdsi reldcidja) Legyen C,C" két konjugdlt osztdly G-ben,
g€ Cés heC'. Ekkor

4 0, ha C # C';
E i i(h) =
P X (g)X ( ) {Igi7 ha C — Cl.
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6. Fizikai alkalmazasok

6.1. Fizikai alkalmazasok sémaja

Egy fizikai rendszert az ugynevezett Hamilton-operdtor ir le. A' H Hamilton-operator egy V' Hilbert-téren
(az ugynevezett dllapottéren haté 6nadjungélt operdtor. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik most fel, hogy V
egy véges dimenziés euklideszi tér. A rendszer szimmetria-csoportja G = {B € U(V) | BH = HB}, ahol
U(V) jeldli az unitér operatorok csoportjat.

Allitas 6.1.1 Tegyiik fel, hogy a H énadjungdlt operdtor G szimmetriacsoportjdnak V -n vald dbrdzoldban
az irreducibilis komponensek — multiplicitdssal felsorolva —ny, ..., ny dimenzidsak (n1+---+ni, = dim(V)).
Akkor ennyiesével egybeesnek H sajdtértékei. Sét, létezik az {1,...,k} indexhalmaznak egy {1,...,k} =
Usespecrn 1(A) particidja digy, hogy dim(Vx) = 3 ;c7nyna (itt Spec(H) jeloli a H sajatértékeinek hal-
mazdt, és V\ a \ sajdtértékhez tartozd sajdtalteret).

Bizonyitds. Bontsuk fel a V teret a H sajdtaltereinek V = € AeSpec(H) V) direkt Osszegére. Tetszdleges
B € G ésv eV, esetén

= B(H(v)) = B(\v) = AB(v),

azaz a V) altér G-invarians. Tehat a V' egy minimalis G-invarians alterek direkt 6sszegére valé felbontasat
megkaphatjuk 1igy, hogy a V' = @ cgpec(mr) V2 direkt dsszeg tagjait bontjuk tovdbb (ha sziikséges). [

Tehét a rendszer szimmetriai sajitérték egybeeséseket vonnak maguk utdn. A fizikusok szerint ”csak
az esik egybe, aminek musz4j”, azaz a rendszernek addig keresik szimmetriait, ameddig elegendének nem
bizonyulnak a mért egybeesések magyarazatara.

Zeeman-féle természetes felhasadas. Példaként nézziik meg a kovetkezo jelenséget: molekulat magneses
térbe helyezve a szinképvonalai felhasadnak. Ennek csoportelméleti magyarizata, hogy a mégneses térben
a molekula eltorzul (egy idnyba megnyulik), {gy kisebb lesz a szimmetria csoportja. A régi G szimmet-
riacsoportnak most mar csak egy F' részcsoportjat alkotjak az eltorzult molekula szimmetridi. Bontsuk
fel a V &llapotteret minimalis F-invarians alterek direkt 0sszegére. Ezt megtehetjik tgy, hogy elGszor
felbontjuk minimalis G-invaridns alterek direkt Osszegére. Ezek a tagok persze F-invaridnsak, de nem
feltétleniil minimalisak. fgy altalaban tovabb bomlanak, és ennek megfeleléen a 6.1.1 Allitasban sze-
replé nq,...,n, szamok is kisebbekre esnek szét. Tehdt a kisebb szimmetriacsoport altaldban kisebb
egybeeséseket von maga utdn. (Példaul ha F' Abel-féle, akkor a 2.2.3 Tétel szerint a minimélis F-invaridns
alterek 1-dimenzidsak, és ennek megfelelen az egybeesések megsziinnek.)

6.2. A metan molekula sajatrezgéseinek osztalyozasa

A kovetkezdkben ismertetjilk Wigner Jené mddszerét a metan molekula sajatrezgéseinek osztilyozdsara.
A metan molekula — egy szabdlyos tetraéder csicsain elhelyezked6 — négy hidrogénatombdl és egy —
a kozéppontban elhelyezkedd — szénatombdl all. Rogzitsiink egy-egy koordindtarendszert a szabalyos
tetraéder kozépontjdhoz és a négy csicshoz. A rezgd molekula pillanatnyi helyzetét leirja az az R'%-beli
vektor, aminek az elsé 3-dimenzids komponense megadja a szénatom elmozduldsat, a mésodik 3-dimenzios
komponense az els6é hidrogénatom elmozduldsat, stb.. Az x € RS elmozdulds rezgési energisjit leirja egy
f: R — R analitikus fiiggvény, melyre f(0) = 0, és f(z) > 0 minden z-re. Ezért az origd kis korny-
zetében f(z) ~ x' Az, ahol A egy szimmetrikus, pozitiv szemidefinit 15 x 15-0s matrix. Az A sajatvektorai
az Ugynevezett sajdtrezgések, (melyeknek frekvencidja a megfelels sajatérték), ezek kifeszitik a rezgések
terét. A rendszer szimmetriacsoportja nyilvanvaléan tartalmazza a szabélyos tetraéder szimmetriacso-
portjat. Jelolje G < O3(R) a 3-dimenzids euklideszi tér azon egybevigisdgainak csoportjt, amelyek
sajatmagaba viszik a szabdlyos tetraédert.

Allitss 6.2.1 G izomorf Sy-gyel, a negyedfoki szimmetrikus csoporttal.
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Bizonyitds. Vilagos, hogy G hat a cstcsok halmazan, jelolje ¢ : G — Sy a megfelel6 homomorfizmust. Ha
egy egybevagosag fixalja a tér négy nem egysika pontjat, akkor az az identitas. Ezért ¢ injektiv. Masfelol,
az 12 él felez6pontjdn és a 3,4 csticsokon atmend tiikrozés képe ¢-nél az (1,2) transzpozicié. Hasonlban,
(2,3) € im(¢) és (3,4) € im(¢). Tehdt im(¢p) D ((1,2),(2,3), (3,4)) = S4. Belattuk tehat, hogy ¢ : G — Sy

izomorfizmus. |

Sziikségiink lesz a G = S, karaktertabldjara.

C |id (123) (12)(34) (12) (1234)
#C |1 8 3 6 6
vi |1 1 1 1 1
v |1 1 1 -1 -1
s |2 -1 2 0 0
xa |3 0 ~1 1 ~1
xs |3 0 ~1 ~1 1

Az Sy-nek 6t konjugalt osztalya van, hiszen a lehetséges ciklus szerkezetek 4 = 3+1 =242 =2+141=
1+1+1+41 (1d. az 5. Fejezet feladatait). A fenti tdblazatban a konjugalt osztalyokndl az alsé indexbe
irt szdm a konjugdlt osztily elemszamat jeloli. Ezekre a szamokra sziikség van a karakterek skalaris
szorzatanak kiszamoldsdhoz. A karaktertdabldt példaul a kovetkezd érvelés magyardzza. A xp a trividlis
abrézolas karaktere, yo a sign dbrazolds karaktere. A yg4-et Ugy kapjuk, hogy Si-re, mint a szabdlyos
tetraéder szimmetriacsoportjara gondolunk Ez egy 3-dimenzids dbrazolas, ami nyilvénvaléan irreducibilis.
Az (1,2,3) elem képe egy egyenes koriili 2F szogii forgatés, ennek nyoma 1+ 2cos(3F) = 0. Az (1,2)(3,4)
képe egy egyenes koriili w szogl forgatds, ennek sajatértékei 1, —1,—1, tehat nyoma 1 —1—1 = —1. Az
(1,2) képe sikra val6 tiikrozés, ennek sajatértékei 1,1, —1, tehdt a nyoma 1 +1—1=1. A x4((1,2,3,4))
értékét egyértelmiien meghatdrozza az, hogy (x4, x1) = 0. A x5 = x4-X1, és az 5. Fejezet megfeleld feladata
szerint egy irreducibilis és egy els6foku karakter szorzata is irreducibilis karakter. Az egyetlen hidnyzé sort
most mér kitolthetjiik az oszlopok ortogonalitdsa alapjan: az {id} oszlopdban &ll6 szdmok négyzetosszege
|S4] = 24, tehdt x3(id) = 2. A t6bbi oszlop mind ortogondlis az elsére, ez alapjan kitolthetjiikk a x3 sordt
(Id. a fejezet végi feladatokat a ys3-hoz tartozé irreducibilis dbrdzolds megkonstrudldsihoz).

G vildgos médon hat az R téren: gondoljunk R'® elemeire, mint a 3 dimenzids térben iilé térvektor-
0tosOkre, az elsé a szabdlyos tetraéder kozéppontjabdl, mig a tobbi rendre a a négy csiicsbél indul. Ekkor
a tér azon egybevagdsagai, amelyek sajatmagaba viszik a szabdlyos tetraédert, természetesen hatnak az
ilyen térvektor-6tos6kon. Jeldlje ezt a G — GL(15,R) dbrazolést p. Jeldlje példaul f a szabdlyos tetraéder

els6 csiicsan és a kozépponton atmené egyenes koriili —’T sz0gll forgatdst (ez a G = S, azonositdsnal

0 0

0 0
nyilvdnvaléan az (1,2,3) konjugalt osztalydhoz tartozik). Ekkor p(f) = 0 * |, tehdt
0 0
* 0

0 0O
Xp(f) =2Tr(f) = 2xa(f) = 2x4((1,2,3)) = 0. Jeldlje ¢ az 1,2 csicsokon és a kézépponton atmend sikra
t 00 00
0t 000
vonatkozé titkrozést. Erre p(t) = | 0 0 ¢t 0 0 [, tehdt x,(t) = 3Tr(t) = 3xa(t) = 3xa((1,2)) =
0 00 0 =«
000 %= O
3. Hasonléan, a két szemkozti élfelez6ponton atmend egyenes korilli h forgatasra x,((1,2)(3,4)) =
x4((1,2)(3,4)) = —1, mivel ennél a transzformdciénal csak a kozéppont marad fixen, a csticsok mind-

egyike mozog. Ugyanigy x,((1,2,3,4)) = x4((1,2,3,4)) = —
Kijott tehdt, hogy x, = (15,0, —1,3,—1). Bontsuk x,-t irreducibilis karakterek dsszegére, példaul a
x3 multiplicitdsa (x,, x3) = 57(15- 2—|—8 0-(-1)4+3-(-1)-24+6-3-0+6-(—1)-0) = 1. Azt kapjuk, hogy

Xp = X1+ X3+ 3xa+ X5

Azonban az R'5 tér tartalmaz nem valdédi rezgéseket is, példaul a (v,v,v,v,v)" vektorok (v € R3)
eltoldsokhoz tartoznak. Ez egy 3-dimenzids invarians altér, és p ezen vald részabrazolasanak karaktere
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nyilvdnvaléan y4. Hasonléan, az R' tartalmazza az tgynevezett infinitezimalis forgatdsok 3-dimenzids
invarians alterét. Meg lehet gondolni, hogy az ezen valé részédbrazolas karaktere xs.

Osszefoglalva, a valodi rezgések tere 9 dimenziés, G ezen valé dbrazolasanak karaktere x1 + x3 + 2x4.
Tehat az irreducibilis komponensek dimenziéi rendre 1, 2, 3, 3, tehat ennyiesével egybeesnek a sajatértékek.

Ez egybeesik a metan molekula szinképvonalainak mérésekor tapasztaltakkal.

Tegyiik fel, hogy a molekulat olyan magneses térbe helyeztiik, hogy az egyik hidrogénatomot a szénatommal
0sszekotd irdnyba megnytlt. Ekkor a rendszer szimmetriacsoportja D3 = S3 lesz (az Sy azon elemibdl allé
részcsoportja, amelyek fixen hagyjak a nytlds tengelyén levé hidrogén atomot). Jeldlje ¢ : S3 — O(15,R)

a konfiguraciés téren valé abrazolast.

53 {1} {(17273)7(17372)} {(172)7(173)7(273)}
1 1 1

$1

oo | 1 1 -1
Y3 2 -1 0
X 15 0 3

Ekkor x4 = 4p1 + @2 + 5p3, és mivel X4|s3 = 1 + ©3, X5‘s3 = o + 3, kapjuk, hogy a valédi rezgések
alterén az Ss szimmetriacsoport karaktere 3¢; + 3¢s3. Igy a sajatértékek multiplicitdsai: 1,1,1,2,2,2.

R Al A b

7. Az SU, és SO3 csoportok abrazolaselmélete

7.1. Az SU, és SO;3 kapcsolata
Fontos példdak kompakt csoportra az alabbiak:

o I'={ze€C||z| =1} a szorzdssal;
e SU,, az 1 determinansu komplex unitér matrixok a szorzassal;
e SO,, az 1 determinansu valds ortogondlis métrixok a szorzéasal.

Specidlisan,
z

w
SU2={( . Z)|z,we<c7 2+ o = 1)

T1 + 1Ty T3 +iT4
—T3+1x4 X1 — 1T2
R} 4-dimenzids valés euklideszi térnek, tehdt valéban kompakt, és Osszefiiggd, sét, egyszeresen Osszefliggd,
mint topologikus tér.

az x3 + x5 + 23 + 13 = 1 egyenletii egységgombfeliilete a H = { ( > | z1, 22, 23,24 €

Tétel 7.1.1 Létezik egy v : SUs — SOs3 sziirjektiv, folytonos homomorfizmus, és erre ker(y) = {£I} (itt
I jeldli az SUs egységelemét, vagyis a 2 X 2-es egységmdtrizot).

Bizonyitds. Jelolje

V.= {X = < o ilixg 31‘2_—;?233 ) | x1,T2,T3 € R}
a 2 x 2-es 0 nyomd Hermitikus méatrixok halmazat, ez egy 3-dimenziés euklideszi tér az (X, X) :=
2?2 + 23 + 23 = — det(X) skaldris szorzattal. Legyen v : G — GL(V), v(A)(X) := AXA™! (A € SU,,
X € V). A determindnsok szorzastétele miatt det(AXA™1) = det(X), tehdt v(A) megérzi a V-an
értelmezett skaldris szorzatot, igy im(y) benne van a V ortogondlis transzformécidinak csoportjiban,
melyet azonosithatunk Osz-mal. Mivel mdtrixok szorzatdnak (és inverzének) elemei folytonos fliggvényei
a tényezOk elemeinek, ezért  folytonos homomorfizmus. Osszefiiggd halmaz folytonos képe is Osszefiiggd.
Os-nak azonban két Osszefiiggé komponense van, ugyanis O3 diszjunkt egyesitése az 1 determindnsiak,
illetve a —1 determindnsiak részhalmazanak, és ezek a részhalmazok zartak, hiszen egy-egy pont 6sképei
a det : O3 — {1,—1} folytonos leképezésnél. Mivel im(y) tartalmazza az 1 € SOs-at, igy az egész im(7)
benne van SOs-ban. Megadtuk tehat a kivant v : SU; — SO3 homomorfizmust.
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Hatdrozzuk meg ker()-t. Legyen

=5 4)

Konnyl szamolas mutatja, hogy X = < _Zu,} 1; ) € SUs-re JX = X J-bol kovetkezik, hogy w = 0, és

X < (1) (1) ) = < (1) (1) ) X-bdl kovetkezik, hogy z = £1. Tehdt valéban ker(y) = {£1}.
Megmutatjuk, hogy im(y) tranzitivan hat V' egységgombfeliiletén, és tartalmazza az Osszes forgatdst
az RJ tengely koriil.
Valdban, kozismert linearis algebrai tény, hogy minden Hermitikus matrix unitéren diagonalizalhato,

azaz barmely X € V-hez létezik olyan B € Us,, hogy BXB~! = (C) _OC >, aholc e R. Ha X a V

egységgombjén talalhatd, akkor itt ¢ = £1. Feltehetd, hogy ¢ = 1, ugyanis ( (1) (1) ) < _01 (1) ) < (1) (1) ) =

0 -1
eleméhez létezik olyan A € SUs, melyre v(A)(X) = J.

( L0 ) B-t kicserélve A := (det(B))~2B-re kapjuk, hogy V egységgombfeliileténck barmely X

z 0

0 -1 ) € SU,. Ekkor

Tetszéleges t € R esetén legyen z = e = cos(t) + isin(t), és A(z) == <

@) (L, ", )

T2 —1X3 —XT1

_ 1 2%(29 + ix3)
T\ 273 (wg —ix3) —x1 '

Vegyilk a b = (1) 0 ! )) ortonormalt bézist V-ben. Ebben a béazisban v(A(z)), =

1
O
1 0
0 cos(2t) —sin( 2t azaz Y(A(z)) a RJ tengely koriili 2¢ szogii forgatds.
0 sin(2t) cos(2t) )

A fentiekbdl az alabbl 7.1.2 Lemma szerint kévetkezik v sziirjektivitasa. O

Lemma 7.1.2 Tegyiik fel, hogy az SOs3 csoport valamely G részcsoportja tranzitivan hat a 3 dimenzios
euklideszi tér eqységgombfeliiletén, és van olyan tengely, hogy G tartalmazza az dsszes akorili forgatdst.

Akkor G = S0Os3.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy v olyan egységvektor, melyre G tartalmazza az Osszes Rov koriili forgatast.
Legyen f € SOg3 tetszbleges. Mivel G tranzitivan hat az egységgémbon, azért létezik olyan g € G,
melyre f(v) = g(v). Ekkor (¢g7'f)(v) = v, tehdt g~'f az Ruv tengely koriili forgatds, gy g~ 'f € G,
kovetkezésképpen f € ¢G = G. O

Kovetkezmény 7.1.3 Az SOs véges dimenzios folytonos dbrdzoldsai kélcsonésen egyértelmid megfelel-
tetésben dlinak SUs azon p dbrdzoldsaival, melyekre p(—I) =id.

Bizonyitds. Ha p az SOs folytonos dbréazoldsa, akkor p := ¢ o v az SUs; folytonos dbrdzoldsa (melynek
magjiban nyilvdn benne van —1I).

Forditva, legyen p : SUy — GL(W) egy folytonos abrazolds, melyre p(—I) = id. A 7.1.1 Tétel
szerint minden g € SO3 el6all g = ~y(h) alakban, és h egy +1-es szorz6 erejéig egyértelmi. Mivel a
feltevésiink szerint p(h) = p(—h), ezért definidlhatjuk az SOz csoport p : G — GL(W) 4brézoldsét a
p(g) = p(h) képlettel. (M4s szavakkal, mivel p dllandé a {41} szerinti mellékosztalyokon, igy dtvezethetd
az SUs /{£1} = SO3 faktorcsoporton.) Csak azt kell beldtni, hogy p folytonos. Vegylink egy tetszdleges Z
zart részhalmazt GL(W)-ben. Ennek a p-nal vett &sképe zart SUs-ben, mivel p folytonos. Kompakt halmaz
zért részhalmaza kompakt, tehdt p~1(Z) kompakt, és fgy a v folytonos leképezésnél vett képe kompakt,
igy zart SOz-ban. Tehat p~1(Z) = v(p~1(2)) zart SO3-ban GL(W) minden Z zart részhalmazara, amibél
kovetkezik, hogy p folytonos. O
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7.2. Az SU, véges dimenziés komplex irreducibilis abrazolasai
Jelolje
V, = {Z akxkyn_k | ag,...,a, € C}
k=0

a 2-valtozés homogén n-edfoku polinomok vektorterét, vilagos, hogy dimc(V,,) = n + 1. Azonositsuk
az f(z,y) = Y p_oaxz®y" "% € V, polinomot az f : C* — C, (z,y)! — Y p_,arz®y"~F fiiggvénnyel.
A GL(2,C) csoportnak a C? téren valé hatdsa indukal egy abrdzoldst V,-en a mar megismert médon.
Nevezetesen, g € GL(2,C) és f € V,, esetén legyen

(9-H@,9)") = flg™" (z,9)").
Szoritsuk meg ezt a hatdst a GL(2,C) csoport SU; részcsoportjara, igy kapjuk a

On 2 SUs — GL(V,,)

abréazolast. Expliciten, mivel a g = ( g g1z ) € SU; elem inverze ( g2 12 >, gy g7t (z,y)t =
921 g22 —921 911

(9222 — 912y, —g212 + g11Y)", és

(9 Nz,y) = f(g222 — g12y, —g1® + g11y).
Nyilvdnvald, hogy ¢,,(g) matrixelemei a g elemeinek polinomjai, tehat ¢,, : SUs — GL(V,,) folytonos.

Tétel 7.2.1 Tetszbleges n =0,1,2,... esetén ¢, : SUs — GL(V,,) n+ 1-dimenzids komplex, irreducibilis
abrdzolds.

Bizonyitds. Tekintsiik SUs kovetkez6 Abel-féle részcsoportjat:

T = {A(z) = ( 0 291 ) | |2 =1},

és vizsgaljuk a T hatdsét Vj,-en. Minden k = 0, ...,n-re fenndll, hogy A(z) - (zFy"=F) = zn—2kghyn—k,

tehat Vi, = @)_, Cz*y"~* olyan minim4lis T-invaridns alterek direkt sszegére valé felbontds, melyeken
T hatdsa paronként nem-izomorf. Ezért a 3.1.6 Lemma szerint barmely T-invaridns altér a Cx*ym—*
(k=0,...,n) alterek koziil néhanynak az Gsszege.

Legyen W tetszOleges nem-nulla SUs-invarians altér V;,-ben. Akkor W egytttal T-invaridns is, igy az
elobbiek szerint ha egy polinom benne van W-ben, akkor annak minden nem-nulla egyiitthatés monomja
is benne van W-ben. Ezért létezik legaldbb egy z¥y™~* monom W-ben. Vegyiink egy olyan A € SU,
matrixot, aminek egyik eleme se nulla. Ekkor az A -z*y"~* polinomban 2" egyiitthatéja nem nulla, tehat
™ € W. Viszont A - z"-ben minden monom nem-nulla egyiitthatéval szerepel, tehat az Gsszes monom
benne van W-ban, azaz W =V,,. O

Konnyen ldthatd, hogy —I € ker(¢,,) akkor és csak akkor, ha n péros. Tehdt a 7.1.3 Kovetkezmény
szerint SU,, ezen dbrazoldsai koziil pontosan ¢g, po, @4, . . ., azaz a paratlan dimenzidsak vezetheték &t az
SOs csoporton. Az SOs igy kapott (szitkségszeriien irreducibilis) dbrazoldsait ugyanigy ¢ox-val jeloljik.

Kés6bb latni fogjuk, hogy ezzel az SU, Gsszes véges dimenzids, folytonos, komplex dbrizolasit meg-
kaptuk.

7.3. Kompakt csoportok matrix elemei

Legyen G kompakt csoport, jelolje C(G) a G — C folytonos fliggvények terét. Vildgos, hogy C(G) R-
invaridns altér C[G]-ben. Bevezetiink egy R-invaridns skaldris szorzatot C'(G)-n.

Tetszbleges f € C(G) felirhaté f = f1+1ifs alakban, ahol f1, fo € Cr(G) = {h: G — R | h folytonos }.
Nevezetes tény, hogy egyértelmiien létezik egy Cr(G) — R, f +— szG f(z)dz linedris funkciondl, az
ugynevezett Haar-integrdl, melyre fennallnak a kovetkezok:
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[t

Joeq f(x)dz >0, ha f(z) > 0 minden x € G-re és f # 0;
. Bérmely g € G-re [ . f(g7 w)de = [ . f(x)dx

3. Barmely g € G-re f caf (zg)dx = fweG f(x)dx

4. [ olde=1.

Do

Példa. Véges csoport esetén a Haar integdl az f — i c1;| > gec | (g) funkciondl.
Definidljuk az [, : C(G) — C C-linedris funkciondlt az [ _.(f1(z) + ifa(2))dz = [ _; fi(z)ds +
i [ eq f2(x)dz formuldval. Végiil legyen

)= / F@h(z)dz, (f.h € C(G)).
z€G

A Haar-integral tulajdonsdgaibdl kévetkezik, hogy ez valéban egy R-invaridns skaldris szorzat C(G)-n

A (—, —) skaldris szorzat definiél egy topoldgiat C(G)-n. Azt mondjuk, hogy a {¢,}°2, fiiggvénysorozat
teljes ortonormdlt rendszer C(G)-ben, ha (s, ;) = 65 minden i, j-re, és az dltaluk kifeszitett altér min-
deniitt stirlt C(G)-ben. Ekkor a C(G) tér barmely eleme a konvergens f = Y 7 (f, ox)pr végtelen
sorba fejthetd. Megjegyezziik, hogy C(G) siir(i altér a négyzetesen integralhaté fiiggvények Lo(G) Hilbert-
terében, tehdt egy {¢n}22, C(G)-beli teljes ortonormélt rendszer egytittal teljes ortonormélt rendszer az
L+(G) Hilbert-térben.

Legyen pr, : G — GL(Vy) k = 1,2,... a G kompakt csoport véges dimenziés (folytonos) komplex,
irreducibilis 4brazoldsainak izomorfia erejéig teljes listdja, dim(Vy) = ny. (Az aldbbi tétel bizonyitdsabdl
ki fog dertilni, hogy a jeloléstinkkel 6sszhangban ez a lista megszdmldlhaté.) A 3.3.3 Tétel szerint pj unitér,

legyenek pg; ; (4,7 =1,...,n%) a métrix elemei egy ortonormalt bazisra nézve.

Tétel 7.3.1 (Peter-Weyl Tétel) A {prij | k=1,2,...;4,5=1,...,n} egy teljes ortogondlis rendszer
C(G)-ben, tovdbbd (pr.i j, Prij) = n—k.

Példa. T = {z € C | |z| = 1} irreducibilis dbrdzoldsai: z — z" (n € Z) teljes ortogondlis rendszer

C(T)-ben, ez az alapja a Fourier-sorok elméletének.

A 7.8.1 Tétel Bizonyitisa. Az ortogonalitds szd szerint ugyanigy bizonyithatd, mint a véges csoportokra
vonatkozé 5.3.3 Allitds; az egyetlen kiilonbség, hogy az ﬁ > e szimb6lum helyett a fge ¢ szimbd6lumot
kell irni.

A teljesség bizonyitdsdhoz feltessziik, hogy G < GL(n,C). (Ez nem igazi megszoritds, mert minden
kompakt csoportnak létezik hiiséges véges dimenzids dbrdzoldsa, ezt azonban nem bizonyitjuk.) Ekkor G
elemei g = (z;;(g))}j=1 matrixok, ahol z;; € C(G). Jeldlje P(G) azon G — C fliggvények terét, melyek az
xij, Zsj fiiggvények komplex egyiitthatdés polinomjai. A Stone-Weierstrass-féle approxim:iciés tétel szerint
P(G) sfirti C(G)-ben. Igy elég azt beldtni, hogy P(G) = 3572, M(pk). Legyen P(G),, := {f € P(G) |
deg(f) < m}. Vildgos, hogy a P(G), altér R-invaridns. Ugyantigy, mint az 5.1.1 Tétel bizonyitdsédban,
kijon, hogy P(G)m € M(Jp),,). Viszont Jp), véges dimenziés dbrazolds, tehat felbomlik véges
dimenzi6s irreducibilisek osszegére, ezért M (Jpay,,) € D pen,. M(pk), ahol Ay, véges részhalmaza N-nek.
Kovetkezésképpen P(G)m C D pcn,, M(pr). A jobboldalon &llé dbrazolds G x G paronként nem-izomorf
irreducibilis dbrézoldsainak Gsszege, ezért a 3.1.6 Lemma szerint P(G)y, = Y rer,, M (pr), ahol Ty, C Ay,
gy P(G) = U, P(G)m = > ker M(pr), ahol T' = U, cy I'm. Tegyiik fel, hogy 1étezik m € N, amelyre
m ¢ I. Akkor a mdr bizonyitottak szerint M(p,,) ortogondlis P(G)-re, tehdt P(G) slirlisége miatt
ortogonalis az egész C(G)-re. Ez lehetetlen. Ezzel beldttuk, hogy P(G) = > po; M (px). O

Megjegyzés 7.3.2 Megjegyezzik, hogy a fenti bizonyitdsbdl az is kiderilt, hogy G 0sszes véges dimenzids
irreducibilis dbrdzoldsa megjelenik Jp(q),, részeként alkalmas m-re. Tehdt csak megszdmldlhatéan végtelen
sok lehet beldlik.
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7.4. SU, karakterei

A véges csoportok esetéhez hasonléan definidlhatjuk barmely p : SUs — GL(V') véges dimenzids dbrazolasra
aTrop: SUs — C figgvényt. A nyom jol ismert tulajdonsagai miatt ez centralis fiiggvény, azaz kon-
jugalt osztalyokon allandé. Elemi linearis algebrai tény, hogy tetszéleges B € SU; konjugalt osztalydban

taldlhaté egy A(z) := S Z(_)l ) diagonalis elem, ahol |z| = 1. Tovabba A(z) és A(2~1) ugyanabban a
konjugélt osztdlyban van, amint azt a (Z) A(z) —Oz _OZ = A(z7!) egyendség mutatja. Tehat

a Tr o p figgvényt meghatdrozza a T = {A(z) | z € C, |z| = 1} részcsoportra valé megszoritdsa, ezért
definidlhatjuk a p dbrazolas karakterét mint a

Yot {z€C ]zl =1} = C, 2 Tr(p(A(2))

egyvaltozos fiiggvényt. A fentiek szerint x,(2) = x,(2). A 7.3.2 Megjegyzésbdl tudjuk, hogy x, a z és z
komplex egyiitthatos polinomja.
A 7.2 alfejezetben definidlt ¢,, dbrazoldsok karakterei:

(2) P L R I S ha n paros;
Z) =
Xen 242" 24 4+ z+2z 4+ -4 2",  han péaratlan.

Vildgos, hogy a x4, fliggvények bazist alkotnak azon f(z) fliggvények C terében, melyek z és z komplex
egylitthatds polinomjai, és f(z) = f(2z). Ebbol kovetkezik, hogy {¢n, | n = 0,1,2,...} az SUs véges
dimenzids irreducibilis komplex dbrazoldsainak izomorfia erejéig teljes listdja. (Valdban, tegyiik fel, hogy
p ezektél kiillonbozo6 irreducibilis dbrazolds. Ennek karaktere benne van C-ben, mésfelél T'r o p ortogonalis
a T'ro¢, mindegyikére, tehat linearisan fiiggetlen tolitk. Akkor viszont x, is fiiggetlen a x4, karakterektol,
ami ellentmond4s.)

8. Gombfiiggvények

8.1. Laplace-féle gombfiiggvények
Ebben a fejezetben legyen
X = {(z1,22,23) ER® | 23 + 23 + 23 =1}

a 3-dimenziés euklideszi tér egységgombfeliilete, C'(X) az X — C folytonos fliggvények vektortere, ellitva
az (f,h) = [ cx f(x)h(x)dr skaldris szorzattal. Az SO3 hat X-en a természetes médon, ez indukdl egy
dbrazolast C(X)-en: (g- f)(z) = f(97'x), g € G, f € O(X), z € X. Jelolje

cosp —sing 0
SOy ={| sinp cosp 0
0 0 1

az rs-tengely koriili forgatdsokbdl 4116 részesoportot SOs-ban.

Lemma 8.1.1 Bdrmely V nem-nulla véges dimenzids SOs-invaridns altér C(X)-ben tartalmaz olyan
nem-nulla elemet, amit SOz minden eleme fixdl.

Bizonyitds. Létezik f € V, x € X tgy, hogy f(z) # 0. Alkalmas g € SOs-ra gr = v := (0,0,1).
Ekkor (g - f)(v) = f(¢g~tv) = f(x) # 0. Tehat van olyan f € V, melyre f(v) # 0. Tekintsiik a
¢V — C, h — h(v) linedris leképezést. Ez nem-nulla, igy dim(ker(¢)) = dim(V) — 1. Ezért ker(¢)
ortogonalis komplementere V-ben 1-dimenziés, mondjuk b generdlja. Mivel barmely g € SOs-re és h € V-
re ¢(g - h) = h(g~v) = h(v), azért ker(¢) SOs-invaridns, kovetkezésképpen Cb is SOs-invaridns, azaz
barmely g € SOs-re g-b = A(g)b, ahol A\(g) € C. Masfelsl b(v) = b(g=v) = (g-b)(v) = Ag)b(v),
kovetkezésképpen A(g) = 1. O
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Jelolje A az R® — C polinom fiiggvények terét, {z¥1zk a:33 | k1,ko, ks > 0} bdzis A-ban. Az SO;
csoport R3-6n valé hatésa indukal egy abrazolast A-n. Vildgos, hogy az A homogén m-edfoki elemeibdl
allé A,, altér SOs-invarians. Az SOs csoport A-n val6 hatdsat megszorithatjuk az SO2 részcsoportra, a
késObbiekben erre az dbrazolasra is hivatkozni fogunk.

Az aldbbi 8.1.3 Kévetkezmény bizonyitdsa végett vezessiik be a

ki k2, ks _.J1,.02,.73
(a7t oy’ ws®, oyt wy’ wy’)

_ kilkolks!,  ha ki = ji, ks = jo, k3 = j3
0, egyébként

skaléris szorzatot A-n.

Lemma 8.1.2 Az x;-vel vald szorzds és -2, mint A — A linedris operdtorok eqymds adjungdltjai a (—,-)
) B ox;
skaldris szorzatra nézve.

Bizonyitds. Egyszerli szamolds mutatja, hogy pl. ( Do , vy = {u,x1v) barmely u, v monomokra. O

A 8.1.2 Lemmé&bdl azonnal kovetkezik, hogy az r? = 23413 +x2-tel vald szorzds és a A =

Laplace-operdtor egymas adjungéltjai. fgy A magtere az ortogondlis komplementere az r2-tel valo SZOrZAs
képterének, azaz ker(A) = (r2A)*. Jelolje H := ker(A) az tgynevezett harmonikus polinomok terét,
H,, := HN A,,. Mivel A és az r2-tel val6 szorzas is homogén (azaz homogén polinomok képe homogén),
azért az el6bbi megfontoldsainkbdl adddik az aldbbi kovetkezmény.

Kovetkezmény 8.1.3 A,, = H,, ®r?A4,,_»

Konnyen ellenérizhetd, hogy A és r2 - — felcserélheté SO3 hatdsaval, azaz tetszbleges g € SO3 és f € A
esetén A(g- f) =g-A(f), ésr%(g- f) = g- (r*f). Ezért A,,-nek a 8.1.3 Kévetkezménybeli direkt osszeg
felbontdsaban szereplé alterek SOs-invaridnsak. S6t, ennél tébbet is mondhatunk:

Allitas 8.1.4
Am =, D 7"2Hm—2 D 7"4Hm_4 D TGHm_ﬁ D (6)

az Ay, minimdlis SOs-invaridns alterek direkt dsszegére valo felbontdsa.

Bizonyitds. Jelolje 7 : A,, — P(X) az X-re valé megszoritdst, ez egy izomorfizmus SO3 megfelel
abrézolasai kozott. A 8.1.1 Lemma szerint ha 7(A,,) irreducibilisek dsszegére valé felbontdsaban d tag
szerepel, akkor SO, trividlis dbrazoldsdnak multiplicitdsa 7(A,,)-ben legaldbb d. Tehét ugyanez igaz A,,-
re is. Az aldbbi 8.1.5 Lemma szerint viszont SO; trividlis abrdzoldsanak multiplicitdsa A,,-ben | ] + 1,
és a (6) felbontdsnak éppen ennyi tagja van. Tehét ez a felbontds nem finomithaté tovabb. O

cosp —sinp 0
A 2z = €' egységnyi abszolit értékit komplex szamra jelélje h(z) = sing cosp 0 | az x3
0 0 1
tengely koriili ¢ szogili forgatdst. Vildgos, hogy ey : SOy — C, h(z) — 2F, (k = 0,£1,42,...) az SO,
paronként nem-izomorf irreducibilis abrazolasai.

Lemma 8.1.5 Az SOy csoport Ay, -en vald dbrdzoldsdnak irreducibilis komponensei ey, k = 0,£1,£2,...,
és ex, multiplicitdsa | 5= kL) 4+ 1.

Bizonyitds. Vezessiink be 4j valtozokat: u := w1 —iwa, % := 21 +iwy. Ekkor h(2)-u = zu és h(z)-u = 2z~ u.
Tekintsiik az {uPu?r} | p+q+1=m, p,q,1 > 0} bazist A,,-ben. Az uPalxr} monom SO,-invarians alteret
feszit ki, melyen az SO, hatdsa e,_q-val izomorf. Ebbdl kovetkezik, hogy e, multiplicitdsa SOz-nek az
Ap-en val6 dbrazoldsdban [{(p,q,1) | p,¢,1 >0, p+q+1l=m, p—q=Ek}| a
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Tétel 8.1.6 Jelolje P(X) az X-en értelmezett polinom figgvények terét, és v : A — P(X) az X-re vald
megszoritds operdtordt. Ekkor P(X) = @, _,7(Hy,) minimdlis SOs-invaridns alterek direkt Gsszegére
vald felbontdsa P(X)-nek. Tovdbbd dim(7(H,,)) = 2m—+1, és tetszbleges k = 0,%1,...,£m esetén 7(H,, )-
ben létezik egy skaldrszorzd erejéig egyértelmiien meghatdrozott Yo, i, fligguény, amelyre h(z)-Yim 1 = zkYmk
minden h(z) € SOa-re. Ezek az {Yy | m=0,1,2,...; k=0,%1,...,£m} figgvények ortogondlis bdzist
alkotnak P(X)-ben.

Megjegyzés 8.1.7 A 8.1 Tételben szerepld Yo, figgvényeket nevezik Laplace-féle gombfigguényeknek.
Jelentdségiiket az adja, hogy mivel P(X) slrd Lo(X)-ben, vagyis az X-en értelmezett négyzetesen in-
tegrdlhatd figguények Hilbert-terében, azért {Y,p | m =0,1,2,...; k = 0,%£1,...,£m} egy teljes orto-
gondlis rendszer Lo(X)-ben.

A 8.1 Tétel Bizonyitdsa. Az 8.1.4 Allitasbél tudjuk, hogy 7(Am) = 7(Hp) & 7(Hpm—2) & 7(Hp_4) & - -
minimélis SOs-invarians alterek direkt Osszegére valé felbontas, tehat tobbek kozott SOj irreducibilisen
hat 7(H,,)-en. Az SOs csoport gj, dbrdzoldsdnak multiplicitdsa H,, = 7(H,,)-ben az 8.1.3 Kovetkezmény
és a 8.1.5 Lemma szerint Lm%wj +1—(Lw+l) =1, ha |k| < m, és 0 egyébként. Tehdt 7(H,,) valéban
2m+1-dimenzids, és taladlhat6 benne skalarszorzo erejéig egyetlen Y;, , a megadott tulajdonsaggal. Masfeldl
PX)=71(4)=7,,Am) = >, 7(4y) =, 7(Hp). Mar megéllapitottuk, hogy SOs3 irreducibilisen
és paronként nem-izomorfan hat a 7(H,,) altereken (hiszen a dimenzidjuk pdronként kiilénbozs), igy a
5.3.1 Lemma szerint ezek az alterek paronként ortogondlisak, és az Gsszegiik direkt Osszeg. Rogzitett m
esetén SOq dbrazolasa 7(H,,)-en Zzn:_m €k, azaz paronként nem-izomorf irreducibilisek Osszege. Ismét
alkalmazva a 5.3.1 Lemmat kapjuk, hogy a megfelelé CY,, (kK = 0,+£1,...,+m) minimdlis invaridns
alterek paronként ortogondlisak. O

Explicit el6allitas.

Ym0 az egyetlen olyan fiiggvény 7(H,,)-ben, amit SO, minden eleme fixdl. A 8.1.5 Lemma bi-
zonyitasaban lattuk, hogy A,,-ben az SO, éltal fixalt elemek az uPuPx} (2p + 1 = m) monomok linedris
kombindciéi. A & = 7(x;) (i = 1,2,3) jeldléssel T(uPuPxl) = 7((x? + 23)Pxb) = (1 — £2)P€EL. Tehat
Ym0 = Qm(&s), ahol @y, egy legfeljebb m-edfokid 1-valtozés polinom. Az Yy, 0, Yim—1,0, ..., Yoo linedrisan
fiiggetlenek, tehdt Qo, Q1, - . - @ bédzis az m-edfokt polinomok terében, és Q,, éppen m-edfokid. Kénnyen
lathat6, hogy (Yim.,0,Yi0) = 27 fil Qm(t)Q(t)dt. ezért a gombfiggvények ortogonalitdsabdl kovetkezik,
hogy @,,(t) ortogondlis az dsszes < m — 1-edfoku polinomra, ahol az 1-vdltozés polinomok terén tekintjik
a (P,Q) = [, P()Q(t)dt skalaris szorzatot. Kijstt tehdt, hogy Yimo = Qm(&), ahol @, nem més,
mint az m-edik Legendre-polinom. (Példdul: Qo(t) = 1, Q1(t) = t, Qa(t) = 3t — 1, Qs(t) = 5t3 — 3¢,
Qa(t) = 35t* — 30t2 + 3, Q5(t) = 63t°> — 703 + 15¢.)

8.2. Absztrakt harmonikus analizis

A 8.1 alfejezetben az egységgdmbon értelmezett folytonos fiiggvények terében adtunk meg egy teljes or-
togondlis rendszert, az SO3 csoportnak az egységgémbon valé hatdsabol kiindulva. A 7.3.1 Tételt széles
korben alkalmazhatjuk hasonlé problémak megoldaséra.

Tegytik fel, hogy a G kompakt csoport tranzitivan (és folytonosan) hat az X topologikus téren. Jeldlje
C(X) az X-en értelmezett folytonos fliggvények terét, ellitva a G csoport természetes linedris hatdsdval.
Mindjért 1atni fogjuk, hogy létezik egy G-invaridns skaldris szorzat C'(X)-en.

Probléma. Adjunk meg egy teljes ortogonélis rendszert C'(X )-ben.

A megoldédshoz gy jutunk, hogy C'(X) egy stir(l alterét felbontjuk minimdlis G-invaridns alterek direkt
Osszegére.

Rogzitsiink egy v € X elemet, és legyen H := {g € G | g-v = v} a v stabilizdtor részcsoportja.
Amint azt lattuk a 1.3.2 Allitdsban, az X — G/H := {gH | g € G}, gv — gH egy bijekci6. Igy
C(X)-et azonosithatjuk a H-szerinti mellékosztalyokon allandé fiiggvényekbél 4116 C(G)H := {f € C(G) |
Vh € Hyz € X : f(zh) = f(x)} altérrel C(G)-ben. Megjegyezziik, hogy C(G)-t interpretalhatjuk
a kovetkezOképpen: G-nek a C(G)-n valé J dbrdzoldsdt szoritsuk meg H-ra, és vegyik C(G)-bél a H-
fixpontok alterét. A 7.3.1 Tétel alapjan

@) =@ M) =@M = PO,
k k
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(Itt a masodik egyenl6ségnél azt haszndltuk, hogy J(h)(f) = J(h) > . fx = D In(p) fr-) Tehdt a fenti
probléma megolddsdhoz nem kell mést tenniink, mint expliciten leirni az M (p)¥ tereket a p : G — GL(V)
véges dimenzids irreducibilis 4brdzoldsokra. A 4.4.4 Tételben megadtunk egy M (p) =2 V@V’ izomorfizmust
a G x G csoport R és p® p’ dbrazolasai kozott. Ebbél vildgosan kovetkezik, hogy M (p) = VH @ V' (ahol
VH jeloli a H-fixpontok alterét V-ben), és Byy(,ym = Lym - p/.

Koordinatakban kifejezve ez a kovetkezét jelenti. Egészitsiik ki a VH altér by,..., b ortonormélt
bézisat a V tér by, ..., b, ortonormdlt bazisava, és jeldlje f1,. .., B, a V’'-beli dudlis bazist. Legyenek p; ;
a megfeleld métrix elemei p-nak. Mivel az M (p)? = VH @ V’/ izomorfizmusndl p; ; a b; ® B;-nek felel
meg, azért barmely j € {1,...,1}-re p1,;j ..., pn,; egy minimdlis B-invaridns alteret feszit ki M (p)-ban,
és G-nek az ezen vald abrazoldsa izomorf p’-vel.

Osszefoglalva, véve a fenticknek megfeleléen a pij i=1,...,n,5=1,...1) figgvényeket a G sszes
véges dimenzids irreducibilis dbrézoldsaira, és tekintve 6ket, mint C'(X) elemeit, kapunk egy teljes orto-
gondlis rendszert C'(X)-ben. Ezeket a p; ; fliggvényeket szokds gombfigguényeknek nevezni.
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alapfogalmak és tények megtaldlhatok a legtobb absztrakt algebrai tankonyvben (1d. pl. Fried Ervin
,Altaldnos Algebra” (Tankonyvkiads, 1981)).

Létezik szamos fizikusok szamadra irt csoportelméleti konyv, pl. A. O. Barut és R. Raczka ,, Theory of
Group Representations and Applications” (angolul, PWN-Polish Scientific Publishers, Warszawa, 1980.)
cimi konyve a reprezentacidéelmélet fizikusok szdamara lényeges fejezeteit atfogé nagyobb 1élegzeti mo-
nografia. Hasonléan nagyszamu Lie-csoportokkal foglalkozé tankonyv, monografia kozil valogathat az
érdeklodo olvasé.

Végiil felhivom a figyelmet I. R. Safarevics ,,Algebra” (magyarul, Tipotex, Budapest, 2000.) cimi
izgalmas esszéjére, melyben a szerzo attekinti az algebrat annak a matematika méas dgaival és a természet-
tudoméanyokkal val6 kapcsolata szempontjabdl.

29



