CIKLUSOK, CHOW VARIETAS
SZABO ENDRE

KivoNAT. A fejezet célja, hogy megismertessen a ciklusok elemi
tulajdonsagaival, és megkonstruédlja a Chow varietast. Menet koz-
ben — egy hosszas kitéré alkalmébdél — megismerkediink a boséges
vonal-nyaldbokkal, és szdmos rajuk vonatkozo6 eredménnyel.

Az egész fejezet [Kollar] konyvének bizonyos fejezeteit koveti. Itt a
fogalmak pontos definiciéja, és a tételek pontos kimondasa a célunk —
a konyvben megtalalhatok a részletes bizonyitasok.

1. CIKLUSOK ELEMI TULAJDONSAGAI

Ebben a szakaszban minden séma Noether séma. Ennek elsésorban
az az oka, hogy igy minden felmeriil6 ciklusban automatikusan véges
sok tag lesz.

Az algebrai ciklusok kivalé alapanyagai a homolégia-csoportok, il-
letve a kompakt tartéji kohomoldgia-csoportok algebrai analégjaihoz.
Egy algebrai ciklusbol — triangulalva — kozvetleniil készithetiink szimp-
licidlis homoldgia osztalyt. Ahhoz, hogy igazi homolégia-szeri elmé-
leteket kapjunk, kiilonféle ekvivalencia relacidkat lehet bevezetni (pl.
raciondlis-, algebrai-, numerikus ekvivalencia). Az algebrai geometria
egyik legkorabbi (és taldn a leghatékonyabb) eszkéze a ciklusok met-
szési szamainak, illetve az altalanosabb kohomoldgiai szorzatoknak a
kiszamitasa. Amikor kovetkezo fejezetekben ciklusokkal foglalkozunk,
végig az a cél lebeg el6ttiink, hogy a metszési szamok (vagy altalanosab-
ban a kohomoldgia gytirii) szokédsos funktoridlis tulajdonsagait (elore
tolds, visszahuzds, projekcié formula, homotépia-invariancia, stb.) a
lehetd legpontosabban visszakapjuk az algebrai szituaciokban is.

1.1. Definicié (Ciklusok). Legyen X egy Noether séma. Egy d-di-

menzids algebrai ciklus X -en egy formdlis linedris kombindcio ), a;[V;]

ahol V; C X irreducibilis, redukdlt, zdart részsémadk, a; egésszamok, és az

0sszeq véges. Fgy ciklust nem negativnak, vagy effektivnek mondunk,

ha az dsszes a; nem negativ. Az dsszes d-dimenzios ciklusok (a formdlis

dsszeaddsra nézve) eqy Abel csoportot alkotnak, ezt Z4(X)-szel jeléljiik.
1
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1.2. Definicié (Fundamentdlis ciklus). Legyen X egy Noether sé-
ma, és F eqy koherens kéve X -en, amelynek tartoja d dimenzios. Le-
gyenek Z; az F tartojanak irreducibilis komponensei, jelolje z; € Z; az
dltalanos pontokat, és m; az F,, kocsdny hosszat (ez modulus az O, x
lokdlis gyiri felett). Ekkor az F fundamentdlis ciklusa

A=) mlZ]
t:dim(Z;)=d
Specidlisan, ha dim(X) = d, akkor [X]| = [Ox]| az X fundamentalis
ciklusa.

Megjegyzés: Fundamentalis ciklust csak sémdakra szokas definialni,
koherens kévékre még sehol sem lattam. Ez az altalanositds nem mély,
nem fontos, nem is tulsdgosan hasznos — de nekiink kényelmes lesz.

Motivacié. Altaldban sokféle részséméanak lehet ugyanaz a funda-
mentalis ciklusa. Példaul a sikon a kétszeres pontok éppen az érinto
vektorok, de ugyanaz a pont tobbféleképpen (barrmelyik iranybol) is
megkaphat6. Mi a helyzet magasabb dimenziéban? Néha azonban
egy—egy értelmi a ciklus<srészséma megfeleltetés:

1.3. Lemma Legyenek V; C X kiilonbozo d-dimenzios részvarietdsok,
és Y a;[Vi] € Za(X) egy ciklus. Ha a kévetkezd feltételek valamelyike
teljestil:

(1) minden a =1 =1, vagy

(2) X tisztdn d + 1 dimenzids, és a szinguldris halmaza legaldbb 2

kodimenzids (ldsd (Ry) feltétel aldbb),

akkor pontosan eqy olyan W C X tisztdn d-dimenzids részséma van,
amelyik fundamentdlis ciklusa éppen [W] =" a;[Vi].

Analégia: Kompakt komplex sokasdgokon egy algebrai ciklus meg-
hataroz egy homologia osztalyt. Mi a helyzet nem kompakt sokasa-
gokon? Most definidlunk egy f, leképezést ciklusokra, amelyik kom-
patibilis a homoldgia-csoportok kozt mikodo f,.-gal. Miért nem lehet
tetsz6leges morfizmusra definidlni? (Topolégiaban sem lehet!!!)

1.4. Definici6é (Proper el6re tolas). Legyen f : X — Y Noether
sémak kdzti proper morfizmus, definidljuk az f. : Z4(X) — Zy(Y)
homomorfizmust. Legyen Y, a;[V;] egy d-dimenzids ciklus X-en, je-
lolje W; C Y az f(V;) képhalmaz lezdrtjat (ez irreducibilis), és ha
dim(W;) = d, akkor jelolje deg(V;/W;) a V; — W; véges leképezés fokdt
(azaz a K(W;) < K(V;) testbévités fokdt). Ekkor

f. (Zaimoz Y. deg(Vi/Wy) W]

i i:dim(W;)=d
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(Azok a W; komponensek, amelyeknek dimenzidja d-nél kisebb, nem
kapnak szerepet.)

Analégia: Kompakt sokasdgok esetén az algebrai ciklus homolégia-
osztalya dudlis egy kohomoldgia osztalhoz. Mi a helyzet nem kompakt
sokasagokkal? Most konstrualunk olyan f* leképezést ciklusokra, ame-
lyik kompatibilis a kohomolégia csoportok kozt él6 f*-gal. Ha csak
kompakt sokasagokre szoritkozunk, akkor a topoldgia tetszoleges f le-
képezéshez ad egy f* homomorfizmust. Mi azonban csak kiilonosen
szép (azaz lapos) leképezéseket engedhetiink meg. Frdemes elgon-
dolkodni az eltérés okan: Az &altalanos lapossdg miatt van egy stri
nyilt hlmaz, ami folott f lapos — tehat tudunk f*-ot definialni min-
den olyan ciklusra,amelyik belemetsz ebbe a nyilt halmazba. Ahhoz,
hogy tetszéleges f*-ot tudjunk definidlni, be kellene vezetni valamilyen
ekvivalencia-reldciét (a topoldgia is ezt teszi), hogy a rossz helyen laké
ciklusokat megmozgathassuk. Mi azonban maradunk a ciklusoknél, és
a lapos f-eknél...

1.5. Definici6é (Lapos visszahtuzas). Legyen f : X — Y Noether
sémak kozti n relativ dimenzios lapos morfizmus, definidljuk az f* :
Zy(Y) = Zgpn(X) homomorfizmust. Legyen ). a;[V;] egy d-dimenzios
ciklus Y -on, jelolje W; = V; xy X C X a'V; dsképét (mint rész-séma).

Ekkor
f (Z ai[vz-]> = Y wWw
i i:dim(W;)=d
1.6. Lemma Legyen f : X — Y egy morfizmus, F és G koherens
kévék X-en illetve Y-on. Ha [ proper, akor [f.F] = f.[F|, ha pedig
lapos, akkor [f*G] = f*[G].

1.7. Lemma A proper elére tolds, és a lapos visszahiizds mivelete fel-
cserélhetd az alaptest bovitésével.

2. METSZESI SZAMOK

Minden, amit ebben a szakaszban irok, megtaldlhaté [Kollar] kony-
vének fliggelékében. Egy mdsik, szintén nagyon jol olvashaté dsszefog-
lalds [Kleiman]. Erdemes utédna nézni [Fujita] cikéknek is.

Ebben a szakaszban is minden séma Noether séma.

2.1. Tétel (Snapper, Kleiman). Legyen X egy Noether séma, F egy
koherens kéve és L, ... Ly vonalnyalabok X -en. Tegyiik fel, hogyF tar-
toja proper. Ekkor az

(nl,ng...nd)Hx<L§”®---®LZd®]—">
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fliggvény egy d wvdltozds polinom, a foka legfeljebbdimsupp(F). (Itt x
az Buler-karakterisztika. )

Megjegyzés. Ez alemma azon mulik, hogy az Euler—karakterisztika
additiv, egzakt sorozatokkal konnyedén darabolhatnank a kévénket.
Ehelyett azonban a soron kovetkez6 — igen altalanos — lemméra, a
dévissage-ra hivatkozunk, abbdl trividlisan kovetkezik ez a lemma is.

Moivacié. Gyakran szeretnénk belatni, hogy egy séma minden
rész—sémaja rendelkezik egy bizonyos jotulajdonsiggal. Pl. a mi ese-
tiinkben egy hozzarendelt fiiggvényrdl szeretnénk belatni, hogy poli-
nom fligvény. Sokat segit, ha ezt az — eredetileg varietasokrol szélo
— tulajdonsagot sikeriil dltalanositani koherens kévékre, hiszen akkor
egzakt sorozatok segitségével lehet indukcids bizonyitasokat fabrikalni.
Ezek az indukciés bizonyitasok azonban mind egy kaptafara késziilnek:
a koherens kévét fel kell darabolni kisebbekre, ahol a kisebb vagy azt
jelenti, hogy az &altalanos pontokban kisebb a kéve rangja, vagy azt,
hogy a kéve tartojanak kevesebb komponense van, vagy azt, hogy a
tarté dimenzidja kisebb. A Noether tulajdonsdg miatt az ilyen dara-
bolésok egyszer véget érnek. Ezt az dltalano stratégiat kristalyositotta
ki, és ontotte végleges formaba Grothendieck. Legyen S azon koherens
kévék osztalya, amelyek rendelkezik a jotulajdonsagunkkal, szeretnénk
belatni, hogy minden kéve ikozottiik van. Ehhez arra van sziikég, hogy
S zart bizonyos operaciokra nézve — tehat, hogy az indukcié soran
miflyen daraboldsokat akarunk hasznalni. A kovetkezo lemma felso-
rolja, hogy pontosan milyen operacidkat kell (illetve elegendéd) figye-
lembe venniink:

2.2. Lemma (dévissage, Grothendieck). Legyen X egy Noether
séma, és S a koherens kévék egy olyan osztdlya, ami rendelkezik a ko-
vetkezd tulajdonsdgokkal:

(1) S zdrt az izomorfizmusokra nézve,

(2) ha Z C X zdrt, irreducibilis, redukdlt részséma (azaz Oz null-
oszto—mentes), akkor Oz € S,

(3) ha0 = & — F — G — 0 koherenskévék egzakt sorozata, és
E,.GeS, akkor F € S,

(4) ha Z C X zart, irreducibilis, redukdlt részséma (azaz Oz null-
oszto—-mentes), 0 — F — O" — G — 0 egzakt, dimsupp(G) <
dim(Z), és G € S akkor F € S.

llyenkor S tartalmazza az 6sszes koherens kévét.

Bizonyitas. Legyen F ¢ S egy koherens kéve, amelyiknek a tartéja
minimalis, ellentmondasra fogunk jutni. Feltehetd, hogy X éppen az
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F tartoja. Ha X =Y U Z felbonthat6 volna, akkor kapnank egy
0— F — T}Y @f}z — {kicsi}ynz — 0

egzakt sorozatot, ahol {kicsi}yny tartéja Y N Z-ben van. Ez mutatna,
hogy mégis F € S, ami lehetetlen. Tehat X felbonthatatlan. A

0 — {F torzié része} — F — {torzié mentes} — 0

egzak sorozat mutatja, hogy a {torzidmentes} tag sem lehet S-ben,
tehat felteheto, hogy F torzié mentes. Ekkor F szabad egy U stirii
nyilt halmazon: F } v = O, és ez az izomorfizmus ad egy F C K”
beagyazast, ahol K az X fliggvénytestjébol készitett konstans kéve.
Ez ad két egzakt sorozatot:

0 — (FNO%x) — F — {kicsi}x\v — 0
I
0 - (FNO%) — O% — {masik kicsi}x\y — 0.
Ezekbol kijon az ellentmondés. 0

2.3. Definicié (metszési szamok). Legyen X egy Noether séma, F
eqy koherens kéve és Ly, ... Lg vonalnyaldbok X -en. Tegyiik fel, hogy
F tartdja proper. Az Lj...Lg metszési szama F-en legyen az (nq -

ny - Ng) egyltthatoja a x <L§“ R Lgd ® f) polinomban, jelolése:

(Ly-Ly---Lq- F)

Ha L = Ly = ... Ly akkor haszndljuk az (L - F) jelolést is, és eqy Y C
X részsémdra (Ly -+ Lq-Y) és (L%-Y) fogja jelolni az (Ly -+ Lq- Oy)
illetve az (L% - Oy) metszési szdmokat. Ha v € Zq4(X) egy ciklus, és ,
akkor legyen

(Ly---Lg-v)=(Ly---Lqg-G)
ahol G barmelyik olyan koherens kéve amelyikre [G] = ~. Hamarosan
kideril, hogy ez nem fiigg G vdlasztdsatol.

Megjegyzés. A metszési szamok valéjaban nem kévékre, hanem
ciklusokra akarjuk hasznédlni. Csupan azért kellett kévékre definialni,
hogy hasznalhassunk dévissage-t a bizonyitasokban.

2.4. Definicié (algebrai, és numerikus ekvivalencia). Legyen X
eqy proper Noether séma, L, M vonalnyaldbok X-en. Azt mondjuk,
hogy M és L algebrailag ekvivalens, L~y .M, ha van vonalnyaldbok-
nak eqy olyan dsszefiiggd csaldadja, amelyik tartalmazza mindkettoyiket.
M és L numerikusan ekvivalens, L = M, ha minden C' C X gorbére
(L-C) = (M-C). Egy vonalnyaldb algebrailag illetve numerikusan
trivialis, ha algebrailag illetve numerikusan ekvivalens a trividlis nya-

ldbbal.
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Megjegyzés. Az algebrai ekvivalenciabdl kovetkezik a numerikus
ekvivalencia, amint az a kovetkezo tételbol kideriil.

2.5. Tétel (Metszési szamok tulajdonsagai.). Legyen X egy No-
ether séma, f : X — S eqy proper morfizmus, F eqy proper tartoji
koherens kéve X -en, Ly, ... Ly vonalnyaldbok X -en.

(1)
(2)

(3)
(4)

(9)

(10)

(Ly-+-Lg-F) =0 ha dimsupp(F) < d.

A metszési szam szimmetrikus, d-linedris az L; vdltozékban (a
Piccard csoport-beli miiveletre nészve).

A metszési szam additiv F-ben (egzakt sorozatokra nézve).
Legyenek X1, X5 ... az F tartojainak d dimenzios irreducibilis
komponensei, ekkor

(Ll...Ld.]:):lei(}“).(Ll...Ld.Xi)

ahol lx,(F) jeloli az F hosszdt az X; dltaldnospontjiban. Tehdt
ha F tartoja d dimenzios, akkor a metszési szam F helyett csak
az [F| fundamentdlis ciklustol fiigg.

Ha dimsupp(F) = d, és My, ... My vonalnyaldbok S-en, akkor
teljestil a projekcié formula:

(f*le*Md:F):(MlMdf*:F)

Ha f lapos, akkor az (Ly---Lg - Fs) metszési szdm lokdlisan
konstans fligguénye az s € S pontnak, ahol Fy jeloli az F meg-
szoritdsdt az f~1(s) rostra. S6t, ha v; ciklusok egy jol definidlt
csaladja (lasd késébb), akkor az (Ly---Lg - v) metszési szam
t-ben lokalisan konstans.

Ha Ly...L olyan vonalnyaldbok X -en, amelyekre L~y L
vagy L; = L}, akkor (Ly---Lgq-F) = (Ly---L,-F).

Legyen F torziomentes és Ly = Ox(Z — V), ahol Z,V C X
effektiv Cartier divizorok (tehdt rész-sémdk is). Ekkor

(Ly---Lg-F)=(Ly--La_1-Flzg) — (L1 La_y - Flv)

Torziomentesséqg helyett elég feltenni, hogy Z ésV lokdlis egyen-
leter sehol nem nullosztoi F-nek.

Teqgyiik fel, hogy X projektiv, n > 2 dimenzids, és L eqy vo-
nalnyalab, H pedig eqy bdséges divizor X -en (definicié késébb).
Pontsan akkor lesz L =0, ha (L- H"') = (L*- H" 2 =0. Ha
pedig n > 3, akkor ez ekvivalens azzal, hogy az L|y megszoritott
nyalab numerikusan trividlis H-n.

Tegyiik fel, hogy dimsupp(F) = d, minden L; = Ox(D;), ahol
D; effektiv Cartier divizorok, és minden x € (| D; metszéspont-
ban a D; divizorok lokdlis eqyenletei requldris sorozatot alkotnak
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az F, modulusra nézve (i.e. Dy nem nulloszté F,-renézve, Do
nem nulloszté (F|p,)z-re nézve, Dy nem nullosztd (F|pyap,)z-
re nézve, stb.). Ilyenkor

(Li-Lg-F)= Y rank,(F)-1.(Onp,)

IEGﬂDl
(11) Tegyiik fel, hogy X proper, d-dimenzids, és L egqy vonalnyaldb
X-en. Ekkor
Lt F
X(L"® F) = (L) p ) i +0(n*™)

ahol O(n®Y) a szokdsos nagy Ordé becslést jeleni.

Bizonyitasrdl: A legtobb tulajdonsag azonnal kovetkezik a dévis-
sage-bol (2.2. Tétel) valamint az Euler karakterisztika aditivitasabdl,
csupan amegfelel6 egzakt sorozazokat kell felirni. Masik lehetdség, hogy
(8) erésebb valtozatat hasnaljuk (mindig van ilyen Z és V') és dimenzid
szerint indukalunk. Ezen kiviil egyes allitasokhoz sziikség van még a
kovetkezokre:

(6) Az Euler-karakterisztika lapos csalddokban lokalisan konstans.
A ciklusok csaladjarol szélo kiegészites ebbdl kovetkezi, amint
megismerkediink (ldsd késébb) a ciklus-csalddok tulajdonségai-
val, mindossze azt kell észrevenni, hogy a csaldd egy nagy nyilt
halmazon lapos.

(7) Az Euler-karakterisztika lapos csaldadokban lokalisan konstans.
A numerikus ekvivalencidrdl szol6 kieészitéshez hasznédljuk (8)
er6sebb valtozatat.

(9) Hasznaljuk Hodge index tételét (2.7. Tétel).

A részleteket prébéld kitalalni, vagy nézd meg [Kollar| kdnyvében, vagy
[Kleiman]-ban.

Kiegészités. A metszési szamok sok helyen megjelennek. Alljon
itt néhanyélda a feliiletek elméletébol. Egy simaprojektiv feliileten a
gorbék egyuttal divizorok is, tehat van egy algebrai metszet-forma, ami
megegyezik a topoldgiai metszet-formaval H?(X,R) azon alterén, amit
a gorbék (tehét divizorok) kohomoldgia osztélyai kifeszitenek. Itt csak
a tételeket soroljuk fel, a részleteket megleled [Hartshorne] konyvében.

2.6. Tétel (Adjunkcié formula). Legyen C egy girbe egy sima pro-
jektiv feliileten, K a kanonikus divizor. Ekkor a gorbe aritmetikar neme
g =dim H'(C, O¢), sima gorbékre ez megegyezik a geometriai nemmel.
Az adjunkcios formula:

29— 2 = (C-(C+K))
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2.7. Tétel (Hodge index tétele). FEgy sima projektiv felileten a
metszet-formdnak 1 pozitiv sajatértéke van, a tobbi sajatérték mind ne-
gativ.

2.8. Tétel (Riemann-Roch formula). Legyen D tetszdleges divizor
az X sima projektiv felileten, K pedig a kanonikus divizor. Ekkor

X(Ox (D)) = %(D (K -D))+ L () + ea(X))

12
2.9. Tétel (Castelnuovo). Legyen C' egy girbe egy simaprojektiv va-
rietdson. Ha C sima raciondlis gorbe, és (C?) = —1, akkor a feliilet

eldall, mint egy mdsik (egqyszeriibb) felilet felfujtja, C a kivételes divi-
zor. Ezzel ekvivalens feltétel: C'- K = —1.

3. BOSEGES ES NEF DIViZOROK

Ez a szakasz egy kitéro, bar rendkiviil fontos a mai algebrai geometria
megértéséhez. Az egész szakaszban az lesz a filozofiank, hogy a sok-
sok lehetséges metszési szdm koziil szamunkra csak a (Cartier-divizor
- gorbe) péarositds fontos, és a gorbék a divizorokkal dudlis szerepet
jatszanak. A harom dimenziés klasszifikdcié azon mulik, hogy sikeriilt
nagyon pontosan megérteni bizonyos raciondlis gorbék geometriajat, és
az elmélet kiindulé pontja éppen a gorbék kipjanak vizsgalata.

A béséges divizorok elemi tulajdonsagait megtalalhatod [Hartshorne]
konyvében, de a szakasz legnagyobb részt [Kollar] konyvénekfiiggelékén
alapul. Ugyanezek a dolgok megtalalhatdk (egy kicsit olvasméanyosab-
ban) [Kleiman]| cikkében is.

3.1. Definicié (Cartier divizor). Egy tetszdleges séman az 1 kodi-
menzios zart halmazok egész-eqyiitthatos formalis linedris kombindci-
oit Weil-divizoroknak nevezzik. (Mdsok gyakran dolgoznak raciond-
lis, vagy valds egyiitthatoggal is, ilyenkor Q- Weil-divizorokrdl, illetve
R-Weil-divizorokrdl beszélnek.) Az olyan linedris kombindciokat, ame-
lyek minden pont kornyezetében felirhatok, mint eqy raciondlis fiigguény
divizora:
{zérushelyek} — {pdlusok},

Cartier divizoroknak nevezzik. Probdld meg definidlni a Q-Cartier és
az R-Cartier divizorokat! Sima varietdsokon természetesen a kétféle
divizor-fogalom megegyezik. De pl. az xy = 0 egyenleti dupla egyenes
szinguldris pontja nem adhaté meg eqy eqyenlettel (miért?), a kétszerese
viszont igen. Az x® = y* egyenletil gorbe szinguldris pontja nem adhato
meg egy egyenlettel (miért?), a hdromszorosa viszont igen. Az xz = 22
egyenleti feliilet origojaban van Weil divizor, amelyik nem Cartier, de
minden divizor kétszerese Cartier (dllitsd eld a feliiletet, mint C?/Zs
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hanyados — ez miért seqit?). Az xy = zt egyenleti kip csicsdban az
xr = z = 0 divizor egyetlen tobbszorose sem adhato meg eqy egyenlettel
(ez nehezebb: fijd fel azy =t = 0 divizort, és szamold ki, hogy a felfijt
sima lesz, a kivételes halmaz viszont divizor helyett — csupdn eqy
gorbe. Hogyan kovetkezik ebbdl az dllitas?).

3.2. Tétel (Egyértelmii primfelbontas). Egy Noether integritdsi
tartomdnyban pontosan akkor teljesil az egyértelmi primfelbontds, ha
minden 1 magassagu primidedl foidedl, és ez a tulajdonsag lokdlis.

Gondolkodtato: Mi koze a tételnek a Cartier és Weil divizorokhoz?
Fogalmazd at a tételt sémakra. Az ilyen sémékat faktoridlis sémaknak
mondjuk. Fogalmazd at komplex analitikus terekre is. Lasd be, hogy
az analitikus értelemben faktorialis terek algebrai értelemben is fakto-
ridlisak! Prébéld definidlni a Q-faktoridlis sémaékat,analitikus tereket
(Q-Cartier divizorok segitségével). Vigydzat: elképzelhetd, hogy egy
komplex varietas nem Q-faktoridlis, de mint komplex analitikus tér
Q-faktorialissa valik!

Konvencié: Minden sémén minden vonalnyaldbnak van (sok) raci-
onalis szelése, és minden racionalis szelésnek van divizora:

{zérushelyek } — {pdlusok}.

Egy vonalnyalabbdlvégtelensok kiilonbozé divizort kaphatunk. For-
ditva: minden Cartier divizor el6all, mint egy vonalnyalab szelésének
a divizora. A divizor egyértelmiien meghatarozza a vonalnyalabot, és
proper sémakon konstans szorzo erejéig a szelést is. A tovabbiakban
gyakran valtunk (mindenfigyelmeztetés nélkiil) vonalnyalabokrol divi-
zorokra, és viszont. Pl. a nyaldbok tenzor-szorzata helyett gyakran
irjuk divizorok Osszegét, ha az kényelmesebb.

Figyelmeztetés: Komplex analitikus tereken is lehet Cartier di-
vizorokbol vonalnyalabokat és meromorf szeléseket gyartani. A fenti
bijekcié azonban santit, nem minden vonalnyalabnak van meromorf
szelése, még sokasagokra sem. Keress olyan sokasagot, és vonalnyala-
bot, amelyiknek nincs meromorf szelése! (A Hopf feliilet: (C%\ {0})/Z
ahol a csoport hatds v —— 2"v. Miért? Vagy a C?/Z* téruszok koziil
majdnem mind ilyen. Miért?)

Konstrukcié. Legyen X egy séma, és f : X --» P egy racionalis
leképezés egy projektiv térbe. Valasztunk a projektiv téren homogén
koordindta rendszert — azaz bézist a H(P, Op(1)) vektortérben (hi-
szen ez természetes modon azonosithaté a homogén linedris polinomok
terével). Ezeket visszahtzva X-re az L = f*Op(1) nyaldb so,...s,
szeléseit kapjuk. Vildgos, hogy a szelések meghatdrozzak f-et, hiszen
egy P pont képe f(P) = (so(P),...s,(P)) € P (gondold meg: s;(P)
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nem szam, hanem egy 1 dimenzids vektortér eleme, de az f(P)-re adott
képlet mégis értelmes). Persze nincs sziikségiink magara a bazisra, elég
megadnunk az s; szelések altal kifeszitett V' < H°(X, L) alteret, és az
f(X) kép &ltal kifeszitett linedris alteret P-ben — a kép altér dimen-
zi6ja természetesen dim (V') — 1 kell legyen. Gondold meg: a konstruk-
cié természetes médon (tehéat koordindtdktdl fiiggetleniil ) megad egy
X --» P(V*) racionélis leképezést a linedris rendszer duédlisterébe.

3.3. Definicié (Linedris rendszer.). Adott eqy L vonal-nyaldb az X
sémdn és eqy V < H°(X, L) véges dimenzidji altér. A V-beli szelések
divizorainak halmazdt linearis rendszernek nevezziik. (Eqy szelés divi-
zora = zérushely - polus hely.) A linedris rendszer azonosithaté a P(V)
projektiv térrel, és meghatdroz eqy X --+ P(V*) raciondlis leképezést
(itt V* a dudlis tér). Ha'V = H°(X, L) véges dimenzids, akkor a hozzd
tartozd linedris rendszert teljes linedris rendszernek mondjuk, |L|-lel
geloljiik. Ha D egy Cartier divizor, akkor a hozzd tartozo |O(D)| teljes
linedris rendszert | D|-vel jeléljiik.

Kérdések: Adott egy L vonal-nyalab az X sémén, és egy V <
H°(X, L) véges dimenzi6ju altér.

(1) Keressiik meg az ehhez tartozé racionalis leképezést,lehetéleg
koordinata-mentesen.

(2) Mekkora lesz a leképezés érelmezési tartomanya?

(3) Mi a feltétele annak, hogy f mindeniitt definidlt és injektiv
legyen?

(4) Mi a feltétele annak, hogy f bedgyazds legyen?

3.4. Definicié Legyen X egy proper séma, F eqy koherens kéve, D egy
Cartier-divizor, L = O(D) a hozzd tartozd vonalnyaldb. D illetve L

(1) F globdlisan generdlt, ha minden p € X pontban az F, mo-
dulust generdljak az F globdlis szelései. Fkuvivalens feltétel:
HY(X,L"®@F)®0, — L"®F természetes kéve-leképezés sziir-
jektiv.

(2) A |D| linedris rendszer bdzispont mentes, ha az dltala indu-
kdlt leképezés mindendiitt értelmes, azaz ha a |D|-beli divizorok
metszele tres (a metszet pontjait hivjik bazispontoknak). Ekvi-
valens feltétel: L globalisan generdlt (miért?).

(3) L illetve D nagyon bdséges (very ample), ha |D| egy bedgyazdst
indukdl, azaz ha a |D|-beli divizorok elvdlasztjik egymdstol X
pontjait, és Zariski érintd vektorait (ez miért ugyanaz?).

(4) L illetve D béséges, ha egy pozitiv n-re nD nagyon bdéséges —
ki fog deriilni, hogy minden elég nagy n ilyen.
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Motivacio: Definidltuk 1 dimenzids ciklusok és Cartier divizorok
metszési szamat. Szereténk gy gondolni a divizorokra, mint a cik-
lusok terén éetelmezett linearis fiiggvény, és ebbdl szeretnénk minél
tobb informaciét kiolvasni. Ehhez azonositanunk (és jelolniink) kell a
ciklusok terében talalhatéfontosabb alakzatokat.

3.5. Definicié (INéron-Severi csoport, gorbék kipja). Legyen X
egy proper véges tipusi séma. Ha a Piccard csoportot (vonalnyald-
bok, tenzor-szorzdas, Pic(X)) elosztjuk az algebrailag trividlis nyald-
bok részcsoportjaval, akkor eqy végesen generdlt csoportot kapunk, a
Néron-Severi csoportot: NS(X). Ha a numerikusan trividlis nyaldbok-
kal osztunk (tehdt egy kisebb, Z* alaki csoportot kapunk), és az ered-
ményt tenzor-szorozzuk Q-val, akkor eqy véges dimenzios vektor-teret
kapunk: NY(X). Ennek dudlisa éppen a Q-egyiitthatds 1-ciklusok cso-
portja osztva a numerikus ekvivalencidval: Ni(X). NY(X)g és N1(X)r
jeloli ezeknek a vektortereknek a valos valtozatdt, és hogy izgalmasabb
legyen az élet, az emberek gyakran elhagyjik az indexet, és eqyformdn
hivjdk a két csoportot. Ha C' C X egy gorbe, akkor [C] € Ni(X) C
N1(X)r jeloli az osztalydt. Az ilyen osztdlyok dltal kifeszitett kiup a
gorbék kipja, jeldlése NE(X) illetve NE(X)g (az E az effektiv 1-
ciklusok miatt kerilt ide). Fontos szerepet kap még az NE(X)g lezdrt
(valés vektortérben vagyunk — a szokdsos topoldgial hasznaljuk).

Megjegyzés: A végesen generdltsag 0 karakterisztikaban konnyen
kovetkezik az exponencidlis sorozatbdl (hogyan?). Pozitiv karakterisz-
tikdban viszont nem ismert elemi bizonyitds, abbdl jon ki, hogy egy
Abel varietds racionalis pontjai végesen generalt csoportot alkotnak
(prébéld visszavezetni ré: fogj nagy foku dltaldnos helyzetii gorbét, és
vizsgélt a Picard csoportjét).

3.6. Definicié Legyen X egy proper véges tipusi séma. Eqy N divizort
nef divizornak mondunk, ha [N] nem—negativ linedris fiigguény a gorbék
kipjan, N E(X)—-en.

3.7. Tétel (Kleiman). Ha Ly, Lo, ... Lq nef divizorok egqy propervéges
tipusi sémdn, F pedig egy koherens kéve, akkor (Ly- Lo---Lq-F) > 0.
Ha valamelyik L; = 0 akkor a metszési szdm s 0.

A bizonyitas menete: Eloszor egy erdsebb tulajdonsagot hivunk
nef-nek: L nef, ha minden d egészre és minden d-dimenziés ¥ C X
részséméra L2-Y) > 0. Ezzel a definiciéval beldtjuk a kovetkezd néhdny
tételt, és végiil ezek segitségével kijon a fenti 3.7. Tétel — és igy a két
definicié ekvivalenciaja is. Most lassuk a kozbiilso tételeket:
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3.8. Tétel Legyen X eqy d—dimenzids proper véges tipusi séma, F eqy
koherens kéve, és L eqy nef vonalnyaldb. Ekkor

(X, L"®F) = O(n41) ha i >0, és
WX, L @F) = Lhnd 4 Ond)

Bizonyitas: Dévissage-t hasznalunk, csak az F = Ox eset okoz
problémét. Azt pedig indukciéval bizonyitjuk. A szokdsos médon (egy
rariondlis szelés segitségével) beagyazzuk L-et az X hanyados-testjébe,
ez ad két egzakt sorozatot:

0 - OxNL — Ox — {kicsi} — 0
0 - OxNL — L — {masik kicsi} — 0

A sorozatokat L"™-nel tenzor szorozzuk, és beccslést készitiink beldle:
|RY(X, L") — hi(X, L") = O(n%?  hai> 2, tehdt
hi{(X, L") = O(n®?h) ha ¢ > 2.
Az Euler karakterisztikdat méar megbecsiiltitk 2.5. Tétel/ 11 —ben, tehét
0 n 1 n (Ld) d d—1
Most két esetet kiilonboztetiink meg. Ha h°(X, L") = 0 minden n-re,
akkor h'(X, L") is nulla, és igaz az allitds. Ha viszont h°(X, LF) > 0
valamelyik k-ra, akkor az ad

n—k n n
0— L"" = L" = L"| yiesiy — 0
egzakt sorozatokat, tehat
hY (X, L") = HX LR < RYX L7 gesiy) = O,

azaz megint csak teljesiil a becslésiink h'()-re, és igy (az Euler karak-
terisztika miatt) h°()-ra is. O

Megjegyzés: [Kollar] konyvében még tovabb élvezhetjiik ezt a té-
mat, és a fenti becslések maradék—tagjat is megismerhetjiik.

Motivacio: A bdségesség néha tul erds feltétel, j6 lenne a tételein-
ket (pl. Kodaira eltiinés) kiterjeszteni ,majdnem béséges” nyalabokra
is. Erre jok a ,nef + big” divizorok, valamint az ezekhez kozel allo
divizorok.

3.9. Kovetkezmény (Kodaira—Fujita lemma). Legyen X egy d di-
menzios projektiv séma, rajta H eqy bdséges divizor. Eqgy M nef divizort
nagynak (angolul big) nevezink, ha rendelkezik a kovetkezd — ekviva-
lens — tulajdonsagokkal:

(1) (M) > 0;

(2) h°(X,O0(nM)) > konstans - n® minden elég nagy n-re;
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(3) kM — H effektiv valamilyen k-ra (persze ilyenkor minden elég
nagy k jo).

Bizonyitas: Az els6 két feltétel ekvivalens, és kovetkezik beldliik a
harmadik az 3.8. Tétel miatt. Ha a harmadik feltételbol pedig kovet-
kezik, hogy

R(X, Ox(nkM)) > h°(X,Ox(nH)) > konstans - n".
U

3.7. Tétel bizonyitasat most lehet befejezni — most mar a nef

igazi definiciojat hasznalva. Nagyon triikkkos, de nem tul bonyolult.
Olvasd el akar [Kollar] kényvében, akar [Kleiman| cikkében.

3.10. Tétel (B&séges divizorok karakterizaciéi). Legyen X egy
proper séma vagy eqy kompakt komplex analitikus tér, H egqy Cartier
divizor és L = Ox(H) a hozzdtartozo vonalnyaldb X -en. A kévetkezdk
tulagdonsdgok ekvivalensek:
(1) L bdséges, azaz L™ nagyon bdséges valamely pozitiv n-re (min-
den elég nagy n-re).
(2) (Serre) Tetszdleges F koherens kévére van olyan pozitivn (min-
den elég nagy n ilyen), amelyre L™ @ F globdlisan generdlt.
(3) (Serre) Tetszdleges koherens kévére, minden elég nagy pozitiv
n-re H{(X.,L" @ F) = 0.
(4) L megszoritisa X ,,q minden irreducibilis komponensére bdsé-
ges.
(5) Legyen f:Y — X egy véges morfizmus (lasd aldbb: 4.7. és 4.8.
Definiciok). L pontosan akkor bdséges, ha f*L az.
(6) (Kodaira) Ha X kompakt sokasdg: L-en van olyan Hermithe
metrika, amelynek a gorbileti formdja pozitiv definit.
(7) (Nakai, Moishezon) Minden Y C X rész-sémdra

(Hdim(Y) i Y) >0

(8) (Seshadri) Minden p € Xponthoz taldlhato egy €, > 0 kons-
tans (a Seshadri-konstans) a kovetkezd jotulajdonsdggal: bdr-
mely C C X gorbére

(H-C) > e,mult,(C)

(9) (Kleiman) X projektiv, és a H-val vald metszési szam pozitiv

(linedris) figguény a NE(X)gr \ {0} halmazon.

A bizonyitasrdl: Az els6 ot feltételt megtaldlod [Hartshorne| kony-
vében. Kodaira tétele a Kodaira eltiinési tétel kovetkezménye: egysze-
riien beldtja, hogy a teljes linearis rendszer altal indukalt leképezés
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elvalasztja egyméastol a pontokat és az érinté vektorokat. (nem ne-
héz, prébéld megesindlni!) Az eltiinési tétel viszont komoly analizist
(Hodge elmélet) haszndl. Teljes bizonyitast taldlsz pl. [Wells] kény-
vében. Az utolsé harom feltételt [Kollar] konyvében, vagy [Kleiman)]
cikében talalod meg.

3.11. Kovetkezmény Ha A bdséges és D tetszoleges divizorok, akkor
elég nagy n-re D +nA is boséges. Ha N eqy nef divizor, B pedig olyan
divizor, amelyiknek van bazispont mentes tobbszordse, akkor A+ B+ N
15 bdséges.

3.12. Ko6vetkezmény (Bdségesség nyilt tulajdonsag). Legyen
f: X — Y véges tipusu lapos, proper morfizmus €és legyen L vonalnya-
ldb X —en. Jelolje X, és L, azy feletti rostot, illetve az L megszoritdsdt
a rostra. Azon y pontok, amelyekre L, bdséges, nyilt halmazt alkotnak.
Azok pedig, amelyekre L, nef, zdrt halmazt alkotnak.

A két kovetkezmény bizonyitasa konnyt, de igazan. Probal-
kozz meg vele!

Motivacio: A fenti tételben Serre képes egy tetszdleges koherens
kévét megszeliditeni, ha egy elég boséges divizorral elcsavarja. Gyakran
szeretnénk pontosabban tudni, hogy vajon mennyire kell elcsavarnunk
a kévénket, j6 lenne minél tobbféle boséges divizort hasznalni. Ezt
célozza Fujita a kovetkezd tételben. A bdéséges divizorok osztalyai egy
kipot alkotnak N'(X)-ben, és ha a kipot elég mélyen eltoljuk (a sajat
belsejébe), akkor az eltoltban talalhaté barmelyik divizor meg tudja
szeliditeni a kévénket:

3.13. Tétel (Fujita). Legyen X egy pojektiv séma (vagy analitikus
tér), F eqy koherens kéve rajta. FEkkor van egy olyan A bdséges di-
vizor, amelyhez tetszéleges N nef divizort adva A+ N nagyon bdséges,
F(A+ N) globdlisan generdlt, és H'(X,F(A+ N)) = 0 minden pozitiv
1-Tre.

3.14. Tétel (Fujita). Legyen X egy proper Noether séma, L egy vo-

nalnyaldb rajta. Ha az L megszoritdsa az |L| bdzis-halmazdra bdséges,
akkor L elég nagy hatvanyai bazispont-mentesek.

Megjegyzés: Jo lenne egy hasznalhaté sziikséges és elégséges felté-
telt taldlni. Sajnos nem ismerek ilyet.

4. NORMALIS VARIETASOK

4.1. Definicié (Egész elemek). Legyenek R < S integritdsi tarto-
mdnyok. Eqy s € S elem egész az R felett, ha kielégit egy

S s s b, =0 ri,...Th € R
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egyenletet. Ez ekvivalens azzal, hogy az s dltal generdlt R[s] < S rész-
gytrivégesen generdlt R-modulus. Vildgos, hogy az R elemei automa-
tikusan egészek R felett. Az R gyiri egész-lezartja az S-ben az dsszes
S-beli egész elemek halmaza — ezek eqy részqyirit alkotnak. Az R gyiri
egész-zart az S-ben, ha megegyezik az egész-lezdrtjaval, azaz ha nincs
S-ben R-en kivili egész elem. Egy A integritdsi tartomdny egész-zart,
ha egész-zdrt a sajdat hanyados-testjében.

4.2. Tétel (Erékelés gyliriik). Egy K test A részqyiirtijének egész-
lezdrtja megegyezik az A-t tartalmazo K-beli értékelés-gyirik metsze-
tével.

Bizonyias. Léasd: [Bourbaki], I/VI, §1, no.3, Theorem 3, vagy bi-
zonyitas nélkiil: [Hartshorne], Theorem I1/4.11A.

4.3. Tétel (Egész-lezart végessége). Legyen A egy nulloszté-men-
tes végesen generdlt algebra eqy k test felett. Legyen L az A hdnyados-
testjiének eqy véges bovitése. Fkkor az A egész-lezdrtja L-ben végesen
generdlt A-modulus, tehdt szintén végesen generdlt k-algebra.

Lasd: [Zariski-Samuel] IV. Theorem 9., de bizonyités nélkiil szerepel
[Hartshorne] kényvében is: Theorem 1/3.9A.

4.4. Definicié (Normadlis varietasok). Egy varietds (séma) normé-
lis, ha a kévetkezd — ekvivalens — feltételek teljestilnek:
(1) Minden pontban a lokdlis gyirije egész-zdrt.
(2) Minden zdrt pontban a lokdlis gyiirije egész-zdrt.
(3) Lefedhetd affin nyilt halmazokkal, amelyek koordindta-gyiirije
eqész-zart.
(4) Minden affin nyilt részhalmaz koordindtagyiirije egészzdrt.

Lasd: [Hartshorne] Exercise 11/3.8.

4.5. Definicié (Normadlis analitikus terek). Egy komplex analiti-
kus tér normalis, ha minden pontjaban a holomorf figuény-csirdak lokdlis
gytrije egész-zart.

4.6. Tétel (Serre). Egy varietds (vagy Noether séma) pontosan akkor
normdlis, ha teljesiti a kovetkezo feltételeket:

(R1) a szinguldris halmaz kodimenzidja legaldbb 2 (vagy mdsként:
minden 1 magassdgu pontban a lokdlisqylrt requldris),

(S2) minden 2 kodimenzids halmaz komplementerén értelmezett re-
guldris fiigguény egyértelmiien kiterjed az egész varietdsra (vagy
masként: minden legalabb 2 magassdgi pontban a lokdlis gyiri
mélysége legalabb 2).
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Lasd: [Matsumra] Theorem 39, vagy bizonyitas nélkiil: [Hartshorne]
Theorem I1/8.22A.

4.7. Definicié (Véges morfizmusok). Legyen f : X — Y warietd-
sok (vagy sémdk) kozétt eqy morfizmus. Ha X = Spec(A) és Y =
Spec(B) affinok, akkor az f indukdl egy f*: B — A homomorfizmust,
tehdt A egy B-algebra. Azt mondjuk, hogy f véges, vagy X véges Y
felett, ha B végesen generdlt A-modulus. Altaldnos (nem feltétlendil
affin) X ésY esetén f véges, ha kielégiti az aldbbi — ekvivalens — fel-
tételeket:

(1) Tetszbleges U C'Y affin nyilt halmaz f~1(U) bsképe is affin, és
véges U felett.

(2) Y-nak van egy {U;} affin nyilt fedése, melyre mindegyik f~*(U;)
oskép affin, és véges U; felett.

(3) f ,proper”, és minden pont dsképe véges. (Ldsd a Stein fakto-
rizdciot. )

Lasd: [Hartshorne| Exercise 11/3.4, [Hartshorne|] Exercise I111/11.2.

4.8. Definicié (Analitikus véges morfizmusok). Legyen f : X —
Y komplex analitikus terek kozott eqy morfizmus. Ha X és'Y Stein
terek, akkor f indukdl eqy f* homomorfizmust a rajtuk értelmezett ho-
lomorf figgvények gyirii kozott. Azt mondjuk, hogy f véges, vagy X
véges Y felett, ha az X -en értelmezett holomorf fiigguények gyiirije vé-
gesen generdlt modulus az Y -on értelmezett holomorf figgvények gyi-
rije felett. Altaldnos (nem feltétleniil Stein) X és'Y esetén f véges,
ha kielégiti az aldbbi — ekvivalens — feltételeket:

(1) Tetszbleges U C Y Stein nyilt halmaz f~1(U) bsképe is Stein,
és véges U felett.

(2) Y-nak van olyan {U;} Stein nyilt fedése, melyben mindegyik
[~HU;) éskép Stein, és véges U; felett.

(3) f ,proper”, és minden pont dsképe véges. (Ldsd a Stein fakto-
rizdciot.)

4.9. Tétel (Normalizalt egy L testben). Legyen X egy k test fe-
letti varietds, legyen K(X) < L az X fiiggvénytestjének eqy véges
bévitése. FEkkor létezik (és egyértelmi) eqy Y mnormdlis k-varietds és
eqy f Y — X wvéges morfizmus, amelyre az'Y fiigguénytestje éppen L,

és f éppen a megadott K(X) < L bévitést indukdlja a fiiggvénytesteken.
Az Y -t hivjuk az X normalizaltjanal az L testben.

4.10. Tétel (Normalizalt). Legyen X egy varietds egy k test felett.
Ekkor létezik (és egyértelmi) egy X normdlis k-varietds és eqy f :
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X — X wvéges biraciondlis morfizmus. Ezt az X-ot az X normalizalt-
janak hiwjuk. A normalizdlt rendelkezik a kévetkezd univerzdlis tulaj-
donsaggal: Tetszoleges Z normalis varietisbol minden Z — X domi-
ndns (azaz sirt kép-halmazi) morfizmus egyértelmien faktorizdlhatdo

Z — X L X alakban.
Lasd: [Hartshorne| Exercise 11/3.8.

4.11. Tétel (Analitikus normalizalt). Legyen X egy analitikus tér.
Ekkor létezik (és egyértelmi) egy X normdlis analitikus tér és eqy
f: X — X véges, generikusan 1-1 morfizmus. Ezt az X -ot az X nor-
malizaltjanak hivjuk. A normalizdlt rendelkezik a kovetkezd univerzilis
tulagdonsdggal: Tetszoleges Z normalis analitikus térbol induld minden
olyan Z — X morfizmus, amelynek a képe tartalmaz nyilt halmazt,

eqyértelmiien faktorizdlhaté Z — X L X alakban.

4.12. Tétel (Zariski f6tétele). Legyen X — Y egy biraciondlis pro-
per morfizmus az X, Y varietdsok (vagy ,noetherian integral schemes”),
és tegyiik fel, hogy Y normdlis. Ekkor a morfizmus rostjai osszefiggdek.

Lasd: [Hartshorne| Corollary I11/11.4. Elhagyhaté a Noether felté-
tel?

4.13. Tétel (Stein faktorizacid). Legyen f : X — Y egy proper
morfizmus varietasok (vagy Noether sémdk) kozétt. FEkkor f faktori-
zalhato f = g o h alakban, ahol h : X — Z rostjai dsszefiiggiek és
g : Z — Y wvéges. A faktorizacio egyértelmii, ha azt is megkovetel-
Jik, hogy h.Ox = Oz (univerzdlis tulajdonsdg: ilyenkor lesz Z — 'Y
a’legnagyobd”).

Lasd: [Hartshorne] Corollary I11/11.5. Elhagyhaté a Noether felté-
tel?

5. CIKLUSOK CSALADJA

Ebben a szakaszban végig egy 0 karakterisztikaju test feleti vari-
etasokkal dolgozunk. Minden, amit mondunk, sémadakra is kimond-
hato, de ebben az esetben semmi jelentosége sincs az altalanositasnak.
(A ciklusok ugyanigy definidlhaték pozitiv karakterisztikdban is, de
testbévitések sordn sokkal komplikdltabban viselkednek)

6. CHOW VARIETAS

Ebben a szakaszban végig egy 0 karakterisztikaju test feleti vari-
etasokkal dolgozunk. Minden, amit mondunk, sémakra is kimond-
hatd, de ebben az esetben semmi jelentosége sincs az altalanositasnak.
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(A ciklusok ugyanigy definidlhaték pozitiv karakterisztikdban is, de
testbévitések sordn sokkal komplikaltabban viselkednek)
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