HILBERT SEMAK
SZABO ENDRE

KI1vONAT. A fejezet elején a Grassmann sokasiggal foglalkozunk:
definidljuk, megkonstrualjuk, kiszamitjuk az érint6-nyaldbjaat. U-
tdna ugyanezt az utat kovetjiikk a Hilbert séméra. A Lapossig
fejezet tartalmazza a sziikséges el6-ismereteket.

11. GRASSMANN SOKASAG

A Grassmann sokasag egy véges dimenziés vektortér adott dimen-
zi6s altereit paraméterezi. Sokféle konstrukciot lehet rd adni, lassunk
koziiliik néhényat:

Els6 konstrukcio. Legyen V egy n-dimenziés vektortér, és 0 < k <
n egy egésszszam. Egy k dimenzids alteret megadhatunk egy bazisaval:
k linearisan fiiggetlen vektorral

12. HILBERT SEMA, KVOCIENS SEMA

Legyen X egy projektiv varietas, szeretnénk megérteni az osszes rész-
varietasat. Persze nem elégsziink meg azzal, ha részvarietasok halma-
zdt megkapjuk — szeretnénk azt valamilyen geometriai struktdraval is.
Tehat egy kicsit pontosabban: Keresiinkk egy olyan H varietdst, ame-
lyiknek a pontjai egy-egy értelmi megfeleltetésben dllnak az X részva-
rietasaival. Ha sikeriil ezt megalkotni, akkor rogton tobb kérdéssel is
szembesiiliink:

e Egyértelmii-e valamilyen geometriai értelemben a kapott H?
Mi a jelentése a H geometriai struktirajanak?

e Ha adott az X részvarietdsainak egy csalddja, akkor kapunk egy
leképezést a paraméter-tér pontjainak halmazabdl a H pontjai-
nak halmazaba. Valyon mennyire “geometriai” ez a leképezés?
(Folytonos, differencidlhaté, algebrai, stb...) Forditva, ha adott
egy Y — H leképezés, akkor tudunk-e ahhoz egy Y-nal para-
méterezett csakadot rendelni?

e Tudunk-e “univerzdlis csalddot” konstrudlni: az X részvarieta-
sainak H-val paraméterezett csaladjat, amelyikben H minden

pontjdhoz a neki megfeleld részvarietds tartozik?
1
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e Milyen globdlis tulajdonsigai vannak H-nak? (Gsszefoggiség,
kompaktsdg, szingularitdsok, kohomolégia-gyiirti, stb.) Milyen
kovetkezményei vannak ennek?

Ezeket a kérdéseket pontositja — és részben meg is valaszolja — Hilbert-
séma definicigja, konstrukcidja, és vizsgalata. Mar most vilagos, hogy
a kérdéskor kozponti témaja a részvarietasok csaladja: mit neveziink
csalddnak, melyek a megengedett csaladok, milyen invaridnsaik vannak,
mit lehet kezdeni egy csaldaddal? Erdemes a problémat kicsit altalano-
sabban vizsgdlni. Legyen F egy koherens kéve egy projektiv téren.
Az F Kvociens sémaja az F Osszes hdnyados-kévéjét fogja paraméte-
rezni. Abban a specidlis esetben, mikor 7 = Oy az X struktira-kévéje,
visszakapjuk a Hilbert sémat.

Csaladokkal mar korabban is taldlkoztunk. Azt tapasztaltuk, hogy
altalaban nagyon vad dolgok totrénhetneknek, ezért meg kell hataroz-
nunk, hogy melyek a “megengedett” csaladok. Topoldgiai szemléletiink
azt sugja, hogy egy “folytonos” csaladban a dimenzié és a fokszam lo-
kdlisan konstans, a kohomolégia csoportok dimenzidja félig folytonos,
stb. Azt is lattuk, hogy a ezek a jotulajdonsagok lényegében ekvivalen-
sek lapossaggal. Ezért minden tovabbi magyarazkoddas nélkiil mostan-
t6l csak lapos csalddokkal foglalkozunk (definicié majd jon). Erdemes
megfigyelni, hogy menet kozben a lapossagrél tanult tételek milyen
csodalatos pontossdggal illeszkednek majd a bizonyitds menetéhez.

Caladokkal valé ismerkedésiink masik mellékterméke, hogy ra kellett
dobbenniink: nem maradhatunk meg a varietasok kategéridjaban. Ha
egy varietdst elkezdiink deformdlni (tehat egy gorbén mozgunk a Hil-
bert sémdban), akkor kénnyedén juthatunk elfajulé deformaltakhoz: a
varietasunk felbomolhat tobb komponensre, megjelenhetnek tobbszo-
ros komponensek, és taldlkoztunk bedgyazott pontokkal is. Ezért ra-
kényszeriiliink, hogy varietasok helyett sémakkal foglalkozzunk. Ennek
mélyebb oka is van: a “Hilbert-varietds” még csak nem is definidlhato,
a Hilbert séma igazi “csuinya” séma, csak elvétve akad egy-egy “szép”
komponense. Még olyan latszolag egyszeri komponensek is lehetnek
“t0bbszoros komponensek”, amelyek csupa sima tér-gorbét paraméte-
reznek.

Fontos észrevétel, hogy az Osszes részvarietasok tere reményteleniil
nagy. Pl. a kiilonboz6 foku részvarietasok a Hilbert séma kiilonb6z6
komponenseiben laknak (hiszen a fokszam lapos csalddokban lokalisan
konstans), ezért végtelen sok komponensre kell szamitanunk. Tovabb4,
lapos csaladokban a Hilbert-polinom is lokalisan konstans. Ezért redli-
sab terv adott Hilbert polinomu részvarietasokkal foglalkozni, mi is ezt
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tessziik. Erdemes azonban megjegyezni, hogy rogzitett fokszam esetén
csak véges sok Hilbert polinom johet széba.

A konstrukcié alapotlete egészen egyszeri. A részvarietdst a ho-
mogén idedljaval adjuk meg, az idedlt pedig homogén polinomokkal
akarjuk generdlni. Elég nagy n-re az n foki homogén polinomok mar
generaljak az idedlt, ezért a varietast megadhatjuk az n-edfoké homo-
gén polinomok terében egy altérrel, azaz egy Grassmann sokasagon egy
ponttal. Ha az n elég nagy, akkor az altér dimenzidja kiszamolhaté a
Hilbert polinombdl, tehat van ra esély, hogy az Osszes részvarietast
ugyanazon a Grassmann sokasagon fogjuk megtaldlni. Minddssze arra
van sziikség, hogy kozos n-et taldljunk nekik (Mumford regularités).

Ezzel a médszerrel elérjik, hogy ha van egy V paraméter-térrel pa-
raméterezett csalddunk, akkor a V minden pontjdhoz hozzarendeljiik
ugyanannak a Gassmann sokasdgnak egy pontjat. Ha egy kicsit 6vato-
sabban csindljuk, akkor az egyes alterek osszeallnak a V' folotti trividlis
nyaldb egy rész-nyaldbjava (Grauert tétele), tehdt egy igazi j6 (algeb-
rai) leképezést kapunk V-bél a Grassmann sokasdgunkba. A kovetkezd
feladat, hogy azonositsuk, a Grassmann sokasag melyik pontjai repre-
zentalnak “igazi” részvarietdsokat, azaz az egyes pontokhoz tartozé ide-
alok mikor rendelkeznek a megfelelé Hilbert polinommal. Szerencsére
megint van egy tételiink (a lapos felbontés): Felbontja a Grassmann
sokasagot lokdlisan zart részek diszjunkt uniéjara, és minden lapos csa-
ladunk ezen részek valamelyikébol szarmazik. Tehat a Hilbert séma a
felbontds azon részeinek (diszjunkt) uniéja, amelyek a megfelelé Hil-
bertpolinomot adjak.

Ez a konstrukcié ad egy kvazi-projektiv sémét (a Hilbert sémét),

és hozza egy univerzdlis nyaldbot. De van még egy tételiink a lapos
csalddok kiterjesztésérdl, ami bizonyitja, hogy a Hilbert séma (feltéve
hogy létezik) kompakt. Tehét a Hilbert séma valéjdban projektiv (azaz
a fenti lapos felbontasban azok a részek, amelyeket megtartunk, mind
zart rész-sémak).
Tétel 12.1 (Mumford regularitds). Legyen F egy koherens kéve a P
projektiv téren (eqy test folitt, az egyszeriség kedvéért), és P egy poli-
nom. FEkkor van egy (csak F-tdl és P-tél fiiggs) N természetes szdm
a kévetkezd tulajdonsdggal: Ha F — @ eqy olyan hdnyados-kéve, ame-
lyitknek P a Hilbert polinomja, akkor minden n > N indexre

(1) H° (]P’, Q(n)) ®Q — Q(n) (szorzds) szirjektiv,

(2) H° (P,Q(n)) ® H0<]P,0(1)) — HO(P,Q(TL + 1)) (szorzds)
szurjektiv,

(3) H* (P,Q(n)) =0 minden i > 1 kitevdre.
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Definici6é 12.2 (Funktor reprezentalasa).

(1) Legyen C egy tetszileges kategoria, X € C egy objektum. Ez
meghatdroz eqy X : C = Set kontravaridns funktort C-bél a
halmazok kategoridjaba: X(Z) = Mor¢(Z, X). Tovdbbd, ha f :
X — Y egy morfizmus C-ben, akkor az f-fel valé kompozicio
megad eqy f : X = Y természetes transzformdciot.

(2) Forditva: legyen most X : C — Set eqgy tetszdleges kontravari-
dns funktor C-bél a halmazok kategoridjiba. Azt mondjuk hogy
X egy reprezentalhaté funktor, ha létezik olyan X € C objek-
tum, amelyikhez tartozo X funktor természetesen izomorf X -
szel. Ilyen esetben azt mondjuk, hogy ez az X objektum repre-
zentalja az X funktort.

(3) Ha az X € C objektum reprezentdlja az X funktort, akkor az
Idx : X — X identitds leképezéshez tartozd U € X (X) elemet
univerzalis elemnek (vagy gyakran univerzélis csalddnak) hiv-
Juk. Az elnevezés oka: ha Z € C egy objektum és z € X(Z)
eqy tetszoleges elem, akkor létezik eqyetlen olyan f : 7 — X
morfizmus C-ben, amelyikre z = X (f)(U).

Lemma 12.3 (Yoneda lemma). Legyen C egy kategoria, X : C — Set
eqy reprezentdlhato funktor, és legyenek X,Y € C olyan objektumok,
amelyek reprezentiljik X -et. Ekkor X ésY izomorfak. Még pontosab-
ban: ha ¢ : X = X és (R Y — X természetes wzomorfizmusok, akkor
létezik egyetlen olyan f : X — Y izomorfizmus, amelyikkel f =1 log.

A bizonyitas trividlis, legyen hézi feladat.

Definicié 12.4 (Rész-sémék lapos csalddja). Legyen X egy projektiv
séma (egy test folott, az egyszeriiség kedvéért). Tetszbleges Z séma
esetén a Z X X olyan rész-sémdjdat, amelyik lapos Z felett, részsémak
Z-vel paraméterezett lapos csalddjanak nevezzik.

Definicié 12.5 (Hilbert funktor). Legyen X egy projektiv séma (egy
test folott, az eqyszeriség kedvéért), és P egy polinom. A Hilbert funk-
tor egy kontravaridns funktor Hilbp(F) : Schm — Set a sémdk katego-
ridjabol a halmazok kategoridjdba, amit igy definidlunk:

Az X rész-sémdinak olyan Z-vel para-
méterezett csalddjai, amelyeknek min-
den z € Z pontban P a Hilbert poli-
nomja

Hilbp(F)(Z) =

Tétel 12.6 (Hilbert séma). Legyen F egy koherens kéve a P projektiv
téren (egy test foldtt, az egyszeriiség kedvéért), és P egy polinom. A Hil-
bert funktor Hilbp(F) reprezentdlhatd egy Hilbp(F) projektiv sémdval,
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ezt hivjuk Hilbert séméanak. Az ehhez tartozo
Univp(X) C Hilbp(X) x X

univerzalis elemet univerzalis részsémanak vagy egyszerien univerzalis
csalddnak nevezzik. Hilb(X) jeloli az dsszes Hilbp(X) diszjunkt uni-
ojat, ezt is Hilbert séméanak nevezziuk. Ha Y C X eqgy részvarietds P
Hilbert polinommal, akkor [Y] € Hilbp(X) illetve [Y] € Hilb(X) jeldli
az 0t reprezentalo pontokat.

Bizonyitas: A tétel kozvetlenil kovetkezik az altalanosabb, Kvéci-
ens sémarol sz6l6 tételbol. (Persze kozvetleniil is belathatd, ugyanazzal
a gondolatmenettel.) O

Definicié 12.7 (Hanyados kévék lapos csalddja). Legyen F egy kohe-
rens kéve a P projektiv téren (egy test folitt, az egyszeriség kedvéért).
Legyen Z tetszoleges séma, és leqgyen Fz = w*F, aholmw : Z xP — P
jeloli a vetitést a szorzat mdasodik komponensére. Az Fz olyan kohe-
rens hdnyados-kévéjét, amelyik lapos Z folott, hanyados-kévék Z-vel
paraméterezett lapos csaladjanak nevezziik.

Definicié 12.8 (Kvdciens funktor). Legyen F egy koherens kéve a
P projektiv téren (egy test folitt, az egyszeriiség kedvéért), és P egy
polinom. A Kvéciens funktor egy kontravaridns funktor Quotp(F) :
Schm — Set a sémdk kategoridjdbdl a halmazok kategoridjaba, amit igy
definidlunk:

Az F hdnyados-kévéinek olyan Z-vel
paraméterezett csalddjai, amelyeknek
minden z € Z pontban P a Hilbert po-
linomga

Quotp(F)(Z) =

Tétel 12.9 (Kviciens séma). Legyen F egy koherens kéve a P projek-
tiv téren (egy test folott, az egyszeriség kedvéért), és P egy polinom.
A Kuvdciens séma Quotp(F) reprezentdlhatd egy Quoty(F) projektiv
sémdwal, ezt hivjuk Kvéciens sémanak. Az ehhez tartozo

FQuotp(F) — Univp(F)

univerzdlis elemet (ezek koherens kévék a Quotp(F) x P sémdn, la-
posak Quotp(F) foldtt) univerzalis hanyados kévének vagy egyszerien
univerzalis csalddnak nevezzik. Quot(X) jeloli az dsszes Quoty(X)
diszjunkt unidjdt, ezt is Kvéciens sémanak nevezzik. Ha F — Q egy
hinyados-kéve P Hilbert polinommal, akkor [Q] € Quoty(X) illetve
[Q] € Quot(X) jeloli az 6t reprezentdld pontokat.

Megjegyzés. A tételt egy rorzitett test feletti sémakra mondtuk
ki, de ugyanez az allitas érvényes pl. egy rogzitett gytri felett defini-
alt sémak kategériajaban is — a kapott kvdciens séma ekkor szintén az
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adott gytri felett definidlt séma lesz. Ez igen fontos lehet szamelmé-
leti kérdések vizsgdlatdndl, valamint olyan esetekben, amikor tébbféle
alap-testtel kell egyszerre dolgoznunk. A bizonyitasban az alap-testnek
semmi jelent6sége sincs, minden lépés ugyanuigy érvényes az altaldnos
esetben is — azonban a jelolések kissé komplikaltabba valnak. Mar igy
és éppen elég 1j fogalommal kel megkiizdeniink, azért most megelég-
sziink a test feletti Kvdciens sémakkal.

Bizonyitas. Eloszor is bevezetiink egy egyszertisito jelolést. Gyak-
ran szeretnénk koherens kévék egy csalddjanak minden tagjat az Op(n)
egyenes nyaldbbal tenzor-szorozni (n tetszéleges egészszam). Tehdt ha
f+ X — P egy morfizmus, és adott Y-on egy koherens kéve — mondjuk
K —, akkor K(n) fogja jelolni a K(n) = K ® f*Op(n) koherens kévét.

Ha K, < F egy koherens rész-kéve, akkor a Hilbert polinomja mege-
gyezik az F és az F /K, kévék Hilbert polinomja kiilonbségével. Ezért
Mumford regularitds tétele (12.1. Tétel) ad nekiink egy csak F-t6l
és P-tol fiiggd N, k szamokat a kovetkezd tulajdonsdgokkal: Ha egy
Qo = F /K, koherens hinyados-kévének P a Hilbert polinomja, akkor

(1) dim H°(P, Ko(N)) = &
(2) A H'(P, K4(N)) ® Op — Ky(N) természetes homomorfizmus
sziirjektiv,
(3) A H(P,K°(N)) < H°(P, F(N)) altér egyértelmtien meghatd-
rozza a Ky < F koherens rész-kévét.
Az utolsé tulajdonsag a tobbibol kovetkezik: Ky megegyezik a

H°(P, Ky(N)) ® Op(—N) < H°(P, F(N)) ® Op(—N)
rész-kéve képével a H'(P, F(N)) ® Op(—N) — F természetes homo-

morfizmus mentén. A Kvéviens séméat a
Grass = Grass (/-e, HO(P, ]:(N)))

Grassmann sokasag zart rész-sémajaként fogjuk megkonstrualni.

Legyen X egy tetszOleges séma az alap-test folott, jelole 7 : X xP —
X az els6 projekciét. Legyen Q az F hanyados-kévéinek egy P Hilbert
polinomu X-vel paraméterezett csalddja. A definicié szerint tehdat a
X x [P séméan van koherens kévéknek egy

0K —=>Fx—=0Q—=0

egzakt sorozata, 6.2(6) miatt minden tag lapos X felett. Minden
x € X pontra jelolje K, és Q, a K és () kévék megszoritasait a
7 (z) = {x} x P rostra. Ezek tehdt koherens kévék P-n, Q, Hilbert
polinomja P, és van egy 0 - K, — F — (), — 0 egzakt soroza-
tunk. Ezért a H(P, K,(N)) vektortér dimenzija minden z pontban
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k. Grauert tétele (9.6. Tétel) miatt m, K (N) egy vektornyaldb. Méds-
részt Fx = m*F, tehat m,Fx = H'(P, F(N))®Ox egy trivialis nyal4b,
és m.K(N) egy k rangu résznyaldb. A Grassmann sokasig definicigja
miatt tehat 7, K (N) megegyezik az univerzalis résznyaldb visszahtzott-
javal egy (egyértelmiien meghatérozott)

fo : X — Grass

leképezés mentén. Ideje hat megérteni az univerzalis résznyaldbot. Je-
16lje p : Grass x P — Grass a direkt szorzat elsé projekciéjat, és legyen
Farass (mint a 12.7. Definiciéban) az F kéve visszahuzottja a Grass x P

direkt szorzatra. Ekkor p, (fGrass(N )) egy trividlis nyaldb Grass f6-

16tt, a rostjai természetesen azonosithaték a H°(P, F(N)) vektortérrel.
Ezért a Grassmann sokasag univerzalis résznyalabja egy

U < 0" pe (Fomms(V))

résznyalab. Masrészt a természetes

* ¢
P Px (fGrass(N)> ® OGrassx]P’ — fGrass(N)
leképezés segitségével készithetlink

K:U = ¢(U)(_N) < Farass
QU = fGraSS/KU

kévéket. A fenti fy leképezés segitségével természees médon azono-
sithatjuk az Fx kévét az f§Farass kévével, és a konstrukci6 alapjan
készithetiink egy diagrammot egzakt sorokkal

féK:U — féf(}rass — fg)QU — 0

4 I !
00— K —- Fx - Q =0

Tehdt az eljaras megfordithaté: tetszéleges X' séma és f': X' — Grass
morfizmus esetén legyen K' az f"Ky — f™*Farass = Fx homomorfiz-
mus képe, és legyen Q' = Fyx:/K'. A fenti diagram mutatja, hogy
X-bdl, és fo-bol kiindulva éppen az eredeti K és () csalddokat kapjuk
vissza. Ennek a konstrukciénak azonban van két sulyos fogyatékossaga.
Az egyik az, hogy a kapott Q' kéve altaldban nem lesz lapos. A masik,
hogy még ha véletleniil lapos is, akkor sem lesz feltétleniil P a Hil-
bert polinomja. Ezeket a problémakat tgy oldjuk meg, hogy a Grass
sokasagon beliil megkeressiik a legsziikebb olyan rész-sémat, amelyik
tartalmazza az osszes fq leképezés képét. Szerencsére éppen errdl szl
a Lapos felbontas: A 10.4. Tétel ad egy ¢g : Z — Grass morfizmust és
a hozzd tartozé G = g x Id : Z x P — Grass x P morfizmust, amelyik
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univerzdlis arra a tulajdonsagra nézve, hogy G*Qp lapos Z felett. Le-
gyen tehdt Quot,(F) C Z azon komponensek egyesitése, amelyeken a
G*Qu kéve Hilbert polinomja P. Ez valéban reprezentalja a Quotp(F)
funktort, az univerzélis hanyados kéve éppen Univp(F) = G*Qy lesz.

A fenti konstrukciéban Z lokélisan zart részhalmaz egy Grassmann
sokasdgban, tehat kvézi-projektiv. Ezért Quot,(F) is kvazi-projektiv,
be kell még latnunk, hogy valdjaban projektiv. Ehhez mar nem a
konstrukciét hasznaljuk, hanem kozvetleniil a reprezentalt funktor tu-
lajdonsagaibdl kovetkeztetiink. Ehhez elég beldtni, hogy Quoty(F)
“proper” (ez a kompakt Hausdorff tér algebrai megfelel6je), azaz be
kell 1dtnunk: Ha Y egy sima gobe és p € Y egy pont, akkor minden
f Y\ {p} = Quotp(F) morfizmusnak létezik pontosan egy kiter-
jesztése az egész Y-ra. A Kvoéciens séma definicidja segitségével ezt
lefordithatjuk egy csaladokrol szolé allitasra: Az F kéve hanyadosa-
inak minden Y \ {p}-vel paraméterezett lapos csalddja egyértelmiien
kiterjesztheto egy egész Y -nal paraméterezett lapos csaladda. A Lapos
kiterjesztés (9.3. Tétel) éppen ezt modja ki. Tehdt Quotp(F) valéban
projektiv. O

Tétel 12.10 (Morfizmusok tere). Legyenek X,Y projektiv sémdk (az
eqyszeriség kedvéért egy test felett). Ekkor létezik egqy Hom(X,Y) C
Hilb(X X Y nyilt rész-séma, amelyik az X — Y morfizmusokat para-
méterezi. Pontosan fogalmazva: Hom(X,Y') kdvetkezd funktort repre-
zentdlja:

Z felett relativ Z x X — Z x'Y morfizmusok,
tehdt olyan morfizmusok, amelyek a Z XY — Z
projekcidval kompondlve éppen az ZimesX — Z
projekciot adjdk.

7 —

Bizonyitas. Egy v : X — Y morfizmust a I' C X x Y gréafjaval
reprezentalunk. Ez azért lehetséges, mert az a tulajdonsag, hogy I' egy
morfizmus gréfja, azaz hogy az X XY — X projekcié I'-ra megszoritva
izomorfizmus, egy nyilt tulajdonsag Hilb(X x Y-ban. d

Kovetkezmény 12.11. Legyen X eqy projektiv varietds eqy test fo-
lott. Az automorfizmusai egy Aut(X) C Hom(X, X) nydt rész-séma
paraméterezi. A kompozicid és az inverz miuveletek egy Aut(X) X
Aut(X) — Aut(X) idlletve egy Aut(X) — Aut(X) morfizmussal ad-
hatdk meg. Az ilyen objektumokat algebrai csoportoknak (vagy csoport-
sémdnak) nevezzik. Specidlisan: ha test a komplex szdmtest, akkor
Aut(X) egy komplex Lie csoport. Pozitiv karakterisztikdban eldfordul-
hat, hogy Aut(X) nem redukdlt!

Tények 12.12.
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(1) (Chow): Régzitett n és d egészekre a d foké n dimenzids pro-
jektiv varietdsok Hilbert polinomjai véges sokan vannak. Tehdt
a Hilbert sémdnak is csak véges sok olyan komponense van, ami
d foku rész-sémakat paraméterez.

(2) (Hartshorne): Egy P projektiv tér Hilbp(P) hilbert sémdi dssze-
fuggdek minden P polinomra.

(3) Egy X warietds pontjait sajit maga paraméterezi: Hilby(X) ~
X.

(4) Ha C egy sima gorbe, akkor az n-edik szimmetrikus hatvdnya
egy sima n-dimenzids varietds, az paraméterezi a pont n-eseket:
Hilb, (C) ~ C™,

(5) Ha X sima varietds, akkor Hilbe(X) paraméterezi a pont-pd-
rokat. Ezt ugy konstrudlhatjuk meg, hogy X X X-ben felfijjuk
az Gtlot, és a kapott sima varietdst leoszijuk azzal a csoport-
hatdssal, amelyik a pontpdr tagjeit felcseréli.

(6) Ha X sima feliilet, akkor a pont d-eseket paraméterezd Hilby(X)
szintén sima varietds.

(7) Az eldz6 két kélda kivételes eset: ha X legaldbb hdarom dimenzi-
menzids, és d > 3 akkor a pont d-eseket paraméterezd Hilby(X)
nem tlyen szdp. Még a komponenseinek a szama sem ismert, a
dimenziojukrol nem is beszélve.

(8) (Mumford): P*-ban van olyan sima gorbe, amelyik a Hilbert
sémdban eqy nem redukdlt komponensen él. Példaul: legyen
X C P? egy sima harmadfoki felulet, H eqy hipersik metszete
X-szel és L C X egy egyenes (tehdt H, L divizorok X -en), és
vdlasszunk olyan C' C X gorbét, amelyik linedrisan ekvivalens
(X-en) 4H + 2L-lel.

(9) Szinte bdrmilyen csinya jelenség megtérténhet a Hilbert sémd-
kon.

(10) P™ d fokd hiperfeliileteit d fokd homogén polinomokkal adhatjuk

meq. Tehdt a Hilbert séma megfeleld komponense eqy projektiv

tér. Csak azt kell beldtni, hogy az univerzdlis hipersik egy lapos
csalad, ez kovetkezik példdul a lapossig lokdlis kritériumdbol:

8.1. Tétel.

(11) P™-ben a teljes metszet varietdsokat homogén egyenletekkel ad-

juk meg. Ha az eqyenletek egyforma fokiak, akkor a varietds

csak az egyenletek dltal kifeszitett altértdl fiigg, tehdt az ilyen
varietdsokat paraméterezé Hilbert séma eqy Grassmann soka-
sdg. A lapossig megint a 8.1. Tételbol kovetkezik.

(12) P™-en két kodimenzids teljes metszet varietdsokat az e, f homo-

gén egyenlettel adjuk meg. Tegyiik fel, hogy deg(e) < deg(f). A

varietds (konstans szorzd erejéig) egyértelmiien meghatdrozza
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e -t, f -hez azonban hozzdadhatjuk az e tetszéleges polinom-
szorosdt. FEzért a lehetséges e egyenleteket eqy projektiv tér
paraméterezi, és ragzitett e esetén a lehetséges f-eket egy (e-
tdl fuggd) Grassmann sokasdg. Tehdt a Hilbert séma megfeleld
komponense eqy Grassmann-sokasdg nyaldb egy projektiv tér fe-
lett. Megint csak a lapossdgot kell beldtni, az megint a 8.1. Tétel
kovetkezménye.

(13) P"-en a (di,ds,...dy) multi-fokid teljes metszetek a Hilbert sé-
mdnak eqy sima komponensét alkotjik. Ezt a komponenst ite-
racioval tudjuk felépiteni: eqy Grassmann sokasdgbol indulunk
ki, és minden lépésben az elozoleg megkonstrudlt varietisra eqy
Grassmann sokasdg nyalabot épitink.

13. DEFORMACIO ELMELET

Tétel 13.1 (Erintﬁ tér). Legyen F eqy koherens kéve a P projektiv
téren (egy test folott, az egyszeriiség kedvéért), és legyen Q = F/K egy
hanyador-kéve. A Kudciens séma Zariski érintétere a [Q] pontban:

Tiq) Quot(F) = Home, (K, Q)

Ez az izomorfizmus eqy természetes izomorfizmus minden vdltozoban.

Bizonyitas: Nemsokara lezs egy tételiink a deformécié elméletrdl,
annak a mostani tételiink egyszerii specidlis esete. érdemes kiilon bi-
zonyitani, mert sokkal egyszeriibb, mint az 4ltaldnos eredmény. Te-
kintsiik az A = kle]/(€?) algebrat, legyen P4 = P x Spec(A) az A
feletti projektiv tér és F4 = F ®; A koherens kéve rajta. A Kvéci-
ens séma egy érintévektora azonosithaté egy Spec(A)-bdl Quot(F)-be
mend morfizmussal, azaz egy 0 — K4 — F4 — Q4 — 0 egzakt soro-
zattal, ahol K4 és Q* laposak A felett. A lapossig miatt az e-nal valé
szorzas injektiv, tehdt 0 — eQ — Q4 — Q egy rovid egzakt sorozat.
A kovetkez6 diagramm felsé sora mar adott:

0O - K —- F —- Q@ — 0

ol ]

0 - eQ — Q* - Q — 0

Tehat az alsé sorbdl (azaz Q“-bél) megkaphatjuk ¢-t, és viszont, ¢-
bél (“push-out” segitségével) megkonstrudlhatjuk az alsé sort (tehdt
QA-t). a

Egy k test folott definidlt objektumok infizitezimalis deforméaciéit
szeretnénk vizsgélni. (Az objektum lehet varietds, séma, koherens kéve,
leképezés, vagy akdrmi més.) Ezt ugy szeretnénk elérni, hogy vélasz-
tunk egy (B, M) lokdlis gytirtit, amelyiknek k& a maradéktestje, és az
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objektumunk definidlé egyenleteiben a k-beli paramétereket kicseréljiik
B-beliekre. Menet kézben kideriil, hogy vigyadznunk kell az egyenletek
kozott fennalld reldcidkra is. A reldcidk megérzése pedig ekvivalens a
kapott deforméacié lapossigéaval (B 616tt, ezt is fogjuk litni). Persze
nem konnyi egybdl a kivan lokdlis gytrire attérni ehelyett 1épésen-
ként haladunk, az egyiitthatok Taylor-soranak egyre tjabb és 1jabb
tagjait fogjuk meghatarozni. Tehat legyen J < B az az ideal, amelyik a
Taylor-sorok utolso tagjaib6l all (azaz Jmp = 0), és legyen A = B/J.
Azt vizsgaljuk, hogy egy A felett mar elkészitett deformdziét hogyan
lehet B f6lé kiterjeszteni (azaz A-beli egyiitthatékat akarjuk lecserélni
B-beliekre. Jelolésben az A és B kitevok mindig arra utalnak, hogy az
illet6 objektumot A illetve B folott definidltuk. A kovetkezd szakasz
osszefoglalja a sziikséges jeloléseket:
Jelolés.

(1) k egy test, (A, my és (B, mpg) lokdlis Noether gytirik, maradék-
testjilk A/mas = B/mp = k. Feltessziik, hogy B az A bévitése
egy olyan J < B ideéllal, amelyikre mpJ = 0 (tehdt J egy k-
vektortér):

0—-J—=B—=A4A-=0 mpJ =0

(2) U egy (Zariski) nyilt halmaz egy tér k feletti projektiv térben,
UA = U x Spec(A) és U = U x Spec(B). F? koherens kéve
UP® felett, lapos B felett, FA = FP@p A és F = FE@pk jeloli
FB megszoritasat UA-ra illetve U-ra.

(3) K4 < F4 olyan koherens részkéve, amelyikre Q4 = F4/K4
lapos A folott. K = KA@,k < Fés Q= Q" @,k = F/K
jeloli a megszoritasukat U-ra.

(4) Keresiink olyan K? < FPB részmodulust, amelyiknek a megszo-
ritdsa U4-ra éppen K2@p A = K4, és amelyikre Q% = FB /K5
lapos B folott.

(5) Sziikség van kiilonb6z6 gytirii-bévitések dsszehasonlitdsara. Le-
gyen hat

0 - J — B — A = 0

ol L]

0o - JJ —- B = A — 0

gyliri-bévitések kozti homomorfizmus, ahol A’ és B’ is Noether
lokalis gytiriik, a maradéktestjik szintén k, és mpJ' = 0. Tehat
h:J — J egy k-vektortér-homomorfizmus.
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(6) Egyszerii tenzor-szorzattal értelmezziik az objektumaink kiter-
jesztését A'-re illetve B'-re. Tehat FP = FP @ B, FA =
FAQ A, K¥ = KA@ A és Q¥ =QA @4 A'.

Tétel 13.2 (Obstrukecid).

(1) Jelolés mint fent. Van egy jol definidlt obstrukcié osztaly (a
pontos definicid késébb jin):

[B™(QY)] € Bxth (K,Q® J) = Exth(K,Q) & J

azzal a tulajdonsdggal, hogy pontosan akkor létezik a fenti QB =
FB/KB lapos kiterjesztés, ha az obstrukcid 0.

(2) Amennyiben létezik QP kiterjesztés, akkor az isszes kiterjesz-
tések halmaza természetesen izomorf eqy principdlis homogén
térrel a

Homy (K,Q ® J) = Homy (K, Q) ® J

csoport folott.

(3) Az (1)-beli obstrukcid osztdly, valamint a (2)-beli természetes
izomorfizmus funktoridlisan fiigg a gytri-bovitéstol: Ha adott
eqy gyilibdvitések kozti homomorfizmus (ldsd fent), akkor h in-
dukdl egy 1d ®h : Exty;(K,Q) ® J — Exty (K, Q) ® J' homo-
morfizmust. Ennek segitségével felirhato:

(B (QY)] = (1deh)([E*(@Q"))

Ezért a h — [EP(QY)] leképezés k-linedris.
(4) Az (1)-beli obstrukcid osztdly, valamint a (2)-beli természetes
wzomorfizmus funktoridlisan figg az U nyilt halmaztol.

Megjegyzés. Ennek a tételnek specidlis esete az €l6z0, érintd térrol
sz6l6 tétel. Valéban, a [@] pontbeli érintévektorokat azonositottuk a
Q kéve kle]/(€?) felett definidlt lapos deformdcidival. Tehat ebben a
helyzettben A = k és B = k[e]/(€?). Az &ltalanos esettel ellentétben
ilyenkor a gytlri-bévités felhasad: B = k @ €k, tehat mindig létezik a
QP = Q @ €Q trividlis deformécié (tehdt az, amikor a @ elsérendben
nem véltozik — ez a 0 érintévektor). Ezért az dltaldnos tatelben most
(1) miatt az obstrukcié 0, tehdt (2) itja le az érinté-teret. Mivel — az
altalanos esettel ellentétben — van egy kitontetett érint6 vektorunk is (0
vektor = trividlis deformécid), azért a principélis homogén tér helyett
most igazi vektorteret kapunk.

Bizonyitas: Koherens kévéket és bévitéseiket lehet ragasztassal
konstrudlni. Ezért tehdt mind a K?, Q® modulusokat, mind pedig
az [EB(Q4)] obstrukcié osztalyt elég az U egy nyilt fedésén megkonst-
rudlni, azok (4) miatt automatikusan Osszeragadnak az egész U folott
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definialt objektumokkda. Tehdt elegendé azzal az esettel foglalkozni,
amikor az U egy affin nyilt halmaz, igy a koherens kévéink valéjiban
modulusok az U koordindta-gyfiriije felett. Jelolje S, S4 és S? az U,
U4 illetve UP affin varietdsok koordindta-gytirtijét. Valasztunk egy

R-5G-LHK—0
prezentdciét (egzakt sorozat, R és G szabad modulus S f6l6tt).
Lemma 13.3. Léteznek S4 folott R4 és G4 szabad modulusok és egy
egzakt sorozat
RA S 6h 2 KA
amelynek U-ra vald megszoritdsa éppen az adott R — G - K — 0.

A Lemma bizonyitasa konnytii, legyen hazi feladat. U
Tétel bizonyitas folytatdsa. Vildgos, hogy vélaszthatunk RZ, GB
szabad modulusokat, és egy

B B
RE 5GP L5 KB < FB (nem egzakt!!!)
homomorfizmusokat (itt KB jeloli a g® képét), amelyek megszoritdsa
UA-re éppen r4 és g. Mivel g4 o r4 = 0, azért g% o rP képe JFB ~
F ® J-ben lakik. Ezért a magja tartalmazza az egész mpRZ-t, tehat
kapunk egy

e(d®) RN FoJ 5 Qe

homomorfizmust. Kénnyen ldthaté, hogy e(g?) nemm fiigg r? vélasz-
tasatol (irjuk rB + ¢ alakban, és szamoljunk). Legyen

By __ e(g®)+r
E(g°) =coker | R — (Q®J)®G

Vilagos, hogy ez felirhato6 egy
EB(QY) 0-QJ = E(GP)9oK =0

bévitésként (egyenlére fiigg P vélasztésatol), ez lesz majd a keresett
obstrukcié osztdly. (A Q® J — E(g?) injektivitdsat ki kell szdmolni.)
Konyen lathat6, hogy kiilonbozé g2 felemelések izomorf bévitéseket
adnak (frjuk gZ+ @? alakban, és szdmoljunk). Tehdt a bévités osztalya
Exty (K, Q® J)-ben fiiggetlen az 77, ¢ vélasztasatol, csak az A feletti
adatoktdl fiigg.

Lemma 13.4. A kovetkezbk ekvivalensek:
(1) QB lapos B filott,

(2) e(g”) =0,
(3) gP orB =0 valamilyen rB vdlasztdsa mellett.
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c 77

Bizonyitds. Az e(g?®) leképezés definici6jabdl azonnal kovetke-
zik, hogy (2)<(3). Ha QP lapos B folott akkor K? is lapos, tehat
RP — GP — KP — 0 sorozat egzaktsiga ekvivalens a B/mp-vel valé
tenzor-szorzat egzaktsagaval. Ez ut6bbi viszont egzakt, tehat (1)=-(3).
Forditva, (3)=(1) a Lapossdg lokdlis kritériumabdl kovetkezik, 8.2.
mintajara bizonyithato. U
Lemma 13.5. Valamilyen g® vdlasztdssal QP lapossd tehetd pontosan
akkor, ha [EB(Q?)] = 0. Ilyenkor a (trividlis) EB(Q*) bovités fel-
hasitdsainak halmaza természetesen izomorf a Homy (K, Q ® J) affin
térrel.

Ezek utan még azt kell kiszamolni, hogy a kapott bévités osztaly nem
fiigg a K valasztott prezenticiéjatél. Ez egy hosszasabb, de egyszerii
szamolas. O

Definicid 13.6. Legyen Y eqy projektiv séma eqy test felett, Z C'Y eqy
zdrt részséma. Az olyan deformdcios feladatokban, ahol J egydimen-
#ids, az Exty (Iz,0;) ® J csoportot azonositjuk Exty (I, Oy) -vel, az
izomorfizmus csak J generdtordtol figg, tehdt konstans szorzo erejéig
meghatdrozott. Jelolje

ObS(Z) S EXt%/(Iz, Oz)

az 0sszes lehetséges eqydimenzios J-hez tartozo obstrukcid osztdly dltal
kifeszitett alteret.

Lemma 13.7. Legyen Y egy projektiv séma eqy test felett, Z CY eqy
zart részséma. Minden ezekhez tartozo deformdcios probléma esetén

EB(QY) € Obs(Z)® J

J-nek mindig van egy legfeljebb dim(Obs(Z)) dimenzios Jy < J altere,
amivel leosztva a kapott deformdcids feladat megoldhato:

3Jp < J, dim(Jp) < dim(Obs(Z)) :  EB/(Z4) =0

Bizonyitas. Tekintsiink egy deformacids problémat adott J ide-
allal. Ekkor J minden altere idedl B-ben, veliik leosztva ujabb de-
formécidés problémékhoz jutunk. Az 13.2. Tétel (3) pontja szerint az
EB(Z4) obstrukcié osztdly meghatdrozza az osszes igy kaphatd de-
forméciés probléma obstrukcié osztdlyat. Minden obstrukcié osztaly
felirhaté

alakban, és felteheto, hogy mind az e;, mind pedig a j; elemek lineari-
san fiiggetlenek. Ha J-t leosztjuk egy olyan egy kodimenziés altérrel,
amelyik egy j; kivételével tartalmazza az Osszes tobbi jx-t, akkor 1at-
hatjuk, hogy e; € Obs(Z). Ez bizonyitja az elsé éllitast. Tehdt az
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e; elemek szdma (a fiiggetlenség miatt) legfeljebb dim(Obs(Z)). Va-
lasszuk Jy-nak az Osszes j; elem &ltal kifeszitett alteret, ez igazolja a
masidik allitast. d
Tétel 13.8. Legyen Y eqy projektiv séma eqy test folott, és legyen
Z CY eqy zdrt részséma. Jelolje I a Z idedl-kévéjét. Ekkor
(1) Az Y Hilbert sémdjdnak Zariski érintdtere a [Z] pontban termé-
szetesen izomorf a

Homy(Iz, Oz) = Homz(lz/I%, Oz)

vektortérrel.
(2) A Hilbert séma [Z]-beli lokdlis gydrige felirhatd egy

dim ( Homy (I, OZ))

dimenzids requldris gyiri faktoraként, a definidld idedl generdl-
haté dim(Obs(Z)) elemmel.

(3) A Hilbert séma minden [Z] ponton dthaladd komponensének a
dimenzidja legalabb

dim (Homy(Iz, (92)) — dim (Obs(Z))

(4) Specidlisan, ha Obs(Z) = 0, akkor a Hilbert séma sima a [Z]
pontban.

Bizonyitds. A Zariski érint teret mér kiszamoltuk. Ha Obs(Z) =
0, akkor minden deformdciés probléma megoldhaté — ez a simasag egy
jolismert kritériuma (Grothendieck: formally smooth). Lésd Harts-
horne, 1/8.6 feladat.

Hétra van még (2) bizonyitdsa. A Hilbert séma [Z] kOrnyezetében
bedgyazhaté egy affin térbe, tehat a [Z]-beli lokdlis gyiri felirhaté
R/I alakban, ahol (R,m) egy reguldris lokdlis gytirii. Ezutdn addig
osztjuk R-et I\ m?-beli elemekkel, amig elérjiik, hogy I C m?, azaz
R és R/I Zariski érintStere egyforma dimenziés lesz. Azt kell csak
beldtnunk, hogy I generdlhaté legfeljebb dim(Obs(Z)) elemmel, azaz
dim(//mI) < dim(Obs(Z)).

Tekintsiik a kovetkezé deformdciés problémat: A = R/I a Hil-
bert séma lokalis gyfirtije, Z4 az univerzilis részséma A felett (tehat
Univ(Y') C Hilb(Y) X Y megszoritasa Spec(A) XY -ra), és B = R/ml.
Az el6z6 lemma ad egy JoJ alteret, amire dim(Jy) < dim(Obs(Z7)) és
Z4 kiterjeszthetd egy ZP/70 csalddds. De A éppen a Hilbert séma lo-
kalis gyfirtije, és az univerzalis tulajdonsig miatt ZP csak a Z4 vissza-
hizasa lehet egy alkalmas Spec B — Spec A morfizmus mentén. Ez azt
jelenti, hogy a

0—=J/Jy—B/Jy—A—=0
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gytri-bovitésnek van egy szelése. Tehat B/Jy ~ A® J/Jy mint gyiri.
Mivel azonban B/.Jy lokdlis gytiriik, azért csak trividlis médon irhaté
direkt Gsszeg alakban. Tehdt belattuk, hogy J = Jy, azaz dim(I/mlI) =
dim(J) < dim(Obs(Z)). d

Tétel 13.9. Legyen Y eqy sima projektiv varietds eqy test felett, Z C'Y
egy zart részséma bedgyazott pontok nélkil. Ekkor az

Exty,(I;/I5,04) = Exty(Iz/15,05) — Exty(Iz,02 ® J)
kompondlt leképezés injektiv, és
Obs(Z) C Ext}(I7/17,05)

Ha még azt is tudjuk, hogy Z lokdlisan teljes metszet, vagy Z két kodi-
menzids és Cohen-Macaulay, akkor I;/I% lokdlisan szabad, és

Obs(Z) < HY(Z,(Iz/I2)* @ J)
Tétel 13.10. Legyenek X és 'Y projektiv sémdk eqy test felett és le-
gyen f: X — Y egy morfizmus. Tegyik fel, hogy Y sima f(X) egy
kornyezetében. Ekkor Hom(X,Y') Zariski érintdtere az [f] pontban
T Hom(X,Y) ~ Homx (f*Qy, Ox) ~ H*(X, f*Ty)
és Hom(X,Y) minden irreducibilis komponense az [f] pontban legaldbb
dim(H(X, f*Ty)) — dim(H' (X, f*Tv))

dimenzids. Specidlisan, ha H*(X, f*Ty) = 0, akkor Hom(X,Y) sima
az [f] pontban.



