KOHERENS KEVEK, KOHOMOLOGIA CSOPORTOK
SZABO ENDRE

KivonaT. A fejezet célja, hogy rovid bevezetét adjon a koherens
kévék vizsgdlatdhoz, kohomoldgidik kiszamitasahoz. Minden té-
telt, definiciét precizen kimondunk, de a homoldgikus algebrai té-
telek bizonyitasat hanyagoljuk. Alapismeretek: Vektornyaldb, pro-
jektiv tér, elemi homolégikus algebra.

1. VEKTORNYALABOK

A geometria szamtalan adgaban hasznalnak vektornyaldbokat. Lé-
tezik nyaldb-fogalom topologikus tereken, differencidlhaté sokasago-
kon, komplex sokasagokon, algebrai varietasokon, séméakon, és még egy
csomdé mas fontos kategéridban. Most komplex sokasadgokra mondjuk ki
a definicidkat, tételeket, de azok az Gsszes felsorolt kategéridban (szinte
sz6 szerint) érvényesek maradnak. Nyaldbok szelései mindig az adott
kategoéridban értelmes szelések, tehat topolégidban folytonos, differen-
cidlgeometriaban sima, komplex sokasdgokon holomorf, varietdsokon
pedig regularis (polinomokkal megadhatd) szelésekrél van sz6. Amikor
algebrai varietasokrél, vagy sémakrol beszéliink, akkor mindig a Zariski
topoloégiat haszndljuk, tehat a nyilt halmazok Zariski nyiltak.

Definicié 1.1. Legyen X egy komplexr sokasdg. Tekintsik a kévetkezo
strukturdt: eqy E komplex sokasdg, eqym : B — X leképezés, és minden
x € X pontban egy r-dimenzios komplex vektortér-struktira az E, =
= (z) roston. (Tehdt adott az dsszeadds, és a komplex szdmmal valé
szorzds mivelete is.) Ha U C X nyilt halmaz, ésx € X egy pont, akkor
Ey = 7= Y(U) fogja jeldini az E struktira megszoritdsdt az U halmazra.

Egy ilyen struktdrdt r rangi (holomorf) vektornyaldbnak hivunk, ha
lokdlisan trividlis, azaz ha minden x € X ponthoz taldlhatunk eqy x €
U C X nyilt halmazt, és eqy rost-tarto, rostonként linedris Ey —
U x C" — X biholomorfizmust.

Legyen V- C X eqy nyilt halmaz, eqy s : V — E holomorf leképezést
szelésnek hivunk, ha minden x € U pontot a neki megfelelé E, rostba
visz, azaz ha w-vel kompondlva az identitdst kapjuk.

Definici6 1.2. Ha F és F vektornyalibok az X komplex sokasdgon, ak-

kor eqy E — F holomorf leképezést nyaldb homomorfizmusnak hivunk,
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ha rost-tarto, és rostonként linedris. Eqy nyaldb-homomorfizmust in-
jektivnek, sziirjektivnek, O-nak hivunk, ha minden roston az. Homo-
morfizmusok eqy sorozatdt egzakinak mondjuk, ha minden roston eg-
zakt.

Definicié 1.3. Linedris algebrdban sok olyan funktort haszndlonk ame-
lyek eqy univerzdlis tulajdonsdggal is definidlhatok. Ilyen példdul a
direkt osszeg, direkt szorzat, tenzor-szorzat, Hom funktor, dudlis tér.
Ezeket automatikusan kiterjeszthetyik nyaldbokra is, ugyanazt az uni-
verzalis tulajdonsdgot varjuk el a nyaldbok kategoridjiban. A felsorolt
funktorok mind léteznek a vektornyaldbok kategoridjiban, és a kapott
nyaldbok rostonként megegyeznek a megfelelé rostok direkt dsszegével,
szorzatdvel, stb.

Definicié 1.4. Legyen X eqy komplexr sokasig, E egqy vektornyaldb
X-en. Minden U C X nyilt halmazdhoz hozzdrendeljik az E nyaldb
holomorf szeléseinek halmazdt, T'(U, E)-t. Ez eqy Abel-csoport (valdjd-
ban vektortér, de most csak a csoport struktira érdekel minket). Ez a
Gamma a globalis szelés funktor.

Definicié 1.5 (Tolol6gikus tér, mint kategéria). Egy topoldgikus tér
nyilt részhalmazai eqy kategoridt alkotnak: U,V nyilt halmazok kozott
pontosan akkor van (egyetlen) U — V' morfizmus, ha U C V.

Definici6 1.6. Legyenek E, F' vektornyalibok az X komplex sokasdgon,
és legyen f : E — F egy nyalab homomorfizmus. Ha U C V nyilt
halmazok X -ben, akkor a V-ben értelmezett szeléseket megszorithatjuk
U-ra (megszoritds homomorfizmus). Ha s az E egy szelése az U nyilt
halmazon, akkor f(s) szelése lesz F-nek az U halmaz felett. Igy kapjuk
a kovetkezd homomorfizmusokat:

I(V > UE):T(V,E) > (U, E)

I'U,E—F):TU,E) > T(U,F)
Egyszerti szamolgatasok mutatjak, hogy

Tétel 1.7 (I funktor). A globdlis szelés funktor, I' kontravaridns funk-
tor az elsd vdltozojdban, és kovaridns funktor a mdsodik vdltozoban.

Legyenek s : U — E ést: U — E az E — X vektornyaldb szelései
az U,V C X nyilt halmazokon. Ha s és t megegyezik értelmezési
tartomdnyuk atfedésén, akkor Osszeragaszthatjuk Oket egy (s U t) :
UUV — FE szeléssé. Ez olyan fontos észrevétel, hogy érdemes nevet
adni neki:

Lemma 1.8 (Kéve tulajdonsédg). Adott s; : V; — E szelések. A kivet-
kezd dllitdsok ekvivalensek:
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(1) Minden (,7) index-pdrra az s; és az s; megszoritisa V; N Vj-re
megeqyezik.

(2) Létezik, és egyértelmien meghatdrozott egy olyan s : |J,V; = E
szelés, amelynek a megszoritasa barmelyik V; halmazra éppen
s;-vel egyenld.

Ez a tulajdonsag atfogalmazhati a homolégikus algebra nyelvére
is. Egyrészt a megszoritds homomorfizmusok direkt Osszege ad egy
LU, Vi, E) = I[;I'(Vi, E) homomorfizmust. Masrészt minden (4, j)
par esetén tekinthetjiik a I'(V;, E) — I'(V; NV}, E) é I'(V;,E) —

['(V;NVj, E) megszoritasok kiilonbségét, ez egy I'(V;, E)®I'(V}, E) e
I'(V;NVj, E) homomorfizmus. Ezekbdl allithaté 6ssze az aldbbi sorozat
masodik leképezése. A kéve tulajdonsag ekvivalens ennek a sorozatnak
az egzaktsagaval:

0 (Vi B) = [[T(Vi, ) S [ r(vin v, B)
i i irj
Rovid szamolgatassal kijon a kovetkezo eredmény:

Tétel 1.9 (I bal-egzakt). Legyen most 0 — E — F — G nyaldbok egy
egzakt sorozata az X komplex sokasdigon. Ekkor minden U C X nyilt
halmazon

0—-ITUE)—>T(UF)—-T({U,QG)
15 egzakt, tehat I' bal-egzakt funktor a mdsodik valtozdjaban.
Tény 1.10. I nem egzakt!!!

Valoban, ha f : E — F sziirjektiv homomorfizmus, és s : U — F
egy szelés, akkor olyan t : U — FE szelésre vagyunk, amelyiknek a
képe f(t) = s. Definicié szerint f rostonként sziirjektiv, tehat minden
x € U pontnak van x € V' C U kornyezete, és ty : V — E szelés, amire
f(ty) = s|V. Azonban ezek a ty szelések korantsem egyértelmiiek,
tehdt nincs rd semmi garancia, hogy a végén osszeragadnak egy kozos
t: U — FE szeléssé. Altalaban nem is ragadnak Ossze. Pl. a projek-
tiv egyenesen az (O(1) nyaldbnak van két linedrisan fiiggetlen globdlis
szelése, ez ad egy O? — O(1) sziirjektiv homomorfizmust. Ez még
nem ellenpélda, de O(—1)-gyel szorozva kapunk egy O(—1)> — O ho-
momorfizmust, O(—1)-nek nncs globdlis szelése, O-ban viszont benne
vannak a konstans fliggvények.

Egy vektornyaldb homomorfizmusnak a magja, és a képe csak akkor
lesz vektornyalab, ha a homomorfizmus rangja allandé. Pl. ha F — X
egy vektornyalab és f egy holomorf fiiggvény X-en, akkor az f-fel val6

szorzas egy E Lp homomorfizmus, ami 0 rangu ott, ahol f eltiinik,
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de maximalis rangii az X tobbi részén. Tehdat sem a magja, sem a képe
nem vektornyaldb. Ezért

Tény 1.11. A vektornyaldbok nem alkotnak Abel kategoridt. A homo-
logikus algebra csak docogve alkalmazhato rdajuk.

Konstrukcié. Legyen E vektornyalab az X algebrai varietdson, E*
jeloli a dualis nyalabot. E* szelései egy U nyilt halmazon éppen az Ey-
n értelmezett rostonként homogén linedris fiiggvények. Még altalano-
sabban, az S¥E* szimmetrikus hatvdny U-n értelmezett szelései éppen
az Epy-n értelmezett, rostonként homogén k-foku polinomok. Tehdt a
D, SEE* szelései U-n megegyeznek az Ey-n értelmezett, rostonként
polinom fiiggvényekkel. Algebrai geometridban egy varietast teljesen
meghataroznak a rajta értelmezett polinom-fiiggvények, és a konstruk-
ci6t konnyt kiterjeszteni gyiirii-nyaldbokra (vagy akar gytirii-kévékre)
is. Azaz ha U C X egy affin nyilt halmaz, akkor I'(U, @@, S*E*) éppen
az Ey koordindta-gytriije, Ey ~ Spec'(U, D, S*E*). Azt kell csak
beldtni, hogy ez a megfeleltetés természetes: ha V' C U egy masik affin
nyilt halmaz, akkor a Spec I'(V, @, S¥E*) — Spec I'(U, @, S¥E*) be4-
gyazas megegyezik az Ey C Ey bedgyazdssal, és ez eléggé nyilvanvalé.
Ezutan az affin darabokbdl Osszeragaszthatjuk az egész E nyaldbot.
Ezt a ragasztott konstrukciét Spec @, SEE* -gal jeloljiik, és minden
gytrii-nyaldbra (gytri-kévére) is miikodik. Tehét:

Tétel 1.12. Legyen X eqy varietds eqy test felett, E — X eqy vek-
tornyalab. Ekkor a nyalab rekonstrudlhato dudlis nyaldb hatvanyainak
a szeléseibdl: E ~ Spec P, SEE*. Hasonlo dllitds érvényes varietdsok
helyett mds kategoridkban is, csak a Spec funktort kell kicserélni egy
megfeleld konstrukciora.

tornyalab ellathato egy euklidesz metrikaval, tehat minden résznyalab-
nak van direkt komplementuma (a meréleges komplementum). Ebbol
kovetkezik az is, hogy I' egzakt ebben az esetben.

2. KEVEK KATEGORIAJA, KOHERENS KEVEK

Szeretnénk beszélni a vektornyalab homomorfizmusok magjarodl és
képérol, ezért boviteni kell a kategdridnkat, és ilyen bonyolultabb ob-
jektumokat is meg kell engedniink. Két ut all eléttiink: A kévék ka-
tegéridja a legnagyobb kategoria, aminek az objektumai teljesitik az
el6z6 fejezetben leirt funktoridlis tulajdonsagokat, a koherens kévék
kategéridja pedig a legsziikebb olyan (teljes)részkategéria, amelyik tar-
talmazz a vektornyaldbokat, és a homomomorfizmusok magjat, képét.
A kévék kategéridja topoldgiai fogalom, csak a komplex sokasdg topo-
l6giajatol fiigg, koherens kévék kategoridja azonban analitikus fogalom,
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fiigg a komplex strukturatol. Analitikus terekre, varietasokra sémakra
teljesen analég az elmélet. (Topolégikus terekre, differencidlhaté soka-
sdgokra nem szokds a koherens kévéket definidlni.)

Definicié 2.1. Egy A kategoridt Abel kategéridanak hivunk, ha A-ban

(1) bdrmely két a,b € A objektumra a Hom(a, b) morfizmus-halmazt
elldattuk eqy Abel csoport struktirdval,
(2) a morfizmusok kompozicidja bilinedris,
(3) véges direkt dsszegek léteznek,
(4) minden morfizmusnak van magja és komagja,
(5) minden morfizmus megegyezik a komagjanak a magjdval,
(6) mindem morfizmus felbonthatd egy epi-morfizmus és egy mono-
morfizmus kompozicidjdra.
Egy Abel kategdridban vane elég injektiv objektum, ha minden objektum
bedgyazhato egy injektivbe.

Definicié 2.2 (Elékéve). Legyen X egy topoldgikus tér. Eqy F el6kéve
az X-en eqy kontravaridns funktor az X nyilt halmazainak kategorid-
jabol az Abelcsoportok kategdridjiba. Egy U C X nyilt halmazra az
F(U) elemeit az F U-n értelmezett szeléseinek hivjuk. Ha G egy mdsik
elokéve, akkor az F — G természetes transzformdciokat homomorfiz-
musoknak nevezziik. Ha U C X nyilt halmaz, akkor F|y jelli az F
megszoritisdt az U részhalmazaira.

Konnyen lathato, hogy az elokévek Abel kategoriat alkotnak. Az ve-
liikk a probléma, hogy a szelések nem lokalisak: nem lehet Oket darabok-
bél Osszeragasztani gy, mint a fiiggvényeket. Ez pl. abban jelentkezik,
hogy ha E — F' egy vektornyalabok kozotti sziirjektiv leképezés, ak-
kor a beldliik gyarthaté el6kévék kozti homomorfizmus nem feltétleniil
sziirjektiv (ldsd a Tény 1.10 magyardzatat). Ezen segit a kovetkezé:

Definicié 2.3 (Kéve). Legyen F egy el6kéve az X topoldgikus téren.
Az F kéve, ha teljesil rd a kéve tulajdonsig: s; € F(V;) szelések
tetszoleges kollekciojara a kovetkezo dllitisok ekvivalensek:
(1) Minden (1, 7) indez-pdrra az s; és az s; megszoritdsa V; N Vj-re
megeqyezik.
(2) Létezik, és egyértelmien meghatdrozott egy olyan s € F(J; Vi)
szelés, amelynek a megszoritdsa barmelyik V; halmazra éppen
s;-vel egyenld.

Ha G egy mdasik kéve, akkor az F — G természetes transzformdciokat
homomorfizmusoknak nevezzik.

Ezzel célba is érkeztiink:
Tétel 2.4 (Kévék kategéridja). Legyen X egy topoldgikus tér. Az X
-en €l kévék egqy Abel kategoridt alkotnak, Sh(X) a neve. Ha X egy



6 SZABO ENDRE

komplex sokasdg, akkor a globdlis szelés funktor minden vektornyaldb-
hoz hozzdrendel eqy kévét Ez a hozzdrendelés eqy egzakt funktor, dltala a
vektornyaldbok kategoridja ekvivalens a kévék kategoridjinak eqy teljes
részkategoridjdval.

Ez (a halmazelméleti probléméktdl eltekintve) egy hosszasabb, de
viszonylag egyszerli szdmoldssal bizonyithaté. Az egésznek a kulcsa a
kovetkezo:

Lemma 2.5 (indukélt kéve). Minden F elékévébil konstrudlhatunk egy
F kévét és eqy F — F (elékéve- )homomorfizmust a kivetkezd univer-
zdlis tulajdonsdggal: Ha G egy tetszdleges kéve, és F — G eqy (elbkéve-
Jhomomorfizmus, akkor az dtvezethetd az F — F homomorfizmuson.

és most vigan célba ériink:

Tétel 2.6 (Kéve kohomoldgia). Legyen X wqy tetszdleges topologikus
tér. Ekkor az Sh(X) kategdridban van elég injektiv objektum. Minden
i > 0 egészre van eqy H' kétvdltozds funktor, ami minden U C X nyilt
halmazhoz és minden F kévéhez eqy H'(U, F) Abel csoportot rendel a
kovetkezd tulajdonsdgokkal:

(1) Mindegyik H' kontravridns az elsé, és kovaridns a mdsodik vdl-
tozéjdaban.

(2) HY(U,F) = F(U).

(3) Ho U C X nyilt, és0 - & - F - G — 0 kévék egy révid
egzakt sorozata X -en, akkor van hossziu egzakt sorozat:

0 - H'(U,,) — HY(U,F) — H'(U,G) —
HY\(U,,) —» HYWWU,F7) — HYWU,G) —
H*(U,,) — H*(U,F7) — H*(U,G) —

(4) A hosszi egzakt sorozat egy kétvdltozds funktor: kontravaridn-
san figg a nyilt halmaztol, és kovaridnsan figg a révid egzakt
sorozattol.

Ezek a tulajdonsdgok egyértelmiien meghatdrozzdk a H* funktorokat.

A bizonyitasrél. Az Abelcsoportok mind bedgyazhatdk egy injek-
tiv Abelcsoportba. Az injektiv Abel csoportbdl gyartott felhékarcold
ban, tehat az ilyenek direkt szorzata is az. Mindenkit be lehet dgyazni
egy ilyen direkt szorzatba. Ebbél kideriil, hogy Sh(X)-ben van elég
injektiv objektum. Az egy egyszerii szamolgatassal belathatd, hogy az
expliciten megadott H® valéban egy kétvaltozés funktor, bal-egzakt a
masodik valtozdjaban. A tétel tobbi része jél ismert az Abel kategoriak
elméletében: ha van elég injektiv objektum, akkor van injektiv feloldas
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is, minden bal-egzakt funktornak van derivélt-funktora (az injektiv fel-
olddsbdl kiszamithats), és a tételbeli tulajdonsigok egyértelmiien meg-
hatdrozzdk (ez is kijon abbdl, hogy ha az injektiv felolddsra raeresztjik
a hosszi egzakt sorozatot).

Most pedig legyen X egy komplex sokasag, megkeressiik a legsziikebb
Abel részkategériat Sh(X)-ben ami tartalmazza a vektornyalabokat.

Definicié 2.7. Legyen X eqy komplex sokasdyg.

(1) Az X struktuja kévéje, Ox a holomorf fiigguények kévéje. Min-
den U C X nydlt halmazon Ox(U) az U-n értelmezett holomorf
flggvények gyidrije. (Tehdt Ox nem csak Abel csoport kéve az
dsszeaddsra nézve, hanem gyird kéve is.)

(2) Egy Ox modulus eqy F kéve azzal az extra struktirdval egyiitt,
hogy minden F(U) csoportnak adunk egy Ox(U)-modulus struk-
turdt, és elvdrjuk, hogy a megszoritis homomorfizmusok modu-
lus homomorfizmusok legyenek.

(3) Legyenek F és G Ox-modulusok. Ox-modulus homomorfizmus-
nak hivunk eqy F — G kéve homomorfizmust akkor, ha minden
U nydlt halmazon az indukdlt F(U) — G(U) homomorfizmus
Ox (U)-modulus homomorfizmus. Az Ox modulusok Abel kate-
goridt alkotnak (ez konnyd).

(4) Egy Ox modulus F szabad, ha izomorf az Ox néhdny (esetleg
végtelen sok) példinydnak direkt dsszegével. F lokélisan sza-
bad akkor, ha az X -nek van olyan V; nyilt fedése, hogy az F|y;
megszoritdisok mind szabad Oy, -modulusok.

(5) Legyen F egy Ox-modulus. Akkor mondjuk F-re hogy koherens
kéve, ha van az X -nek egqy olyan V; nyilt fedése, hogy mindegyik
Vi halmazon van az F|y, megszoritisnak véges prezentdcidja:

o — O = Fly, = 0 egzakt.

(6) Koherens kévék kozétti homomorfizmusnak egyszeriien az Ox -
modulus homomorfizmusokat tekintjik. A koherens kévék egy
teljes részkategoriat alkotnak az Ox-modulusok kategoridajaban..
A koherens kévék kategoridjat Coh(X) fogja jelélni.

Figyelmeztetés. Ez nem a szokdsos definicié a koherens kévékre.
Oka tétele, hogy Ox maga koherens (a hagyomanyos értelemben), ezért
hasznalhatjuk ezt a definiciét.

Ha véges sok koherens kévét manipuldlunk, akkor szinte mindig ko-
herens kévéket kapunk eredményiil. Egy eset van, ami nem konnyt:
koherens kévék kozti homomorfizmus magja szintén koherens. Ez is
Oka tételébél kovetkezik, komoly analizist igényel a bizonyitsa. (Al-
gebrai varietdasokra a megfelelo allitas sokkal konnyebben lathaté: a
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polinom giirti Noethersége kell hozzd.) Ezt az elmélkedést pontositja a
kovetkezd:

Tétel 2.8 (Koherens kévék kategoridja). Egy X kompler sokasdgon a
koherens kévék Abel kategdridt alkotnak. A globdlis szelés funktor min-
den vektornyaldbbol legydrt eqy koherens kévét. lgy a vektornyaldbok
kategdridja ekvivalens Coh(X) egy teljes részkategdridjdval, a lokdlisan
szabad koherens kévék kategoridjdval.

Definici6 2.9 (ciklikus O x-modulus). Egy koherens kévét ciklikus O x-
modulusnak hivunk, ha izomorf az Ox egy koherens faktordval, azaz
Ox /Z-vel, ahol I < Ox egy koherens idedl kéve.

Lemma 2.10 (Ciklikus felbontds). Legyen F koherens kéve egy X
komplex sokasdigon. FEkkor lokdlisan F' eldall, mint véges sok koherens
ciklikus részmodulusdnak az dsszege. Ezért lokdlisan van olyan (véges)
koherens kompozicio lanca, ahol a kompozicio faktorok ciklikusak.

Bizonyitas: El6szor is valasztunk olyan p € U kornyezetet, ahol
F-nek van véges prezenticiGja, azaz van egy f : Og" — F|y sziirjektiv
leképezés. Jelolje E; ~ Oy a fenti 02" direkt Osszeg i-edik tagjét.
Az f(E;) modulusok ciklikusak, és az Gsszegiik éppen F. Legyen most
F. = @', f(E). Ez egy koherens kompozicié lanc, és az F;/F;_
kompozicié faktor az f(E;) ciklikus modulus homomorf képe, tehat
maga is ciklikus. Ezzel a Lemmat belattuk.

Tétel 2.11 (Anulldtor idedl). Legyen F egy koherens kéve az X komp-
lex sokasdgon. ann(F) < Ox jeldli az olyan f € Ox(U) holomorf
fliggvények kévéjét, amelyekre f - F|ly = 0. Ezek egy koherens idedl-
kévét alkotnak.

Bizonyitas: Az allitas lokalis, tehat szoritkozhatunk egy nyilt hal-
mazra, ahol Lemma 2.10 miatt feltehetjiik, hogy F = Y | F;, ahol
mindegyik F; egy koherens ciklikus részmodulus. Mivel F; ciklikus,
azért F; ~ Ox/ann(F;), és F; koherens volta miatt ann(F;) is az.
Masrészt ha az Ox — F; leképezések szorzatat az atlora megszoritjuk,
akkor kapunk egy ¢ : Ox — [[}_, F; homomorfizmust, aminek a magja
éppen ann(F) = (., ann(F;), tehdt ez is koherens.

Definicié 2.12 (Lokalizacié, tartd). Legyen X egy komplex sokasdy,
F egy koherens kéve X-en, és p C X egy pont. Jelolje Op x a p-kirili
holomorf fiigguény-csirdk lokdlis gyirijét, és my, x a mazimdlis idedlt:
a p pontban eltind figguénycsirdk idedljat. Definidljuk az F lokdlis
modulusdt a p pontban:

F, = lim F(U) ahol U C X nyilt.

peU
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Kénnyen ldthato, hogy (Ox), = O, x, és F, egy végesen prezentdlt
O, x-modulus. Definidljuk az F koherens kéve tartéjat: supp(F) jeldli
azon p pontok dsszességét, amelyekre F, # 0.

Tény 2.13. Legyen X komplex sokasdg, és p € X egqy pont. FEkkor
Op.x egy lokdlis Noether gyird. A p-beli lokalizdcio egy egzakt funktor
Coh(X)-b6l a végesen generdlt O, x-modulusok kategdridjiba.

Tétel 2.14. Egy komplex sokasdgon minden F koherens kéve tartdja
zart analitikus halmaz, megegyezik az ann(F) koherens idedl zérus-
helyével. A tarto pontosan akkor tireshalmaz, ha a koherens kéve 0.

Bizonyitas: Legyen X egy komplex sokasag, és F egy koherens kéve
rajta. Jelolje ann(F,) <O, x az F, modulus anullator idedljat ap € X

pontban, és legyen 7, < Ox a p pontban eltind holomorf fiiggvények
kévéje. Vilagos, hogy ann(F), = ann(F,). Ezért tehdt

p € supp(F) = Fp#0 < amn(F,) # O, x

ann(F) CZ, <= ann(F),Cm,x <= amn(F,) Cm,x

Tehét supp(F) valéban megegyezik ann(F) zérus-helyével. Ebdl pedig
az is kovetkezik, hogy supp(F) zart analitikus halmaz.

Most ratériink a masodik allitdsra. Vildgos, hogy a 0 kéve tartdja
tires. Forditva, legyen F # 0 egy koherens kéve, tehat ann(F) # Ox
(hiszen a konstans 1 fliggvény nem lehet ann(F)-ben). Mivel ann(F)
koherens, azért van olyan U nyilt halmaz, amely felett ann(F)|y =
ann(F|y) véges sok ciklikus koherens modulus Osszege, és nem egyenld
Op-val. Legyenek fi, fo,... f,, a ciklikus modulusok generatorai, ezek
U-n definidlt holomorf fiiggvények ann(F|y)-bdl, tehdt nem generdl-
hatjak az egész Op-t. De azoknak a pontok, ahol valamelyik f; nem
tinik el, egy V; C U nyilt halmazt alkotnak, és ezen a nyilt halmazon
Ov, = firv. C ann(Fly,) C Oy, azaz Oy, = ann(F|y,). Ezért a 'V
halmazok nem fedhetik le az egész U halmazt, tehat van az f; fiiggvé-
nyeknek egy p € U kozos zérushelye. Lokalizalunk a p pontban, és azt
kapjuk, hogy

fi-Opx+fo-Opx+---+ frn-Opx =ann(F), C Op x

De a p kozos zérushelye mindeghik f;-nek, tehat f; € m, x minden
i-re. EbbGI persze kovetkezik, hogy ann(F,) C m, x, tehdt F, # 0,
azaz p € supp(F). Ezzel belattuk a Tételt.

3. PELDAK

Ezekben a példdkban X mindig egy komplex sokasigot jelol, U C X
pedig egy tetszoleges nyilt halmazt.
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(1) felhdkarcold kéve: Legyen p € X és A egy Abel csoport. Az A,

(2)

kévét ugy definidljuk, hogy A,(U) = Ahape U, és A,(U) =0
kiilénben. Ha A egy véges-dimenziés komplex vektortéris, akkor
A, koherens kéve.

konstans kéve: Legyen A egy Abel csoport, ellatjuk a diszkrét
topolégiaval. A szintén A-val jelolt konstans kéve szelései az U
nyilt halmazon legyenek az U — A folytonos fiiggvények. Tehat
A(U) megegyezik annyi A direkt szorzataval, ahany Gsszefiiggé
komponense van U-nak. Ez altaldban nem tekinthet6 koherens
kévének.

struktira kéve: Legyen Ox(U) az U-n értelmezett holomorf
fuggvények gyiirije. Ez egy koherens gyiiri-kéve, ha a szorzas-
1ol elfelejtkeziink, akkor kapunk egy kozonséges koherens kévét.
vektornyaldb: Legyen E — X egy vektornyalab. Definidljuk
az altala indukdlt, szintén E-vel jelolt kévét: legyen E(U) =
I'(U, E), az U-n értelmezett holomorf szelések Ox(U)-modulu-
sa. Ez egy koherens kéve. Specidlis eset: Ox a trivialis nyaldb-
hoz tartozé kéve.

tenzor szorzat: Ha F,G tetszOleges Ox-modulusok, akkor az
U — FU) ®oxw) G(U) funktor egy elékéve, de altaldban
nem kéve. F ® G fogja jelolni az altala indukalt kévét (lasd
Lemma 2.5). Kénnyen lehet l14tni, hogy a tenzorszorzas mind-
két valtozéjaban jobb-egzakt funktor. Ha F lokalisan szabad,
akkor egyszeriibb az élet: a fenti ekékéve mar rogton kéve lesz,
és az F-fel valo tenzor-szorzas egzakt funktor. Legyenek most
megszorozzuk F-fel, akkor 1atjuk, hogy F ® G lokdlisan el6all,
mint F egy véges direkt hatvanyanak a faktora, tehat Tétel 2.8
miatt koherens.

C-modulusok: A konstans C kéve egy gyfiriikéve X-en (nem
koherens!), vildgos, hogy C C Ox rész-gyfirii-kéve (a lokali-
san konstans holomorf fiiggvények kévéje). Ezért minden O -
modulus kéve automatikusan C-modulus kéve is. Ha V' egy
komplex vektortér, akkor a konstans V kéve egy C-modulus-
kéve X-en. Ha A, B C-modulus kévék, akkor a tenzor szorzatuk
A ®¢ B legyen az a C-modulus kéve, amelyik minden U nyilt
halmazhoz hozzarendeli az A(U) ®cw) B(U) C(U)-modulust.
Ez most kéve lesz, és a tenzor szorzas mindkét valtozéjaban eg-
zakt funktor. Ha £, F két Ox modulus, akkor (a tenzorszorzat
univerzélis tulajdonsiga miatt) van egy EQc F — £ ®p, F ho-
momorfizmus, ami egy természetes transzformacié a két tenzor-
szorzat funktor kozott.
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globdlis szelések: Legyen F egy Ox modulus X-en. A kons-
tans H°(X, F) kéve egy C-modulus kéve, és mivel a globalis
szeléseket meg lehet szoritani minden U C X nyilt halmazra,
azért kapunk egyméssal kompatibilis H°(X, F) — F(U) homo-
morfizmusokat, tehdt egy H°(X,F) — F kéve leképezést, ami
C-modulus homomorfizmus. Ez pedig ad egy

HY(X,F)®c Ox = F®c Ox = FQop, Ox ~ F
homomorfizmust. Mindent eggybevetve kaptunk egy
H°(X,_) ®c Ox : Coh(X) — Coh(X)
kovarians funktort, és egy
H(X,F)®c Ox — F

természetes transzforméciét. Erdemes ezt koordintakkal is
kiszdmolni. Vdlasztunk egy {h;} C H°(X,F) bézist, ekkor
HY(X,F) ®c Ox ~ @, hi ® Ox. Ezutdn, ha s ennek a nyaldb-
nak egy szelése az U nyilt halmazon, akkor felirhat6 s = Y s;-h;
alakban (véges sok s; lehet csak nem 0). De h; valéjdban az F
kéve globalis szelése, tehat ez a linearis kombinacié kiértékelheto
Fx(U)-ban is, igy kapunk egy 5 € Fx(U) elemet. A konstruk-
ci6 nem fiigg a bazistél. Az s — 5 homomorfizmus éppen a fenti
HY(X,F) ®c Ox — F természetes transzform4cio.

divizorok: Egy meromorf fiiggvény pélusai egy kodimenzids zart
analitikus halmazt alkotnak X-ben, és minden komponenshez
tartozik egy multiplicids: hogy hényszoros polusa van ott a
fliggvénynek. A szimmetria gyokoket is pdlusnak szamitjuk,
negativ multiplicitdssal. Tehdt egy f meromorf fiiggvény po-
lusa (f) = 61Dy + -+ - + 0, D, alakban irhat6, ahol ¢; egéssza-
mok a multiplicitasok, és D;-k egy kodimenziés zart felbont-
hatatlan analitikus részhalmazok. Ugyanezt a jeolést hasznal-
juk vonalnyaldbok meromorf szelésének pélusaira is. Az ilyen
D = 6D+ - -+06,D,, formalis linearis kombinaciokat divizorok-
nak hivjuk, a formadlis 6sszeadasra nézve szabad Abel csoportot
alkotnak, és az egymdsnak megfelel$ egytitthatok dsszehasonli-
tas megad rajtuk egy természetes részben-rendezést.

csavart vonalnyaldb: Forditva, legyen most D = §;D; + --- +
dn Dy, egy tetszbleges divizor. Ox (D) jeldli a D —ben eltiin me-
romorf fiiggvények kévéjét: Ox(D)(U) azokat az U-ban értel-
mezett f meromorf fiiggvényeket tartalmazza, amelyekre (f) >
D. Részletesen kiirva: f-nek minden D; mentén legfeljebb 6;-
szeres poOlusa lehet, negativ J; esetén ez azt jelenti, hogy D;
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mentén legalab —d;-szeres zérushelynek kell lennie. Konnyen
lathatd, hogy az Ox (D) kéve lokdlisan szabad, tehét egy vonal-
nyaldb holomorf szeléseinek kévéje. Ha L tetszbleges vonalnya-
1ab, akkor az L(D) csavart vonalnyaldb ugyanigy értelmezheté:
olyan f : U — L meromorf szelésekbél &ll, amelyekre (f) < D.

L(Dy + Dy) =~ L(D))(Ds) =~ L(Dy) ® Ox(Dy)

fontos nyaldbok: Tx jeloli az érinté nyalabot, és a hozza tar-
tozé koherens kévét. QL = T% jeloli a ko-érinté nyaldbot,
0% = AP QL jeldli a p-formak nyaldbjat, wy = Q™)
kanonikus nyalabot.

grassmann sokasdg: Legyen X = Grass(k,n) az n dimenzids
tér k dimenzids altereit paraméterezd grassman sokasdg. Je-
16lje Ux C O™ az univerzdlis résznyaldbot, Qx = 02" /Ux az
univerzalis hanyados nyaldbot. Az érint6 nyalab:

TX ~ HOIH(U)(, Q)()

pedig a

projektiv tér: Legyen X = P" = Grass(1,n + 1) projektiv
tér, Ox(—1) = Ux jeldli az univerzilis résznyaldbot, pozitiv
k-ra Ox (k) jeldli a k-adik tenzor-hatvanyat, Ox(—k) pedig az
Ox (k) dudlisit (ezek mindannyian vonal-nyaldbok P"-en). Ha
H C X egy hipersik, akkor Ox(H) ~ Ox(1), tehit Ox(dH) ~
Ox(d) minden d-re. A 0 — Uy — 02" 5 Qx — 0 egzakt
sorozatban Qx jeliili az univerzalis hanyados-nyalabot, ha erre
alkalmazzuk a Hom(Ux, __) funktort (és a grassmann sokasig
érintényalabjat kiszamité formuldt) akkor az Euler seorozhoz
jutunk:

0— Ox — Ox(1)®) 57 -0
egzakt. Ebb8]l minden QF is kiszdmolhaté. Specidlisan:
wx = Ox(—n - 1)

idedl kévék: Az Ox struktira-kéve koherens rész-kévéit kohe-
rens idedl-kévéknek hivjuk. Idedlkévékkel ugyanigy lehet sza-
molni, mint kozonséges idedlokkal: véges sok koherens ideal-
kéve Osszege, metsze, szorzata szintén koherens ideal-kéve. Tet-
sz0leges F koherens kévét megszorozhatunk egy koherens idedl-
kévével, igy az F egy koherens rész-kévéjéhez jutunk. Specidlis
eset: ha Z C X egy részsokasag, akkor Z, < Ox jeléli a Z-ben
eltiind holomorf fiiggvények kévéjét: I,(U) az U-n értelmezett,
Z N U-ban eltiné holomorf fiiggvényekbdl all.
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részsokasdg: Legyen Z < X egy zart részsokasdg. Vildgos,
hogy Oz (UNZ) ~ (Ox/Z7)(U) minden U C X nyilt halmazra.
Legyen F egy koherens kéve Z-n, i, F jeloli azt a kévét X-en,
amelyre i, F(U) = F(U N Z). Léathatd, hogy i.F egy Ox/Iz-
modulus, tehat egyben Ox-modulus is, és koherens. Forditva,
legyen G egy koherens kéve X-en, és legyen i*G = G|Z a meg-
szoritasa: *G(Z NU) = (G/Iz - G)(U). Ez nem fiigg az U
halmaztoél, csak az U N Z metszettol, és egy koherens kévét
definial Z-n. .

részsokasdg folytatdisa: Legyen Z 4 X egy zart részsokasag. Az
el6bbi i, : Coh(Z) — Coh(X) és i* Coh(X) — Coh(Z) adjun-
galt funktorok, i, egzakt, ¢* jobb-egzakt, és i*i, F ~ F. Ezért
i, segitségével azonosithatjuk Coh(Z)-t azon F € Coh(X) ko-
herens kévékkel, amelyekre I,-F = 0 teljesiil. Ezt az azonositas
gyakran komolyan gondoljuk, és egyszertien csak F-et irunk 7, F
helyett.

kohomoldgia részsokasdgon: Legyen Z 4 X egy zart részsoka-
sdg és F koherens kéve Z-n. Ekkor minden k-ra

H*U,i,F) ~ HYUN Z, F)

Ezt ugy lathatjuk be, hogy az i,-ot értelmezziik tetszoleges ké-
vékre is (ugyanazzal a formuldval), és azokra is egzakt funktort
kapunk. A kohomolégia funktorok egyértelmiiségébdl kovetke-
zik, hogy H*(U,i.(_)) természetesen izomorf a H*(U N Z, _)
funktorral. _

megszoritds részsokasdgra: Legyen Z ' egy zart részsoka-
sag, és F egy koherens kéve X-en. Az F megszotitisa Z-re az
F|z = i.i*F koherens kéve (ha Coh(X) elemeként gondolunk
rd). Konnyen lithat6, hogy F|z = F ®o, Oz. Ekkor X-en
felirhatunk egy egzakt sorozatot:

0—=I; F>F—>Flz—0

adjunkcios formula Legyen Z 4 X egy zart részsokasag. Ekkor
a kovetkez6 sorozat egzakt:

0—I;/1% — Q%

- Q7 =0
A
Ennek a determindnsa:

wz = WX‘ ®det(Iz/17)~"
z
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Ezekben a formuldkban I7/I% a részsokasdg ko-normélis nya-
ldbja. Ha Z nem részsokasdg, csak zart analitikus részhalmaz,
akkor a sorozat bal oldalon nem marad egzakt.

egy kodimenzids részsokasdg: Legyen Z C X egy kodimenzids
részsokasdg (vagy zart analitikus halmaz) X-ben. Ekkor Z di-
vizor is egyben, és az idedlkévéje I, ~ Ox(—Z) (kOzvetleniil
lathaté a definiciobdél: mindkettében a Z mentén eltiin6 holo-
morf fiiggvények élnek).

invertdlhato figgvények: Legyen O% (U) az U halmazon értel-
mezett, sehol sem nulla holomorf fiiggvények csoportja a szor-
zésra nézve. Az O% nem koherens, még csak nem is Ox-
modulus, mégis roppant fontos.

exponencidlis sorozat Az exponencidlis leképezée (e*) holomorf,
Osszeget szorzatba visz, és a zérushelye a 277 egésszamu tobb-
szorosei. C* egyszeresen Osszefiiggd tartomdnyain van inverze
is: a logaritmus fliggvény. Tehat kapunk egy egzakt sorozatot:

05725 0y -5 Oxx —

Ez egy konkrét példa arra, hogy az utolso leképezés csak egysze-
resen Osszefliggé U nyilt halmazok feletti szeléseken sziirjektiv,
egy kor gytiriin pl. nem (hiszen ott nincs logaritmus). Szeren-
csére mindenki lefedhetd pl. konvex nyilt halmazokkal.

Picard csoport: Az egyenes nyaldbok X-en Abel csoportot al-
kotnak a tenzorszorzasra nézve, az inverz a dudlis. Ezt a cso-
portot Pic(X)-szel jeldljiik. A nzaldbokat invertalhaté attérési
fliggvények segitségével szoktuk megadni, ebbdl lathatd, hogy

Pic(X) ~ H'(X, 0%)

A Picard csoport kiszamitdsa: A Picard csoport megjelenik az
exponencialis sorozathoz tartozé hosszu egzakt sorozatban, ab-
bdl jol szamolhato:

H'(X,Z)— H'(X,0x) = Pic(X) = H*(X,Z)

Ha X kompakt, akkor a baloldali leképezés injektiv (mert a
sorozatban elétte a sziirjektiv C ~— C* all), H'(X, Ox) pedig
egy véges dimenzios vektortér. Ha még azt is tudjuk, hogy
X projektiv (vagy Kéhler), akkor H'(X,Z) maximalis rangi
diszkrét részcsoport H'(X, Ox)-ben, a hanyadosuk tehat egy
komplex torusz:

Pic’(X) = H'(X,0x)/H' (X, Z)
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A jobb oldalon 416 H?(X, Z) viszont egy végesen generalt Abel
csoport, tehat diszkrét. Egy vonalnyaldb képe H?(X,Z)-ben
éppen az elsé Chern osztdlya. Ha X megint projektiv, akkor
Hodge elmélet segitségével a jobboldalon 4ll6 leképezés képét is
beazonosithatjuk: H?(X,Z)N HY(X).

4. A PROJEKTIV TER KOHOMOLOGIAI

Ebben a fejezetben ak P™ projektiv teret vizsgaljuk., Legyen H C
P" egy hipersik. Ekkor minden d egészre definidlhatjuk az Opn(d) =
Opr(dH) vonalnyaldbokat.

Legyen ¢ : C**1 \ {0} — P" a projektiv tér szokdsos el8allitasa, ez
egy principalis C*-nyalab. A C* csoport minden x karaktere megad
egy kompatibilis C* hatdst a (C"™' \ {0}) x C trividlis nyaldbon:

a-(p,v) = (a-p,x(a)- v)

és ha a trivialis nyalabot leosztjuk ezzel a C* hatassal, akkor kapunk egy
vonal-nyaldbot P"-en. A C* karaktereit az egésszdmok paraméterezik:
Xa :a — a’, és a xq karakterbdl éppen az Opn(d) nyaldbhoz jutunk.

A d fokii homogén n-véltozds polinomok megadjak a (C**1\{0}) xC
trividlis nyaldb egy szelését, amelyik invaridns a x, karakterbol szar-
maz6 C* hatdsra. Ez zért megadjak az Op.(d) nyaldb egy szelését is.

Ezt masképpen is lathatjuk: Ha a H hipersik egyenlete x = 0, és
p egy homogén d foki polinom, akkor %; egy raciondlis tortfiiggvény
P"-en, amelyiknek a H mentén van legfeljebb d-szeres pélusa, tehdt az
Op«(dH) nyaldbnak is szelése. Ebbél a felirdsbdl az is lathatd, hogy
kiilonb6z6 polinomokhoz kiilonb6z6 szelések tartoznak.

Tétel 4.1. Minden n,d, i egészre kiszamitjuk az n dimenzids projektiv
téren a H' (P, Opn(d)) kohomoldgia csoportokat:
(1) H%(P", Opn(d)) izomorf az (n+ 1)-vdltozds d fokid homogén po-
linomok terével (ldsd fent).
(2) H{(P", Opn(d)) =0 ha 0 < i < n.
(3) H™(P", Opn(d)) =~ H°(P"*, Opn(—d — n — 1))* mindig.

5. FONTOS TETELEK KOHERENS KEVEK KOHOMOLOGIAIROL

Ebben a fejezetben parhuzamosan lesz sz6 komplex sokasagokrol, és
algebrai varietdsokrdl. A tételeket egyszerre mondom ki mindkét ka-
tegoridra: legyen X egy komplex sokasdg, vagy egy algebrai varietds...
Ertelemszertien, minden tovabbi objektum

Tétel 5.1 (Koherens kohomoldgia eltiinése). Legyen X egy n dimen-
2108 komplex sokasdg, vagy egy n dimenzids algebrai varietds és F eqy
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koherens kéve. Ekkor
H*(U,F)=0 hap>n

Bizonyitasi otletek. Algebrai eset: Noether topoldgikus tereken
tetszoleges kévékre igaz, nem csak koherensekre. Lasd Hartshorn kony-
vét. Komplex eset: Ha sikeriil olyan {U;} fedést taldlni, amelyikben
barmely n 4+ 2 fed6 halmaz metszete diszjunkt, akkor a fedéshez tar-
tozé Cech kohomolégidk eltiinnek p > n-re. Minden fedésnek van ilyen
finomitdsa (parakompakt terek topolégikus dimenzidja), tehéat a Cech
kohomoldgiara érvényes az eltlinés. Parakompakt Hausdorff tereken a
Cech kohomolégia megegyezik a (derivélt funktor) kohomoldgidval.

Definicié 5.2 (Stein sokasig). Egy X kompler sokasdgot Stein soka-
sagnak hivunk, ha rendelkezik a kovetkezd — ekvivalens — tulajdonsdgok
valamelyikével:

(1) X biholomorf CN egy zdrt részsokasdgdval (valamilyen N-re).
(2) X biholomorf eqy U C CN konvex nyilt halmaz eqy zdrt részso-
kasdgdval.
(3) Létezik X -en szigorian pluri-szubharmdnikus figgvény, ame-
lytknek minden szinthalmaza kompakt.
Tétel 5.3 (Serre tétele). Legyen X egy komplex sokasdg, vagy egy al-
gebrai varietds. A kovetkezo tulajdonsdgok ekvivalensek:

(1) X Stein sokasdg, vagy affin varietds.

(2) HY(X, _)) egy egzakt funktor a koherens kévék kategdridjdn, meg-
ad eqy ekvivalencidt a koherens kévék kategoridja €s a végesen
generdlt Ox (X)-modulusok kategdridja kizott.

(3) HY(X,F) =0 minden F koherens kéuvére.

(4) H(X,F) = 0 minden i > 0 fokszdmra és minden F koherens
kévére.

A bizonyitas a komplex esetben mély analizis, az algebrai megfelel6je
viszonylag konnyti.
Definicié 5.4 (Projektiv varietdsok). Egy X algebrai varietdst (vagy
kompleex sokasdgot) projektivnak mondunk, ha izomorf egy PN proo-
jektiv tér egy részvarietdsdval (zdrt részsokasdgdval). Az Opn (k) egye-
nesnyaldb megszoritdisdit X-re Ox(k)-val jeloljik. (Ez figg a konkrét
bedgyazdstol!) Ha F tetszdleges koherens kéve X -en, akkor F(k) jeldli
az F @ Ox (k) koherens kévét.

Tétel 5.5 (Koherens kohomoldgia véges dimenzids). Legyen X egy
kompakt komplex sokasdg, vagy egy projektiv varietds. Ekkor H°(X, Ox)
izomorf az alap-testtel (tehdt C a komplex esetben), és minden F ko-
herens kéve minden HP(X,F) kohomoldgia csoportja véges dimenzids
vektorteér.
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Megjegyzés: A komplex eset nehéz analizis. Az algebrai eset 1é-
nyegesen kénnyebb. A tétel (és dltaldnositdsa “proper” leképezésekre)
talan a legfontosabb végességi tételek az algebrai geometridban.

Tétel 5.6. Legyen X egy n dimenzids projektiv varietds. Ekkor taldl-
hatunk m,d egészszamokat, hogy F az Ox(d)®™ lokdlisan szabad kéve
faktora. Ezért ilyen alaki kévékbil készithetd lokdlisan szabad feloldds.
Ha X nem szinguldris, akkor taldlhatunk eqy m hosszusdgi lokdlisan
szabad felolddst is:

0=& ==& =6 —->F—=0

Bizonyitdsi otlet: Ha H C PV egy hipersik, akkor U = X \ H
egy affin varietds, tehdt rengeteg szelése van F(U)-ban. Ha s € F(U)
egy szelds, akkor csak véges rendli pélusai lehetnek H N X mentén,
tehat elég nagy e-re s kiterjed F(eH) ~ F(e) egy szelésévé. Ez ad
egy Ox(—e) — F nem nulla homomorfizmust. Ezel a médszerrel lehet
lokdlisan szabad feloldasokat épiteni. Az X lokdlis gyfiriii regularisak,
a projektiv dimenziéjuk éppen n, tehat a feloldas n-edik 1épésében a
mag lapos modulus, azaz lokdlisan szabad. fgy a feloldast az n-edik
lépésben befejezhetjiik.

Tétel 5.7 (Serre eltiinés). Legyen X egy projektiv varietds és F egy
koherens kéve X-en. Ekkor HP(X,F) egy véges dimenzids vektortér
minden p-re, és elég nagy (F-tdl figgd) k esetén

H(X,F(k)) ® Ox — F(k) sziirjektiv, és
HP(X,F(k)) =0 ha p > 0.

Tétel 5.8 (Serre dualitds). Legyen X egy n dimenzids sima projektiv
varietds, és € egy vektornyaldb X-en. (Tehdt véges rangd lokdlisan
szabad Ox-modulus.) Ekkor

H'(X,£*®@w) ~ H" (X, &)

minden i-re. Itt ( )* a dudlist jelent.

Tétel 5.9 (Riemann-Roch tétel). Legyen C' egy g nemd sima projektiv
gorbe és L eqy vonalnyaldb rajta. Ekkor

dim H°(C, £) + dim H*(C,we ® L™') =deg L+ 1 —g

Tétel 5.10 (Kodaira eltiinés). Legyen X egy n dimenzids sima pro-
jektiv varietis a komplexr szdmok felett, és L eqy bdséges vonalnyaldb
X-en. Ekkor
H(X,LQuwx)=0 hai>0
H{(X, L) =0 hai<n
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Konstrukcié: Legyen X egy sima (azaz nem szinguldris) algebrai
varietds a komplex szdmtest felett. Ekkor minden U C X affin részhal-
maz bedbyazhaté CV-be (valamilyen N-re) mint affin részvarietds. De
C"-nek van egy standard analitikus strukturdja is, ennek segitségével
az U komplex sokasdggd tehetd, és ez a komplex struktira nem fiigg a
valasztott U — CN bedgyazastél. S6t, az egyes affin nyilt halmazokon
kapott komplex struktirdk kompatibilisek, és az egész X-bol is egy
X2 komplex sokasagot csindlnak. Ez a sokasidg nem filigg semmilyen
valasztastol, csak magatol az X-t6l. A konstrukcié akkor is miikodik,
ha nem kotjiik ki, hogy X sima legyen, de ilyenkor sokasag helyett csak
komplex analitikus teret kapunk.

Legyen most F egy koherens kéve X-en. Ekkor taldlhatunk olyan
U affin nyilt halmazt, amely felett F-nek van egy véges prezentacidja:
oy M O} — F — 0. Az M leképezés egy Oy (U)-beli fiiggvényekbol
osszerakott matrix, tehdt értelmezhetjiik igy, mint egy U*" {616tti ho-
lomorf fiiggvényekbol allé matrix. Ennek segitségével legyarthatunk
egyszerl szamolgatas mutatja, hogy a konstrukcié nem figg a valasz-
tasainktol, csak az eredeti F kévétodl, és a kapott kévék osszeragadnak
egy J°" koherens kévévé az X" téren.

A most kovetkezo tétel nagyon mély, rengeteg fontos kovetkezménye
van. A bizonyitasrél most nem szélok semmit.

Tétel 5.11 (Serre GAGA tétele). Legyen X egy projektiv varietds és
legyen X az X -hez tartozd analitikus tér (mint fent). Az

() : Coh(X) — Coh(X?")

funktor eqy ekvivalencia a két kategoria kozott, egzakt, és megdrzi a
kohomologia csoportokat:

HP(X, F) ~ HP(X™, F™)

minden p-re és minden F koherens kévére.



