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Eloszo

A jegyzet Kiss Gyorgy ”Kombinatorikus geometria” cimii kurzusédnak eléadésai
alapjan késziilt, melyet a 2011-es év 0Oszi félévében tartott az Eotvos Lorand
Tudomanyegyetem Matematikus M. Sc. szakos hallgatoi szamara. Torekedtem
arra, hogy ahol csak lehet, vilagosabba tegyem az elhangzottakat, megkonnyitve
ezzel a vizsgara késziilo hallgatok munkajat. Eszrevételeket, megjegyzéseket, pon-

tositasokat és javitasokat szivesen fogadok.
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1. fejezet
Véges geometriak

Ebben a fejezetben a projektiv sikok geometriai és kombinatorikus tulajdonsagait
vizsgaljuk. Definidljuk a projektiv és affin sikokat, vizsgaljuk az iveket, teljes
iveket, lefogd ponthalmazokat. Bevezetjik a Mdbius stkokat, a Hermite-gorbéket

és feliileteket. Végiil az altalanositott sokszogeket targyaljuk.

1.1. Projektiv sikok

A vizsgatematikdban ez az elsé tétel.

1.1.1. Definicié. A (£, &, I) harmast projektiv siknak nevezziik, ha & és & két
kilonbézd halmaz (pontok és egyenesek halmaza), I pedig egy illeszkedésnek

nevezett relicio &2 x &-n, tovabbd teljesilnek a kévetkezd axiomdk:
(P1) barmely két kilonbiézd ponthoz egyértelmien létezik dket dsszekdtd egyenes;
(P2) bdrmely két kilonbiozd egyenesnek egyértelmien létezik metszéspontja;
(P3) bdrmely egyenesre legaldbb 3 pont illeszkedik;
(P4) barmely ponton dt legaldbb 3 egyenes megy.
Figyeljiik meg a (P1), (P2) és a (P3), (P4) axiémak duédlis kapcsolatét!

Megjegyzés. A (P1) és (P2) axiomdk mellett a (P3) és (P4) axiomdk ekviva-
lensek a kévetkezd (P5) axiomdval: létezik négy dltalanos helyzetd pont (semelyik

hdarom nem kollinedris).



Példa. Tekintstink egy haromdimenzios V' vektorteret egy K test felett. A V
egydimenzids altereit nevezziikk pontoknak, kétdimenzids altereit egyeneseknek.
Egy pont illeszkedjen egy egyenesre, ha a megfelel6 kétdimenzids altér tartal-
mazza az egydimenzidsat. Beldthato, hogy igy projektiv sikot kapunk (ldsd a
szamolést az el6adason), ez a testtel koordindtazott sik. Az ilyen tipusu sikokra
részletesebben visszatériink majd az 1.3 részben. Ha K = R, akkor a klasszikus
projektiv sikot kapjuk, ha K = GF(q) a ¢ elem test, akkor a PG(2,q) jelolést
hasznaljuk (kétdimenzids projektiv geometria a ¢ elemi test felett). Ha ¢ = 2,
akkor PG(2,2) izomorf a Fano-sikkal (1asd az 1.1 abrét). &

1.1. abra. A Fano-sik.

1.1.1. Tétel (Desargues tétele). A klasszikus projektiv sikon két hdromszdg pon-

tosan akkor pontra nézve perspektiv ha egyenesre nézve perspektiv.

Megmutathatd, hogy Desargues tétele igaz vektortérbdl szarmaztatott pro-
jektiv sikokra is. Desarguesi sikoknak nevezzik az olyan projektiv sikokat ahol
igaz a tétel. Léteznek azonban olyan projektiv sikok, melyekben nem igaz Desar-

gues tétele (nem desarguesi sikok). Ez utébbira példa a kovetkezé:

Példa. (Moulton-sik) A klasszikus projektiv sikot fogjuk médositani. A Moulton-
sik pontjai legyenek a klasszikus projektiv sik pontjai (R? és az idedlis pontok).
Az egyenesek definidldasahoz vegyiink fel egy derékszogii koordindtarendszert. Az
egyenesek a kovetkezok legyenek: klasszikus projektiv sik idedlis egyenese, a sik
fliggbleges egyenesei, a nempozitiv meredekségli egyenesek (y = ma + k, ahol
m < 0), tovdbba a pozitiv meredekségii egyenesek "eltortjei”. Ez utébbi alatt a

kovetkez6t értjik. Az egyenes alsé félsikba es6 része legyen az eredeti, a fels6
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félsikba esé részét viszont eltorjik: az eredeti o szoglii meredekség helyett [
sz0gli meredekséggel haladjon tovabb, ahol 2tan f = tan« (igy tovébbra is lesz
tetszéleges meredekségii egyenes) (1dsd az 1.2 dbréat).

Az illeszkedést a kovetkez6 modon definidljuk. Az "eltort” egyeneseket le-
szamitva minden a régi. Azokndl is csak az idedlis pontjukkal van baj. Ezt ugy
orvosoljuk, hogy eldontjiik, hogy minden ilyen egyenesnél egységesen a torott vagy
az eredeti részhez tartozo idedlis pontot tekintjik az 6 idealis pontjanak. Megmu-

tathato, hogy az igy kapott Moulton-sik projektiv sik.

a)g N

1.2. abra. A Moulton-sik konstrukcioja.

Megmutatjuk, hogy a Moulton-sikon nem igaz Desargues tétele. A klasszikus
projektiv sikon teljesiil a tétel (1.3 dbra). A két (O-ra nézve) perspektiv haromszog

oldalainak meghosszabbitasainak metszéspontjai egy e egyenesen helyezkednek el.

o

1.3. abra. Desarques tétele.

A Moulton-sikon az f és g egyenes viszont nem az e egyenesen metszi egymast



mert (a koordinatarendszer elhelyezésébdl adédéan) az f eltorik az z-tengely felett.

Ezzel belattuk, hogy a Moulton-sik nem desarguesi sik. [

1.2. Az n-edrendii sik, véges affin sikok

A vizsgatematikaban ez a mdsodik tétel.
1.2.1. Allitas. A PG(2,q) sikon ¢* + q+ 1 pont és ugyanennyi egyenes van.

Bizonyitds. A GF(q) test feletti hdromdimenziés vektortérben ¢ elem van.
Megszdmoljuk az egydimenzids alterek szamat (ami éppen a pontok szama PG(2, q)-
ban). Egy egydimenzids alteret 1 vektor generdl, amit (¢ — 1)-féleképpen valaszt-
hatunk (a O vektort nem). Egy egydimenzids altérben ¢ vektor van, ezek koziil a

0 vektort kivéve mindegyik generdlja oOt. fgy Osszesen

1
= +q+1
qg—1
kiillénbo6z6 egydimenziés altér van, és igy ennyi pont van PG(2, ¢)-ban. Hasonld

gondolatmenettel lathato, hogy

@-D(P-q ¢-1
-0 —-q qg-1 " tatd

kiilonboz6 kétdimenzios altér van, és igy ennyi egyenes van PG(2, ¢)-ban (Ervé—

nyesiil a dualités!). u

1.2.2. Tétel. Ha eqgy projektiv siknak van olyan egyenese amin pontosan n + 1

pont van, akkor
(i) van olyan pont amin dt n + 1 egyenes megy;
(ii) minden egyenesen n + 1 pont van;
(#i) minden ponton dt n + 1 egyenes megy;
(iv) a sikon dsszesen n® +n + 1 pont és ugyanennyi egyenes van.

1.2.1. Definicié. Az ilyen projektiv sikot n-edrendd siknak nevezzik (n > 2).



1.2. Az n-edrendii sik, véges affin stkok D

Tétel bizonyitdsa. (i) igazoldsa: Legyen e a sik azon egyenese amin n + 1
pont van. Van olyan P pont, ami nem illeszkedik e-re. Ha nem lenne, akkor a
sik Osszes pontja e-n rajta lenne. A (P4) axiéma szerint még legaldbb 2 egyenes
menne at P-n. Ezek a (P2) axiéma miatt nem metszhetik méshol e-t, de akkor
nekik csak egy pontjuk van, ami ellentmond a (P3) axiéménak. Van tehat egy
e-re nem illeszked6 P pontunk. Ha a (P1) és (P2) axiémékat alkalmazzuk P-re és
az e egyenes n + 1 pontjara, akkor azt kapjuk, hogy legalabb n + 1 egyenes megy
at P-n. T6bb nem is mehet, mert egy djabb a (P2) axiéma miatt metszené e-t, a

(P1) axiéma miatt egy (n + 2)-edik pontban, ami nem lehet. Altaldban:

Ha R és f nem illeszkedé pont-egyenes par, akkor az R-en atmend egyenesek

szama megegyezik az f-en 1év6 pontok szamaval. (%)

(i1) igazoldsa: Legyen e a sik azon egyenese amin n + 1 pont van. Legyen h egy
e-t6l kiilonbozo egyenes. Az el6z6 gondolatmenet alapjan van olyan () pont, ami
nem illeszkedik e-re. A @) valaszthatd gy is, hogy h-ra se illeszkedjen. Ha nem igy
lenne, akkor minden pont vagy e-n vagy h-n rajta lenne. A (P4) axiéma szerint
lenne még legaldbb 1 egyenes ami atmegy )-n. Ennek a (P2) axiéma miatt nem
lehet tobb metszéspontja sem e-vel sem pedig h-val, igy csak egy pontja van, ami
ellentmond a (P3) axiémanak. Van tehdt egy () pont, ami sem e-re sem h-ra
nem illeszkedik. A (x) szerint ()-n ugyanannyi egyenes megy 4t mint ahdny pont
van e-n, illetve ugyanannyi egyenes megy at mint ahany pont van h-n. Tehat h-n

ugyanannyi pont van mint e-n: n + 1 darab.

(11i) igazoldsa: Az el6zbek alapjan csak az e-n 1év6 pontokrdl nem tudjuk, hogy
rajtuk éppen n + 1 egyenes megy at. Legyen E az e egy pontja. Vegyiink egy
P pontot ami nem illeszkedik e-re (lattuk, hogy ilyen van). Legyen h egy olyan
egyenes, ami P-t és az e egy E-t6l kiilonbozd pontjat koti dssze, a (P1) axiéma
miatt van ilyen. A h nem az e, mert P nincs az e-n, igy h nem mehet at E-n is
mert akkor a (P2) axiéma sériilne. A (ii) pont miatt h-n n + 1 pont van, a (x)

szerint igy az E-n n + 1 egyenes megy at.

(iv) igazoldsa: Vegyiink egy P pontot a sikon. A (iii) pont szerint ezen n + 1
egyenes megy at. Minden egyenesen van tovabbi n pont. Ezek mind kiilonboznek
egymastél, mert kiillonben két egyenes 2 pontban metszené egymaést ellentmondas-
ban a (P2) axiéméval. Igy a sikon legaldbb 1+ (n+1)n = n2 +n + 1 pont van.



Tobb pont nem lehet: ha lenne még egy () pontunk, akkor az nem lenne rajta
az el6bbi n + 1 egyenesen. A (P1) axidma miatt lenne egy Q-n és P-n atmend
egyenes, és gy P-n n + 2 egyenes menne &t, ami nem lehet a (iii)-as pont miatt.
A pontok és az egyenesek szerepcseréjével kapjuk, hogy ugyanennyi egyenes van a

sikon (dualités). N

1.2.2. Definicié. A (Z,&,1) hdarmast affin siknak nevezziik, ha & és & két
kiilonboz6 halmaz (pontok és egyenesek halmaza), I pedig egy illeszkedésnek

nevezett relacio &7 x &-n, tovdbbd teljestlnek a kovetkezd axiomdk:
(A1) barmely két kilonbiozd ponthoz egyértelmien létezik dket dsszekotd egyenes;

(A2) minden nem illeszkedd (P, e) pont-egyenes pdrhoz egyértelmiien létezik a P-n

atmend, az e-t nem metszo egqyenes;
(A3) létezik harom nem kollinedris pont (hdromszdg).

1.2.3. Definicié. Az affin sikon két eqyenes parhuzamos ha nincs kézos pontjuk,
vagy eqybe esnek.

1.2.3. Allitas. A pdrhuzamossag ekvivalencia-reldcio az egyenesek halmazan.

Bizonyitas. A péarhuzamossag reflexiv és szimmetrikus a definicié szerint. A
tranzitivitas kell. Tegyiik fel, hogy e és f valamint f és g parhuzamos (mind
kiillonboznek). Ha e-nek és g-nek volna egy kozos P pontja, akkor (P, f) nem il-
leszked6 pont-egyenes par lenne. Ehhez a parhoz két olyan egyenes is van (e és g),

ami atmegy P-n és nem metszi f-et, ellentmondasban az (A2) axiéméval. [ ]

1.2.4. Definicié. Az ekvivalencia-osztalyokat idedlis pontoknak nevezzik. Az

tdedlis egyenes az idedlis pontokat (és mds pontokat nem) tartalmazo egyenes.

1.2.4. Allitas. Legyen (2,8,1) affin sik. Hao &-hez hozzdvessziik az idedlis pon-
tokat, &-hez az idedlis egyenest, és [-t értelemszeriien kiterjesztyik, akkor pro-
jektiv sikot kapunk. Az igy kapott projektiv sikot az eredeti affin sik projektiv

lezdartjanak nevezziik.
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1.2.5. Allitas. Ha eqy affin siknak van olyan egyenese amin pontosan n pont van,
akkor

(i) minden egyenesen n pont van;
(ii) minden ponton dt n + 1 egyenes megy;
(iii) a sikon Gsszesen m? pont és n? + n egyenes van.

Bizonyitas. Készitsiik el az affin sik projektiv lezartjat, majd alkalmazzuk a 1.2.2

Tételt, végiil toroljiik az idedlis pontokat és az idedlis egyenest. [

1.2.5. Definicié. Az ilyen affin sikot n-edrendd affin siknak nevezzik (n > 2)
és AG(2,n)-nel jeldlyik.

1.3. Részsikok

A vizsgatematikdban ez a hatodik tétel.

1.3.1. Definicié. Legyen (22, &, 1) projektiv (vagy affin) sik. A (', &, 1) har-

mas részsik, ha projektiv (vagy affin) sik és
(i) ' C P;
(ii) & C &;

(Z'l'l) [, - I |<a/z/><g/,

Példa. A testtel koordinatazott sikokat vessziik szemiigyre. Legyen K tetszoleges
test és tekintsiik a PG(2, K) projektiv sikot. A pontok a K feletti vektortér egydi-
menzios alterei. Rogzitsiink egy bazist a térben. Egy alteret egy 0 # v = (x1 : xo :
x3) vektorral generdlhatunk. Ez egy pontot reprezentdl a PG(2,K) sikon. Persze
a Av = (Ax; : Azg 1 Azz), K 5 X # 0 vektor is ugyanazt az alteret generdlja, és
igy ugyanazt a pontot reprezentdlja. Az (1 : xo : x3) felirdst a pont homogén
koordindtainak nevezziikk. Normdlt koordindtahdrmas ha az utolsé nem nulla ko-

ordindta 1. Az egyenesek a K feletti vektortér kétdimenzids alterei. Oket az



ortogonalis kiegészitd altér egy generald vektordanak homogén koordinatéival rep-
rezentdljuk. Jelolésben: 0 # u = [ug @ ug : ug] (Au = [Aug @ Aug : Aug], K3 A #0
ugyanazt az egyenest reprezentdlja). Az (x1 : o : x3) pont és az [ug : us : ug]

egyenes illeszkednek, ha
3
Z Tiju; = 0.
j=1
Ha F C K, akkor PG(2,F) C PG(2,K). Ez példa részsikra. [

Tekintsiik a PG(2,R) € PG(2, C) projektiv sikokat. Az egyszeriiség kedvéért a
tovabbiakban a részsikot kicsi siknak, a tartalmazdé sikot nagy siknak nevezziik. A
nagy sik egy egyenesének vajon hany pontja esik a kicsi stkba? Azaz ha [ug : us : us]
tetszOleges egyenes, akkor ezen mikor van a valds sik egy (x; : x5 : x3) pontja?
Legyen u; = a;+1b; (j = 1,2,3, aj,b; € R). Az (21 : x5 : x3) pont pontosan akkor

van az [up : ug : uz] egyenesen, ha

3 3 3 3
ijuj:O@ij(aj_Fjbj):0{:}2513]'@]':0 és ZZC][)JZO
j=1 j=1 j=1 j=1

Azaz az (x1 : x9 : x3) pont illeszkedik az a = [a; 1 az : ag] és a b = [by : by : by]
valds sikbeli egyenesekre (itt persze egyik egyenes sem lehet [0 : 0 : 0] alakd, de ez
feltehetd, mert kiilonben nyilvdnvalé lenne a vélasz az eredeti kérdésre). Két eset
van: a és b egybe esnek vagy egyetlen pontban metszik egymast. A masodik eset

azt jelenti, hogy a
3 3
ZI]‘CLJ' =0 és ijbj =0
i=1 j=1

egyenleteket (homogén értelemben) egy (z7 : o : x3) kicsi sikbeli pont elégiti ki.
Tehat ilyenkor a nagy sikbeli egyenesnek egy pontja esik a kicsi sitkba. Nézziik
az els6 esetet: a és b egybe esnek. Ez azt jelenti, hogy a; = A\b; (j = 1,2,3,
R > X #0), azaz

U]:aj—Flb]:)\b]‘{'lbj:(/\—Fl)bj

Ez azt jelenti, hogy [u; : ug : ug] és [by : by : b3] ugyanazt az egyenest reprezentaljak
a PG(2,C) sikban. Minden koordinatédja valds: a PG(2,R) sik egyenese ez, illetve
annak kiterjesztése a PG(2, C) sikra.
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1.3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy valamely n-edrendi projektiv siknak van m-edrendi

részsikja. Ekkor két eset lehetséges:

2

(i) n = m* és ekkor a nagy sik minden egyenesének van kézos pontja a kicsi

sikkal;

(ii) n >m*+m=m(m+1).

Példa. PG(2,q) € PG(2,¢?), itt n = m?. s

Tétel bizonyitasa. A nagy sik egy egyenese a kicsi stkot 0, 1 vagy m + 1
pontban metszi. Ha két kiillonb6z6 pontban metszené, akkor 6 a kicsi sikban is
egyenes (megszoritva): a két pontot 6sszekotd egyértelmi egyenes. Mivel a kicsi
stk m-edrend{i, igy ilyenkor ennek az egyenesnek m + 1 pontja van a kicsi sikban.
Tehat valéban csak a felsorolt harom eset lehetséges. A kicsi stkot 0, 1 illetve m+1
pontban metszo egyenest rendre elkerulo, érintd és szelo egyenesnek hivjuk.
Legyen P a nagy sik olyan pontja, ami nincs a kicsi sikban. Jeloljik e, t és s
betiikkel a P-n d4tmend, a kicsi sikot elkertiilo, érinto és szel6 nagy sikbeli egyenesek

széamat. Figyelembe véve, hogy a kicsi stknak m? + m + 1 pontja van,
i) m*4+m+1=0-e+1-t+(m+1)-s.

Az n-edrendii nagy sikban minden ponton és igy P-n is n+ 1 egyenes megy at, igy
(i) n+1=e+t+s.

A nagy sikban barmely két egyenesnek egy metszéspontja van (mert projektiv sik).
Mivel a szelok P-ben metszik egymast, igy a kicsi sikban méar nem metszhetik
egymast. De ezek a kicsi sikra megszoritva, a kicsi sikban kellene hogy messék
egymast, mert az is projektiv sik. fgy legfeljebb egy szel6 lehet, azaz s = 1 vagy
s =0.

Nézziik elészor az s = 1 esetet. Az (i) egyenlet szerint ekkor ¢ = m?. Ezt és a
(i) egyenletet haszndlva n + 1 =e +m? + 1, azaz n = e + m?. Ha e = 0, akkor a
nagy sik minden egyenesének van kozos pontja a kicsi sikkal és n = m?. Ha e # 0,
akkor vegyiink egy f elkeriilo egyenest. A kicsi stk minden egyenesének a nagy
sikra kiterjesztettje kiilonbozo pontban metszi f-et. Ha lenne két egyenes amik

ugyanott metszik, akkor a nagy sikban (és igy a kicsiben is) ez lenne az egyértelmi
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metszéspontjuk. Mivel a kicsi sik is projetiv, igy muszaly hogy ez a metszéspont 6
benne legyen, ami nem lehet mert f elkertild. Tehat a kicsi sik egyenesei legfeljebb
annyian vannak mint ahdny pontja van az f elkeriil6 egyenesnek. A kicsi siknak
m?+m+ 1 egyenese van, az f-nek n+ 1 pontja van, igy m?>+m+1 < n+1, azaz
n>m?+m=m(m+1).

Nézziik a mdsik esetet: s = 0. Az (i) egyenlet szerint ekkor t = m? +m + 1.
Ezt és a (ii) egyenletet haszndlva n + 1= e+ m? +m + 1, azaz n = e + m? + m.
Mivel e > 0, {gy n > m? +m =m(m + 1). |

1.3.2. Definicié. Az n-edrendd sik \/n-edrendi részsikjdat Baer-részsiknak ne-

vezzik.

1.4. Magasabb dimenzids projektiv terek

A vizsgatematikdban ezt a masodik tételhez kéri.

1.4.1. Definicié. Legyen K test. A PG(n,K), n-dimenzids projektiv teret a
kéovetkezéképpen kapjuk. Legyen V' egy (n + 1)-dimenzids vektortér a K test felett.
A PG(n,K) tér k-dimenzios alterekbdl dll, a k-dimenzios alterek éppen a V

(k 4+ 1)-dimenzids alterei.
Axiomatikusan:

1.4.2. Definicié. A (£, 1, %,...,%n) (n+ 3)-as n-dimenzids projektiv
tér, ha az -k a & részhalmazainak csalddjai (az . elemeit i-dimenzids alte-

reknek nevezziik) és teljesilnek a kévetkezdk:

1) S_1-nek egy eleme van: az ires halmaz (D);

2) So-nak | 2| darab eleme van: a P egyelemi részhalmazai;

3) Sn-nek egqy eleme van: a teljes &2 halmaz;

4) hai# j, akkor ;N =0;

5) alterek tetszdleges csaladjdnak metszete altér (tetszéleges szamossdgra);

6) az eléz6 alapjin definidljuk tetszdleges ponthalmaz dltal generdlt alteret;
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7) a dimenzid axioma: tetszéleges Wy és Wy alterekre dim Wi+dim Wy = dim(WiN
Wy) + dim((Wy, Wa)) ("dimenzié formula”);

8) létezik n+ 2 dltaldnos helyzetii pont (semelyik n+ 1 nincs egy altérben).

Megjegyzés. Kideril, hogy minden n > 3 dimenzids projektiv tér elddllithato az

elso definicioban elmondottak szerint.
1.4.1. Tétel. Minden n > 3 dimenzids projektiv térben igaz Desargues tétele.

Az eléadason elhangzott a tétel bizonyitasa, de mivel a tematikaban nem sze-
repel, igy nem kell tudni a vizsgan.

Megnézzitk még PG(3, ¢) kombinatorikus tulajdonsagait. A GF(q) test feletti
négydimenzids vektortérben ¢* elem van. Megszamoljuk az egydimenzids alterek
szadmat (ami éppen a pontok szama PG(3,¢)-ban). Egy egydimenzids alteret 1
vektor generdl, amit (¢* — 1)-féleképpen véalaszthatunk (a O vektort nem). Egy
egydimenzids altérben ¢ vektor van, ezek koziil a 0 vektort kivéve mindegyik ge-

neralja Ot. fgy Osszesen

4

qg - —1
qg—1

kiilonboz6 egydimenzids altér van, és igy ennyi pont van PG(3, ¢)-ban. Hasonl6

=¢+¢+q+1

gondolatmenettel lathato, hogy

(=D’ —q (=D -1 — (¢ +1) (P +q+1)

(@-1(@-q9 (-1)(q-1)

kiillonbozé kétdimenzids altér van, és igy ennyi egyenes van PG(3,¢q)-ban. A

stkoknak a haromdimenzids alterek felelnek meg, ezeket ortogonalis kiegészitokkel
(egydimenzids alterek) megszamolva arra jutunk, hogy ugyanannyi sik van, mint
pont: ¢®+q¢*>+q+1. A dualitds most a kivetkezdképpen érvényesiil: a pontoknak
a sikok, az egyeneseknek az egyenesek felelnek meg.

Egy egyenesen g+ 1 pont van (egy kétdimenzids altér ennyi egydimenzios alteret
tartalmaz). Egy sikban ¢® + ¢ + 1 pont van (egy haromdimenziés altér ennyi
egydimenziés alteret tartalmaz).

Megszamoljuk még az egy egyenesre illeszked6 sikok szdmat (ami a dualitds
miatt megegyezik az egy egyenes altal tartalmazott pontok szamaval). Egy ilyen

stkot meghataroz az egyenes g+ 1 pontja és egy tovabbi sikbeli, az egyenesen nem
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16v6 pont. Az egyenes ¢ + 1 pontja mellé (¢*> + ¢*> + ¢ + 1) — (¢ + 1) tovabbi
pont koziil vdlaszthatunk egyet. Mivel egy sikban ¢* + ¢ + 1 pont van igy ¢*(=
(> +q+1)—(¢g+1)) pont fogja ugyanazt a sikot adni. Tehdt egy egyenesre

@+ +q+1)—(¢+1)
q2

sik illeszkedik.

1.5. Ivek, teljes ivek

A vizsgatematikdban ez a harmadik tétel.

1.5.1. Definicié. Egy projektiv vagy affin sikon valamely k pontbdl dllo ponthal-

mazt k-tvnek nevezink, ha semelyik hdrom pontja nem kollinedris.

Egy egyenes az ivhez képest lehet elkerilé (nincs kozos pontjuk), érintd (egy
koz6s pontjuk van) és szeld (két kdzos pontjuk van).
A k-iv teljes, ha nem része (k + 1)-fvnek. Mit mondhatunk egy (teljes) iv

méretérol? Eloszor alsé korlatot adunk.
1.5.1. Allitas. Barmely teljes k-iv szeloi tartalmazzdk a sik 0sszes pontjdt.

Bizonyitas. Indirekt bizonyitunk. Legyen P olyan pont, melyet a K teljes k-iv
egyetlen szeléje sem tartalmaz. Ekkor a LU {P} ponthalmaz (k + 1)-iv és tartal-

mazza a teljes k-iviinket, ami a teljesség definicidja miatt lehetetlen. ]

1.5.2. Kovetkezmény. Ha K teljes k-iv az n-edrendi projektiv sikon, akkor k >

V2n.

Bizonyitas. A teljes k-iven k pont van. A szelOk szama: (g) Minden szelén a
sitknak n 4+ 1 pontja van, 2 ezek koziil a teljes k-1v valamelyik k£ pontja kozil keriil
ki, tehat a sikon legfeljebb

k+<§) ((n+1)—2):k—i—(§) (n—1)
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pont van. Pontosan is tudjuk a pontok szamét: n? +n + 1, igy k + (g) (n—1)>

n2+n+1. Azaz
k(k— 1)

2
(B—n)k+(n—1)k*>2n%+2n+2.

k + (n—1)>n*+n+1,

Mivel
B-n)k+n-DE<B-n)k+nk>—k=3—(n+1)k+nk* <nk?

és 2n? +2n + 2 > 2n?, igy nk? > 2n?, azaz k > /2n. m

Megjegyzés. Léteznek konstrukciok /nlogn (c > 0) elemszamai teljes fvre, de

cy/n elemszamaira nem ismert ilyen.
Fels6 korlatot ad egy iv méretére a kovetkezo tétel:

1.5.3. Tétel (Bose). Ha K k-iv az n-edrendi projektiv sikon, akkor

n+1, han pdratlan;
k< P

n+2, han pdros.

Bizonyitas. Legyen R a K egy pontja. Az R-en &t pontosan n + 1 egyenes
megy, mindegyik legfeljebb tovabbi egy pontot tartalmaz a K pontjai kozil. fgy
k <1+(n+1) = n+2. Ez az okoskodés paratlan n esetén is igaz, de ott az n+ 1-es
fels6 korlat is elérheté: megmutatjuk, hogy nem létezhet (n + 2)-iv, ha n paratlan.
Barmely (n + 2)-iv esetén, egy P pontjan d&tmend egyenes kell, hogy egy masodik
pontban is metssze az ivet (azaz ilyenkor nincs érinté). Ez azért van igy, mert P-n
pontosan n + 1 egyenes megy at és P-nek az iv tovabbi n + 1 pontjaval vannak
egyértelmii Osszekotd egyenesei (a (P1) axiéma miatt). Legyen @ olyan pont, ami
nincsen rajta K-n. Minden @-n atmend egyenes vagy szel6 vagy elkertilé. Tehét
K elemszama a szel6i szamanak kétszerese, azaz n + 2 paros szam, ami ellentmond

annak, hogy n pératlan. [

Bose tétele éles a PG(2, q) sikon: konstrudlunk egy (¢ + 1)-ivet. Tekintsiik a
{(t:t*:1) ]|t € GF(¢)}U{(0:1:0)} paraboldt PG(2,¢)-n (az elsé halmaz éppen

egy parabola az AG(2, q) affin sikon, a masodik halmazban 1évé pont az & idedlis
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pontja). Megmutatjuk, hogy 6 (¢ + 1)-iv. Nyilvdn ¢ + 1 pontja van, azt kell
leellendrizniink, hogy semelyik harom pontja nem kollinearis. Nézziik eldszor az
affin pontokat. A (¢; : t2: 1) (i = 1,2,3) pontok pontosan akkor kollinedrisak, ha

t 21
ty t2 1

Mivel ez egy Vandermonde-determindns, igy nem nulla ha ¢; # t; (i # j). Ha az

egyik az idedlis pont akkor pedig

ty 201
ty t2 1 |=ty—ty,
0 1 0

ami nem nulla, ha t; # ts.

Most megmutatjuk, hogy ha g péros, akkor ez a parabola kiegészithetd (q+ 2)-
ivvé. Eloszor megmutatjuk, hogy a parabolanknak minden pontjaban egyértelmii-
en létezik érintje. Mi lesz egy (¢ : t? : 1) pontbeli érint6? A (¢,t?) pontbeli affin
érint6 egyenlete:

o dt? 2

y—t :E(I—t):2t(x—t):>y:2tx—t .
Ez tetszéleges testen igy van (ahogy R-ben megszoktuk). Megmutatjuk, hogy a
parabolanak ezen nincs tobb pontja. Az ideélis pont nincs rajta (az az z = t-n

van). Egy (s, s?) affin pontra pedig
S=%s—t’ e (s—t)’=0as5=t.

Az idealis pont érintéje pedig az idealis egyenes. Ha ¢ paros, akkor 2tx = 0
("2 =107) igy az affin pontbeli érinték vizszintes egyenesek. A vizszintes egyenesek
idedlis pontja (1 : 0 :0). Ezen a ponton az idedlis egyenes is atmegy, tehat ¢ + 1
egyenes megy at rajta, vagyis az Osszes rajta dtmené egyenes éppen a PG(2,q)
sikbeli parabolank érint6i. Vegytik hozza a paraboldhoz ezt az (1 : 0 : 0) pontot,
igy kapjuk a (q + 2)-ivet.
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Példa. Konstrualunk ”kis méreti” teljes ivet a PG(2, ¢) sikon, ha ¢ = 3 mod 4
(ez Lucto LOMBARDO-RADICE konstrukcidja). Tekintsiik a

{(t : % :1) |t € GF(q) \ {0} négyzetelem} U{(0:0:1),(1:0:0),(0:1:0)}

ponthalmazt PG(2,¢)-n (az elsé halmaz egy négyzetelemekbdl allé hiperbola az
AG(2, q) affin sikon, a masodik halmazban 1évé pontok rendre: az origd, az x és y
tengely idedlis pontjai). Nevezziik az egyszertiség kedvéért 6t hiperbolanak. Meg-
%—iv. Egy ¢ elemii testben Q;zl négyzetelem van (g paratlan!),
igy a hiperbolanknak tényleg q;—l +3 = q;r—5 pontja van. A paraboldhoz hasonld

mutatjuk, hogy 6

szamolas mutatja, hogy az affin sik hiperbolajanak egyetlen pontharmasa sincs egy
egyenesen, semelyik idedlis ponttal nincs két affin pont egy egyenesen, 2 idedlis és
egy affin pont sincs egy egyenesen. Az origd, egy idealis pont és egy affin pont
sincs egy egyenesen. Marad az origd és két affin pont esete.

PR
bou oty o
t2 t_ = — — — =
2 la 4
0
Ez pontosan akkor nulla, ha t? = 2 azaz t; = ty vagy t; = —t,. Ez utébbi viszont
nem lehet, mert akkor i—; = —1 négyzetelem lenne (négyzetelemek hanyadosa is

négyzetelem), de ¢ = 3 mod 4 esetén a —1 nem az.

Meg kell még mutatnunk, hogy 6 teljes iv. Azt kell belatnunk, hogy a szel6i
lefogjak a sikot, azaz a sik minden pontjan &t megy a hiperboldnak szel6je (igy
nem tudunk hozzdvenni pontot az {v-tulajdonsig elrontdsa nélkiil). Az idedlis
pontokon atmegy a hiperbola két idedlis pontjat tartalmazé idedlis egyenes mint
szel6. Az (a,b) = (a : b: 1) affin pontokat kell megnézniink. Négy esetre bontjuk
a problémat:

(i) Haa-b = 0, akkor az origdt az egyik idedlis ponttal &sszekoté egyenes (szeld)

jo lesz.

(ii) Ha a négyzetelem, akkor a (0:1:0) ésaz (a: L :1) ponton 4tmend egyenes
(szeld) jo lesz.

(iii) Ha b négyzetelem, akkor az (1:0:0) ésa (b: 1 : 1) ponton 4tmend egyenes

(szeld) jo lesz.
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(iv) Ha egyikiik sem négyzetelem, akkor kossiik 6ssze a (0, 0) origdt az (a, b) pont-
tal. Megmutatjuk, hogy ez metszi a hiperboldankat egy origétdl kiillonbozé
pontban. Az egyenes egyenlete y = Zx, ahol g négyzetelem (nem négyzetele-
mek (mas néven kvadratikus nemmaradékok) szorzata és hanyadosa négyzet-
elem (mds néven kvadratikus maradék)). Tehdt az y = ma ds y = + egyen-

letek egy kozos o négyzetelem megoldéasat keressiik, ahol m négyzetelem.

1\2
= — = (—) =k’ = o =+k.

m

Szerencsénk van, mert k és —k koziil pontosan az egyik négyzetelem (ha
mindketté az volna, akkor a hanyadosuk (—1) is az lenne). Tehdt van egy

metszéspont.

Ezzel a konstrukciot is befejeztiik. &

1.6. Ovalisok, focibajnoksagok

A vizsgatematikdban ez a negyedik tétel.
1.6.1. Definicié. Az n-edrendi sikon egy (n + 1)-iv neve ovdlis.

1.6.1. Allitas. Egy O ovdlisnak minden pontjaban egyértelmiien létezik érintd

egyenese.

Bizonyitas. Legyen P € O. A P-n n+ 1 egyenes megy at. Ezek koziil n az ovalis
t6bbi n pontjaval koti dssze P-t (a (P1) axidma miatt). A maradék egy egyenes

lesz az érinto. ]

1.6.2. Allitas. Ha n pdratlan, O ovdlis valamely n-edrendi sikon, akkor "("2“)

n(n—1)
2

ponton dat pontosan 2 érintdje megy O-nak (kilsé pontok), ponton dt pedig

nem megy érintdje (belsé pontok).

Bizonyitas. Legyen P € O. Legyen K; # P olyan pont, amely rajta van a P-
beli érintén. A Kj-en dtmend egyeneseket osztalyozzuk az ovalishoz val6 viszonyuk
szerint: e darab elkeriilo, t darab érint6 és s darab szel6 egyenes megy at Ki-en.

Nyilvan az ovalis Osszes pontjaran+1=0-e+1-t+ 2 - s igaz. Mivel n + 1 és
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2s péros, igy t paros. t = 0 nem lehet, mert K egy érintén van rajta (a P-belin),
igy Ki-en at legalabb 2 érinté megy at. A P-beli érintén a P-n és a K;-en kiviil
még n — 1 pont van: Ko, ..., K,. Az iménti okoskodast megismételve azt talaljuk,
hogy az 6sszes K;-n at legalabb 2 érint6je megy O-nak. Az el6z6 allitas szerint az
O-nak minden pontjaban egyértelmiien létezik érintéje, tehat n + 1 darab érinto
van. A P-belitdl kiilonbozé tehat csak n darab. Mivel P-n kiviil ugyanennyi pont
van az érintén, igy a skatulya-elv szerint a K;-n pontosan 2 érinté ment &t (és a
tobbi K-n is). Osszesen n+1 érinténk van, mindegyiken n olyan pont amin 4t két
érinté megy. Ez n(n + 1) pont, de mindenkit két érintén szamoltunk, igy dsszesen
w kiils6 pont van.

A bels6 pontok szamat megkapjuk, ha a sik 0sszes pontjainak szamabdl levon-

juk az ovalis pontjainak szamat és a kiilsé pontok szamaét:

(n2+n+1)—(n+1)—n(n2+1) :n(nQ— 1)7

ahogy azt allitottuk. [

1.6.3. Allitas. Elkerild egyenesen "TH kiilsé és ugyanennyi belsé pont van. Szeld

n—1 71.1.2 2 . P
egyenesen "= kiilsé és ugyanennyi belsé pont van.

Bizonyitas. Ha egy elkeriil6 egyenesen k kiilsé pont van, akkor az ezeken atmeno
érintok szama 2k. Masrészrol ezek szama n + 1, azaz k = ”TH A belsé pontok
szama az egyenes 0sszes pontjainak szama és a rajta 1évo kiilsé pontok szamanak
kiillonbsége: (n+1) — "T“ = ”T“ Ha egy szel6 egyenesen k kiils6 pont van, akkor
n—1

az ezeken dtmend érintdk szama 2k +2. Masrészrdl ezek szdma n+1, azaz k = "5~

A rajta 1évo belsé pontok, a két metszéspont és a kiilsé pontok alkotjak az egyenes

n + 1 pontjat, igy a bels6é pontok szama: (n+1) —2 — ”T_l = "T_l |

1.6.4. Allitas. Ha n pdros, O ovdlis valamely n-edrendi sikon, akkor O érintdi

egy ponton mennek dt (O magpontja).

1.6.5. Kovetkezmény. Pdros rendi sikon az ovdlisok nem teljes ivek (kiegészit-
hetdk (n + 2)-1vvé).

Allitas bizonyitdsa. Legyen P ¢ O. A P-n dtmend egyeneseket osztalyozzuk az

ovalishoz val6 viszonyuk szerint: e darab elkeriild, ¢ darab érint6 és s darab szeld
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egyenes megy at P-n. Nyilvan az ovalis osszes pontjaran+1=0-e+1-t+2-s
igaz. Mivel n + 1 paratlan és 2s paros, igy t paratlan. Kovetkezésképpen a sik
minden pontjan &t megy az ovélisnak legaldbb egy érint&je (P ¢ O esetén most
lattuk, @ € O esetén pedig a @Q-beli érinté j6 lesz). Tegyiik fel indirekt, hogy nem
mennek at egy ponton az érinték. Akkor van e, f és g érint6é akik hdaromszoget
alkotnak. Az e-n van n + 1 pont, f-en tovabbi n (1 kozds e-vel) és g-n tovabbi
n — 1 pont van (1 kézos g-vel és egy masik f-fel). A maradék n — 2 érinté egyenes
mindegyike legfeljebb n — 1 ezektdl kiillonboz6 pontot tartalmazhat még. Mivel a

stk Osszes pontjan at ment érinté igy a sikon legfeljebb
n+1)+n+n-1D+n—-2)-(n—1)=n*+2

pont van. Ez ellentmondds, mert ennél tobb van: n? +n +1 (n > 2). n

Kormérkdzéses focibajnoksagot szerveziink. Feltételek:
(i) péros sok csapat van;
(ii) minden csapat a masikkal pontosan egyszer jétszik;
(iii) fordulék vannak: minden csapat minden forduléban pontosan egyszer jatszik.

Ha n csapat van, akkor a feladat a kdvetkezd: az n csicsu teljes grafot ki kell
szinezniink (n — 1) szinnel gy, hogy minden csiicsban csupa kiilénboz6 szinii él
talalkozzon.

Tegytik fel, hogy 18 csapatunk van. 18 = 17+1 = 1642 (pératlan primhatvany
+1, péros primhatvény +2). A PG(2,16) és a PG(2,17) sikon is van 18-iv.

Els6 konstrukcié. A PG(2,16) sikon vegyiink egy K 18-ivet. A csapatok legye-
nek a 18-1v pontjai: ICy, Ko, ..., Kis. Legyen e a IC-t elkeriilo egyenes, fi, fo, ..., fi7
az 6 pontjai (ezek a forduldk). A beosztés a kovetkezd: a K; és KC; csapatok pon-

tosan akkor jatszanak egymassal az f; forduléban, ha K;, K; és fi kollinedrisak.

Masodik konstrukcié. A PG(2,17) sikon vegyiink egy I 18-ivet. Legyen
e a K-t az E pontban érinté egyenes. A csapatok legyenek a 18-iv pontjai:
K1, Ko, ..., Ki7, E. A forduldk legyenek az e-nek E-t6l kiillonbozé pontjai: fi, fo,
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.., fir. A beosztas a kovetkezé: ha KC;, K; # E, akkor a K; és K; csapatok pon-
tosan akkor jatszanak egymdssal az fj, forduléban, ha K;, K; és fi kollinedrisak.
Az E és K, csapatok pontosan akkor jatszanak egymaéssal az f; forduléban, ha az

fi-t és K;-t 0sszekotd egyenes érintdje K-nak.

Harmadik konstrukcié. Legyen 2k csapatunk. Vegytlink fel egy szabdlyos
(2k — 1)-szoget és a kozéppontjat. Szamozzuk meg a csucsokat 1-t6l (2k — 1)-
ig, a kozéppontot jelolje 0. Az els6 fordulé a kovetkezé parositds szerint torténik:
kossiik Ossze az 1-es cstcsot a 0-sal. Erre merdleges egyenesekkel allitsuk parba a

tobbi csapatot. A kovetkezo forduldt az egyenesek eggyel elforgatasdaval kapjuk.

1.7. Segre tétele
A vizsgatematikdban ez az otodik tétel.

1.7.1. Tétel (Segre'). Ha q pdratlan, akkor a PG(2,q) sikon minden ovdlis meg-

egyezik eqy irreducibilis mdsodrendi gorbével (néha kiupszeletet mondunk helyette).

Bizonyitas. Legyen O ovilis. Viélasszunk rajta 3 kiilonb6z6é pontot és hiizzuk be
a pontbeli érintoket, illetve a pontokat 6sszekoto egyeneseket. Kapunk egy koriilirt

és egy beirt haromszoget (1.4 dbra).

1.4. dbra. Az O ovdlis korilirt és eqy beirt hdromszoge.

Megmutatjuk, hogy két ilyen haromszog pontra nézve perspektiv. Ez pontosan
azt jelenti, hogy az 1.5 abran behtzott egyenesek egy pontban metszik egymast

(ezt a pontot * jeloli).

'Ejtsd: Szegré



20 20

1.5. abra. A két hdromszog pontra nézve perspektiv.

Bevezetjiik az 1.6 abran lathato jeloléseket: P; az ovalis maradék ¢ — 2 pontja
kozilegy (1 = 1,2,...,¢—2). Az E; pontok mellett az § homogén koordinatézasuk
lathat6. Azt kell belatnunk, hogy az F; E; egyenesek egy pontban metszik egymaést.
Meghatarozzuk az E;P; egyenesek egyenletét. A j = 1 esetben E)P; egyenlete
legyen nyxy 4+ nows + naxs = 0. Itt ny = 0 kell legyen, mert £ = (1:0: 0) rajta
van. Az ny nem nulla mert az E; = (0 : 1 : 0) pont nincs rajta az egyenesen (ha
rajta lenne, akkor az ovélisnak hdrom pontja volna egy egyenesen, ami nem lehet).
gy 5 = ayz5 alakd az By P; egyenes egyenlete. Hasonlé okoskodds mutatja, hogy
az Fs P; és F3P; egyenesek egyenletei rendre x3 = ;1 és x1 = ;x5 alakiiak. Ugyan
ilyen meggondolasokkal az Ey, F és F3 pontokon atmeno érintok egyenletei rendre

Ty = t1[L’37 T3 = tgl’l és I = tg.ZUQ alakuak.

E,(1:0:0)

1.6. abra. Jelolések.

Készitsiink tabldzatot az egyiitthatokrdl (1.1 tablézat)!

A X jel azt jelenti, hogy Gsszeszorozzuk a sorok illetve oszlopok elemeit. Tehat:
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adddik, a bekeretezett: titot3 = —1. Valoban:

0 1 —Q
-8 0 1 |=1-apfm,
1 —%Yi 0

masrészrol a Ceva-tétel szerint ez a determinans 0 a kollinearitds miatt. Ebbdl

kapjuk, hogy «;f;7; = 1.
O Bi Vi X

P (€3] B 71 1
P, Qg B2 V2 1

Pq—2 Qg2 Bq—? Yg—2 1

ti tr | ta | ts

x | -1 -1]-1] 1

1.1. tablazat. Az egyutthatok tabldzata.

Most megmutatjuk, hogy minden oszlopban minden nemnulla testelem éppen
egyszer fordul el6. A Wilson-tétel szerint ezek szorzata éppen —1, ahogy azt
allitjuk. Nézziik példaul az els6 oszlopot. Ha o; = «; (i # j) volna, akkor E; P,
és EP; ugyan az az egyenes volna, és igy az ovalisnak lenne héarom kollinearis
pontja. Ha t; = a; volna, akkor P; rajta volna az Fi-beli érintén, de azon csak
az ovalis F; pontja van. Ha a; = 0 volna, akkor x5 = 0 egyenletiink lenne, amin
Ej is rajta van, tehat az ovélis hdrom pontja (E;, E3 és P;) kollinearis lenne. Ha
t;1 = 0 lenne, akkor ez nem az érinté volna. Készen vagyunk, a masik két oszlop
teljesen hasonléan megy. Kovetkezésképp:

titots = —1.

Ezekkel a t;-kel kifejezziik az Fy, Fy és F3 pontok koordinatait. Az F} az x3 =
toxy érintén van rajta. Feltehetd, hogy xo = 1, igy F} = (t3 : 1 : tot3) adddik.
Hasonléan Fy = (titg : t1 : 1) és F3 = (1 : t1ty : t3). Mivel E; = (1 : 0 : 0),
Ey,=(0:1:0)és E5=(0:0:1), igy lathatd, hogy az F| E; egyenes egyenlete:
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T3 = totsxe. Hasonldéan az FyFE, és F3F3 egyenesek egyenletei: x1 = titzrsg és
Ty = titexy. Azt akartuk latni, hogy ezek egy ponton mennek at, és ez valéban
teljesiil:

0 totg —1

—1 0 ity | = (tatats)’ — 1= (=1)> =1 =0.

tita —1 0
Legyen a kozos metszéspont E = (1 : 1 : 1) (megvélaszthaté igy a koordindta-
rendszeriink). Ez kielégiti az F| F; egyenes egyenletét: x5 = tot3ry, azaz 1 = tots.
Mivel t1tot; = —1, igy ¢; = —1. Hasonléan adddik, hogy t, = t3 = —1. Igy
Fi=(-1:1:1),F,=(1:—-1:1)és F3=(1:1:—1). Legyen P = (x1 : x5 : x3)
az O ovalis egy pontja (Ey, Eq, E5-t6l killonb6z6), u = [ug : ug : us] a P-beli érinté.
Az illeszkedés miatt

UIT1 + Uy + U3T3 = 0.

Bevezetjiik az 1.7 abran lathato jeloléseket. A Py Esy, P,E; és PF3 egy ponton men-
nek at az eléz6ek szerint (megint pontra nézve perspektiv haromszogeink vannak).

Meghatarozzuk ezeknek az egyeneseknek az egyenleteit.

1.7. abra. Jelolések.

Nézziik a P F, egyenest. P rajta van u-n és az Ej-beli érinton, aminek egy
koordinatézasa [0:1: 1] (mert £y = (1:0:0)). Tehat a PyEy = [y; : 0: y3), u és
[0:1:1] egyenesek egy pontban metszik egymdst (yo = 0, mert Ey = (0 : 1 : 0)
illeszkedik az egyenesre), igy

Uy Uz U3
0=[0 1 1 |=u (u2—us)+uys,
yi 0 ys
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amib6l y; = uy és yo = —(uy — u3z) = uz — uy j6. Tehdt a P, E, egyenes egyen-
lete uyzy + (uz — ug) x3 = 0. Ugyanigy adédnak a PE; és PFj egyenesek koor-
dindtazédsai: [0 : ug : ug — uy| és [—wo — x3 : 21 + 3 : 1 — 22]. Mivel 6k egy pon-
ton mennek &t (a Py Es, PoFEy és PF3), igy 0 =

U1 0 U3z — U2
0 Ug —uy +ug | = (U1 + up — us) (—uz (v2 + 3) — u1 (11 + 73)) .

—T9 — XT3 1+ XT3 Tr1 — X2

Az u; + us — uz tényez6 nem lehet 0, mert az azt jelentené, hogy F3 = (1 :
1: —1) rajta van u-n. De F3-on mar két érinté megy &t (egyik sem a P-beli) és
tudjuk, hogy ovéalishoz egy pontbdl 0 vagy 2 érinté hiizhaté (belso és kiilsé pontok).

Kovetkezésképpen a masodik tényezo 0 azaz
ug (T2 + x3) = uy (T1 + 3).

Most ugyanezt a gondolatmenetet végigjatszhatjuk a PF3 egyenes helyett a PF}
és PFy egyenesekkel, azt kapjuk, hogy

U9 (1‘1 + 372) = Usg (331 + 1'3),

uy (21 + 22) = uz (T2 + 3).

Egyik u; sem nulla, mert kiilonben valamelyik FE; rajta lenne u-n. Ez pedig azért
nem lehet, mert u a P-beli érint6 és P # E; a feltevés szerint. Ha x1+z5 = 0 volna,
akkor P rajta lenne az Fs-beli érinton, ami nem lehet, mert P # FE5. Hasonléan
kapjuk, hogy x; + x3 # 0 és x9 + x3 # 0. fgy
_w (x1 + x3) g — uy (1 + 22)
To+ x5 Ty + T3
azaz

up (v1 +x3)  ur (21 + T9)
To + T3 ' To + XT3

u=[uy :us:ugl = |u:
= [za+ x5 21+ 23 11+ 2.

Ha ezt beleirjuk az uix; + usws + uzrs = 0 Osszefiiggésbe, akkor rendezés utan azt

kapjuk, hogy P koordindatai kielégitik a

2 (ZEll’Q + ToT3 + IE1]I3) =0
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egyenletet. Fzt persze Ey, Fsy és E3 koordinatai is kielégitik. Mivel ¢ paratlan, igy

2 # 0. Ennek a gorbének a méatrixa

— = O
— O
O = =

aminek a determinansa 2 # 0. Tehat ¢ egy kozonséges irreducibilis méasodrend
gorbe. Felhasznalva, hogy méasodrendii gorbének ¢+ 1 pontja van, és O-nak is, azt

kapjuk, hogy ez a gorbe maga az O ovalis. [ ]

Péros rendii sikon nem igaz Segre tétele. Tegytik fel, hogy ¢ > 8 paros. Legyen
C mésodrendt gorbe ¢ + 1 > 9 ponttal. Legyen M a magpontja (az érintéi kozos
pontja) és legyen P € C tetszbleges. A (C\{P})U{M} # C ponthalmaz egy ovilis
és van b kozos pontja a C masodrendii gorbével. Egy méasodrendl gorbét 5 pontja

egyértelmiien meghataroz, tehat az ovalisunk nem lehet méasodrend gorbe.

1.8. Ovoidok és masodrendu feliilletek

A vizsgatematikdban ez a nyolcadik tétel.

1.8.1. Definicié. A PG(n,q) projektiv térben (n > 3) valamely k pontbdl allé

ponthalmazt stivegnek nevezink, ha semelyik hdarom pontja nem kollinedris.

1.8.2. Definicié. A PG(n,q) projektiv térben (n > 3) valamely k pontbdl dllo

ponthalmazt tvnek nevezunk, ha semelyik n + 1 pontja sem illeszkedik hipersikra.

[vre példa a kovetkezd ponthalmaz:
{1, t" ") | teGF () U{(0:0:0:...:0:1)}.

1.8.1. Allitas. Legyen q paratlan. A PG(3,q) projektiv térben eqy stiveg legfeljebb

q* + 1 pontot tartalmaz és ilyen van is.

Bizonyitas. Vegyiik az S siiveg tetszoleges két pontjat: A, B. Az AB egyenesre
illeszkedo tetszoleges sik ivben metszi a stiveglinket. Mivel g paratlan, igy egy ilyen

ivnek Bose tétele szerint legfeljebb ¢ — 1 pontja lehet még A-n és B-n kiviil. Mivel
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AB-re q+1 sik illeszkedik (kordbban lattuk, hogy PG(3, ¢)-ban egy egyenesre ¢+ 1
sik illeszkedik), igy
S| <24+ (g+1D)(g—1)=¢+1.

Az egyenloséget az elliptikus méasodrendu feliiletek mutatjak. [

1.8.3. Definicié. A PG(3,q) projektiv térben ovoidnak nevezzik a ¢*> + 1 ponti
stivegeket (pdros q-ra is definidljuk).

1.8.2. Allitas. Ha eqy sik eqy ovoidnak legaldbb 2 pontjat tartalmazza, akkor pon-

tosan q + 1 pontjat tartalmazza.

Bizonyitas. Legyen A és B az ovoid azon két pontja, amit a sik tartalmaz. Az
AB egyenesre éppen ¢+ 1 sik illeszkedik, ezek mindegyike legfeljebb tovabbi g — 1
pontjat tartalmazzdk az ovoidnak. De az el6z0 bizonyitasbeli egyenlotlenséget
megnézve muszaj mindegyiknek pontosan tovabbi ¢ — 1 pontot tartalmaznia, igy

az eredeti stkunk is pontosan ¢ + 1 pontjat tartalmazza az ovoidnak. [ |

Példa. Masodrendi feliiletek kozt keresiink ovoidot. Mésodrendii feliilet egyen-
lete: xAx ", ahol det A # 0 és A= AT. Példaul a gdmb esetében:

0

o O O =
o O = O
S = O O

-1

Projektiv térben is felithatjuk ezt az egyenletet: z? + z3 + 23 = z2. Ez vala-
mi ”gémbszeriliség” lesz. Megnézziik, hogy ennek hany pontja van PG(3,3)-ban.

Esetszétvélasztassal dolgozunk:

(i) @4 = 0. Ekkor 2z} + 22 + 22 = 0-t kell megoldanunk. Mivel 0% = 0 és
12 = 22 = 1, {gy lathatéan semelyik mésik koordindta nem lehet nulla. Ha
példdul feltessziik, hogy z3 = 1, akkor négy megoldést talalunk: (1:1:1:0),
(1:2:1:0),(2:1:1:0)¢és(2:2:1:0).

(ii) x4 # 0. Feltehetd, hogy x4 = 1. Ekkor hat megolddst kapunk: (0:0:1: 1),
(0:0:2:1),(0:1:0:1),(0:2:0:1),(1:0:0:1)és(2:0:0:1).
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Tehat a feliiletiinknek 10 pontja van, ami éppen 3% + 1 = ¢? + 1. Ellendrizhetd,

hogy semelyik harom pontja nem kollinearis, igy ez valéban ovoid. &

Megmutathatd, hogy még egy masodrendii feliilet van: z? + 22 = 22 + z3. Ha
diagonalizaljuk A-t akkor lathatd, hogy tobb feliilet nem lehet. Ez olyan feliilet,

ami a valés esetben minden pontjan at két egyenest tartalmaz, a gomb nem ilyen.

Legyen & egy ovoid. Az egyenesek lehetnek elkerilék (nincs kozods pontjuk
E-vel), érintdk (egy kozos pontjuk van E-vel) és szeldk (két kozos pontjuk van
E-vel).

" , . L. . , 2 4, 2
A szelok szama az ovoid pontpéarjainak szama: (q “) = ¢t

2 )
Mennyi érinté egyenese van? Legyen P € £. Tudjuk, hogy PG(3, ¢)-ban egy

ponton &t ¢* + ¢ + 1 egyenes megy. Ezek koziil ¢* szels (a P-t az £ tobbi ¢?
pontjaval 6sszekotd egyenesek). [gy P-n 4t (> +q+1)—q¢*>=q+1 érint6 megy.
[gy Gsszesen (¢> + 1)(¢ + 1) érintdje van az ovoidunknak.

Az elkerilé egyenesek szamat megkapjuk, ha az Osszes egyenes szamabol ki-
vonjuk a szel6k és az érinték szamaét:

2 2
(@ +1)(¢+q+1) - (q ;1> —(@+Dlg+1) = (q 2“)

Tehat ugyanannyi elkeriilé egyenes van, mint szel6 egyenes. Bijekcié adhaté meg
koztik: A P és R pontokon athaladé szelonek feleltessiik meg a P és R-beli
érintosikok metszetét mint elkeriilé egyenest. Nyilvan minden szelohoz egyértel-
milen létezik a metszet. Adott elkerillo egyenes esetén szeretnénk megmutatni,
hogy egyértelmiien létezik hozza szel6 egyenes. Legyen e elkeriil6 és tekintsiik az
e-re illeszkedd q + 1 sikot. Legyen s; az i-edik stk és az ovoid metszéspontjainak
szama (i = 1,2,...,q+1). Tudjuk, hogy ha egy sik legalabb 2 pontban metszi az
ovoidot, akkor pontosan ¢+ 1 pontban metszi 0t. fgy az s;-k értéke 0, 1 vagy g+ 1
lehet. Mésrészt s1 + o + -+ + 84 + Sg41 = ¢* + 1, {gy csak az lehet, hogy ¢ — 1
darab sik ¢ + 1 pontban metsz és 2 olyan van, ami egy pontban érint. Ezt a két
érintési pontot 0sszekoto szeld éppen az ami kellett.

Mennyi érintésikja van? Legyen P € £. Tudjuk, hogy PG(3, ¢)-ban egy pontra
q* + q + 1 sik illeszkedik. Felhasznaljuk azt a tényt, hogy egy ovoidnak barmely
héarom pontja kifeszit egy sikot. Meghatarozzuk a P-re illeszked6 metsz6 sikok

szamat. Egy metsz0 sikot P és az ovoid tovabbi 2 pontja fesziti ki. Tehat a
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maradék ¢ pontbdl kell valasztanunk. Mivel egy metszé sik ¢ + 1 pontban metsz
igy minden metsz6 sikot (g)—szér szamoltunk amikor a P mellé valasztottunk a

rajta 1évé maradék g pontbol kettét. A metszo sikok szama tehdt
2

(%)

()

Mivel P-re dsszesen ¢* + q + 1 sik illeszkedik, igy 1 érintésik van P-ben. Tehat az

=q¢" +q.

ovoidnak minden pontjaban egyértelmien létezik érintosikja. Végil meghatarozzuk

az Osszes metszo sikok szamat. Egy metsz6 sikot meghataroz az ovoidnak 3 pont-

q+1

3 )—SZOI"

ja, de egy metsz0 sik ¢ + 1 pontban metsz igy minden metsz6 sikot (
2+1
("5)

(*s)

metsz$ sfkja van az E-nek. Az érintésikokkal egyiitt éppen (¢ + ¢* + ¢ + 1)-nyien

szamoltunk, igy

=¢’+q

vannak, ami a tér osszes sikjanak szama. Igy minden sik vagy metsz6 vagy érinto.

1.9. Mobius sikok

A vizsgatematikdban ez a kilencedik tétel.

1.9.1. Definicié. A (£, %, 1) hirmast M&bius siknak nevezzik, ha & és K
két kiilonbozd halmaz (pontok és korék halmaza), I pedig egy illeszkedésnek

nevezett reldcio &2 x H -n, tovabbd teljesiilnek a kovetkezdé axiomdk:
(M1) bdarmely hdarom kiilonbozd ponthoz egyértelmien létezik rajtuk datmend kér;

(M2) barmely PR € &, k € & hdrmashoz egyértelmiien létezik a P-n és R-en

dtmend olyan k' kér, amelynek k-val csak a P a kizds pontja (1.8 dbra);

(M3) van 4 olyan pont amik nincsenek eqy kdron.

Példa. Mobius sikra keresiink példat. Elso otlet: vegytik az Euklideszi stk pont-
jait és koreit. Az (M1) axiéma teljesiil. Sajnos az (M2) axiéma nem mindig
igaz: ha R a k-nak a P-beli érint6jén van, akkor nincs megfelel6 & kor. Ha
hozzavessziik az egyeneseket is a korok halmazahoz, akkor ez a probléma meg-

oldédik. Ellenérizziik az (M2) axiémat az j kordkre is.
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1.8. abra. A Mébius sik mdsodik axiomdja.

Ha P-n atmegy egy e egyenes (mint kor) és R nincs rajta, akkor szerkeszthetd
olyan (nem egyenes jellegli) kor, amely atmegy R-en és e a P-ben érinti 6t. De
jo lesz a P-t R-rel 0sszekoto egyenes is. Séril az egyértelmiiség. Vegyiink hozza
a pontokhoz egy (0o0) pontot. Ez a pont illeszkedjen minden régi egyenesre, de ne
illeszkedjen egyetlen korre sem. fgy mar valoban Mdébius sikot kapunk, amit iigye-
sen is ellendrizhetiink: vegyiink egy gombot, amit a sikunk egy D-vel jelolt déli
pontban érint. Legyen N az északi, atellenes pont. Visszafelé hajtjuk végre a szte-
reografikus projekciét: a korok és az egyenesek korokbe mennek a gombfelszinen.
A pontok pontokba, a (co) pedig N-be. &

1.9.1. Allitas. Tekintsink eqy gombot a hdaromdimenzios Fuklideszi térben. Ne-
vezziik pontoknak a gomb pontjait, koroknek a gombfelszinen lévd koroket. Ldssuk

el a két halmazt a természetes illeszkedéssel. Ekkor Mobius sikot kapunk.

Bizonyitas. Az (M1) axiéma teljesiil: a harom pontra illesztett egyértelmii sik
gombbel vett metszete a megfelelé kor. Az (M3) nyilvanvaléan igaz. Az (M2)
axioma: legyen P és R két pont a gombon, £ egy, a P-t tartalmazo, R-et nem
tartalmazé kor. Vegyiik a gomb P-beli érintosikjat, és ebben a k koriinket érint6

e, egyenest. Az ep-t és az R-et tartalmazo sik gombbel vett metszete lesz a j6 k'. m

1.9.2. Allitas. Tekintsiink egy £ ovoidot a PG(3,q) térben (q pdratlan). Nevezziik
pontoknak az £ pontjait, koroknek az & metszeteit ¢ + 1 pontban metszo sikokkal.

Lassuk el a két halmazt a természetes illeszkedéssel. Ekkor Mdbius sikot kapunk.

Bizonyitas. Az (M1) axiéma teljesiil, mert £-nek nincs harom kollinedris pontja,

igy barmely harom pontja egyértelmiien meghataroz egy sikot, ami az £-t ¢ + 1
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pontban metszi (ami a definicié szerint most egy kor). Az (M2) axiéma: Legyen
P és R két kiilonbozo pontja az ovoidnak. Legyen k egy olyan metszo sik, ami
P-t tartalmazza, de R-et nem (definici6 szerint ez egy P-t tartalmazé, de R-et
nem tartalmazé kor). Az ovoidunknak egyértelmiien létezik érintésikja a P-ben,
az érintésikban a k-t (mint kort) érinté e egyenes is egyértelmii. Az e-re illeszkedd
sikok — az érintdsikot kivéve — g + 1 pontban metszik az £ ovoidot. Ezek a de-
finicié szerint korok. Mivel ezek a sikok particiondljak a teret, igy van egy olyan
k', ami R-et is tartalmazza. Taldltunk egy R-et és P-t tartalmazo6 k' kort. Be kell
latnunk, hogy k-nak és k’-nek csak P a kozos pontja. Ha lenne még egy kozos @
pont, akkor mindkét sik tartalmazna e-t és -t is, de akkor megegyeznének. Végiil
be kell latnunk, hogy nincs tobb ilyen kor. Ezek az e-t nem tartalmazé sikok, egy
ilyen valamely f egyenesben metszi a k sikot. Ez az f dtmegy P-n, de nem érint6
(az egyértelmii: e), igy metszi egy masik M pontban a k sikot (kort), tehat nem

tesz eleget az (M2) axiémanak. Az (M3) axiéma nyilvanvaléan teljesiil. |

Megvizsgéaljuk ennek a siknak a kombinatorikus tulajdonsagait. A pontok
szama £ pontjainak szama: ¢® + 1. A korok szdma a metszd sikok szama: ¢> + q.
Minden korre g 4+ 1 pont illeszkedik. Tudjuk hogy egy ovoid P pontjan at ¢ + ¢

az ovoidot metszd sik van, igy a Mébius sikunkban minden ponton &t ¢? + ¢ kor

megy.

1.9.3. Lemma. Legyen (2, %, 1) Mébius sik. Legyen P tetszbleges pontja, Hp
a P-n dtmend korok halmaza. Ekkor (22 \ {P},#p,1I) affin sik (a Mébius sik

derivdlt sikja).

Bizonyitas. (A1) teljesiil: vegyiik két kilonbozé @, R pontjat a (Z\{P}, #p,I)
siknak. Ha P-t hozzavessziik a sikhoz, akkor egyértelmiien létezik olyan kor,
ami P, (@), R-t tartalmazza. Most hagyjuk el P-t. A kor éppen a ), R pontpart

0sszekoto egyértelmii egyenes.

(A2) teljesiil: Legyen R és k nem illeszkedd pont-egyenes par. Vegyiik hozza P-t
a sikhoz. Az (M2) axiéma miatt egyértelmiien van olyan k' kor, ami R-t és P-t
tartalmazza és k-val csak P a kozos pontja. Hagyjuk el P-t. Ekkor k' az R-en

atmeno, a k-t nem metsz6 egyenes.

(A3) teljesiil: Tegyiik fel, hogy nincs hdrom &ltaldnos helyzetii pont. Ez azt je-
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lenti, hogy barhogyan is valasztunk az eredeti sikban harom, a P-tdl kiilonbozo
pontot, van 6ket és a P-t tartalmazd kor. Vegylink tetszoleges négy pontot az
eredeti stkon: A, B,C, D. Az indirekt feltevés szerint vannak olyan P € K, K,
korok, amelyekre A, B,C € K, és A, B, D € K,. Ekkor A, B, P € K, K5, ami az
(M1) axiéma miatt azt jelenti, hogy K; = Ks. Tehat barmely négy ponthoz van

olyan kor, ami ket tartalmazza. Ez ellentmond az (M3) axiémanak. n

1.9.4. Tétel. Ha eqy Mobius sikon van olyan kor, amire n + 1 pont illeszkedik,
akkor

(1) a pontok szdma n?® + 1;

(11) a korok szama n® +n;
(7ii) minden kérre n + 1 pont illeszkedik;
(iv) minden ponton dt n* + n kor megy.

Bizonyitas. Legyen k az a kor amire n + 1 pont illeszkedik, és legyen P € k. Ez-
zel a ponttal végrehajtjuk a derivédlast: egy m-edrendi affin sikot kapunk. Ennek
n? pontja van, tehat az eredeti Mdbius sikon n? + 1 pont volt. Tovabba n? + n
egyenese van, tehdt P-n at n? + n kor ment az eredeti sfkon. Minden egyenesen
n pont van, ezek az eredeti stkon a P-n dtmend korok voltak, igy a Mobius sikon
minden P-n atmend koron n+ 1 pont van. Vegytink egy tetszoleges T' # P pontot
az eredeti sitkon és hajtsuk végre vele a derivalast. Mivel van olyan kor ami 7T-n és
P-n is atmegy és az n+ 1 pont1, igy megint n-edrendii affin sikot kapunk. Es arra
tudunk kovetkeztetni, hogy minden 7T-n atmendé korén n + 1 pont van az eredeti
stkon és T-n &t n? + n kor ment az eredeti stkon. Mivel T' # P tetszdleges pont
volt, igy a M&bius sfkunk minden korén n+ 1 pont van és minden ponton &t n?+n
kor megy. Még a korok szamat kell meghataroznunk. Megszamoljuk az illeszkedd
pont-kor parokat. A sikon n? + 1 pont van, minden ponton &t n? + n kor megy,
igy az illeszkedd pont-kor parok szdma: (n? + 1)(n? +n). Mdsrészt ha x a korok
szama, akkor mivel egy koron n + 1 pont van, az illeszked6 pont-kor parok szama:
zn+1). gy z(n+1) = (2 +1) (02 +n) =P +n) (n+1), azaz x = n’ +n. m
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1.9.2. Definici6é. A tételben leirt Mébius sikot n-edrendd Mdbbius siknak ne-

vezzik.

Meg lehet mutatni, hogy egy Mobius sik pontosan akkor szarmazik elliptikus
méasodrend felilletbdl, ha igaz rajta Miquel tétele (1.9 abra).

1.9. Aabra. Miquel tétele azt mondja, hogy KiK>KsK, pontosan akkor
hiurnégyszog, ha ByByB3By az.

1.10. Hermite-gorbék és feliiletek

A vizsgatematikaban ez a tizedik tétel.

A polaritds egy kollinedcié projektiv sikbdl a duélisaba: az (z7 : a9 : z3) pont-
hoz az [z1 : xs : 3] egyenest rendeljiik hozzd. Megérzi az illeszkedést és négyzete
az identitas.

Ha det A # 0, akkor az x — ”(xA) vonalkoordinatdji egyenes” egy polaritas.
Az x pontosan akkor illeszkedik a képre, ha xAx" = 0 (autokonjugdltsdg). Az

ilyen polaritasnak kozonséges polaritds a neve.

Tekintsiik a PG(2, s?) projektiv sfkot. Testautomorfizmusbdl szérmazé kol-
linedcié a kovetkezd: x — x°, u +— u® minden x pontra és u egyenesre (Jelentése:
(x1 1 xo : w3) = (xf @ x5 : 25), azaz koordindtanként hatvanyozunk, egyenesekre

ugyanez). Illeszkedés:

3 3
xu' = O@Zuixi =0 Zufxf —0ex*(u’) =0.
i—1 =1
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Vegyiik azt a polaritast, ami az x ponthoz az x°-t mint egyenest rendeli, és az
u egyeneshez az u’-t mint pontot rendeli. Mivel az s* rendii sikon vagyunk igy
kétszer alkalmazva tényleg az identitdst kapjuk ((z°)* = x*° = x), és az elébbi
szamolas szerint megorzi az illeszkedést. Tehat tényleg polaritast definialtunk. Az

autokonjugalt pontok azok amelyekre x (xs)T =0, azaz
2t st st = 0.

Ezt nevezziik Hermite-gorbének. A tovdbbiakban a GF(s?) és GF(s) C GF(s?)

testekben szamolunk. Sokszor xy' helyett csak xy-t frunk.

1.10.1. Allitds. 257" = a megolddsainak szdima 0, ha a ¢ GF(s); s+ 1, ha
a € GF(s)\ {0} és1, haa=0.

Bizonyitas. Ha a = 0, akkor nyilvan 1 megoldds van: z = 0. Ha 2°™! = a, akkor
(z5t1)°~" = ¢*=1. A bal oldal 0 vagy 1, fgy a*! = 0 vagy 1. A 0-t kizartuk, 1
pedig pontosan akkor lehet, ha a € GF(s). Ha a € GF(s) \ {0}, akkor a = ¢g**!,
ahol g generdtorelem a GF(s?) multiplikativ csoportjdban. A g-t egységgyokokkel

szorozva kapjuk az s + 1 megoldast. [

1.10.2. Allitds. =5 = —1 megoldasainak szdma s — 1.

Bizonyitas. Ha s péros, akkor az (s — 1)-edik egységgyokok jok lesznek, tobb
megoldas pedig nem lehet. Ha s paratlan, akkor a —1 rendje 2, igy

s$1(s-1)

—]_:g?

azaz "z j6 megoldds. Ha 0 # t € GF(s), akkor gt t adja az dsszes s — 1 darab
megoldast. ]

1.10.3. Allitds. A Hermite-gorbének van pontja.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy az x3 = 0 egyenesen s 4+ 1 pontja van. Az

s+1 _  s+1
Ty~ = Ty
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alakot kapjuk. Ha xo = 0, akkor z; = 0, de a (0 : 0 : 0) nem pont. Tehat x5 # 0,

a homogenitds miatt felteheto, hogy o = 1. Azt kell megmutatnunk, hogy az
25t = —1 € GF (s)

egyenletnek s+ 1 megoldasa van. Ez viszont kovetkezik a korabbi allitasunkbol. m

1.10.4. Allitas. Barmely két kulonbozo autokonjugalt pont osszekotd egyenesén

s + 1 autokonjugdlt pont van.

Bizonyitds. Legyen x és y két autokonjugdlt pont: x*™! = 0, y**! = 0. Az
osszekotd egyenesiik egy x-t6l kiilonboz6 pontja ax +y (a € GF (s?)) alakban

frhaté. Az (ax + y)*™ = 0 egyenlet o megolddsaira vagyunk kivéncsiak.

(OZX 4 y)s+1 — Oés+1XS+1 4 ys+1 4 OéSXsy 4 axys — ys+1 4 asxsy 4 axys

= axy’ + (axy®)’,

azaz az axy® + (axy®)® = 0 egyenlet o megoldésait keressiik. Lehet-e xy® = 07
Az y?® éppen az y képe a polaritdsnal. Tehat xy* = 0 azt jelenti, hogy x illeszkedik
az y polaris egyenesére (y képére a polaritasnal). Erre ujbdl polaritast alkalmazva
azt kapjuk, hogy y illeszkedik az x polaris egyenesére (és persze a sajat polaris
egyenesére is). De kiilonboz6 pontok polaris egyenesei kiilonboznek, igy xy® # 0.
Ekkor xy* = a egy a # 0 elemmel és x°y = a*. Igy az axy*+ (axy*®)® = 0 egyenlet
aa+ a’a® =0 & a+ a’a® ! = 0 alakban frhaté. Az o = 0 j6 megoldés, ez éppen

az y, ami tényleg rajta van az illeté egyenesen. Ha o # 0, akkor a®~! = ——1

as—1°
Ennek s —1 kiilonbz6 megolddsa o = £ alakban frhaté, ahol ¢ az t°~' = —1 egyen-
let s — 1 megoldasanak egyike. Tobb megoldas pedig nem lehet. fgy talaltunk s
megoldést, s autokonjugélt pontot az egyenesen. Az (s + 1)-edik pedig maga az x

pont. ]

1.10.5. Kovetkezmény. Két autokonjugdlt pont osszekoté egyenese mem auto-

konjugdlt egyenes.

Bizonyitas. Az el6z6 bizonyitasban lattuk, hogy autokonjugalt egyenesen csak

egy autokonjugdlt pont lehet. [
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1.10.6. Allitas. Barmely nem autokonjugdlt egyenesen s + 1 autokonjugdlt pont

van.

Bizonyitas. Legyen e egy nem autokonjugalt egyenes, P € e tetszoleges nem
autokonjugalt pont. Vegyiik a P polaris egyenesét p(P)-t. Mivel P nem auto-
konjugélt (< nem illeszkedik a poldrisara), ezért p(P) az e-t egy R # P pont-
ban metszi. A P és az R konjugaltak (azaz a megfelel6 reprezentald vektorokkal
p(r®)" = 0, mert ez ekvivalens azzal, hogy p’r' = 0 ami azt jelenti, hogy R il-
leszkedik p(P)-re). Az R sem autokonjugélt pont, mert ha az volna, akkor p(R)
atmenne R-en és P-n is (ez ut6bbi azért van igy, mert p(P) az R-en megy at), és
igy p(R) = e volna. Ez nem lehet, mert akkor e autokonjugalt volna. Keresiink a

PR = e egyenesen ap + [r alaki autokonjugalt pontokat.
(ap + Br)erl — as—i—lps—H + ﬁs-{—lrs—‘rl + 50{1381' + 50{[‘51.) — as—l—lps—i-l + /Bs—l—lrs—i-l
mert p°r = r°p = 0 a P és R konjugéltsiaga miatt. Tehat az o lpsti4 gstipstl =

0 egyenlet homogén (a : ) megolddsparjai kellenek. Ha o = 0 volna akkor

r*t! = ( lenne, ami nem lehet, mert R nem autokonjugalt. Feltehetd tehét, hogy
a # (. Ekkor

a s+1 rstl

E - ps+1
megoldasait keressiik. Mivel

I‘S+1 s r52+s r1+s I.s+1
s
_ps+1 - (_1) p52+5 - _p1+s - _ps+1’
a

igy —;Z—fl € GF (s). Ilyenkor tudjuk, hogy s + 1 megoldasunk van az Fra. ]

1.10.7. Tétel. A Hermite-gorbének s>+ 1 pontja van. Minden pontjdin dt 1 darab
érintd (egy pontban metszd) és s* darab szeld (s + 1 pontban metszé) egyenes

megy dt. A sik minden egyenese vagy érinto vagy szeld.

Bizonyitas. A Hermite-gorbét az autokonjugélt pontok alkotjak. Azt kell meg-
mutatnunk, hogy s34 1 autokonjugalt pont van. Jelolje k az autokonjugalt pontok
szamat. Mivel az egyenes pontosan akkor autokonjugalt, ha atmegy a pélusan (aki

a képe a polaritdsnél), az autokonjugélt egyenesek szdma is k. fgy st+s2+1—k
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nem autokonjugalt egyenes van. Az elozéek szerint masképp is Osszeszamolhatjuk
Oket: két autokonjugdlt pontot 0sszekotd egyenes nem autokonjugélt és minden
nem autokonjugalt egyenesen s + 1 autokonjugalt pont van. Két autokonjugélt
pontot (g) -féleképpen valaszthatunk, egy ilyen par meghataroz egy nem autokon-
jugdlt egyenest és igy az Osszes nem autokonjugalt egyenest megkapjuk. Mivel
minden nem autokonjugalt egyenesen s + 1 autokonjugalt pont van, igy minden

egyenest (5;1)—82& szadmoltunk. gy
k
(»)
s+1\°
(*y)
azaz k> + (82 +s— 1)k —s(s+1)(s* +s2+1) = 0. Ennek két megolddsa: k =

s34+ 1¢és k= —5—3s>—5 < 0. Nyilvdn az elsé adja az autokonjugalt pontok

st s?+1—k=

szamat.

Megszamoljuk az egy ponton atmend érintok és szelok szamat. Legyen P a ‘H
Hermite-gorbe egy pontja. Jeldljiik ¢t-vel a rajta atmend érinték szamat. A P-t
kivéve még s3 pontja van H-nak. A P-n osszesen s? + 1 egyenes megy at, ezek
koziil s2 4+ 1 — t darab metszi egy mésik pontban a H-t. Minden ilyen egyenesen
tovdbbi s autokonjugdlt pont van, igy (s* + 1 — t)s pontja van a H-nak. Tehét
s3 = (s> +1—1t)s, amib8l t = 1. A P-n dtmend szel6k a P-n dtmend egyenesek,
kivéve egy érintét, igy a szdmuk s% + 1 — 1 = s2. Mivel egy szeld a H két pontjat
(autokonjugélt pontok) dsszekotd egyenes, igy azon éppen s+ 1 autokonjugalt pont
van, s+ 1 pontja H-nak. A H mind az s®>+ 1 pontjdban pontosan egy érinté megy,
igy Osszesen s + 1 érintéje van a H-nak. Megszamoljuk a szeléket: kivalasztunk
két pontot a H s3 + 1 pontja koziil, ezek meghatdroznak egy szelét. Mivel egy

szelon s + 1 pontja van H-nak, igy minden szel6t (5;1)—szér szamoltunk. fgy

=s'— s+ 57,

szel6je van H-nak. A szelék és az érinték szama Osszesen éppen s* + 52 + 1, a sik

osszes egyeneseinek szama. Tehat a stk minden egyenese vagy érinto vagy szel6. m

1.10.8. Tétel. Bdrmely (s + 1)-szeld pontjaihoz tartozo s + 1 darab érintd egy

ponton megy dt.
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Bizonyitas. Legyen e egy (s + 1)-szel6 és A, B € e két tetszoleges pontja. Az
A polaris egyenese a Hermite-gorbébol csak A-t, a B polaris egyenese a Hermite-
gorbébdl csak B-t tartalmazza, mert ezek autokonjugalt pontok. Ezek tehat érintik
a Hermite-gorbét. A két poldris metszéspontja (M) tehat nincs a gorbén, viszont
konjugélt A-hoz és B-hez is, azaz ma® = 0 és mb® = 0 teljesill. Az (s + 1)-szel6
barmely T # A, B pontjat reprezentalé t vektor felirhaté t = aa + Sb alak-
ban. Felhasznalva az ma® = 0 és mb® = 0 egyenldségeket, szdmolds mutatja,
hogy m (ca + 8b)° = 0. Ez éppen azt jelenti, hogy a T poldrisa (a gorbe T-beli

érint&je) is dtmegy M-en. [ ]

1.10.1. Definicié. A PG(n,s?) projektiv térben Hermite-feliiletnek nevezzik

azon (x1:x9 :...: Tyy1) pontok halmazdt, melyekre
gt eyttt =0
teljestil.

1.10.9. Tétel. A PG(n, s?) projektiv térben eqy Hermite-feliiletnek

(" 4+ (=D)") (" = (=1)")

s2—1

hn (s) =

pontja van.

Bizonyitas. A dimenzi6 szamara vonatkozé indukciéval. Ha n = 1, akkor

s+1
B+t =0 (ﬂ) = -1,
T2
aminek s+ 1 megolddsa van, ami éppen hy(s).

Tegyiik fel, hogy n > 1 dimenziéban igaz a formula. Tekintsiink egy (n + 1)-
dimenziés Hermite-feliiletet. Metssziik el 6t az S = {(x1 : o : ... : Tpyo) | Tpie = 0}
hipersikkal, ekkor egy n-dimenziés H Hermite-feliletet kapunk S-ben. Ennek
hn (s) pontja van az indukciés feltevés szerint. A P = (0 : 0 : ... : 0 : 1)
pont nincs rajta az (n + 1)-dimenziés Hermite-feliileten. A P-n dtmend egyenesek
particionéljak a teret, ezen egyenesek P-t0l kiilonboz6 pontjai felirhatéak ap + m
alakban, ahol M az S hipersikban van (ez a P-t az M-mel 6sszekoté egyenes egyen-

lete). Megmutatjuk, hogy ha M nincs benne H-ban akkor a P-t vele 0sszekoto
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egyenesen s+ 1 pontja van a nagy (n + 1)-dimenziés Hermite-felilletnek. Ha pedig
M benne van H-ban akkor a P-t vele 6sszekoto egyenesen nincs M-t0l kiillonb6zo

pontja az (n + 1)-dimenziés Hermite-feliletnek. Ezzel kész leszlink, mert ekkor

(52)n+1 . 1

s2—1
—_———

S pontjainak szama

Buir (5) = b (5) + —ha(s) | (s 4+ 1)

és ebbe beirva az indukcids feltevés szerinti formulat h,, (s)-re éppen a hy,41 (s)-re
vonatkozo képletet kapjuk.

Az (ap +m)*™
m fiiggvényében. Azt kell belatnunk, hogy ennek 1 megolddsa van, ha M a kis

= 0 egyenlet a megoldasainak szamara vagyunk kivancsiak

‘H Hermite-feliiletben van és s + 1 megolddsa van ha M nincs a kis H Hermite-

feliiletben. Mivel
n+1

(ap + m)SJrl = Z mith 4+t
i1

igy az
n+1

e _2 :mfﬂ
i=1

egyenlet megoldasszédmat kell vizsgalnunk. A jobb oldal GF(s) eleme, mert s-
edik hatvanya onmaga. Tudjuk, hogy ennek 1 megoldasa van, ha Z?:’Lll mitt =0

M a H-ban van) és s+ 1 megolddsa van, ha S "' ms*t £ 0 (M nincs a H-ban). m
=1 %

1.11. Lefogé ponthalmazok

A vizsgatematikaban ez a hetedik tétel.

1.11.1. Definicié. A projektiv sik eqgy L ponthalmaza lefogé ponthalmaz, ha
a stk minden egyenesén van pontja. A B ponthalmaza blokkolo ponthalmaz,
ha lefogo és nem tartalmaz teljes egyenest. Eqy blokkolo halmaz minimadlis ha

barmely pontjdt elhagyva a maradék mdr nem blokkolo.

Példa. A PG(2,n) sfkon egy Hermite-gorbe (ny/n + 1 ponti) vagy egy /n-
edrendi részsik (n 4+ /n + 1 ponti) lefogé ponthalmazok. &
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1.11.1. Tétel. Ha eqy n-edrendi projektiv sikon a B minimadlis blokkolo halmaznak
b darab pontja van, akkor n+/n+1<b<ny/n+ 1.

Az alsé korlatot kiilon tételben is megfogalmazzuk és ezt a tételt bizonyitjuk

csak.

1.11.2. Tétel (Bruen—Pelikan). Ha egy n-edrendi projektiv sikon a B minimdalis
blokkold halmaznak b darab pontja van, akkor n + +/n + 1 < b. Ha itt egyenldség
all, akkor B részsik.

Bizonyitas. Legyenek (1,05, ... 02,1 a sik egyenesei, és legyen b; = |¢; N B|
minden i-re. Egy /; egyenesen tehat b; pontja van a B halmazunknak. Mivel
B blokkold, igy az {; egyenesiinknek van olyan pontja ami nincs B-ben. Ezen
tovabbi n egyenes megy at, és mivel B lefogd, igy mindegyiken van legalabb 1
pontja. Vagyis b > n + b; minden i-re. Ezt b; < b — n alakban fogjuk hasznélni.
Szamoljuk 6ssze azon (P, e) pont-egyenes parokat, melyekre P € B és P il-
leszkedik e-re. Egyrészt B-nek b pontja van és mindegyiken n + 1 egyenes megy

&t. Igy b(n + 1) ilyen pontpar van. Mdsrészt szamolhatunk tigy is, hogy minden

n24n+1 b

egyenesen megnézziik a rajta 1évé B beli pontokat: » 1| ;- fgy azt kaptuk,

hogy
n24n+1

> bi=b(n+1).

Szamoljuk Gssze azon (Py, P;) pontpéarokat, melyekre P, P, € B. Egyrészt B-nek
b pontja van és barmelyik ketto 6sszekothetd egyenessel. fgy b(b—1) ilyen pontpér
van. Masrészt szamolhatunk igy is, hogy minden egyenesen megnézziik a rajta
16v6 B beli pontparokat: Zif“ﬂ b;(b; — 1). Igy azt kaptuk, hogy

n24+n+1

> bibi-1)=0b(b-1).

Felhasznélva ezeket és a korabbi egyenlotlenségeinket, a

n2+n+1 n2+4n+1

bb—1)= D> bibi—1)< > (b—n)(b—1)

=1 =1

:(b—n)< Z bi — Z 1):(b—n)(b(n+1)—(n2+n+1))

i=1
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egyenlGtlenséghez jutunk. Az egyenlétlenségnél felhasznéltuk, hogy B lefogo: b; >
16, —1>0. Atrendezés utén a

0<bt’—2(n+1)b+n*+n+1

egyenldtlenséget kapjuk. Ebbél azt kapjuk, hogy n —y/n+1>bésn++/n+1<
b. Az els6 nem teljesiilhet, mert b > n + 1. Még azt kell igazolnunk, hogy
egyenloség esetén a B részsik. Ha megnézziik a becsléseinket, akkor azt talaljuk,
hogy egyenldség esetén minden i-re vagy b; = 1 vagy b; = b—n = \/n+1. Ebbdl a
részsikokra vonatkozé jellemzés alapjan igazolhatd, hogy B egy /n-edrendii azaz
Baer-részsik. [ |

Megemlitjiik, hogy ha p paratlan prim, akkor a PG(2,p) sikon érvényes az
élesebb b > 3(p + 1) becslés is.

1.12. Altaldnositott sokszogek és négyszogek

A vizsgatematikdban ez a tizenegyedik tétel.

Tekintsiik a (&, &, I) hdrmast, ahol & és & két kiilonboz6 halmaz (pontok és
egyenesek halmaza), I pedig egy illeszkedésnek nevezett relacié &2 x &-n. Fel-
tessziik, hogy a & U & halmaz barmely két eleme kozt 1étezik illeszked6 elemekbol
allé lanc.

1.12.1. Definicié. Az xg Izl x5 -+ [ xp, ldnc hossza h (vigydzzunk, nem h +
1). Hox,y € 2U&, akkor legyen d(x,y) az x-el és y-t dsszekdtd legrovidebb linc
hossza (tdvolsdg).

1.12.1. Kovetkezmény. Bdrmely két pont illetve egyenes tdvolsaga pdros szam,

egy pont €s eqy egyenes tavolsaga pdratlan.

1.12.2. Definicié. A (£2,&,1) hdrmast dltaldnositott n-szognek nevezzik, ha

teljestilnek a kovetkezok:

(G n 1) birmely x,y € P U & esetén d(z,y) < n;

(G n2) barmely x,y € P U & esetén ha d(x,y) = k < n, akkor egyértelmiien létezik

Oket 0sszekoto k hosszi ldnc;

(G n 3) minden &P U & > x-hez létezik olyan y € P U &, hogy d(x,y) = n.
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Példa. Az els6 érdekes eset az n = 3. A (G 3 1) és (G 3 2) axiémdk miatt
két kiilonbozo pontnak egyértelmiien létezik Osszekotd egyenese. Valdban: két
kiilonboz6 pont tavolsaga paros, pozitiv mert kiilonboznek és 3-nal kisebb, azaz két
kiilonboz6 pont tavolsaga 2. Hasonléan adddik, hogy két kiillonbozé egyenesnek
egyértelmiien létezik metszéspontja. Ezek alapjan az altalanositott 3-szogek a

projektiv sikok és az 1.10 abran lathaté sikhoz hasonld ”elfajuld” esetek. &

1.10. abra. Egy dltaldnositott 3-szog.

Megjegyzés. Altaldnositott n-szoqg dudlisa 1s dltaldnositott n-szog.

Ha n = 4, akkor altalanositott 4-szogre példa egy k x f-es négyzetracs a sikon,
minden pontra két egyenes illeszkedik. Egy ilyennek a dudlisa paros graf: minden

egyenesre két pont illeszkedik.

A tovabbiakban feltessziik, hogy n = 4 és hogy minden ponton at legaldbb
3 egyenes megy és minden egyenesen legalabb 3 pont van. Tovabba a pontok és

egyenesek szama is véges legyen.

1.12.2. Allitas. Minden nem illeszkeds pont-eqyenes parhoz egqyértelmien létezik
a ponton atmend, az eqyenest metszo eqyenes. Kovetkezésképpen az dltalanositott

4-sz6giinkben nincs hdromszog (klasszikus értelemben vett).

Bizonyitas. A (G 4 1) axiémabdl kovetkezik, hogy minden ilyen (P,e) parra
d(P,e) = 3 (1-nél nagyobb paratlan szdmnak kell lennie és 4-nél kisebbnek). Van
tehat olyan R pont és f egyenes, hogy PI fI RIe. A (G 4 2) axiéma miatt ez a

lanc egyértelmii. ]

Ennek az éllitdsnak a dudlisa onmaga.
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1.12.3. Allitas. Ha az dltaldnositott 4-szogben van olyan egyenes amire s+ 1 pont

illeszkedik, akkor minden egyenesre s + 1 pont illeszkedik.

Bizonyitas. Legyen e az az egyenes amire s + 1 pont illeszkedik. Legyen f egy
tetszoleges masik egyenes. Tegytik fel el0szor, hogy f nem metszi e-t. Az el6z6
allitas miatt az e mind az s + 1 pontjahoz egyértelmiien létezik a ponton atmeno,
az [ egyenest metsz6 egyenes. Tehat az f-nek legaldbb annyi pontja van mint az
e-nek. Tobb pontja nem lehet, mert ha pédaul s+2 pontja volna, akkor ugyanilyen
meggondoldssal az egy (s + 2)-edik pontot jel6lne ki e-n.

Most tegyiik fel, hogy f az e-t metszo egyenes. Mivel minden ponton at leg-
alabb 3 egyenes megy, igy ezen a metszésponton (f és e metszéspontjan) atmegy
egy h egyenes is. Minden egyenesen van legaldbb 3 pont, igy van egy h 5 P ¢ e
pont. Mivel minden ponton at legaldbb 3 egyenes megy, igy ezen a P ponton
atmegy egy g egyenes. A g nem metszi sem e-t, sem f-et, mert akkor haromszoget
kapnank. Az fentebbiek szerint g-nek ugyanannyi pontja van mint e-nek és f-nek.

Tehat f-nek és ugyanannyi pontja van mint e-nek. [

Ennek az allitdasnak a duélisa a kovetkezd:

1.12.4. Allitas. Ha az dltaldnositott 4-sz6gben van olyan pont amin dtt+1 egyenes

meqy, akkor minden ponton dtt+ 1 egyenes megy.
Megjegyezzik, hogy t nem feltétlentil egyezik meg s-sel.

1.12.3. Definicié. Egy ilyen dltalanositott 4-szoget (s, t)-renddinek nevezink (s, t >
2).

1.12.5. Allit4s. Legyen q > 2 kettéhatviny. Tekintsik a PG(3,q) projektiv te-
ret, benne az AG(3,q) affin teret és a PG(2,q) projektiv sikot (az AG(3,q) affin
tér idedlis hipersikja). Legyen H egy (q + 2)-iv PG(2,q)-ban. A pontok legyenek
AG(3,q) pontjai, az egyenesek AG(3,q) azon egyenesei, melyek idedlis pontjai H-
beliek. Az illeszkedés legyen az AG(3,q) térbdl 6rikdlt. Ezzel egy olyan (s,t)-rendd

dltaldnositott 4-szoget adtunk meg, melyre s # t.

Bizonyitas. Ha ez valoban altaldnositott 4-szog, akkor s + 1 megegyezik a ¢-
adrendii affin tér egy egyenesén 1évo pontok szaméaval, ami q. Tehat s =¢—1. A

t + 1 megegyezik q + 2-vel, azaz t = ¢ + 1. fgy valoban s # t. Azt kell igazolnunk,
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hogy tényleg altalanositott 4-szoget definidltunk. Azt kell csak ellenérizniink, hogy
minden nem illeszked6 pont-egyenes parhoz egyértelmiien létezik a ponton atmeno,

az egyenest metszd egyenes.

PG(3.q)

PG(2,q)

1.11. abra. Az dltaldnositott 4-szog.

Legyen (P, e) egy nem illeszked6 pont-egyenes par. Ekkor 6k egyértelmiien
meghatéroznak egy S sikot AG(3,¢)-ban. Ez az S valamely ¢ egyenesben metszi
a PG(2,q) hipersikot. Mivel ¢ egyenes, igy atmegy a H egy pontjan. Biztosan
metszi H-ban az e-t is egy L pontban. Tudjuk azonban, hogy egy (¢ + 2)-ivnek
nincs érintéje, igy egyértelmiien (¢ szeld) létezik egy M mésodik metszéspont a
H-n. Van olyan AG(3, ¢)-beli f egyenes, ami dtmegy P-n és M az idedlis pontja.
Az S sikban egyértelmiien létezik az e és f metszéspontja, legyen ez R. Ez az
R egy AG(3, ¢)-beli pont, mert amigy csak L lehetne (ami definicié szerint nem
pont), de f-nek M az idedlis pontja. Tehat f atmegy P-n és R-ben metszi az
e-t. Ha lenne még egy ilyen P-n atmend egyenes, akkor az is S-ben lenne, tehat
az idedlis pontja M vagy L lenne. Az M nem lehet, mert akkor f-fel a P és az
M is kozos pontjuk volna. fgy L-ben metszi e-t, ami pedig nem pont, mert nem
AG(3, q)-beli. ]

1.12.6. Allitas. Egy (s,t)-rendi dltaldnositott 4-szégnek (s +1)(st +1) pontja és
(t+ 1)(st + 1) egyenese van.

Bizonyitas. Csak a pontok szamara vonatkozé formulat bizonyitjuk. Tekintsiink
egy e egyenest. Ezen a feltevés szerint s+ 1 pont van. Minden ilyen pontra kiilon-
kiilon tovabbi ¢t darab egyenes illeszkedik, és minden ilyen egyenesen van tovabbi
s pont (1.12 abra).
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t davab

~—

‘_.l.f "_-l." "_-l." Ta’ Ta’ Tf}sdarab
e

A i

~ '
s+1 darab

1.12. dbra. Az (s,t)-rendi dltaldnositott 4-szognek pontjainak szdma.

Nevezziik az e egy pontjat és a rajta 1évo t egyenest az 6 Osszes pontjaikkal
egy kupacnak. Tehat 6sszesen s+ 1 kupacunk van. Egy kupacban ts+ 1 pont van
(mind a t egyenesen s darab és az e-n 16v8 kozos pont). Igy osszesen (s+1)(ts+1)
pontunk van. Megmutatjuk, hogy mind kiilonboézéek. Ha két kupac metszené
egymaést, akkor haromszog (klasszikus értelemben vett) keletkezne, ami nem lehet.
Egy kupacban sem lehet egybeesés: tegyiik fel, hogy egy kupachban egy f és g
egyenesnek az e-n 1évé P kozos pontjukon kiviil van még egy () kézos pontjuk is.
Ekkor fIP1gés fIQIgkétkiilonbozé 3-hosszi lanc, ami ellentmond a (G 4 2)
axiomanak. Azon feltétel miatt, hogy minden nem illeszkedd pont-egyenes parhoz
egyértelmiien létezik a ponton atmeno, az egyenest metsz0 egyenes; az e-t nem

metsz6 egyeneseken 1évo pontokat is szamba vettiik. [

Feltehet6 a kérdés, hogy milyen (s,t) parokra létezik altaldnositott 4-szog. Ki-
deriil, hogy &ltalaban (q,q)-rendfi 1étezik. Ilyen példdul a PG(3,¢?) térben egy
Hermite-feliileten 1év6 pontok és a feliilet altal teljes egészében tartalmazott egye-
nesek. A (2,2)-rendd altaldnositott 4-szognek 15 pontja és 15 egyenese van (1.13

abra).

1.13. abra. A (2,2)-rendi dltaldnositott 4-szdg.

Egy (s, t)-rendi altalanositott 4-sz0g létezésére mond sziikséges feltételt a kovet-
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kezd tétel:
1.12.7. Tétel. Ha létezik (s,t)-rendi dltaldnositott 4-széq, akkor
s+t st(s+1)(t+1).

1.12.8. Kovetkezmény. Nem [étezik (2,3)-rendi dltaldnositott 4-szdg.
Tétel bizonyitasa. Legyenek P, P, ..., P, az altalanositott négyszog pontjai
(v=_(s+1)(st+1)). Készitsiik el azt a v x v-es illeszkedési matrixot, melyre az
1-edik sor j-edik eleme

0, haz=y;

a;; = 40, hai#jés P és P; nem kollinedris;

1, hai# jés P, és P; kollinedris.

Ezt a matrixot nehezen tudjuk kezelni, a B = A? mdtrixot viszont konnyen. A b;;

(a B i-edik sordnak j-edik eleme) azon pontok szama amelyek P,-vel és Pj-vel is

kollinearisak, azaz

s(t+1), hai=yj;
bij=qt+1, ha ¢ # j és P; és P; nem kollinearis;
s—1, ha ¢ # j és P; és P; kollinedris.

Valoban: egy ponton at t + 1 egyenes megy, mindegyiken s tovabbi pont. fgy
egy ponthoz s(t + 1) kollinedris van. Egy P ponton &t t + 1 egyenes megy. Egy
vele nem kollinearis () pont esetén minden ilyen P-n atmend egyeneshez egy olyan
(Q-n dtmend van ami metszi 6t. Ezek a metszéspontok mind kollinearisak P-hez
és (Q-hoz is és t + 1 darab ilyen van. Végil, két kiilonbozé kollinedris pont egy

egyenesen van, amelyen még tovabbi s — 1 pont van. fgy
A2 —(s—t—=2A—(t+1)(s— I =(t+1)E,
ahol I a v X v-es egységmatrix, ' pedig a v X v-es csupa 1 matrix. Kiszamitjuk £
sajatértékeit.
1—X 1 e 1 v—XA 1 e 1
1 1—X - 1 v—A 1—=X --- 1
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v—XA 1 -+ 1
0 —A -0 o1
= R E ORI i
0 0 - =A
Az elsO lépésben a masodik, harmadik, ... , v-edik oszlopot hozzaadtuk az els6

oszlophoz. A masodik lépésben az els6 sort kivontuk az Osszes tobbibol. Tehat
a v egyszeres, a 0 pedig (v — 1)-szeres sajatértéke az E-nek. A v-hez tartozo
sajatvektor a csupa 1 vektor. A = A", tehat az A diagonalizdlhat6é. A csupa 1
vektort A-val szorozva azt a vektort kapjuk, amelyben minden koordinata az egy
ponthoz kollinedris pontok szama: s(t + 1). Az s(t + 1) tehat az A-nak egyszeres

sajatértéke. Az ettol kiillonbozo sajatértékeire
M—(s—t—=2)A—(t+1)(s—1)=0,

azaz ezek felelnek meg az E 0 sajatértékeinek. EbbOl Ay = —t —1 és Ay = s — 1.
Legyen \; multiplicitdsa m; (i = 1,2). Ekkor egyrészt my+my = v—1 = s%*t+st+s,
masrészt s(t+1) +myA +made = tr(A) =0, azaz (t+1)m; — (s—1)me = (t+1)s.
A két egyenletbdl

t+1)s? t(s+1)(t+1
y = BEEDS L st(s+ )+ 1)
s+t s+t

Mivel my egész szédm, igy s+t | st(s+1)(t+1). Habar m; is egész, nem szolgéltat
1j informaciot, mert my 4+ mo egész. [
Az alabbi éllitast bizonyitas nélkiil kozoljiik:

1.12.9. Allitis (Higman-egyenlétlenség). Ha Iétezik (s, t)-rendi dltaldnositott 4-

520q, akkor s < t? ést < s2.



46

46




2. fejezet

Konvex geometria

Ebben a fejezetben konvex halmazok tulajdonsagait vizsgédljuk. Elvalasztési téte-
leket bizonyitunk, majd belatjuk Helly tételét és annak néhany kévetkezményét.
Megvizsgaljuk a szabdlyos politopokat és a polaris halmazokat, végiil megszamoljuk,

hogy n hipersik hany részre osztja a d dimenziés teret.

2.1. Konvex halmazok, tamaszhipersikok, elvalasz-

tasi tételek

A vizsgatematikaban ez a tizenkettedik tétel.
2.1.1. Definicié. A P és R pontok 6sszekiotd szakasza
PR={ap+pr|0<a,Bésa+pB=1}.

A C ponthalmaz konvex, ha barmely két pontjanak osszekotd szakaszat is tartal-

mazza.
Egy H hipersikot megadhatunk egy p pontjaval és egy n normalvektoraval:
H={xeR"|{n,x) = (np)}.
Féltereket a kovetkezé moédon adhatunk meg:
HE={xeR"|(n,x) >a} é H ={xeR"|(n,x)<a}.

Ezek zart félterek, ha az egyenlOséget nem engedjiik meg, akkor nyilt féltereket
kapunk.

A7
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2.1.1. Tétel. A félterck konvexr halmazok.
Bizonyitas. Tekintsiik példaul a
HT ={x€eR"| (n,x) > a}

zért félteret. Legyen A € [0,1] és x,y € HT, ekkor (n,Ax + (1 — \)y) = A (n,x)+
(I1=XN(ny) > a+(1l-Na=a. u

2.1.2. Tétel. Legyen K C R™ zdart konvex halmaz, P ¢ K pedig tetszéleges pont.
Ekkor egyértelmiien létezik K-nak P-hez legkdzelebbi R pontja.

Bizonyitas. Legyen K’ egy P kozéppontu gomb és a K metszete. Ekkor K’
kompakt. A K'-n értelmezett R — d(P, R) folytonos fliggvény felveszi a mini-
mumdt. Indirekt tegyiik fel, hogy van két minimumbhely: R; és Ry, azaz d(P, R;) =
d(P,Ry). Ha R3 az RiR, felezépontja, akkor a konvexség miatt R3; € K és
d(P, Ry) > d(P, R3), ami ellentmondas. n

2.1.3. Kovetkezmény. Legyen K C R™ zdrt konvex halmaz, P ¢ K pedig
tetszoleges pont. Ha K-nak a P-hez legkozelebbi pontja R és n = ﬁ, H =
{x € R"| (n,x) = (n,p)}, akkor K C H*.

2.1.4. Tétel. Minden K # R™ zart konvex halmaz elddll 6t tartalmazo zart félterek

metszeteként.

Bizonyitas. Az el6z6 kovetkezményben minden P ¢ K pont esetén taldltunk K-t

tartalmazd zart félteret. Ezek metszetében nem lehet K-n kiviili pont. ]

2.1.5. Tétel. Legyenek X ésY diszjunkt zart konvex halmazok. Ha X kompakt,

akkor létezik oket szigorian elvdlaszto hipersik.

Bizonyitas. Minden P € X pontra legyen P’ € Y az a pont, melyre PP’ mi-
nimalis. Ezutan keressiikk meg azt a pontot X-ben, melyre a tavolsig a legki-
sebb (kompakt halmazon folytonos fiiggvény felveszi a minimumat), az igy kapott

pontpar 6sszekoto egyenesére merdleges sik jo lesz. ]
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2.1.6. Tétel. Legyeneck X ésY diszjunkt zart konvex halmazok. Ekkor létezik oket

elvalaszto hipersik.

2.1.7. Tétel. Ha K zdrt konvex halmaz, akkor K minden hatdrpontjiban létezik

tamaszhipersik.

Bizonyitas. Ha P hatarpont, R, pedig egy K°-beli pontok hozza tartd sorozata,
akkor K és R, hipersikkal szétvalaszthato. Ezek normalvektoraibdl kivalasztva
egy konvergens részsorozatot, j6 hipersikot kapunk. A tamaszhipersik nem mindig

egyértelmi. [

2.1.2. Definicié. Az E a K ponthalmaz extremdlis pontja, ha nem létezik olyan

K-beli szakasz, melynek E relativ belsd pontja.

2.1.3. Definicié. A P ponthalmaz konvex burkdnak nevezzik azt a legsziikebb
konvex halmazt, amely P minden pontjat tartalmazza. Ezt a halmazt conv(P)

jeldli.

2.1.8. Tétel (Minkowski). Minden K kompakt konvex halmaz megegyezik az ext-

remalis pontjainak konvexr burkdval.

Bizonyitas. Dimenzio szerinti indukcidéval. Az n = 1 eset trividlis. Ha P € K
hatarpont, Hp pedig egy P-beli tdmaszhipersik, akkor K N Hp legaldbb eggyel ala-
csonyabb dimenzids kompakt, konvex halmaz, aminek az extremalis pontjai K-nak
is extremdlis pontjai. Ha R belsé pont, akkor vegyiink egy 6t tartalmazo olyan K-
beli szakaszt, melynek mindkét végpontja hatarpont. Mivel a hatarpontok benne

vannak a konvex burokban, ezért a szakasz minden pontja is benne van. [ |

2.2. Helly tétele és alkalmazasai, Jung tétele

A vizsgatematikdban ez a tizenharmadik tétel.

A pontok koordinatavektorait néha ugyaniugy fogjuk jelolni, mint a pontokat.
A szovegkornyezetbdl mindig egyértelmiien kideriil, hogy az adott betii éppen mit

jelol.
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2.2.1. Allitas. Minden ponthalmaznak eqyértelmien létezik konvexr burka. A

conv(P) megegyezik a P-t tartalmazo dsszes konver halmaz metszetével és

k k
conv(P) = {Z/\i-Pi | P, e P,0< sz% = 1} )
i=1 i=1

Bizonyitas. Csak a conv(P) megaddsat igazoljuk. Eldszor belatjuk, hogy a jobb
oldalon all6 halmaz konvex. Legyen U = Ele ;P ésV = Zle B;P;, ahol P, € P,
0<a,Biés Sr o= Zf_l pi = 1. Legyen X € [0, 1] tetsz6leges, ekkor

k k
A+ (1=NV = AZaZP+ (1=XN> 8P =) QAai+(1-NB) P
1=1 1=1

=1

és
k

k k
DA+ 1=NB) =AY i+ (1-X)) B=r+(1-)=1

i=1

tehat a halmaz konvex. Ha pedig P C K ahol K konvex halmaz, akkor k sze-
rinti indukciéval megmutatjuk, hogy ha R = Zle APy, ahol P e P, 0 < )\ és
Zk Ai = 1, akkor R € K. Ez k = 1 esetén nyilvanval6. Ha k = m-re igaz, akkor
R= ZmH i P; esetén feltehetd, hogy A,,11 # 1. Ekkor legyen

ahol

\; - i 1 “ 1 — Anst
% > = N = o,
L= Ay 7 Zl— 1_/\m+1; 1= Ams1

tehdt az indukcids feltevés szerint U € K. De igy R = (1 — Aps1) U + A1 Pt
azaz R € K. m

2.2.1. Definicio. A P, P, ..., P, pontok affin osszefiiggbk, ha vannak olyan
nem mind 0 o; szamok, hogy Zle a; =0 és Zle a;P; =0 (O az origo).

2.2.2. Tétel (Caratheodory). Ha ) # P C R™ tetszbleges ponthalmaz, akkor
conv(P) barmely pontja elbdllithaté P legfeljebb n + 1 pontjinak linedris kom-

bindciojaként, azaz

n+1 n+1
conv(P) = {Z)‘ipi | P, e P,0< )‘iaz/\i = 1} )
=1 i=1
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Bizonyitas. Tehat k& > n+1 esetén csokkenteni kell a lineédris kombinaciéban 1évo
pontok szamat. Az R"-ben egy legalabb n+ 2 elemszamu ponthalmaz mindig affin
osszefiiggd. Legyenek tehat az a;-k nem mind 0 szamok ugy, hogy Zle a; =0
és Zle a;P; = O. Feltehet6, hogy ay > 0 és ha a; > 0, akkor A\p/ap < \;/a.
Legyen 1 < i < k esetén f3; = N\; —a; (A /). Ekkor B, =0, 5; > 0 és Zle B = 1.
Tovabba

k

k—1 k A\ k A F k
ZBZ‘P@' = ZBZPZ = Z ()\i —Oéia—k> b = Z/\ipi - a_kzaipi = Z)\ipi-
i=1 i=1 k i=1 k=1 i=1

i=1
O

2.2.3. Tétel. Kompakt halmaz konvex burka kompakt.
Bizonyitas. Legyen P C R" kompakt halmaz. Ha
n+1
D= {(Ql,@g,...,@nJrl) ‘ 0< aiazai = 1} )
i=1

akkor DX P x P x --- x P C ROFD? jg kompakt, és ennek folytonos képeként
megkaphaté conv(P), tehat az is kompakt. [

2.2.4. Tétel (Radon). Legyen P = {P, Py, ..., Py} C R" véges ponthalmaz. Ha
k >n+ 2, akkor léteznek olyan Py és Py ponthalmazok, melyekre

(7,') 'Pl ﬂpg = @,’
(ZZ) ’Pl U 7)2 = 7),'
(iii) conv(Py) N conv(Py) # 0.

Bizonyitas. Az R"-ben egy legalabb n + 2 elemszamu ponthalmaz mindig affin
osszefiiggd. Legyenek tehdt az a;-k nem mind 0 szamok gy, hogy Zle a; =0 és
Zle a; P; = O. Felteheto, hogy van olyan m > 1, hogy «; > 0 amikor 1 <7 < m,
és a; < 0 amikor m < ¢ < k. Ekkor

m k
ZO@:— Z OéZ:6>O

=1 i=m+1
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Legyen Py = {Py, Ps,..., Py} és Py = {Pni1, Psa, - - -, Pr}. Ezek a halmazok az
els6 két feltételnek nyilvan eleget tesznek. Ha pedig

m k
Rzégaiﬂz—% > P,

1=m+1

akkor ez a pont a két rész konvex burkainak metszetében is benne van. ]

2.2.5. Tétel (Helly tétele véges sok halmazra). Legyenek Ky, Ko, ..., K,, konvex
halmazok R™-ben. Ha kozilik barmely (n + 1)-nek van kozds pontja, akkor van

olyan pont, amit mindeqyikik tartalmaz.

Bizonyitas. Indukciéval m szerint. Ha m < n + 1, akkor az &llitas nyilvanvalé.

Tegyiik fel, hogy k halmazra igaz az allitas, bizonyitunk m = k + 1-re. Legyen

P (K.
i#]
Ilyen pont van az indukcids feltevés szerint. Ezutdn alkalmazzuk a P; pontokra
Radon tételét. Ezt megtehetjiik, mert m > n+2. A két részre osztott pontok kon-
vex burkai metszetének barmely pontja benne lesz a K; halmazok mindegyikében.
|

Végtelen sok halmaz esetén a tétel nem igaz (vegytink nyilt % oldalu kockdkat).

[gaz viszont a kovetkezo:

2.2.6. Tétel (Helly tétele végtelen sok halmazra). Legyen K kompakt, konvex
halmazok tetszéleges csalddja R™-ben. Ha kozilik bdrmely (n + 1)-nek van kozds

pontja, akkor van olyan pont, amit mindegyikik tartalmaz.

Bizonyitas. Indirekt bizonyitunk. Tegytik fel, hogy a K € K kompakt konvex
halmaz minden P € K pontjdhoz van olyan Kp € K halmaz, amely nem tartal-
mazza P-t. Mivel Kp zart, ezért van olyan P koézépponti nyilt gomb, amely teljes
egészében diszjunkt Kp-tol. Ezek a nyilt gombok lefedik K-t, és mivel K kompakt
igy koziiliik véges sok is lefedi K-t. Ekkor viszont véges sok elemét kivalaszthatjuk

KC-nak ugy, hogy a metszetiik tires. Ez ellentmond a véges Helly tételnek. ]
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2.2.7. Tétel (Klee). Legyen KC kompakt, konvex halmazok tetszdleges csalddja R™-
ben, M C R™ pedig egy tovabbi kompakt konvex halmaz. Ekkor

(i) ha IC barmely n+ 1 tagjdhoz taldlhatd olyan eltoltja M-nek, amelyet mind az
n + 1 tag tartalmaz, akkor van olyan eltoltja M -nek, amit IC minden tagja

tartalmaz;

(ii) ha KC bdrmely n + 1 tagjdhoz taldlhaté olyan eltoltja M-nek, amely mind az
n+1 tagot tartalmazza, akkor van olyan eltoltja M -nek, ami KC minden tagjdt

tartalmazza;

(#ii) ha IC bdrmely n + 1 tagjdhoz taldlhaté olyan eltoltja M-nek, amely mind az
n + 1 tagot metszi, akkor van olyan eltoltja M -nek, ami IC minden tagjdt

metszi.
Bizonyitas. (i) Minden K € I esetén legyen
K ={P|(P+M)CK}.

Ekkor K’ kompakt, konvex halmaz, mert ha U € K’ és V € K', akkor tetszOleges
A € [0, 1] esetén

(W+A=-2)V)+M)=ANU+M)+1-XN)(V+M))CK,

hiszen K konvex. Alkalmazhatjuk Helly tételét. Ha R mindegyik K’ halmazban

benne van, akkor R + M a K mindegyik elemében benne van.

(ii) Minden K € K esetén legyen
K ={P|KC(P+M)}.

Ekkor K’ kompakt, konvex halmaz. Alkalmazhatjuk Helly tételét: Ha R mindegyik

K’ halmazban benne van, akkor az R+ M halmaz IC mindegyik elemét tartalmazza.

(iii) Minden K € K esetén legyen
K ={P|Kn(P+M)#0}.

Ekkor K’ kompakt, konvex halmaz. Alkalmazhatjuk Helly tételét: Ha R mind-
egyik K’ halmazban benne van, akkor az R + M halmaz K mindegyik elemét

metszi. [ |
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2.2.8. Tétel (Jung). Legyen P C R™ kompakt, konvex halmaz. Ha r(P) jelli
a P-t tartalmazo legkisebb gomb sugardt, diam(P) pedig a P pontjai kézt fellépd
tavolsdgok maximumat, akkor

r(P) <

< mdiam (P).

Eqgyenldség pontosan akkor dll fenn, ha P tartalmazza valamely diam(P) élhosszi-
sagu szabalyos szimplex csucsait.

Bizonyitas. Klee tételének (ii) pontja miatt elegend6 legfeljebb n + 1 pontbdl
all6 ponthalmazokra bizonyitani az allitast. Legyen P C R" legfeljebb n + 1
pontbdl &ll6 halmaz, G pedig az oket tartalmazd legkisebb sugart gomb. Legyenek
Py, P, ..., P, azok a pontok, melyek G-n vannak. Ha G kozéppontja O, akkor

O € conv ({Py, Ps,...,Pn}).

Ha ugyanis nem ott lenne, akkor 1étezne O-t a konvex buroktol elvalaszté H hi-
persik, és O-nak a H-n 1é6vé O" merdleges vetiiletére O'P; < OP; teljesiilne. Azt is
feltehetjiik, hogy O az origo, és igy

(PP)* =2r (P)* —2(P;, P)).

Ekkor léteznek nemnegativ «; szdmok, melyekre > " a; = 1és > " ;P = O.

Igy

e s S BR)w(P) 2 " i P,
b Z ZZZ "(diam (P))*  (diam (P))*  (diam (P))* <; ZPZ?PJ>

i#j i=1
o
2
2r (P)
(diam (P))*
Ezeket az egyenlétlenségeket adjuk ossze j = 1,2,..., m-re:
9 2
m—1> 2P
(diam (P))

tehat

r(P) < ,/mQ;leiam (P) <, /2(++1)diam (P).
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Egyenléség pontosan akkor van, ha m = n és P;P; = diam (P) minden i # j pérra.
|

Az el6adason elhangzott még Helly tételének egy alternativ bizonyitasa 1- és

2-dimenziéban.

2.2.9. Tétel (Helly tétele véges sok halmazra 1-dimenziéban). Legyenek Ky, Ks,
..., K., konvex halmazok R-ben. Ha kozilik bdrmely kettonek van kézos pontja,

akkor van olyan pont, amit mindegyikuk tartalmaz.

Bizonyitds. A konvex halmazok (a;,b;) alakidak (1 < i < m), ahol a;,b; €
R U {£o0}. Legyen A a legnagyobb a; és B a legkisebb b;. Ekkor A < B, mert
kilonben az A-val kezd6dé intervallum diszjunkt volna a B-vel végz6do interval-

lumtdl. ]

2.2.10. Tétel (Helly tétele véges sok halmazra 2-dimenziéban). Legyenek K1, K,
..., K., konvex halmazok R?-ben. Ha kozilik barmely hdaromnak van kézés pontja,

akkor van olyan pont, amit mindegyikuk tartalmaz.

Bizonyitas. Indukciéval bizonyitunk m szerint. Legyen m = 4. Legyen P; €
K; N KN Ky, ahol {i,j,k, 0} ={1,2,3,4}. Négy esetet kiillonboztetiink meg:

(i) Ha valamely i # j esetén P, = P;, akkor készen vagyunk.

(ii) Ha létezik harom kollinedris, példaul P;, Py és P3, akkor P; és P benne van

Ks>-ben, és mivel K, konvex, igy P, is benne van.

(iii) Harom pont, példdul Py, P, és P; haromszoget alkot, és P, a hdromszog
belsejében van. Ekkor a haromszog csicsai K4-ben vannak, K4 konvex, igy

P, is benne van.

(iv) A négy pont egy konvex négyszoget alkot. Ekkor az atlék metszéspontja jé

lesz kozos pontnak.

Most tegyiik fel, hogy m halmazra igaz a tétel, bizonyitunk (m + 1)-re. Legyen
K = K, NK,.. Ezis konvex és a Ky, K,,...,K,,_1, K halmazok teljesitik a

tétel feltételeit, alkalmazhatd az indukcios feltevés. [ |
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2.3. Szabalyos politopok, Schlafli-szimbdlum
A vizsgatematikdban ez a tizenotodik tétel.

2.3.1. Definicié. Véges sok pont konvex burkdt konvex politopnak nevezziik.
A P konvex politépnak {Py, Py, ..., P} minimdlis reprezentdcidja, ha P =
conv{P;, Py, ..., P} és P, ¢ conv{P,Ps,...,Pi_1,Piy1,...,P:}. P wvalddi
lapjai a tamaszhipersikokkal valo metszetei. Bdrmely lap dimenzioja a metszet

dimenzidja. P-t magdt is, valamint az ures halmazt is lapnak tekintjik.

2.3.1. Tétel. Ha a P konvex politépnak M = {Py, P,, ..., P.} minimdlis repre-

zentacioja, akkor a kovetkezok ekvivalensek:
(i) Pie M;
(i) P; extremdlis pontja P-nek.
2.3.2. Tétel. Ha véges sok zart féltér metszete korlatos, akkor az konvex politop.

Bizonyitas. A metszet kompakt, konvex, ezért Minkowski tétele szerint meg-
egyezik extremalis pontjainak konvex burkaval. Dimenzié szerinti indukcidval
megmutatjuk, hogy csak véges sok extremalis pont van. n = l-re trividlis. Ha
E extremdlis pont, akkor hatarpont is, azaz van olyan a metszetet el6allito H
hipersik amelynek pontja. Ekkor azonban E extremalis pontja az egész halmaz

H-val vett metszetének is. ]

2.3.2. Definicié. Legyen P eqy konvex politop. Ekkor P egy csicsdhoz tartozo
csucsalakzatinak az adott csiucsbol kiindulo élek végpontjai dltal meghatdrozott

politopot nevezzik.

2.3.3. Definicio. A P politop szabdlyos, ha kétdimenzios lapjai szabdlyos sok-
szogek, gomb irhatd kiré, és csicsalakzatai eqybevigd (n — 1)-dimenzids szabdlyos

politopok.

2.3.3. Tétel. Az n-dimenzios szabdlyos politopok szama n = 3 esetén 5, n = 4
esetén (legfeljebb) 6, n > 5 esetén pedig 3.
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Bizonyitas. Rendeljiikk hozza minden P C R" politéphoz a kovetkezd Schldfii-

szimbolumot:

(7“1,’/’2, Ce ,Tn_l),

ahol r; a két dimenziés lapok oldalszama, (r,...,r,_1) pedig a cstcsalakzat
Schlafli-szimboluma. Jelolje tovabba a politép élhosszat ¢, koriilirt gombjének
sugarat r, csucsalakzatanak élhosszat (, csucsalakzatanak koriilirt gombjének su-

garat pedig 7.

2.3.4. Lemma. A fent definidlt szimbolumokra teljesiil az

v
2 (
I 1_M

2
4r ﬁ
4r2
08szefliggés.

Lemma bizonyitasa. Vegyiik a poliéder egy két dimenzids lapjat, azon egy x
csucsot, és legyen annak a két szomszédja y és y’. Az abriakon O a poliéder, O’
az x csucshoz tartozo csucsalakzat kiriilirt gombjének a kozéppontja. O” ennek
a kivélasztott lapnak a kiriilirt korének a kozéppontja, r” pedig a koriilirt kor

sugara. Legyen O-nak az x és az y cstcsokkal bezart szoge ¢.

X

2.1. abra. A lemma bizonyitdsa.
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Az elsé dbran az OO’y derékszogii haromszoghol rg = rsin p = 27 sin (%) cos (J;i)
A miésodik dbra alapjan felirhatjuk, hogy ¢ = 2rsin (529) Ezt atrendezve % =

sin? (%) Hasonléképpen a harmadik abran az O"yy’ és az O"xy egyenlészari

haromszogekben felirva ugyanezeket az egyenléségeket ¢ = 2r” sin (%) és by =
2r" sin (i—’;) A masodik képletben alkalmazva a kétszeres szog szinuszara vonat-

kozd képletet, behelyettesitve az els6 egyenletet adddik, hogy ¢y = 2¢ cos (%)
Ezutan sorba behelyettesitve a felirt 0sszefiiggéseket a bizonyitandé allitasba, fel-

hasznalva, hogy sin? (%) + cos? (%) = 1, azonossagot kapunk. ]

A lemmabdl, valamint abbdl, hogy barmely két dimenzids lap oldalszama leg-

alabb harom, kovetkezik, hogy egy szabalyos politop esetén:

cos? I)
ﬁzl—i>0:>ﬁ>cos2 (£> ZCOSQ<Z> :1.
42 1% 472 1 3 4
4_7,8

A lehetséges szabalyos testeket most gy fogjuk megkonstruédlni, hogy megnézziik

mi lehet a Schlafli-szimbdélumuk.
Tudjuk, hogy R3-ban 6t szabdlyos poliéder van. Induljunk ki ezekbdl a po-
liéderekbol, és nézziik meg, hogyan ”folytathatoak” ezek a Schlafli-szimbdélumok,

ha rekurzivan akarjuk felépiteni cket:

R*—ban : (37 3) (37 4) (37 5) (47 3) (57 3)
4 3 1 545 3 3
4rg 4 2 8 4 4
£ 2 1 5-V5 1 3-v5
4r2 3 2 10 3 6

/ ! \ ! ! L e

Ri—ben: (3,3,3) (4,3,3) (5,3,3) (3,3,4) (3,3,5) (3,4,3)
£ 5 1 7-3v5 1 3-V5 1
412 8 4 16 2 8 4

[} ° ° [} ° °

Az 4brabdl 1lathaté, hogy Ri-ben legfeljebb hat szabalyos poliéder 1étezhet. Az
is lathaté, hogy magasabb dimenziéoban mér csak két "szalon” folytathatjuk a

poliéderépitést. Nézziik meg ezt a két folytatasi lehetoséget.

Az n-dimenzids (3, .. ., 3) szimb6lumot mindig folytathatjuk tigy, hogy elé frunk

egy harmast, hiszen indukciéval belathaté, hogy % értéke ”2—21 > i. fgy kapjuk az
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n-dimenzids szimplezet. (3,...,3) elé négyes is irhatd, de akkor a szimbdélum nem
folytathat6 tovabb, hiszen 4% értéke n+r1 < }l lesz. Ez az eset adja az n-dimenzios
kockdt.

Hasonlé megfontoldssal kapjuk, hogy az n-dimenzids (3,...,3,4) szimbdlum
elé is mindig irhaté harmas, hiszen % értéke értéke mindig % lesz, igy kapjuk a
keresztpolitopot. Ebben az esetben azonban négyes mar nem irhato a szimbdélum

elé. ]

2.3.4. Definicié. A (3,4,3) szimbdlumhoz tartozd poliéder a 24-cella. Ennek
24 csucsa van és 24 oktaéder hatdrolja. A csiucsok a kovetkezdk: A 4-dimenzids
kocka csucsai és eqy kétszeresére nagyitott 4-dimenzios keresztpolitop csiucsai. A
(2,0,0,0) cstcs szomszédai: (1,+1,£1,+1). Automorfizmus-csoportjanak rendge:
24 x 48 = 1152.

2.3.5. Definicié. Az (5,3,3) szimbolumhoz tartozd poliéder a 120-cella. FEzt
120 dodekaéder hatdrolja. A 2-dimenziés lapok szama 120 x 12/2 = 720, minden
élnél 3 dodekaéder illeszkedik, az élek szdma 120 x 30/3 = 1200, a csicsok szdma
120 x20/4 = 600. Automorfizmus-csoportjidnak rendje 120 x 120 = 14400. Cstcsai

a kovetkezdk (T az aranymetszési dllandd):

(£2,42,0,0) dsszes permutdcidja, 24 darab,
(5, £1,+1,41) dsszes permutdcidja, 64 darab,
(7, 7, £7, £772) dsszes permutdcidja, 64 darab,

(77t 77t 2771 £72) dsszes permutdcidja, 64 darab,
(£72, 47720, +1) pdros permutdcidi, 96 darab,
(:I:\/g,O, +7,4+771) pdros permutdcidi, 96 darab,
(£2,+1, 7, £771) pdros permutdcidi, 96 darab.

2.3.6. Definicié. A (3,3,5) szimbdlumhoz tartozé poliéder a 600-cella. Ezt 600
tetraéder hatdrolja. A 2-dimenzios lapok szdma 600 x 4/2 = 1200, minden élnél 5
tetraéder illeszkedik, az élek szdma 600 x 6/5 = 720, a cstucsok szama 600 x 4/20 =
120. Automorfizmus-csoportjinak rendje 120 x 120 = 14400. Cstcsai a kovetkezok:
A 24-cella csicsai és a (£7,%£1,£771,0) pdros permutdcidi. A (2,0,0,0) csiics
szomszédai: (1,41, +7710), (1,£7710,41) és (7,0, +1, £771).
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2.4. Politéopok kombinatorikus tulajdonsagai

A vizsgatematikdban ez a tizennegyedik tétel.

Barmely két lap metszete is lap. Barmely két laphoz egyértelmiien létezik Oket
tartalmazd ”legkisebb” lap. Tehat minden poliéderhez definialhatjuk a laphdlojdt.

2.4.1. Definicié. Két poliéder kombinatorikusan azonos szerkezetii, ha

laphadloik 1zomorfak.

Példaul barmely két n-dimenziés szimplex kombinatorikusan azonos. Legyen
¢(v,n) a kombinatorikusan kiilénb6z6 v cstcst politépok szdama R"-ben. Ismert
érickek: c(n+1,n) =1 és c(n+2,n) = |n*/4]. Az dltaldnos — nehéz — probléma:

Probléma. Adjunk meg sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy valamely L
halo egy politop laphdloja legyen.
Legyen f;(P) a P politép j-dimenziés lapjainak szama.

2.4.2. Definicié. A P politop lapvektordnak nevezzik az

f(P) = (fo(P), i(P),..., fn-1(P))
vektort.

Természetes kérdés, hogy az Euler—Poincaré formulan kiviil van-e mas 6sszefliggés
is az f;(P) szdmok kozt.

2.4.1. Tétel. Az n-dimenzios konvex politopok lapvektorai daltal kifeszitett affin
altér az

Xo— X1+ + ()" Xy =14 (-1
egyenletii hipersik.

Bizonyitas. Dimenzi6 szerinti indukcioval bizonyitunk. n = 1,2 esetén nyilvan
igaz az allitdas. Tegyiik fel, hogy n > 3 és R™ minden P konvex politépjanak

lapvektorara teljestl a

n—1
> NS (P) =5
§=0
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Osszefiiggés. Legyen Q tetszéleges (n — 1)-dimenziés konvex politép, G és K pedig
a Q alapu gila, illetve kettos gula. Ekkor

f(g) = (fO (Q) + 17f1 (Q) +f0 (Q)7 : '7fn—2 (Q) +fn—3 (Q) s 1 ‘l’fn—? (Q))a
FK)=(fo(Q)+2, /1(Q)+2/0(Q),..., fa2(Q) +2fu3(Q),2/n2(Q)).

Mindkét vektor rajta van a
n—1
D NN =5
j=0
egyenletii hipersikon, ezért a két egyenletet kivonva kapjuk, hogy
n—2
Z A1 fi (Q) = A1 — Ao
j=0
Ez minden Q politépra teljesiil, ezért az indukcids feltevés szerint a

()\17 )‘27 ey >\n—17 >\n—1 - /\0)

vektor az
(L—1,1,...,(=1)" 2, 14+ (-1)"?)

vektor skalarszorosa. Ezért \; = (—1)j_1)\1, hal <j<n-—1, \yo1 — Ao =

(1 + (—1)"72) A1, azaz \g = —A;. Ekkor az Euler-Poincaré formula szerint
n—1 n—1 4
B= NPy ==X (1Y £ (P) =M\ (1+(=)"").
3=0 3=0
Ezért a

n—1
> NX; =5
=0

nem mas, mint a

i
L

(1) X; =1+ (=1)"""

<.
Il
o

Osszefliggés skalarszorosa. [

Ha n = 2, akkor nyilvanvald, hogy pontosan akkor 1étezik konvex sokszog, ha

fo(P) = f1(P) teljesiil.
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2.4.2. Tétel. Harom dimenzioban (fo(P), f1(P), f2(P)) pontosan akkor lapvektora

valamely konvex poliédernek, ha
(i) fo(P) = fi(P) + f2(P) = 2;
(i) 4 < fo(P) < 2fo(P) — 4;

(iii) 4 < fo(P) < 2fo(P) — 4.

Magasabb dimenzidban lényegében semmi nem ismert. Az R™-beli momen-
tumgorbe v kiilonb6z6 pontjdnak konvex burka a C(v,n) ciklikus politép. Ismert

a lapok szama, ha 0 < j < [n/2] — 1, akkor egyszerti:

pewm=(,51)

J+1

Ha R"-ben a P konvex politépnak v csucsa van, akkor f; (P) < f; (C (v,n)).

2.5. Polaris halmazok

A vizsgatematikdban ez a tétel nem szerepel, viszont az eldaddson elhangzott.

2.5.1. Definicié. A K C R" halmaz polaris halmaza a
K*={yeR" | (y,x) <1, ¥x € K}
halmaz.

2.5.1. Allitas. Egyx € R™ pont poldris halmaza R™, ha x a nullvektor; zdrt féltér,
ha x nem a nullvektor.

Bizonyitas. Ha x a nullvektor, akkor barmely vektorral vett skalaris szorzata nul-
la, vagyis a polaris halmaz az egész tér. Ha x nem a nullvektor, akkor a korabbi

ismereteink alapjan a fenti egyenlet egy zart féltér egyenlete. ]

A definici6 és a De-Morgan azonossagok kovetkezménye az alabbi:
2.5.2. Allitas. Unid poldrisa a poldrisok metszete: (Uier K1) = Nies K7

2.5.3. Allitas. Ha K, C K,, akkor K} C K.
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2.5.4. Allitas. Eqgy 0 kézépponti, r sugari gomb (kor) poldrisa egy O kizépponti

+ sugari gomb (kor).

2.5.5. Allitas. Ha K kompakt, konvez, és 0 € int(K), akkor K* is kompakt,
konvez, és 0 € int(K™).

Bizonyitas. A poléris halmaz nyilvanvaléan konvex, hiszen konvex félterek met-
szeteként is eléallithato.

A kompaktsaghoz be kell bizonyitanunk, hogy a polaris halmaz korlatos és zart.
Zartnak nyilvanvaléan zart, hiszen egy pont polaris halmaza zart, és zart halmazok
metszete is zart. Mivel az origd bels6é pont, igy van olyan r sugar, amelyre igaz,
hogy K tartalmazza az origd kozépponti, r sugart gombot. Ekkor a fenti allitasok
miatt K™ része ezen gomb polaris halmazanak, ami szintén egy origdé kozépponti
gomb, vagyis korlatos.

Annak igazolasahoz, hogy az origd K™ bels6 pontja, K korlatossagat hasznéljuk
ki. Mivel K korlatos, van olyan R sugar, amelyre K benne van az origd kézéppontu,
R sugari gombben. Ekkor ismét felhasznalva a tartalmazasrél, és a polaris halma-

/////

gdmbot, tehat 0 € int(K™*). |

2.5.6. Allitas. Ha K zirt, és 0 € K, akkor (K*)* = K (ahol (K*)* definicié

szerint K polarisinak a poldrisa).

Bizonyitas. Az egyenl6séget kétiranyu tartalmazas igazolasaval bizonyitjuk. Ha
x € K, akkor (x,y) < 1 minden y € K* esetén, ezért x € (K*)*, igy K C (K*)*.

Ha pedig egy x¢ vektorra xo ¢ K akkor az elvdlasztasi tételek miatt van olyan
H = {z € R" | (z,u) = 1} hipersik, amely elvélasztja egymastdl K-t és xo-t, és az
origd helyzete miatt azt is tudjuk, hogy (x,u) < 1, ha xy € K és ezzel szemben
(x0,u) > 1. Az elsé egyenlétlenségbél az adddik, hogy u € K*, a masodikbdl pedig
hogy xo ¢ (K*)*, vagyis a masik irdnyu tartalmazds, (K*)* C K is szitkségképpen

fennall. [

2.5.7. Tétel. Legyen K konvex politop, 0 € int(K). Ekkor K* is konvez politdp,
és K minden lapjanak megfeleltetheté K* wvalamely lapja, és ez a megfeleltetés

megforditjia a tartalmazdst.
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Bizonyitas. Legyen F' a politépunk egy lapja. Definialjuk ezen laphoz a K*

poléris halmaz F részhalmazat a kovetkezéképpen:
F={yeK'|({xy) =1 VxeF}.

Mivel F' a politop egy lapja, igy definici6 szerint van olyan H hipersik, amely ki-
metszi 6t a politépbdl, vagyis F' = K N H. Legyen H egyenlete (y,n) = 1, ahol az
n vektor a hipersik normalvektora. Ha F egyetlen pontbdl all, akkor F lap. Ellen-
kez§ esetben van egy xq € relint(F') pont. Vizsgaljuk most az (y,xq) = 1 egyenletii
hipersikot, amelyet H’-vel jeloliink. Vegyiik észre, hogy H' tamaszhipersikja K*-
nak, hiszen (y,xo) < 1 minden y € K*-ra. Legyen F' = H' N K*. Belatjuk, hogy
F'=F:

(i) F C F': Ha z € F, aza azt jelenti, hogy minden x € F-re (x,2z) = 1, vagyis

(x0,2) =1, azaz z € F".

(i) F' C F: Legyen v € K* \ F. A v vélasztdsa miatt van olyan x € F, hogy
(v,x) < 1. Mivel x¢ € relint(F'), van olyan x; € F', hogy xg = Ax+(1—\)xy,

vagyis (v,xg) < 1 tehdt v az F’-ben sincsen benne.

Hatra van még annak igazolasa, hogy F' F bijekeié. F-hoz hasonléan definidljuk

F-ot a kivetkezéképpen:

F:{ye(K*)* | (x,y) =1, vXeﬁ}.

Mivel F — {y cK|(xy) =1, ¥xe F}, fgy adédik, hogy F C F. Beldtjuk a
masik iranyu tartalmazast is. Legyen H az a hipersik, ami kimetszi F-et K-bdl, és
legyen H egyenlete (y,n) = 1. Ha z € K \ F, az azt jelenti, hogy (z,n) < 1, azaz
z ¢ F, vagyis F = F. Tehét az F — F leképezés bijekcié. Mivel K*-nak véges
sok tamaszhipersikja van, igy K™ poliéder. A tétel azon részét, hogy megfordul a

tartalmazas, mar korabban belattuk. [
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2.6. A tér felosztasai hipersikokkal

A vizsgatematikdban ez a tizenhatodik tétel.

2.6.1. Tétel. Az R? teret n darab hipersik legfeljebb
Y (MY (M) e (P
0 1 2 d

Bizonyitas. Indukciéval n-re. Az éllitds n = 0,1 esetén nyilvanvalé (minden

részre osztja.

d-re). Tegyiik fel, hogy n-re igaz az éllitas barmely d-re, bizonyitunk (n + 1)-re.
Vegyiink egy (n + 1)-edik hipersikot. Annyi \j rész keletkezik ahdny részre az
eredeti n hipersik osztja az (n + 1)-edik hipersikot. Az eredeti n hipersik (d — 2)-
dimenziés hipersikokban metszi a (d — 1)-dimenziés (n + 1)-edik hipersikot. Igy

azt legfeljebb
(M) (D) ("
0 1 2 d—1

részre osztjak. Legfeljebb ennyivel no a tér felosztasainak szama. Tehat n + 1
hipersik az R? teret legfeljebb

((3)+<?)+(z>+---+(z))+<(z)+(?>+<z>+-~-+<d"11§>

részre osztja. [
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