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Javitokulcs

Az dtmutatdé mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztato jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam eltt szerepld allitds kimondéasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezets gondolatmenet
megfelel§ részének végiggondolasa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utobbi kidertil, &m a kérdéses allités, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar. Természetesen az ismertetettektsl eltérd,
am helyes megoldéasokért teljes pontszamok, részmegoldéasokért pedig az utmutatobeli pontozas intelligens kozelitésével

meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak. Szamolési hibaért altalaban (hibanként) 1 pontot vonunk le.

1. Hany olyan fa van a vy, vs, ..., v csicsokon, amelynek minden fokszama paratlan?

Elég a fak Priifer kodjat nézni, mert ezek egyértelmiien megfelelnek a faknak. Tudjuk, hogy az n — 2, vagyis 6 hosszu
Priifer k6dban minden cstics sorszama eggyel kevesebbszer szerepel, mint a fokszama. Tehat ebben az esetben a minden

cstcs paros sokszor szerepel. 1 pont
Ennek alapjan a kovetkezd lehetGségek vannak. 1. Egy cstics sorszama szerepel hatszor vagyis egy hetedfoku, és hét
els6foku csucs van. Ilyen Priifer kod 8 darab van. 1 pont

2. Egy csiics sorszama szerepel négyszer, és egy kétszer, vagyis egy 6todfoki, egy harmadfokd, és hat els6foku cstcs
van. Ekkor ki kell valasztani, hogy melyik cstcs lesz az 6todfoku (8 lehet&ség), melyik lesz a harmadfoku (7 lehet8ség),
és melyik négy helyen legyen a Priifer kodban az 6todfoku cstics sorszama ((2) lehetdseg). 3 pont

3. Harom csucs sorszama szerepel kétszer, vagyis harom harmadfoku és 6t els6foki cstics van. Itt ki kell valasztanunk a
harom harmadfoku csticsot ((g) lehet&ség), ezek soszdmaibol %%éleképpen készithetiink egy 6 hosszi sorozatot, amelyben
mindegyikbdl ketts szerepel. 4 pont

Tehat az Osszes lehet§ség szama
8 8\ 6!
8+8-7- <3> + (3)23

2. Legyen G 12 csucsu graf, négy darab diszjunkt haromszog unidja. Legkevesebb hény élet
kell hozzavenni G-hez, hogy a kapott grafban legyen Euler kor?

1 pont

Egy grafban akkor és csak akkor van Euler kor, ha 6sszefiiggs, és minden fokszam péros. Itt minden fokszam péros,
viszont G nem Osszefliggs. 1 pont
Ahhoz, hogy G-t 6sszefiigg6vé tegyiik, minden haromszogbdl ki kell indulnia legalabb egy 6j élnek. Viszont ha csak
egy Uj él indulna ki valamelyik haromszogbdl, akkor ott valamelyik csics foka 3 lenne, ami paratlan. Ezért minden

haromszogbdl legalabb két 1) élnek kell kiindulni. Tehat legalabb (4 - 2)/2 = 4 qj él kell. 5 pont
Ennyi viszont elég is. Mindegyik haromszognek vegyiik egy—egy pontjat, és ezen a négy ponton vegyiink fel egy 4
hosszu kort. Ez a graf teljesiti a feltételeket, van Fuler kore. 4 pont

3. A K, n cstcst teljes graf (n > 3) éleit tgy stlyoztuk meg, hogy az n"2 darab feszitéfaja
koziil legalabb n™~2 — 1 darab minimalis sszsulyu feszitéfa. Bizonyitsuk be, hogy minden él
silya ugyanannyi.

Legyenek a csticsok v1, v, ..., Un, $(v;v;) a v;v; €l sulya.

El6szor belatjuk, hogy a kozos végpontu éleknek azonos a stlya. Tegyiik fel, hogy mondjuk s(viv2) > s(vivs). Legyen
Fy és Fy két feszitéfa a va,vs, ..., v, csicsokon. (Ennyi biztos van, mert n > 3.) Ekkor az F; + vivs illetve az F; + vivs
(i =1,2) mind v1,v2,...,v, feszitsfai. 3 pont

Ha s(F1) = s(F2), akkor s(F; + viv2) > s(F; 4+ vivs) vagyis van két nagy, és két kis osszsulyu feszitéfa. Ez lehetetlen,
mert egy kivétellel minden feszitéfa minimalis Gsszstlya. 2 pont



Ha pedig mondjuk s(F1) > s(F2), akkor s(F1 + vive) > s(F1 + vivs) > s(F2 + v1v3), megint lehetetlen, nincs harom

kiilénb6z6 silyu fa. 2 pont
Most legyen v;v; és viu; két tetszoleges fiiggetlen él. A fentiek alapjan s(viv;) = s(viv) = s(vgvr). Tehat minden él
sulya egyforma. 3 pont
4. Legyenek G csticsai vy, vg, . . . , v,, minden mindennel 6ssze van kotve, kivéve vy és vy. Hény

kolonbozé Hamilton kore van G—nek?

Huzzuk be a v1vs élet is. Osszesen igy (n — 1)!/2 Hamilton kor van. (A v; cstics utan (n — 1)! sorrendben kovetkezhet

a koron a t6bbi cstcs, de igy minden kort kétszer szamoltunk, a két koriiljarassal.) 4 pont
Az olyan Hamilton korok szama, amelyek tartalmazzak a vive élet, (n — 2)l. (A viv2 él utan (n — 2)! sorrendben
kovetkezhet a koron a tobbi csucs, és igy minden kort pontosan egyszer szamoltunk.) 4 pont
Tehat a valasz (n — 1)!/2 — (n — 2)\. 2 pont

5. Hatarozzuk meg az Osszes olyan x szamot, amelyre az alabbi haléozatban a maximélis
folyam értéke 24.
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1. &bra. A FELADAT

t
S X+H4
2. dbra. A MEGOLDAS
Mivel van egy 4 + x értéki vagas (lasd az abrat) ezért ha x < 20, akkor nincs 24 értéki folyam. 3 pont

Ha z > 20, akkor van 24 értékd folyam (abra). 3 pont



To6bb meg akkor sincs, mert van egy 24 értékd vagas is (lasd az abrat). 3 pont

Tehat a valasz x > 20. 1 pont
6. A G teljes graf csucsai vy, va, . .., Vg9, €S Uy, Us, . . ., Usg. A V1, Va,. .., V40 csucsok kozotti élek
sulya 1, az uy,us, . .., us csicsok kozotti élek sulya 2, és az u;v; élek silya 3. Hany minimalis

Osszsilyu feszitéfaja van G—nek?

Mivel 80 cstucsunk van, a minimalis feszit6faknak 79 éle van. 1 pont
Ebbdl legfeljebb 39 lehet 1 sulyt, mert kiilonben kort alkotnéanak a w1, v, ..., v4o csicsokon. 2 pont
Ugyancsak legfeljebb 39 lehet 2 sulyd, mert kiilonben kort alkotnanak az w1, us,. .., uso csicsokon. (Vagy: legalabb
egy €l 3 sulyu kell hogy legyen, kiilonben nem lenne sszefiiggs a keresett feszitéfa.) 2 pont
Tehat a minimalis 6sszsilyu feszitéfak salya 39 -1+ 39 -2+ 3. Ilyeneket tgy kaphatunk, hogy vesziink egy tetszdleges
feszitGfat a vy, vz, . . ., vao csticsokon (4038 lehetGség), egy tetszdleges feszitéfat az uy, ua, . . ., uqo cstcsokon (40%® lehetdség),
és egy tetszleges 3 sulyu éllel Gsszekotjitk Sket (40% lehetdség). 4 pont

Tehat Osszesen 407 minimalis Osszstlyt feszitSfa van. 1 pont



