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Az dtmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztato jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam elGtt szerepld allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezets gondolatmenet
megfelel§ részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbol. Ha ez utobbi kideriil, &m a kérdéses allitas, tétel,
definici6 nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar. Természetesen az ismertetettektsl eltérd,
am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az atmutatobeli pontozas intelligens kozelitésével

meghatarozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban (hibanként) 1 pontot vonunk le.

1. A G graf csicsai vy, vg, . .., U3, v; és v; akkor és csak akkor vannak Osszekotve, ha i —j| €
{1,2,11,12}. Hatérozzuk meg G pont-0Osszefiigglségi szamat.

Hagyjuk el a v;, vj, vy csticsokat a grafbol. Ha egymas mellett vannak, vagyis j = i + 1, kK = i 4+ 2, akkor akkor a
t6bbi cstics osszefiiggs grafot feszit, s6t, van Hamilton ttja, vi4+1vkt2...vi—1. (az indexeket modulo 13 értjiik, tehat pl

v14 v1—et jeloli.) 2 pont
Ha kett§ egyméas mellett van, mondjuk j = ¢ + 1, és v, mashol, akkor is ugyanez a helyzet: vjq{1...Vk—1Vk+41 ... Vi1
egy Hamilton 4t a megmaradt pontokon. 2 pont

Végiil ha semelyik kett6 sem szomszédos, akkor még Hamilton kor is van a maradék pontokon: vjy1 ... Vg—1Vk+1 ...
Vi—1Vit1 -.-Vj—1. (A lényeg, hogy az egyediil all6 elhagyott pontot vagy pontokat at tudjuk ugrani egy 2 hosszt élen.)

2 pont
Ugyanakkor 4 pont elhagyasaval konnyt szétszedni a grafot, hiszen minden cstics foka 4, barmelyiknek elhagyhatjuk
a szomszédait. 3 pont
Tehat a pont—6sszefiiggdségi szam 4. 1 pont

2. Hatéarozzuk meg az el6z6 feladatban szerepld graf kromatikus szamat.
Mivel a graf tartalmaz haromszoget, x(G) > 3. 2 pont

Prébaljuk meg harom szinnel, pirossal, kékkel és z6lddel kiszinezni a csicsokat. Feltehetjiik hogy v piros, v kék,
ekkor, mivel barmelyik harom egymas utani cstics haromszoget hatdroz meg, a szinezés egyértelmi: vs zold, va piros, vs

kek, ... vig piros, vi kék, ellentmondés, mert v1 piros. Tehat x(G) > 4. 4 pont
4 szinnel viszont kénnyd kiszinezni, példaul dgy, ahogy az elgbb prébaltuk, de vis j szint kap, sarga. 4 pont

3. Tekintsiik az Gsszes olyan G 100 cstcsu grafot, amelyekre 7(G) = 4 és x(G) = 4. Mennyi
az ilyen gréafok élsziménak maximuma?

Felejtsiik el egy pillanatra a x(G) = 4 feltételt. Ha 4 lefogé pont van, mondjuk a, b, ¢, d, és maximalizalni akarjuk az
élek szaméat, akkor az Gsszes élet kell venniink, amelyek erre a négy pontra illeszkednek. 4 pont
Ebben a gratban a,b,c,d egy teljes 4 pontu grafot feszit, és mind a négy pont &ssze van kitve a t6bbi 96 ponttal.
Tehat ennek a grafnak a kromatikus szama sajnos 5. 3 pont
Viszont ha egyetlen egy élet elvesziink, mondjuk az ab élet, akkor mar 4 lesz a kromatikus szdm, tehat ez egy maximalis
élszamt 100 cstcst G graf, amelyben 7(G) = 4 és x(G) = 4. Az élek szama 4 - 96 + 5 = 389. 4 pont

4. G egy paros graf, A és B osztalyokkal. A-ban minden pont foka legalabb 20, B-ben
legfeljebb 15. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz 5 éldiszjunkt, A-t lefed6 parositast.

Ellenérizziik a Hall feltételt. 1 pont
Legyen X C A tetsz6leges, és E az X és N(X) kozott fut6 élek halmaza. Ekkor |E| > 20|X| mivel X-ben minden
cstics foka legalabb 20. 2 pont



Viszont |E| < 15|N(X)|, mert minden N (X)-beli cstics foka legfeljebb 15, és nem is biztos hogy a beléliik kifuto élek
mind E-ben vannak. 2 pont
Tehat 20| X| < 15|N(X)|, ebbdl kivetkezik hogy | X| < |N(X)|, teljesiil a Hall feltétel, van A-t lefed§ parositas. 1 pont
Most hagyjuk el ezt a parositast, ekkor A-ban minden csics foka legalabb 19, B-ben pedig tovabbra is legfeljebb 15.

1 pont

Megint ellendrizziik a Hall feltételt, a fenti szamolas igy modosul: 19|X| < 15|N(X)|, ebbdl tovabbra is kovetkezik,
hogy | X| < |N(X)|, tehat még mindig van A-t lefed6 péarositas. 2 pont
Ezt megismételhetjitk 4-szer. A k-adik parositas elhagyasa utan (k < 4) a szamolas: (20 — k)| X| < 15|N(X)|, ebbdl
kovetkezik, hogy |X| < |N(X)|, tehat még mindig van egy k + 1-edik A-t lefedd parositas. 1 pont

(Igazabol k = 5-re is miikodik a szamolas, tehat 6 parositéas is van.)

5. A G graf csticsai v; ;, minden 7, j, k szamharmasra, ahol 1 <¢<4,1 <35 <4, 1<k <4
A v; 1 és a vy jr g csticsok pontosan akkor vannak dsszekotve, ha

li =i+ 1= j'[+ k= F[=1
Hatarozzuk meg G él-0sszefliggbségi szamat.

A graf tulajdonképpen egy kockaracs 4 x 4 x 4—es része. Mivel a sarkoknak (példaul vi1,1) a foka 3, ezért ezek
elvalaszthatok a graftol 3 él elhagyasaval. Tehat az él-Osszefiigglségi szam legfeljebb 3. 4 pont
Viszont barmely két pont kozott vezet 3 éldiszjunkst at. (Példaul ha i < i, j < j', k < k', akkor mehetiink v; ; x—bol
jobbra-hatra-fel, vagy hatra-fel-jobbra, fel-jobbra-hatra. A t6bbi eset is nagyon hasonlé.) Ezért az él-Osszefiigg6ségi szam
pontosan 3. 5 pont

6. G csucsai vy, vg, . . ., Ugg, U; és v; pontosan akkor vannak Gsszekétve, ha |i — j| 4+ 1 oszthato
10-zel. Hatarozzuk meg a 7(G), v(G), p(G), és a(G) értékeket.

A feltételek alapjan ha |i — j| = 9, akkor v; és v; Ossze vannak kotve. Tehat kaphatunk egy teljes parositast a
kovetkez6 modon. wvivig, vavil,. .. vov1s egy teljes parositas az els6 18 csicson. Ezt négyszer megismételve egy teljes
parositast kapunk a 90 csdcson. 4 pont

Ez 45 fiiggetlen él, t6bb nem lehet, tehat v(G) = 45. 1 pont

A Gallai tétel szerint v + p = 90, tehat p(G) = 45. 1 pont

Ha v; és v; Ossze vannak kotve, akkor |i — j| + 1 oszthato 10-zel, vagyis |i — j| paratlan. Ezért minden v;v; élre i és j
koziil az egyik paros, a masik paratlan. Vagyis G paros graf, a két osztaly a paros és a paratlan indexi csicsok halmaza.
Nyilvan nincs izolalt pont. 2 pont

Ezért alkalmazhatjuk a Kénig tételeket (paros grafban v = 7 és a = p), ezek alapjan a(G) = 45 és 7(G) = 45. 2 pont



