10.
11.

12.

13.
14.
15.

16.

17.
18.

19.
20.

Kombinatorika és grafelmélet 1.
2. gyakorlat, 2022. februar 25.

Grdfelméleti alapfogalmak, fik, Prifer-kod

. Rajzoljunk olyan egyszeri gréfokat, amiknek rendre 6,7,8,9 csticsa van és minden cstcs foka 3.

Hatédrozzuk meg az 6sszes olyan, lényegesen kiilonb6zé egyszerii grafot, melyekre rendre v = 4, e = 5, ill. v = 5,
e=3,illl. v=>5e="7,ill. v =5, e =8, teljesiil, ahol v jeloli a pontok szamét, e pedig az élek szdmat!

Héany 50 csicsd, 1223 éli, lényegesen kiilonb6z8 (paronként nem izomorf) egyszerti graf 1étezik?

Déntstik el, van-e olyan egyszerti graf, amelyben a pontok foka rendre 1, 2,2, 3,3,31ll.1,1,2,2,3,4,41ll. 2,3,3,4,5,6,7
ill. 1,3,3,4,5,6,6.

Bizonyitsuk be, hogy ha G tetszileges egyszerti graf, akkor a G vagy G grafok valamelyike Osszefiiggd!

Bizonyitsuk be, hogy egy tetszéleges n pontu faban a mdsodfoki pontok szdma nem lehet pontosan (n — 3)-mal
egyenld!

Az el6re megszdmozott (cimkézett) n darab pont kozé hanyféleképp hiizhatunk be éleket gy, hogy egyszerti grafhoz
jussunk?

Igazoljuk, hogy ha G véges graf, akkor paratlan foku pontjainak szama paros. Mutassuk meg, hogy ha G nem véges,
akkor ez nem feltétleniil igaz.

Hény olyan, paronként nem izomorf, 6 pontu, Gsszefiiggsd, egyszert graf létezik, melyben két méasodfoki és négy
harmadfokd pont van?

Mutassuk meg, hogy ha G egyszerii gréf, akkor élei irdnyithatéak gy, hogy ne j6jjon létre irdnyitott kor.

Igazoljuk a kovetkezo6 allitast. Ha T és Th két fa ugyanazon a véges ponthalmazon, és e; 11 éle, akkor 1étezik T5-nek
egy ez éle, hogy Th —e1 + e2 és To — e2 + €7 is fa.

Hogy néz ki az a lehetd legkevesebb cstcsot tartalmazé egyszert graf, amelyben a legrovidebb kér hossza pontosan
4 és minden pont harmadfokd?

Mutassunk a komplementerével izomorf, 5- ill. 6-ponti grafot!

Hény pontja van annak a T finak, melyre |E(T)| = 15 - |E(T)|?

Rajzoljuk le azt a grafot, melynek pontjai a 4 hosszt nullakbdl és egyesekbdl allé sorozatok és két csiics akkor van
éllel Gsszekotve, ha egyik a masikbdl egy ,,forgatdssal” megkaphatd, azaz ha az egyik a (b1, b2, b3, bs) akkor a mésik
a (b2, bs, ba, b1) sorozathoz tartozé pont.

Igazoljuk, hogy ha egy di > d2 > --- > d,, sorozat egy egyszeru graf fokszam listdja, akkor teljesiil ra a kovetkezd
feltétel:

k n
> di <k(k—1)+ > min(di, k), Vke{1,2,...n}
i=1 i=k+1

(Igazébdl az allitds megforditdsa is igaz: ha a fenti feltétel teljesiil egy szdmsorozatra, akkor van hozza olyan egyszerii
graf, melynek az adott szdmsorozat a fokszdm listdja.)

Mutassuk meg, hogy egy véges egyszerili grafnak mindig van két azonos fokszamu csticsa.

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges véges G gréfra fennall, hogy |E(G)| > |V (G)|—c(G), ahol ¢(G) a G graf ésszefiiggd
komponenseinek szamét jeldli.

Mi lehet a G graf, ha A(G) < 2?7 (A(G) a G graf maximélis fokszadmé&t jeloli.)

Egy 3 x 3 méretli sakktabla négy sarkdba két vilagos és két sotét huszart allitunk gy, hogy az azonos szint huszarok
4tellenes sarokban alljanak. Elérhet6-e ebbdl az allapotbdl a huszarokkal a szokdsos 1épéseket végezve, hogy a tabla
négy sarkdban §lljanak a huszdrok, de az dtellenesek kiilonbo6zé szinfiek legyenek? (Koézben sosem &llhat egy mezén
egynél t&bb figura.)



21. Tegyiik fel, hogy egy téglalapot véges sok téglalappal kiparkettaztunk. Minden kis téglalapnak legaldbb az egyik
oldala egész hosszusagu. Igazoljuk, hogy a nagy téglalapnak is van egész hosszisdgu oldala. (*)

22. Mutassuk meg, hogy ha egy n csucsu teljes graf éleit kiszinezziik két szinnel, akkor biztosan keletkezik olyan
részgrafja, mely n csicsu fa, és minden éle azonos szinfi.

23. Egy fanak 8 csticsa van, fokszdmai pedig kétfélék. Mi lehet ez a két szam?

24. Melyek izomorfak az alabbi grafok koziil?
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25. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan egyszeri graf, amelynek pontosan két kiilonboz6 feszitéfaja van.

26. Izomorfak-e az aldbbi graf parok?

(2) (b)

27. Egy fa Priifer kédja (3,1,4,1,5,9,2,6). Mi a kdd elkészitéséhez els6nek torolt levél indexe? Mi a kédhoz tartozé fa?

28. Bizonyitsuk be, hogy ha F' fa, akkor leveleinek szama legaldbb akkora, mint az F-beli csicsok maximalis fokszama.

29. Bizonyitsuk be, hogy ha egy fanak nincs masod- és harmadfoku csiicsa, akkor az Gsszes cstiicsanak legalabb % része
levél.

30. Melyik fék tartoznak az aldbbi Priifer-kédokhoz: (1,2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10), (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1), (1,2,1,3,1,4,1,5,1,6)
ill. (5,4,8,2,2,2,8)?

31. Melyek azok a fdk, melyek Priifer-kédja csupa kiilonb6zé szambdl all? Es melyek azok, melyeknek csupa azonos
szambol 4117

32. Hény olyan fa adhaté meg n cimkézett ponton, melyben a pontparok tavolsdgai koziil a legnagyobb hiarommal
egyenld? (Két pont tdvolsdgan a koztiik levd legrovidebb dton taldlhatd élek szdmét értjik.)

33. Hény olyan fa adhaté meg n cimkézett ponton, melynek az n pont levele?

34. AV ={1,2,...,2n} (szdmozott) pontokon hdny olyan egyszerii G graf adhaté meg, melynek 2n — 2 éle van és két
egyforma méretii, 6sszefiigg6 komponensbdl 4117

35. Hény kiilonbozd olyan fa adhaté meg az 1,2,...,8 cimkézett csticsokon, ami az {1,2}, {3,4}, {5,6}, {7,8} élek
koziil legaldbb az egyiket nem tartamazza?

36. Legyen di > dz > --- > d,, > 1. Bizonyitsuk be, hogy di,ds,...,d, egy (n csticsi) fa fokszdm sorozata akkor és
csak akkor, ha dy +d2+ -+ +d, = 2n — 2.

37. Bizonyitsuk be, hogy egy faban tetszdleges két leghosszabb dtnak van k6zos cstcsa.
38. Bizonyitsuk be, hogy egy fadban az dsszes leghosszabb utnak van k6zos csicsa. (*)
Hazi feladatok

1. Adjuk meg az 6sszes, legaldbb két csicsi 6nkomplementer fat, vagyis az Osszes olyan legaldbb két csicsu fat, ami
izomorf a komplementerével!

2. Hény olyan fa van a v1, v, ..., v, csicsokon, amelynek v,_jv, éle?



