Kombinatorika és grafelmélet 1.

8. gyakorlat, 2022. aprilis 11.
gorog betik, Konig, Gallai, Tutte

Tudnivalék

a(@G): fiiggetlen pontok maximalis szdma; 7(G): lefogd pontok minimdlis szdma;

v(Q): fiiggetlen élek maximadlis szdma; p(G): lefogd élek minimélis szdma.

Kénig tétel: (a) Ha G péaros graf, akkor v(G) = 7(G). (b) Ha G péros és nincs izoldlt pontja, akkor a(G) =
p(G).

Gallai tétel: (a) Ha G-ben nincs hurokél (de nem feltétlentil paros graf) akkor 7(G) + «(G) = n ahol n G
cstcsainak a széma. (b) Ha G—ben nincs izoldlt pont (de nem feltétleniil paros graf) akkor v(G) + p(G) = n ahol
n G csicsainak a szama.

Ha X a G = (V, E) gréf csucsainak részhalmaza akkor N(X) :={v € V : 3z € X : vz € E} az X halmazbeli
pontok szomszédsagédnak unidja.

Frobenius tétel: Legyenek A és B a G péaros graf szinosztdlyai. Pontosan akkor létezik G-nek teljes parositasa,
ha |A| = |B| és az A szinosztély pontjainak tetszdleges X részhalmazdra | X| < |N(X)].

Hall Tétel: Pontosan akkor létezik G-nek A-t fed6 parositdsa, ha az A szinosztily pontjainak tetszoleges X
részhalmazdra | X| < |N(X)].

Tutte tétel: A G véges grafban pontosan akkor 1étezik teljes parositas, tetszbleges X csiicshalmazra G — X-nek
legfeljebb | X | paratlan komponense van: ¢,(G — X) < |X| VX C V esetén.
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1. Konstrualjunk olyan grafot, amelynek pontosan k db kiilénb6z6 teljes parositasa van.

2. Igaz-e, hogy tetszoOleges véges G graf mindazon élei, amik G valamelyik teljes parositasdban szerepelnek, paros
grafot alkotnak?

3. Adott egy n x n -es métrix, amelynek minden soraban, és oszlopdban pontosan k darab egyes van. Bizonyitsd
be, hogy ekkor kivalaszthaté n darab egyes gy, hogy minden sorbél és oszlopbdl pontosan egy darab egyest
valasztottunk kil

4. Hatdrozzuk meg az aldbbi grafokban a 7(G), v(G), p(G) és a(G) értékeket!
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5. Legyen V(G) = {v1,v2,...,v204}. A v; és v; (i # j) csicsok kozott akkor menjen él, ha ¢ 4+ j hdrommal
osztva 1 maradékot ad. Hatdrozzuk meg a(G), v(G), p(G) és 7(G) értékeit.

6. Legyen V(H) = {v1,v2,...v74}. A v; és v; (i # j) csticsok kozott akkor menjen él, ha i + j és 74 relativ
primek. Hatdrozzuk meg az a(H), v(H), p(H), 7(H) értékét!



Legyen G egy 2n pontu graf, mely egy 2n — 1 ponti L 1tbdl és egy ¢ pontbdl all, ami L minden pontjaval
Gssze van kétve. Mennyi 7(G)?

8. Léssuk be, hogy egy n ponti egyszerii G grafban 7(G) = n — 1 akkor és csak akkor, ha G = K,,.

9. Keressiink a megadottnal nagyobb méret{i parositast az aldbbi grafban!
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Jelolje A(G) a G graf maximalis fokszamét, 7(G) pedig a lefogé pontok minimadlis szdmat. Bizonyitsuk be,
hogy A(G) - 7(G) = |E(G))|.

Jelolje w(G) a G gréf egyik maximadlis klikkjének méretét, azaz G komplementerének fiiggetlenségi szamat.
Mutassuk meg, hogy a(G) + w(G) < |[V(G)| + 1.

Egy 100 cstcsu egyszeri G grafban barmely 3 csics kozott van legaldbb 2 él. Bizonyitsuk be, hogy G-ben
van teljes parositas.

Legyen a 100 csucst, egyszerii G grafnak X egy 52 pontbdl all6 fiiggetlen ponthalmaza és legyenek x,y és z
kiilonb6z6 X-beli csticsok. Tartalmazhat-e a G + zy + yz + zx graf teljes parositast?

Hazi feladat

1.

Legyenek G csticsai v1,v2,...,v1000, Vi s v; Ossze van kétve akkor és csak akkor, ha |¢ — j| < 7. Hatarozzuk
meg £(G)-t, G pontosszefiiggdséegi szdmat.

Legyenek G cstcsai v1,v2,...,v1000, V; €5 v; Ossze van kétve akkor és csak akkor, ha |i — j| = 1, 3, vagy 5.
Hatérozzuk meg az a(G), 7(G), v(G), p(G) értékeket.



