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Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat téjékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimondéasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az
adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetd gondo-
latmenet megfeleld részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor megfelel6 részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektol eltér6
de helyes megolddsokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az itmutatébeli pontozds intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. A G egyszerii paros graf két osztalya A és B. |A| = |B| = n > 4, B-ben pedig minden cstcs
fokszama legaldbb n — 4. Azt is tudjuk, hogy G 4-pontosszefiiggd.
Bizonyitsuk be, hogy G-ben van teljes parositas.

Ellenérizziik a Frobenius tétel feltételeit. Azt tudjuk, hogy |A| = |B|, azt kell csak beldtni, hogy minden

X C Aesetén [N(X)| > | X]|. 2 pont
Mivel G 4-pontosszefiiggé, minden csics foka legaldbb 4. 3 pont
Teh&t tetszéleges X esetén |N(X)| > 4. Vagyis ha | X| < 4, akkor |[N(X)| > 4 > | X]|. 2 pont

Most legyen |X| > 5. Ekkor, mivel B-ben pedig minden cstics fokszdma legaldbb n — 4, minden B-beli
cstcsnak van X-beli szomszédja (ellenkez6 esetben legfeljebb n — 5 lehetne a fokszdma). Vagyis N(X) = B,
tehat |[N(X)| =n > |X|. Ezzel készen is vagyunk. 3 pont

2. A G graf cstcsai vi,v2,...,v75. A vv; (i # j) csicsok akkor és csak akkor vannak Osszekotve,
ha i+ j =75, 79 vagy 69. Hatdrozzuk meg a v(G), 7(G), a(G) és p(G) értékeket.

Vegylik észre, hogy minden él paros és paratlan indexi csics kozott fut, tehat G paros graf. Egyik osztély

a 37 darab péros index{i csics, a masik a 38 paratlan indexti. 2 pont
A v1v74, V9073, . . . U37U3s élek fliggetlenek, 37-en vannak, tehdt v(G) > 37. 2 pont
Ugyanakkor a 37 darab péros indext cstcs lefogé ponthalmazt alkot, tehdt 7(G) < 37. De v(G) < 7(G),

ennek alapjén v(G) = 7(G) = 37. 3 pont
Most pedig a Gallai tételek alapjan p(G)+v(G) = 75, tehdt p(G) = 38, a(G) + 7(G) = 75, tehdt a(G) = 38.

3 pont

3. G 12 csicsu graf és v(G) < 4. Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 9. Mutassunk olyan 12 csicsu G
grafot, amelyre v(G) =4 és x(G) = 9.

Tekintslink v(G) fliggetlen élt. Legyen V azon csticsok halmaza, amelyek nem végpontjai ezeknek az éleknek.
Mivel t6bb fiiggetlen él nincs G-ben, V' cstcsai k6zott nincs él, vagyis ezek egy fliggetlen csticshalmazt alkotnak.
2 pont

Tehat kiszinezhetjiikk ket ugyanazzal a szinnel. A t6bbi csicsot meg szinezziik csupa kiilonbozé szintire.

3 pont

Mivel v(G) < 4, |V| > 4, tehat igy legfeljebb 9 szinnel sikeriil kiszinezni a csiicsokat, vagyis x(G) < 9.

2 pont

Most pedig vegyiink egy teljes 9 csticst grafot és 3 izoldlt pontot. Itt vildgos, hogy v(G) = 4 és x(G) = 9.

3 pont

4. G egy 10 csicsu egyszeri paros graf, A és B osztdlyokkal. Tudjuk, hogy A-ban minden csics
foka 6. Bizonyitsuk be, hogy x'(G) = 6.

Mivel A-ban minden cstcs foka 6 és nincsenek parhuzamos élek, |B| > 6. 3 pont



De akkor |A| < 4. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy B-ben minden cstics foka legfeljebb 4. 4 pont
Vagyis G egy péros graf, ahol a maximadlis fokszdm 6, ezért Kénig tétele alapjan x'(G) = 6. 3 pont

5. A G 100 csicsu grafbdl akarhogyan elhagyunk egy élt, a kapott graf sikgraf. Bizonyitsuk be,
hogy a(G) > 24.

Hagyjunk el egy tetsz6leges élt, e-t G-b&l. A kapott G’ graf sikgraf. A Négyszintétel alapjan kiszinezhetd 4
szinnel. 3 pont
Valamelyik szin, mondjuk a piros, legalabb 25 csiicson fordul el6. Legyen a piros csicsok halmaza P. 3 pont
P fiiggetlen halmaz G’-ben. G-ben is majdnem fiiggetlen, legfeljebb az elhagyott él, e fut koztiik. Hagyjuk
el e egy végpontjat P-bol. Ezzel egy fliggetlen halmazt kapunk, amelynek legaldbb 24 csicsa van. 4 pont

6. TetszOleges G sikbarajzolt grafra n(G) a csucsok szama, e(G) az élek szdma és t(G) a tartomanyok
szdma. Hatdrozzuk meg az n(G)+2t(G) mennyiség minimalis értéket, ha G tetsz8leges 100 éli, egyszert
Osszefliggs sikbarajzolt graf lehet.

Legyen G 06sszefiiggd komponenseinek a szdma k(G). Az Euler formula alapjan n(G) —e(G)+t(G) = k(G)+1,

vagyis n(G) + t(G) = e(G) + k(G) + 1. 3 pont
Vildgos, hogy t(G) > 1 és k(G) > 1. 2 pont
Tehét n(GQ) + 2t(G) > n(G) + t(G) + 1 = e(G) + k(G) +2 > 103 3 pont

Viszont n(G) + 2t(G) lehet is 103, legyen G egy 101 csicsy, 100 éli fa, ekkor ¢(G) = 1, tehdt n(G) +2t(G) =
103. 2 pont



