‘Mely valés szimok esnek a ,,legtavolabbra” az
Osszes raciondlis szamt61?

Bevezetés. Az Olimpia 6. feladatdhoz néhdny megjegyzést filzve vetettem fel a kovet-
kezd kérdést (KoMal. 1991/8-9. szdm, 344. old.):

Milyen kicsi lehet az «, ha taldlhat6 hozza olyan £, hogy tetszdleges g > 0 és p egészekre
fennall az

P
(1) ‘E— ;

egyenlStlenség?

Az cr-ra azénl volt szitkségink, hogy segitségével el tudjunk 4llitani egy olyan, a fela-
datban megkivént tulajdonsdgid sorozatot, amelynek elemei egy o hosszisaga nyilt interval-
lumban helyezkednek el. Az intervallum sugara tehét annal kisebb, min€l kisebbre tudjuk
az o-1 vilasztani.

A miltkori dolgozatban részleges valaszt adiam a kérdésre, bebizonyitva azt, hogy a =

=3+J§ V5—1

3 még megfeleld (pl. £ = —5 1én), tovibb4, hogy o < 2, 5 mér nem lehet-

séges.
Ebben a dolgozatban tGbbek kdzitt teljes vilaszt adiam erre a kérdésre: igazoltam, hogy

> 1
ag?

I++/5
a jo a-k kdzott van legkisebb, mégpedig éppen a = T\/— (Ez egyébként azi jelenti, hogy

3+
az el6z6 dolgozatban definidlt i értéke zﬁ. Iy = h, +00) és I} = (0, h), tovabba hogy
3+
az ott megadott midszerrel konstrudlt (z ;) sorozat lehetd legkisebb korldtja 3 = ;’E,}

Tanulsagos végiggondolni, hogy hogyan kaptuk a miltkor az o = 2, 5 eredményt.
Mindenekelstt vezessitk be tetszdleges x valds szdm esetén az r-nek a hozza legkoze-
lebbi egészt6l valds eltérésére az ||x|| jelolést:

def .
|lz[| = min({z},1--{z}),
ahol {z} = = — [z] az z tortrészét jeloli.

Nyilvdnval6, hogy (1) pontosan akkor teljesil valamilyen o mellett a £-re, ha ||£]|-re
(vagy pl. (1 — ||£]|)-re) is fenndll, ezért az dltaldnossdg csorbitdsa nélkil feltehetjik, hogy
fe [l]; %] ,vagy hogy £ € [%, l] ; (kényelmi szempontbél hol az egyik, hol a mdsik interval-
lummal dolgozunk majd).

Ezzel a megjegyzéssel ui. azt kapjuk, hogy az (1)-ben az a-hoz pontosan akkor taldlhaté

1 1
megfelel6 £, ha a (’i — — 2 4 ) alaki intervallumok (g > 0 és p egészek) nem

g ag*q ag?
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1 1
fedik le a [l}; E] -et, illetve ami ezzel ekvivalens: [E; I] -el. Na mér most az, hogy az o nem
megfeleld szimunkra (tehdt hogy nem taldlhatd hozz4 (1)-beli £), éppen azt jelenti, hogy

A [3 ]CPE;L(“M E*fqz)'

Aki ismeri a hires Borel-féle befedési tételt, az ezen a punmn felkidlt: hohd, hiszen ebbdl
kovetkezik, hogy a rossz a-k kizbtt nincs maximalis, vagyis hogy a j6 a-k kéz0tt van minima-
lis. Ha ui. feltessziik, hogy a rossz o-k kdzitt van egy o* maximalis, akkor arra () teljesil,
ami azt jelenti, hogy a bal oldali zént intervallumot lefedik a jobb oldali nyilt intervallumok.
A Borel-tétel szerjnt tehét a jobb oldali nyilt intervallumok kéziil mar véges sok is befedi az

1
[E: 1] -gt, €5 ckkor — amint az kdnnyen végiggondolhaté — a fedé intervallumokat Ossze-

huzhatjuk egy kicsit a kdzéppontjukbdl tgy, hogy tovdbbra is befedjék az E l] -et. Mis

széval az o*-ot egy kicsit ndvelve még mindig rossz a-t kapunk, ami ellentmond o* maxi-
malitdsanak. -

A Borel-tétel segitségével tehdt méris belattuk, hogy a j6 a-k kozdtt van minimdlis:
ezt természetesen bizonyitani fogjuk az aldbbiakban a Borel-tétel felhasznalasa nélkiil is. A

Borel-féle befedési tétel mindenesetre azt jelenti, hogy minden rossz er-hoz meg tudunk adni

véges sok F tortet Ggy, hogy mar azokkal is teljesiljon ().
q

Hogyan bizonyitandnk példdul ezt az elvet szem eldtt tartva, hogy o < 2 nem lehetséges
(1)-ben? Egyszeriicn iigy, hogy a (+) jobb oldalén egyetlen © tértet vesziink, Z = 1, és mar

q q
1 |
az ehhez tartozd intervallum is lefedi az 5;1 -et;
1 1 1 1
Ha a < 2, akkor |; 1 (1- L. )
1 o a
Ahogyan a-t a 2-héz kdzelitjok [alu]tﬁl] a jobb oldali intervallum bal végpontja
(1 — }u) az %-hez tart, ami arra késztet benniinket, hogy az %»Et is vegyitk be a P ortek
a q
1
(eddig csak az i!} kijzé.
A kérdés tehit az, hogy milyen lehet az «, ha
(*1) [ ] 1+'u(1 11+')
* - — — = — _—— -1,
1 ( da’ 2 4&) a a

5
Egyszeti szdmolas adjaaz o < 5 eredményt.

Ezzel tehdt belattuk, hogy az o < 2, 5 szimok a rossz a-k kozé tartoznak, hiszen kielé-
gitik a (+) reldciot.

Mi torténik akkor, ha most nem allunk meg, & a felhasznalt Pk eddigi halmazat
' q

1
(5 6 1) boviteni probéljuk?
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Az a-taz ;—he.z kiizelitve a (1) jobb oldaldn 4116 nyilt intervallumok % + é, illetve

3
1— L hatérpontjai a kozos % érékhez tartanak, tehét célszerti a =-khoz a -0t s hozzi-
x . q
venni. Feltéve most a kérdést, hogy milyen a-kra teljesil

[1] cG-m3*m) G-t m)v(-31+3)
2’ "2'_4n:z 4o 5725’5 | 25a o al’

az o < ? egyenlﬁtlenségct kapjuk.

13
Tehét az o« < 3 szdmok is a rossz -k kozé tartoznak. Ezt a sort még j6 ideig folytat-
hatnénk, ekizben mindenkiben kialakulna az a sejtés, hogy a Pk kot az

q
g, 23 8 2
275713 34
. . . oo V41
szomszédos Fibonacci-szimok hanyadosait érdemes felvenni (ezek éppen a kritikus 5
értékhez kozelitenek), és ezekkel rendre az o < E, o< E, o< E, a < E, ... szdmokat

1 2 5 13
tudndnk besorolni a rossz o-k kozé.
Az egyenlitlenségek jobb oldaldn éppen a Fibonacci-sorozat bizonyos mésodszomszé-

«/3+1)2=~./’§+3

dos elemeibdl képzeu hdnyadosok dllnak, ezeknek pedig a ( > 5 a hatar-
értéke.
3
Vagyis a sejtés igaz volta éppen azi jelentené, hogy minden o < kielégiti a (+)

2
Mivel pedig ldtiuk, hogy a

rel4ciot, tehat hogy az (1)-ben j6 a-kra fenndll @ > «/5; 3

543 | 543
Vs J0, ez azt igazolnd, hogy a jo o-k legkisebbike VS

Ezt az elég vézlatos fejtegetést irjuk 4t a tovdbbiakban prer:iz tételekké €s bizonyita-
sokka.

%

Az egyszeraség kedvéért legyen f(z) - ||z |, €s jeloljon & a tovdbbiakban mindig
irraciondlis szimot (raciondlis szdmokra ui. trividlisak a tételek).

1. Tétel.
3—/5
a) Ha < ||€]|, akkor alkalmas g > 0 és p egészekkel 5 .
-2 ,9~q g
3—+/5
b) Ha [|¢]| < =, akkor alkalmas g > 0.és p egészekkel -— 5-—.

A bizonyitdsndl és a késdbbiekben is segitséginkre lesz a kﬁvelkezﬁ, Onmagdban is ér-
dekes
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1. Lemma. Tetsz8leges pozitfv egész k szdm esetén értelmezzik az (s, ) sorozatot az
80 =0,
41 = 11'
Sn =ksp-itsn-2, (n22)
eldirassal, Jeldljik tovibbé a szomszédos elemek hdnyadosaibél képzeit sorozatot (ty, )-nel:

tn=—2-  (nEN).
Sn+1

Ekkor
a) s — sp_tsp+1 = (=1)"71,  (n21)
(—1)m-1 |
b) ty — tpy = (1)

Snfn+l

':'} dn-28n+1 = Sp-15n = k- {_I}nwli {ﬂ 2 2);
k(=1 n—1

d} tn2—1n= ( ] y (mnz22)
Sp—18n+1

e)fp<ta<ly<... <1 <...<tg<t3<Hy;

VE2+4 -k
3 .

lig'tlin = =, ahol v =
Bizonylids.
a) Legyen 1 > 2 tetszbleges egész. Ekkor a definici6 szerint

2 : g o= et : : . _ ol 2 . =
87 — 8j_18i+1 =87 — sj_1(ks; +sj_1)=s8]_, + 87 — ks;_18; =

_ 2 . 2
=—s;_ 1 +5i(si —ksi_1)=—s8;_; +s;_38;, azaz
313 — 3i-13i+1

3.'1-1 = 8§25

= -1, tehét

n 2
2 2 87— §j-18i+1
S, —8p 18 =18y — =
n n—1%n+1 { 1 sﬂsljgﬁiil — Si_2%
=1 (-1)" = (=",
b) Trividlisan adddik a}-bol.
c) Felhaszndlva a)-t,

Sn-28%n+1 " Sp=15n = 311-1“:511 + Sn—!:l - Sn-lfkﬁn—] + Sn-.z) =

= ksﬂ_zsn - k&i_} = —k{.ﬁﬁ__,l - 5.;_2-31;} =
==k (-1)" 2=k (-1)""L.
d) Trividlisan adodik c)-bél.
e) A d) dsszefiiggés szerint a t,, — £,,_> kilonbség pozitiv vagy negativ aszerint, hogy

n péros vagy pratlan. fgytg <ty <ty <...illetvet; > t1 > 5> .. ..
Ha n = 2m péros, akkor b)-bdl

tom — loam—1 = tn — lp-1 < 0, azaz
tam <tam-1 %<1y,
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tehat a novekvd (to, t2, t4, . , .) sorozat feliilrSl korldtos, ami miatt létezik az Ly = IHIn tam

hatarériék. Hasonl6an a fogy6 (¢1, t3, £, . . .) sorozat alulrdl korldtos, ami miatt 1étezik az
L= llmm t2m—1 hatarérték. Mivel s, — oo (ez nyilvanvald), ezért b)-bdl

lim(tam—1 — t2m) =0, azaz
Li—Ly=0 kovetkezik.
fgy tehdt Lo = L, és létezikaz L = lim ¢, hatdrérték. Erre természetesen

to<tz<ly<...<L<...<ts<il3<ty.

Nyilvin
~L=]im 1 =Hm3ﬂ+2=umk'3n+l+3ﬂ
Lz n tntn+1 n 311, n I51'1;
k
=1+k lim 2 =4 2
oS, L
lchﬁhi— gyoke az
(2) =k +1
egyenletnek.
1 1
Hnmégﬁgyclemb:vcsszﬁk,hﬂgyz}t—=k,akkur
tl
1 k+vVk2+4 vapv
7 T
7= 2  Vki+d—k a
k+vVk?+4 2 Tk |

2. Lemma. Rogzitsiik k értékét, és hasznéljuk az 1. Lemma jeloléseit,
a) Ha mn tetszbleges természetes szdm, akkor

2 k

3 a=k+——
©) k' S2m+152m+3
esetén
[t }::Cl t . tay + ! ]
2ms Tk r + L2 .
I=m a 5§1+1 o '3%4-1
b)
2
4 =k+—
(4) (o P
esetén

( 't]f:fjt ! 1 + :
Tk b1 - 20-1 E_S%! 21-1 ﬂ'-S% .
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Bizonyfids.
a) Az allitds azt mondja ki, hogy a [t2,,; &) intervallumot lefedik az
S2] 1 8327 1

- +
¥ :IE
3241 @ 3%“-1 S21+1 Q8314

alakd intervallumok, ha o értékét (3)-nak vélasztjuk. Az 1. Lemma e) allitdsa szerint

(Izm)

& &)
(tzm: i) = U [tass taraal,

l=m
ezért elegendd beldtnunk; hogy [ > m esetén
1 1 1 1

tastagea C[fz.-— iyt ]U[tﬂ+2__f‘_"‘;tﬂ+1+ ] *

! = a- s34 s34 @ 352U+3 833
Ez pontosan akkor teljesiil, ha

1 1
[tan; ta+2] C [fﬂitzt + _] U [fzhz - ;f1¢+z‘ 1
azaz ha
1 1
tasz—ta < +

@ Sim arsiyy
Az egyenldtlenséget az 1. Lemma a) és d) osszefuggéseinek segitségével ekvivalensen 4tala-
kitva

k 1 1
< b g, OENE

$21+1521+3 ﬂw‘%m Q52043 |
f}zgq-g + 3%}_+1 _ (52143 — '52!+1}2 +2821+1821+3 -

k-a<g
SA+1824+3 SU+152043
2 k 2
8 — 8 8
=2+( 243 = 52+1) -7+ (ksai42)” _
32041524 +3 S21+1520+3
891418 -1 ]
S2+1520+3
(3) <k+ z £
o o,
k  saus1824+43
amit (3)-mal egybevetve

k k

——— —

] —__:
S2m+152m+3 S21+1521+3

52m+152m+3 S S2A+1520+%

ez pedig m < [ miatt nyilvan teljesil.
b) Hasonldan az a) dllitds bizonyitdsdhoz,

oo

(vista] = U [+ 13 t2a-1]
I=1
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miatt elegends tetszbleges | > 1 esetére beldtnunk a

1 1
t - o) +
}EHI 2 llg&-a%‘[_ﬂ n-s%;
egyenldtlenséget, amibdl az eldz0 esetbelivel azonos ekvivalens dtalakitdssal az (5)-hdz ha-
sonld

2
5 ask+—+
¢) ko susus2
egyenlStienséghez jutunk. Mivel most ar értékét (4) adja meg, ezért (5') valéban fenndll, és
ez igazolja allitdsunkat. O

Az 1. & a 2. Lemmdbol nekink csak a k = 1, 2; m = 1, 2 esetre lesz szikséglink.
Legyen el6szor k = 1 és m = 1. Ekkor az 1. Lemméban (s, ) megegyezik a j61 ismert
—1

Fibonacci-sorozatial, és -y értéke (-, ) éppen vy = . A2 Lemma a) dllitdsdban
1 1 1
=1+2- =3——=209 =ty = —;
“ 83 85 2.5 tam =12 2’
a b) dllitdsban pedig
a=3 é t;=1.
Ezek szerint
(6) [1 )C]jlt 1 t +—1 ] illet
57 A~ v , Hehve
_ 2 =1L 2,9“.5%”1 219-.5%“1
(7 ritic U |t - : ]
1 qU=-1— 7 3 42~ .
I=11L 33%‘ 3“9%1

Az 1. Tétel bizonyitdsa.
A bevezetSbeli megjegyzés alapjdn feltehetjik, hogy £ = f(£), amikoris % <f<l
(£ irraciondlis).

1
a) A feltétel szerint f(£) < -y, azaz = < £ < +, amikor is (6) szerint van olyan ! pozitiv

2
egész, hogy
{E[t S, ‘
A~ 5 —————| azaz
2,9 534y 29 53141
1
€ -t € 75—,
2,93 ﬂ+1
Vagyis a p = sy, § = 8314 1(> 0) vilasztassal
1
\f“ o
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mivel £ irracion4lis, ezért itt az egyenlSség nem dllhat fenn, tehat

p 1
!EHE‘{: z!g'q ’
és ezt kellett bizonyitanunk.
b) Ugyaniigy kovetkezik (7)-bdl, mint az a) éllitas (6)-bol. O

Ezzel tehat az 1. Tételt beldttuk.
Ugyanezzel a modszerrel dltaldban adddik a 2. Lemmabol a

3. Lemma. Rogzitsiik le k értékét &s haszndljuk az 1. Lemma jeloléseit. Legyen
tovibbd ) L

a)ly <E<ypesetbna=k+— — .
ko $2m+192m+3

1 1
b) 1 < Efzi[ntljﬁaténu =k +F
Ekkor alkalmas g > 0 és p egészekkel

1 p
(8) — > |~ =—| O
ﬂ? q
Az 1. Tétel nem méds, mint ennek a lemménak a k = 1, m = 1 vilasztdssal adédd speci-
dlis esete (a £ helyett a lemmdban (1 — ||£|])-t kell helyettesiteni).
A k =2, m = 1 esetben kapjuk, hogy

a}%{-E{Tz=\/ﬁ—lcscténazu=3—ﬁénékkﬁl,

1
h}ﬂ—1=1rz<:£~::§m:lénaza=3éﬂékkel

teljesiil (8) — ha g > 0 és p alkalmas egészek.
Ha most a 3. Lemma a) dllitdsdban k-1 1-nek, m-et pedig 2-nek vélasztjuk, akkor
s4 3 1 1
fon =tg=—== & =3 = —— =3 = —
Zm =04 85 3 @= 8557 5:-13
lévén kapjuk, hogy
3 1
n:) -<f<yy=veseténaza =3 - 3 értékkel kielégithetd a (8) egyenlbtlenség.

A ]E utébbi a) és b) osszefuggésekben £ helyettesithetd ||£||-val, a c) dsszefiiggésben

pedig (1— [|£[)-val.
Ezért tehat — felhasznélva az 1. Tételt — teljesiil a

2. Tétel. Legyen
— /5
a) |€ll < {

3— J 1
...-:_ e:mté =3 -

1
- z_lﬁﬂtén = e ——
d) V2 —1< ||| eseténa =3;

'J}
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ekkor alkalmas g > 0 és p egészekkel

1
— =

ag? q

E_El_ |

A tétel csak azokrdl a £-kr6l nem ad felvilagositast, amelyekre

-5
fe =252 vegy = V-1

Az el6z6 dolgozatban viszont littuk, hogy

3—+/5 p 1
a) ha [|¢]| = —— akkor van olyan ¢ > 0 és p egész, hogy | — | = 77—,
3 4
+ /5
és itta 3+ V3 konstans nem ndvelhetd tovdbb;
b) ha ||£|| = v/Z — 1, akkor van olyan q > 0 és p egész, hogy {—E'= !
q (%+v’i) g*

ésitta ; + w..& konstans nem nivelhetd tovibb.
Mindezek alapj4n kimondhatjuk a dolgozal f6 eredményét, amely szerint lényegében a

V5 +1

ésa \/2 esik a ,legtdvolabbra” az dsszes racionélis sz4mt6l.

2
3. Tétel.
3+4/5
a) Tetszdleges ¢ -hez taldlhatok olyan ¢ > 0 és p epészek, hogy az a = ténye-
zivel
1 p‘
9 — 2z —-=
©) il B
* 3—+/5
fennélljon. Itt az o« nem novelhetd tovabb akkor (és csak akkor), ha ||£|| = 7

_ 3
b) Ha kikétjiik, hogy £ # 3 ;@ legyen, akkor (9) Kiekégithet6 az a = > + V2 ténye-

z6vel is. Az  itt sem novelhets tovébb akkor, ha ||£|| = /2 — 1 (és csak ekkor, hiszen min-
den tovabbi esetben jO példdul @ =3 — — O

5-137
. V5+3
Ezek utdn mér nyilvdnvald, hogy pontosan az a 2 szdmokhoz taldlhaté olyan
£ szdm, amelyre tetszbleges g > 0 és p egészekkel teljesil az (1) egyenlStlenség,

Végezetil szeretném megkoszonni Surdnyi Janos tandr drnak értékes megjegyzéseit,
amiknek hatdsdra a dolgozatot a jelenlegi formajdra dtdolgoztam.

Harcos Gergely
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