Lovagok és lokiték a gideli szigeteken %

A cimben szerepld fogalmak nyilvian ismerdsek azoknak, akik olvastak Raymond
Smullyan: Mi a cime ennek a kinyvnek c. konyvét (Maszaki Konyvkiadd, 1988), azok-
nak pedig, akik ezt elmulasztottik volna eddig, melegen ajanlom. Igaza volt Martin
Gardenernek, a Scientific American kritikusinak, amikor a knyvrdl mint a valaha irt
legeredetibb, legtartalmasabb és legmulatsagosabb logikai feladatgyijteményrdl nyi-
latkozott. Az ,igaza volt” milt idejd hasznélata is helytalld, ha figyelembe vessziik,
hogy azdta a kinyv [olylatasa is megjelent A hdlgy vagy a tigris? cimmel (TypoTgX
Kiadd —Miszaki Konyvkiadd, 1991).

Képzeljik el, hogy egy bizonyos sziget lakdi kizdrdlag lovagok, akik mindig iga-
zat mondanak, és l6kotdk, akik mindig hazudnak. Feltessziik, hogy legaldbb egy lovag
€s legalabb egy 16kt lakja a szigetet. A sziget lakdi kiilénbdzd klubokat alakitanak.
Egy lakos tébb klubhoz is tartozhat, és minden klubnak van legaldbb egy tagja. Ha
adott két nem [eltétleniil kilonbozG A és B lakos és egy tetszdleges C klub, akkor A
vagy azt #llitja, hogy B tagja a C' klubnak, vagy azt, hogy nem tagja C-nek. Tekintsiik
most a kdvetkezd ket feltételt.

G (Gideli feltétel): Bdrmelyik adott C kiub esetén van olyan lakdja a szigetnek,
aki azt dllitja, hogy & tagia C-nek.

GG (Kétszeresen gideli feltétel): Ha adotr két tetszdleges kiub, C\ és C,, akkor
van két olyan lakos, A és B, hogy A azt dllitja, hogy B tagja Cy-nek és B azt dllitja,
hogy A tagja Cy-nek.

Az els6ként emlitett kdnyv 239. oldalan szerepel a kovetkezd probléma (268a.
feladat).

we « - mennyire én tudom, a G és a GG feltételek egyike sem kévetkezik a mé-
sikbol. Be tudnd bizonyitani, hogy sejtésem igaz? (Vagy esetleg cédfolni, de nagyon
valészindtlen, hogy sikeriil.}"”

Amikor a konyv olvasisa kozben ideértem, természetesen rogton nekildttam,
hogy a kivant bizonyilast elvégezzem, csakhogy nyomban egy misik probléméval ta-
liltam szembe magam: a GG [eltélelben a C| € C; klubok, ill. az A és B lakosok
epybeesése megengedett-e? Ha uvi. mindegyik eseict szamba vessziik, akkor a GG
lényegében négy [eliéielt jelenthet.

GGy: GG — megengedve, hogy Cy = Cs, ill. A = B legyen.
GGy: GGy — azzal a megszoritassal, hogy € # Cs.

GGy: GGy — azzal a megszorilassal, hogy A # B.

GGy GGy — azzal a megszoritissal, hogy C) # C; és A # B,

Jelen cikk f6 célja, hogy a G és a GG; (i =0, 1, 2, 3) [eliételekkel egyenériékad,
viszonylag attekinthetd feltételeket adjon, és eziltal elddntse, hogy ezen [eltételek
kozil melyik kivelkezik a masikbol. Az 5 feltélel (G és GG;) alapjan legleljebb
32 tipusa létezik a szigeteknek, aszerint, hogy az egyes feliéielek leljesiilnek-e vagy
sem. Latni fogjuk, hogy a 32 elvileg lehetséges tipus kdzil csak 7 ,valésulhat meg”,
ezekbdl 6 tipus bemutathaté méar egy-egy kétlakosu szigettel is (egy lovaggal és egy
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Iokitdvel), a lfennmaradd 7. tipushoz viszont mar legalibb hirom lakos szikséges
(cey lovag &s két 10kOLG) — czzel a kdnyv 268¢. [eladatit is részben megoldjuk.

A rovidebb irdasmod kedvEErt hasenidlmi Togjuk a formidlis logika A (Es), Vv (vagy),
= (nem), = & <= (kdvetkezietds), < (ckvivalencia) jeleil, lovibba a halmazclmélet
jolismert jeloléscit (0, €, C, U, N, sth.). S-scl jeloljik a sziget lakoinak halmazit,
X -szel a lovagok, Y-nal a lokotdk csoportjit. lehit S =X uY, ahol X nY =@ Tel-
szdleges I € § esetén 1T =5 - H a i (5-rc vonatkozd) komplementere.

Mindenekeldtt nyilviinvald, hogy
(1) GGy=GGy3= GG & GGr= GGy = GGy,
vagyis GGy a legerdscbb & GG a leggyengehb [ehiéiel,

1. Ennck alapjin clsdként tegyiik fel, hogy szigelinkdn ~G'G, teljesiil, azaz
vannak olyan C'j és €7 klubok, hogy tetszdleges két Aiildnbiozd A ¢s B lakos cscién
A azt dllija, hogy I nem lagja Cy-nck vagy I azt dllita, hogy A nem tagja Ca-nek,
amil igy jellink A: 0 ¢ C" vagy II: A ¢ Cy".

L.1. cset, amikor Cy-ben is &s Cs-ben is van lovag. Ekkor tetszdleges C-beli
xy ¢s Co-beli zg lovag escién xy: w2 € € G5 z4: 21 €C|", vagyis x| &5 22 nem
lcheinek kilonbozick. Ezek szerint Cy-ben ¢és Cz-ben ugyanazok a lovagok vannak,
sal C'j-ben €s Cp-ben Osszesen csak 1 lovag van: legyen cz J.

L.1.1. csct, amikor Cyp-nck vagy Cr-nck legalibb 2 tagja van. Legyen pl
ICy] 2 2, ckkor Cy-ben van cgy yy W0katd. Ha z) tetszdleges lovag, akkor z, és vy
killinbozdck, tovibbd 21 Ly, € C", vapyis sziksépképpen yy: .o € Cp", azaz ;€
€ C7. Tehil az osszes lovag Cy-ben van, ami azt jelenti, hogy J az cgyetlen lovag
a szigeten, ‘lermészetesen ugyancz Gl |C3] > 2 esetén is. Legyenck most yp € € és
u2 € Cp teiszileges szigetakdsk (ha ilyenck egyaltalin vannak). Ekkor y; és 1 16-
kOLGk, hiszen a szigel cgyellen lovagja (J) tagja Cy-nck is s Ca-nck is. Tehit yy:
w2 €C3" € 1t Ly € € vagyis iy = ya. amibil kovetkezik, hogy € = C; = {K},
ahol K I0kG16. Ha yy vagy y» nem Iétezik, akkor C) vagy Cy lires, és igy C) = 8§
vagy C'z = 5. Ezck szerint chben az esciben sziukséges, hogy teljesiljon az alibbi két
[cltctel valamelyike.

Fy: A sziget lakot klubot alkotnak. A szigeien egyetlen lovag él.

Fy: Van olyan Klubja a szigetnek, amely egy lokdtd kivételével mindenkit tartalmaz.
A szigeten egyetlen lovag dl.

Az is konnyen lithato, hogy Fy vagy F; teljesiilése esetén a szigelen -GG3. Ha
ui. Fy fenndll, akkor legyen a GGy leltéielben € = § és €3 = 5. Ezzel 1etszbleges
A ¢s I lakosok esetén ha 4: B e C)" & B: A € C7", akkor A és I lovagok, vagyis
A = D. Ha pedig F; teljesdl, akkor legyen € & Cy a feliételben szerepld m klub,
ahol I 16kito. Ezzel tetszdleges A, D€ {K} mellett ha A: ,Be C," és I: A€ Cy",
akkor B e C) és A € Cy alapjin A ¢s I lovagok; de dsszesen csak cgy lovag van a
szigeten, vagyis A= 0. Ha pedig pl. B =K, akkor 4: ,K € Cy" é K: ,Ae€Cy”
esctén A ¢ Cy (hiszen K I0ki10), azaz A=K, A= D.

LL.2. escl, amikor € s €7 15 csak 1 tagot seamlal. Mivel J tagja Ci-nck is és
Ca-nck is, ezért € = {J} = 5. Lepyenck most gy €s y; letszdlepes 10kotGk. Ekkor
v1 € C) G5 yp € Co, azaz yy: Y2 € Co" Gs gty € C)7, vagyis gy = y, amibdl [Y] =1
kovetkezik. Igy ebben az esctben sziikséges az alibbi feltétel.

Fy: Van olyan klubja a szigeinek, amelynek tagsdgit egyetlen lovag alkotja. A szi-
geten egyeilfen lokotd él,
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Az Fy leltétel elépséges is, azaz Fy = -G'G3. Legyen vi. € és C; a [eltéiclben
szereplé {J} klub, ahol J lovag. Ezecl tetszileges A, B e {J} mellett ha A: B €
eC," & I A€ Gy, akkor D g Cy &s A ¢ Cy alapjin A & B 10kiOtok; de Osszesen
csak cpy IGkOLO van a szigelen, vagyis A = . Ha pedig pl. B = J, akkor A: . J e Cy"
¢s J: ,A € Cy" esclén A € Cz (hiszen J lovag), azaz A=J, A= D.

&

Kis kitérd kovetkezik. Erdemes Osszchasonlitanunk az Fr & Fy [cliéicleket,
ill. az Fy = -GGy & Fy= -GGy relacidk bizonyildsil; czek bizonyos értclemben
cpymis dudlisinak tckinthetdk, A szép szimmetriit meg is tudjuk magyardzni, ha
bevezelink cpy uj logalmat.

Tegyik fel, hogy S szigelinkon mindenkinek van személyi igazolvianya, amely
Lartalmazza, hogy az illeld lovag-¢ vagy 16kd61d, toviibbi minden klubhoz tartozik egy
rovat, ami azt jelzi, hogy az illetd annak a klubnak tagja-c vagy sem. (Az adatok hite-
lességét szavatolja az a (ény, hogy az igazolvinyt kizirdlag lovag hivatalnokok télthe-
tik ki.) Marmost képzeljik cl, hogy cgy teliholdas ¢jszakin mindenkinck cllopjuk a
személyi igazolvinyil, és pontosan az cllenkezGjére viltoztaljuk benne az adatokat.
Varidzslatunk annyira hatisos, hogy a lovagok valéban [6kotdkké, a lokitok valéban
lovagokka vilnak. Ezzel iénycgében cgy aj, §' szigetet hoztunk [étre, dj klubokkal.
Az §' szigetel — az Ot Iétrchozd f: § — §' kolestnosen egyérielmid meglelelictéssel
— az 8 duillisinak hivjuk. (Az f: 8 — 8§ irismdd arra utal, hogy az f az § minden
lakdjahoz, ill. klubjihoz az §' cgy-cpy Iukﬁj&l il kluhj.it rendeli.) Az f két lényepes
tulajdonsiga — amcly Iénycgcben mir meghatirozza 6t — az \igazmondds-" s a
yKlublagsig-villtis”. Most mir azl is nyugodian clképzelhetjik, hogy az S' sziget a
Fold masik oldalin van, mint az 8. Az is lithato, hogy az §' duilisa lénycgében® az
credeti § szigel. Szémunkra killondscn fonlos a kovetkezd észeevétel (az S-beli X
lakos, ill. C klub f-képét X'-vel, ill. C'-vel jeliljik):

Ha /A ¢ D az 8§ lakosai & € az § klubja, akkor A; ,BeC"s A': D' C'". Ez
wi. azt jelent, hogy ey szigeten és a duilisiin a G &s a GG, {i =1, 1, 2, 3) leliételck
kizil ugyanazok teljesilnek. Most mir érthetd, hogy Fg-l. és Fy-t micrt ickintettik
cgymds dudlisinak: S-cn F5 pontosan akkor igaz, ha §'-n Fy [enndll, ¢s lorditva. F
dudlisa példiul igy néz ki:

F|: Az iives halmaz kiub. A szigeten egyetlen lokéid él.

Ez a [eltétel azért maradt ki (és Tog kimaradni) a 16bbi kozil, mert kizdrtuk azt
a szemléletiel clienkezd lehetdséget, hogy cey klubnak egyetlen tagja se legyen.

*

A kitérét lezirva Llovabb boncolgaljuk a -GG, [eliételt.

1.2. cset, amikor €} ¢s C3 valamelyike — mondjuk €} — csupa lokO16bal All.
Ha AeCp és ye C., akkor y I6katd, ehit y: A &€ Cy7, vapyis ¥ # A csctén, -GGa
mialt, A: .y @ C", aziz 4 WOKGLG. Azt Raptuk, hogy g = A4 vagy - IOKGLG, vagyis o1
mmdcnkcmmn l6kots. fgy T csupa 16kat6bal dll, mis szoval az dsszes lovag Ca-ben
1. Legyen most z letszdleges lovag, ckkor z @ €. legyik [el, hogy l':z tu..n viln

* Két szigetet akkor tekintink 1ényegében azonosnak, ha ax egyik sziget lakosait és kiub-
jait 4t tudjuk nevezni” dgy, hogy a misik szigel lakdihoz & klubjaihoz jussunk.

339



y WOkoto. Ekkor & # g, tovibbi a: ,p € C2" ¢ y: 2 € C", ami cllentmondis. Tehit
Cz-ben nines 10katé: Gy Eppen a lovagok halmaza. Tegyik lel, hogy Ci-cn kivil van
yp Wkotd, Cs jeldljon yy tetsedleges C)-beli klubtlagot: ckkor 3 is 16kéld (C)CY
mialt), ¢&s kilonbozik yy-10l. Nyilvin 3o & Gy, tehit gy 10 € C2" &yt Ly €C)7
ami ismét cllentmondis. Ezck szerint az Osszes [0kGto Cy-ben van, de € minden
tagja 16koto, tehit Cp ¢ppen a lokatdk halmaza. Mindezck alapjin teljesiil, hogy

Fy: A lovagok klubot alkotnak. A lokaték khubot alkotnak.

A [cliéiel elégsépes is ~GGy-hiz. Ha ui. lenndll Fy, akkor a GG leliéiclben
villasszeuk Cj-cl X-nck, Ca-t Y-nak. Most tetszdleges A & I szigetlakdk cseién
A: BeC" (& A: D lovag”) ¢ B: ,AeCy" (&= D: A I0KkOIG"™) egyszerre nem
lchetséges.

(Megiegyzések: 1. Az Fy dudlisa Onmaga.

2. Az Fy= -GGy rclicio kontrapondh, vele ckvivalens, GGy = -Fy viltozatdt
Smullyan kdnyvében is meglalithatjuk — 238, oldal, 267b. feladal.)

Az eddigicket Osszeloglalva:
GGy PV Vv EF, awe GGy -FiA-FA-F3A-Fy.

Ezen a ponton mindenki tellélegezhet: a nchezén — a GGa vizsgalatdn — il
vagyunk.

2. Tegyiik el czutin, hogy szigetiinkén nem csak ~GGy, hancm -GGy is (clje-
sill, azaz vannak olyan Kiildnbizd C| ¢s C; klubok, hogy tetszlleges két kiildnbdzd
A ¢s D lakos esctén A: D¢ C\" vagy I ,AECy"

2.1. csel, amikor Cy-ben is ¢s C3-ben is van lmrdg, Ekkor — a -uG("z vizsgilata
sorin kapoll eredmények szerinl —

(2) Cy=5 vagy Cp=5, vagy
C)=GC; (={K}, ahol K valamelyik IGkiIG), vagy
Cy=Cy (={J}, ahol J valamclyik lovag).

Mivel [eltételeink szerint most € # €y, czért Cy # C7 is, tchit (2) bizlosan tel-
jesil. Legyen pl. € = .5 # Cp. Az is igaz lovibba, hogy J, a sziget cgyctlen lovagja,
Llagja Co-nck is. Tehit sziksépes az alibbi.

A sziget lakoi kKlubot alkotnak. Ezen a klubon kiviil van mdg legaldbb egy
olyan i!nb amelynek tagja a sziget egyetien lovagja.
Az FY [cliétel elépsépes is (~GG3 teljesiléschez). Legyen vi. J a sziget egyetlen
lovagja, € = § ¢ €3 # 5 klubok, ahol J tagja C3-nek. Legyenck A és B olyan la-
kasok, hogy A: D eC" ¢ D: A€ Cy". Ekkor D e Cy miatt A lovag: A=J. lgy D
allitdsa is igaz, mert J € Cp valdban [eondll, tehit B is lovag, I = J = A, (Jegyezzik
meg, hogy Fy = F.)

2.2, eset, amikor €y &s C; valamelyike — mondjuk Cy — csupa 16kitabal all.
Ekkor az 1.2, esct eredményei alapjan lennill az Fy feliétel, ami clégséges is. (Az
Fy = -GG bizonyitisa azért alkalmas Fy = -GGy igazoldsira is, mert Cy-et X-nck,
C3-1 Y-nak vilasziotluk, ceck pedig kilonbizock.)

Osszcloglalva:

“GGye F{vFy, atz GGy& ~F| N-Fy.
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3. “legyiik el most, hogy szigetinkon -GGy is (eljesil, azaz vannak olyan €, és
C7 klubok, hogy tetszGleges /A & I lakosok esctén A: B ¢ C|" vagy B: ,AgCy".

3.1 eset, amikor Cy-ben van x| és Cy-ben van 23 lovag, Ezckkel z: 25 € C3"
€8s xg: . € Cr", ami cllentmondis,

3.2. csel, amikor Cy ¢s Cy valamelyike — mondjuk € — csupa 16kGLGbaAl all.
Hlyenkor az 1.2. esetbeli gondolatmencttel adddik, hogy leandll az Fy [eliélel, ami
clégsCpes is. (Az Fy = -GG bizonyitdsa alkalmas Fy = -GGy igazoldsira is, hiszen
ott nem haszndlluk ki A ¢s D kilonbied voltiat)

Osszeloglalva:

GGy Fy,  vagyis GGy -Fy.

4. Vigal tepyik lel, hogy a szigeten -GG s teljesil, azaz vannak olyan kiilon-
bizo Cy ¢és Cy klubok, hogy tetszileges A & I lakosok eselén A: B ¢ C" vagy D:
wA @ C3". Ekkor a ~GGy-ra vonatkozd eredmény szerint teljesil £y, ami clégsépes
is, hiszen ismét meglelel € = X, G =Y. ‘lehal

GGy & -k,
igy az clobbi credményiink szerint

GGy« GG).
A GGy Gs a GG leliéielt egyittesen jelolhetjik GGyj-gyel. Vagyis
(3) GG2= GGy = GGy,.

5. Most pedig lissuk az epyszeresen pédeli G [eliélelt. Tegyik fel, hogy szige-
tinkon -G, azaz van olyan C klub, hogy tetszdleges A szigetlakd esetén A: A€ C™.
Ekkor A g C ¢ A lovag, azaz A € C & A I0kO6, tehit C ¢ppen a 1okiotdk halmaza,
Igaz czdrt, hogy

F: A lokiotok klubot alkotnak.,

A pondolatmenetet meglorditva a € =Y vilasztissal adodik, hogy az F [eltéiel
clégséges is. Igy

-G & F, awar Gé&-F
(Ez az credmény seerepel Smullyan kdnyvében a 232 —233 oldalakon, a 264b. [cla-
dat misodik részekdént.) Vegyik Cszre, hogy Fy = F, vagyis G & ~F = =Fy & GGy,
Llehat (3) Telhasznilisaval

(4) GGr= GG3= GGy =G.

A dolgozat clején idcztik, hogy Smullyan igen valdszindtlennck talélja, hogy a
G = GG kovetkezietdst birki is igazolni wdja. Ennck atapjin feliéielezhetd, hogy
konyvénck frisakor a GG leliCiel esetcben a GG vagy a GGy feliélelre gondolt,
Mint késobb kiderdl, a (4) relicion kiviil 16bb kévetkezietést nem tudunk felillitani
a G &5 a GG [elidiclek kazott, tehit a GGy &s a GGy [eliétel kozott sem tudunk
majd donteni. Jozan paraszti ésszel gondolkodva azonban valdszing, hogy a GGy
[citétel az ,igazi”™.

A (4) miall a szigeleknek 7 tipusil kilonithetjik ¢l aszerint, hogy a G &s a GG
[eliéielek kozil melyik tcljesil. A tipusokat az duckinthetdség kedvéért tablizatba
rendezve soroljuk el Ha mindazokat a szigeteket, amelycken csak cgy lovag és csak
cgy I6kold €1, besoroljuk az 1-7 tipusok valamelyikébe, akkor azt taldljuk, hogy
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a 6-os kivételével mindegyik tipus bemutathaté cgy-egy kétlakosu szigetiel. A 6-os
tipusba csak olyan szigel tartozhat, amclyen egyctlenegy lovag €l. Haromlakosa, 6-os
tipusi sziget mir Iétczik; czen |[X| =1, [YV]=2.

G GGy GG, GGy példa
1 + + + + r y
2 - + + + r @
3 + + - + @ v @D
T + - +
5 + + - - .
- | - | - - [ ee:@®

Ilarcos Gergely

Az 1992, évi Arany Déaniel Matematikai
Tanuloverseny feladatai

1. forduld

Kezdok (legfeljebb 1. osztilyosok)

1. Oldja meg a valds szimok halmazin a kovetkezo egyenletet:
e+1]-2|-3=z+1.

2. Az ADC D négyzel mindegyik oldalira belelé cgyenls szira hiromszoget raj-
zolunk. Ezcknck a hidromszégeknek a harmadik (X,Y, Z, U) csicsndl levd szige
150°. Bizonyitsa be, hogy a négy hiromszig teriletének osszege egyenld az XY ZU
négyszig teriletével.

3. Egy hiromszig oldalainak hossza egcsz szimokkal adhaté meg. Egyik oldala
a masik két oldal szorzatdnak (elével azonos hosszisdgi. Keriilete 18 hosszdsdgegy-
ség. Mckkorik a hiromszig oldalai?

4. Antal, Béla és Cili clhatarozzik, hogy megoldjik epy példatar Gsszes felada-
tit. Antal a darab [eladatot, Béla b darab [cladatot és Cili ¢ darab [eladatot old meg
naponta ¢s minden [eladattal csak egyikiik foglalkozik. Ha naponta Antal tizenegy-
szer, Béla hétszer és Cili kilencszer 16bb [eladatot oldana meg, akkor 6t nap alatt,
ha naponta Antal négyszer, Béla kétszer ¢és Cili haromszor (6bb [eladatot oldana
meg, akkor tizenhat nap alatt [cjeznék be munkajukat. Hany nap alatt oldjik meg
az Osszes [cladatot?

5. Az ADC hiromszig A-ndl, illetve D-nél levé szoge rendre 20° és 40°. A
C estesnil levd szip belso sziglelezd egyenesén vegyiik [el az £ pontot agy, hogy
AD = DE teljesiiljon. Mckkorik az ADE hiromszdg szigei?
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