PRIMEK, POLIGNAC, POLYMATH

HARCOS GERGELY

1. HALASZAS A PRIMEKRE

A primszdmok rejtélyes viselkedése és a matematikdban betoltott kdzponti szerepe az
okori id6k 6ta foglalkoztatja az embereket. Az elmult 10 évben tobb rendkiviili attorést 1at-
tunk ezen a teriileten, amik kordabban elérhetetlennek tiintek [10, 8, 32, 14, 6, 15, 7]. Ebben
a cikkben az ikerprimsejtés koriili izgalmas fejleményekre koncentralunk, hangsilyozva a
tételek mogotti alapgondolatokat.

Euklidész mar az Elemek cim{ miivében (IX. konyv, 20. 4llitds) lefrta a mindannyiunk
altal tanult bizonyitast, miszerint végtelen sok primszadm van. A szomszédos primszamok
kozotti tavolsdgok az elsd kiilonbségtdl eltekintve parosak, és talan mar Euklidész megfi-
gyelte, hogy ez a kiilonbség gyakran 2, legalabbis a sorozat elején:

(3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29,31), (41,43), (59,61), (71,73), ...
Az ilyen primeket ikerprimeknek nevezziik, és azt sejtjiik, hogy végtelen sok van bel6liik:
Ikerprimsejtés. A p — p’ = 2 egyenletnek végtelen sok megolddsa van primekben.

Altaldnosabban, Polignac [19] azt sejtette, hogy minden paros szam végtelen sokszor
el6fordul két szomszédos primszam kozotti tavolsagként, ami motivélja a kovetkezd fogal-
mat.

1. definicié. A d pozitiv egészt Polignac-szdmnak nevezziik, ha a p — p’ = d egyenletnek
végtelen sok megolddsa van primekben. A Polignac-szamok halmazét jellje 2.

A definiciéban nem koveteljiikk meg, hogy p és p’ szomszédos primszamok legyenek.
Polignac sejtésébdl kovetkezik, hogy & a pozitiv paros szamok halmaza, de egészen tava-
lyig azt sem tudtuk, hogy & nem iires-e.

1. tétel (Zhang [32]). Létezik Polignac-szdm, azaz 9 # 0.

A tétel bizonyitdsa a probléma egy tjszerd megkozelitésén alapul, amit eredetileg Gold-
ston, Pintz, Yildirim [8] fejlesztett ki Heath-Brown [12] egy kordbbi oGtletére alapozva. A
klasszikus megkozelitésben egy konkrét d pozitiv paros szamrdl (pl. d = 2) igyeksziink
kimutatni, hogy Polignac-szdm, azaz hogy végtelen sok n pozitiv egészre az n és az n+d
is primszam. Felfoghatjuk ezt egyfajta primhaldszasnak, amiben két kézzel — amik adott
tavolsagra vannak egymastdl — prébalunk két primet fogni gy, hogy az egész szamok
kiilonbozd helyein prébalkozunk. A [8] cikk alapdtlete, hogy a primhaldszast ne pusz-
ta kézzel, hanem haldszhaléval — egy 5 véges halmaz eltoltjaival — végezziik. Ezéltal
jobb esélyiink van arra, hogy két egymashoz kozeli primet fogjunk, de cserébe azok ta-
volsdga mar nem egy konkrét d lesz, hanem a J#-ban fellépd kiilonbségek egyike. A
[8] cikk kozponti észrevétele, hogy a primszdmoknak bizonyos maradékosztalyokban val6
nagyon egyenletes eloszlasa mellett a vazolt primhaldszds hatékonny4 tehet. Motohashi
és Pintz [16] a sziikséges hipotézist jelentdsen gyengitette, és Zhang [32] ezt bizonyitotta
bravirosan.

Az 1. tétel szenzacids bejelentését kovetéen Terence Tao vezetésével elindult a Poly-
math8 elnevezési internetes kutatési projekt, amibe barki szabadon bekapcsolédhatott, pl.
magyar részrél Pintz Janos mellett a szerz is részt vett benne. A projekt célja Yitang
Zhang munkdjanak megértése, elemzése és a kvantitativ aspektusainak optimalizéldsa volt
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— ennek eredményeit a [20] cikk tartalmazza. Id6kozben — djabb drdmai fordulatként —
Heath-Brown fiatal tanitvdnya, James Maynard tovdbbfejlesztette a [§]-ban szerepld szitat
— tehat hogy hol érdemes kivetni a hal6t —, és ezdltal a [16]-ban megfogalmazott egyenle-
tes eloszlasi hipotézisre sem volt sziiksége. Ily médon Maynard [14] 1) bizonyitast adott a
Zhang-tételre, s6t azt is belatta, hogy kellen nagy haldszhaléval akarmilyen el6irt véges
szamu primet foghatunk, nem csak kettét. Hasonl6 észrevételeket tett a blogjan Tao is [29],

majd a Polymath8 projekt folytatédott a Maynard—Tao-tétel tovabbfejlesztésével [21].

2. MILYEN HALOVAL HALASSZUNK?
Az 1. tétel bizonyitasanak alapotlete a [8] cikkben szerepel:

1. otlet. Legyen S = {hy,...,h} egy egész szdmokbdl dllo k elemii halmaz. Probdljunk
végtelen sok n pozitiv egészt taldlni iigy, hogy azn+ 7€ = {n+hy,...,n+h} eltolt halmaz
minél tobb primet tartalmazzon.

A szakirodalomban valéban a S jelolés terjedt el a fenti halmazra, ezért a haldszhal6
metafora tobbszorosen helyénvalénak tlinik. A tovdbbiakban az elemeket nagysagrendi
sorrendben szdmozzuk: h; < --- < hy. Persze rogton latjuk, hogy nem minden k elem
halmaz felel meg egyarént a primhaldszds céljara. Pl. a k = 2 esetben 52 = {0, 1} eleve
rossz, mert n és n+ 1 koziil az egyik mindig péros, tehat n > 2 esetén csak az egyikiik lehet
prim. A %2 = {0,2} jobb ebbdl a szempontbdl, hiszen az ikerprimsejtés szerint n és n + 2
egyszerre prim végtelen sok n-re. Hasonl6an, a k = 3 esetben a 2 és a 3 szerinti maradéko-
kat nézve latjuk, hogy 57 = {0,2,3} vagy 57 = {0,2,4} nem kifejezetten j6 hdl6 gyandnt,
hiszen ezek eltoltjaiban legfeljebb csak két prim van, ha n > 3. Ellenben a %2 = {0,2,6}
eltoltjaira nem tudunk semmiféle okot, ami megakaddlyoznd, hogy mindhdrom eleme prim
legyen végtelen sokszor. Ez motivalja az aldbbi fogalmat.

2. definicié. A 7 = {h,...,h} egész szamokbdl 4116 k elemi halmaz megengedett, ha
semmilyen m > 2 egészre nézve nem tartalmaz teljes maradékrendszert.

Persze rogton latjuk, hogy ha egy k elem(i 5 halmaz tartalmaz teljes maradékrendszert
valamilyen m > 2 egészre nézve, akkor m < k, vagyis .7 tartalmaz teljes maradékrendszert
valamilyen p < k primszdmra nézve is — nevezetesen az m barmely primosztéjara nézve.
Tehat a fenti definiciéban nem vesztiink semmit, ha feltessziik, hogy m < k primszam. Ez
mutatja, hogy minden k-ra van megengedett k elem{ halmaz, pl. a k utdni els6 k darab
primszdm halmaza.

Az 1. dtletnek komoly tdmogatést ad Dickson [2] egy sejtése, illetve annak Hardy-t6l
és Littlewoodt6l szarmazé kvantitativ forméja [11]:

Dickson-Hardy-Littlewood-sejtés. Legyen 57 egy megengedett halmaz. Ekkor végtelen
sok n pozitiv egészre az n+ ¢ eltolt halmaz minden eleme primszdm.

A sejtés persze nem mondja meg, az n-et miként vdlasszuk meg, hogy az n+ ¢ osszes
eleme, vagy akar csak két eleme prim legyen. A metaforankkal élve: hidba van halonk, ha
nem tudjuk, hova vessiik ki, tehat hol gazdag halban a viz. Pl. ha az n-et valamilyen nagy x
koriil az egyenletes eloszlas szerint véletlenszer(ien valasztjuk, akkor az n + .7 halmazba
atlagosan csak kb. |57°|/logx primszam fog esni, mert ebben a tartomdnyban atlagosan
kb. logx tavolsagra vannak a primszdmok egymadst6l. Tehat ha x nagy, akkor ezen a naiv
médon atlagosan kozel nulla darab primet fogunk kihaldszni, nemhogy kettét vagy tobbet.
Itt és a tovdbbiakban logx a természetes logaritmust jeloli, az analitikus szdmelméletben
megszokott médon. Az n ligyes megvalasztasaval, avagy a rossz n-ek ,kiszitdlasaval” kell
ellensilyozni azt a tényt, hogy a primszdmok sorozata egyre ritkul. Ennek mddja mér
Goldston, Pintz, Yildirim [8] cikkében szerepel, de Zhang [32] bizonyitotta el8szor, hogy
igy legalabb két primszam garantilhaté egy alkalmas megengedett halmaz végtelen sok
eltoltjdban. Maynard [14] még tigyesebben szitdlja az n-et, ami altal akar szaz primet is
tud garantalni végtelen sok n+ 7 alaki eltoltban.
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2. tétel (Zhang [32]). Létezik egy k pozitiv egész az aldbbi tulajdonsdggal. Ha 5 egy k
elemii megengedett halmaz, akkor végtelen sok n pozitiv egészre az n+ ¢ eltolt halmazba
legaldbb két primszdm esik.

A tételbdl azonnal kovetkezik, hogy ha 5 = {hy,..., h; } egy megfelel halmaz, akkor
a felléps hj — h; (i < j) killonbségek egyike Polignac-szam, hiszen n + h; és n+ h; kii-
lonbsége hj — h;. Tehat ha az a cél, hogy Z-ben minél kisebb elem létezését garantaljuk,
akkor a tételbeli 77t kell minél kisebb atmérdjiinek valasztani. Ehhez els6 1épésben a
tételbeli k-t kell minimalizdlni, majd ahhoz kell megtaldlni a legjobb .7-t. Ilyen tipusui
optimalizdldssal telt a Polymath8 projekt jelent6s része [20, 21]. Az aldbbi tdbldzatban
osszefoglaljuk, hogy az 1-2. tételek numerikus varidnsai miként fejlédtek.

forras k= min 2 <

Zhang [32] 3.5x10°  7x107
Polymath8a [20] 632 4680
Maynard [14] 105 600
Polymath8b [21] 50 246

A tdblézat utolsé sora szerint van egy 50 elemii 57 C {0,2,...,246} megengedett hal-
maz, aminek eltoltjaiban végtelen sokszor taldlhatd két primszdm. Az 50 elem részletesen
fel van sorolva a [21] cikk 76. oldaldn. Tehat 2-ben mindenképpen van legfeljebb 246
nagysdgu paros szam, de konkrét elemet megnevezni nem tudunk. Ilyen konkrét elem
megtaldldsa a jelenlegi médszerekkel reménytelennek tlinik: a probléma valdsziniileg az
ikerprimsejtéssel megegyezS nehézségli. Mindazonaltal a Z-rdl a fenti eredmények joval
tobbet elmondanak, amint az a kovetkezé fejezetbdl kideriil.

3. A POLIGNAC-SZAMOK SURUSEGE

Pintz Janos ismerte fel a 2. tétel azon kovetkezményét, hogy a Polignac-szamok a termé-
szetes szdmok egy — csak a k-tdl fiiggd — pozitiv hanyadat elfoglaljdk, tovabba a szomszé-
dos Polignac-szamok kozotti tavolsag korlatos. Az eredményt a kozelmiltban finomitotta
Granville, Kane, Koukoulopoulos, Lemke Oliver, és mi ebben a formdban mondjuk ki és
bizonyitjuk.

3. tétel (Pintz et al. [18, 9]). Végtelen sok Polignac-szdm létezik. Pontosabban:
(a) A 2 C N halmaz aszimptotikus also siriisége
1

d(@>>le(1—1),

p<k P
ahol k mint a 2. tételben, és a szorzds a primeken fut végig.

(b) Létezik m € N iigy, hogy minden n € N esetén 2N {n,n+1,...,n+m} #0.

Bizonyitds. A jelzett becslés a k csokkentésével er6sodik, ezért feltehetd, hogy k a legki-
sebb egész, ami a 2. tételbeli allitast kielégiti. Ekkor persze k > 2, és a feltétel szerint 1éte-
zik egy k — 1 elemii 5 = {hy,...,l_; } megengedett halmaz, aminek n + S eltoltjdban
legfeljebb csak egy primszdm van, ha n kellden nagy. Legyen most iz > h;_1 olyan egész,
amivel 7 U {h} egy k elemidi megengedett halmaz, ekkor végtelen sok n + (7 U {h})
eltoltban talalhaté két primszdm. A 7 tulajdonsdga miatt sziikségszer(, hogy valami-
lyen 1 < j < k—1 indexre és végtelen sok n-re az n+ h; €s az n+ h egyszerre prim,
vagyis h—hj € 9. A h > hy_ egészre tett feltevés csak annyi megkotést jelent, hogy ha
egy p < k primszdmra nézve .7 mod p mar tartalmaz p — 1 kiilonb6z6 maradékot, akkor
h mod p is ezen p — 1 maradékok egyike kell, hogy legyen. A kinai maradéktétel alapjan
tehdt megadhat6 [, (p — 1) darab maradékosztdly modulo [],< p dgy, hogy ha h > hy 4
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ezek uni6jabdl vald, akkor a h — hy, ..., h — hy_; kiilonbségek egyike Polignac-szdm. In-
nen mar konnyd meggondoldssal kovetkezik az (a) és a (b) allitds, pl. az utébbiban vehet6
m:= hkfl_hl"'npgkp- [l

Ahogy a [9] cikk szerzdi is megjegyzik, az (a) dllitdsban veheté a mar igazolt k = 50
érték [21], és ezzel a d(9D) > 3%4 becslést kapjuk a Polignac-szdmok aszimptotikus al-
s0 stirtiségére. Tehat dtlagosan minden 354 egymads utdni szamra jut egy Polignac-szam,
mig az elsd Polignac-szam legfeljebb 246. Ezzel szemben a szomszédos Polignac-szamok
kozotti legnagyobb tdvolsdgra a fentihez hasonlé formalis érveléssel nem tudunk konkrét
értéket szolgéltatni, aminek oka a kovetkez6. Adott M pozitiv egészre van olyan & C N
halmaz, amiben az M végtelen sokszor fellép két szomszédos elem tdvolsdgaként, mikoz-
ben barmely megengedett {/,h,,h3} hirmas esetén az & tartalmazza a hy — hy, hs — hy,
h3 — hy kiilonbségek egyikét. Pl. &-nek vehetjitk azon természetes szamok halmazat, amik
modulo 3M kongruensek egy legfeljebb M abszolut értékli egész szdmmal. Tehat ha a
2. tételbdl csak annyit hasznédlunk fel, hogy minden k elemd megengedett .7#” halmazra a
2 tartalmazza két .7-beli elem kiilonbségét, akkor még k = 3 esetén is széba jona 7 =&
lehet6ség, amikor is a (b) allitas csak m > M mellett igaz.

4. A HALASZAS MUVESZETE

Mint lattuk, a 2. tételbdl kovetkezik az 1. tétel, illetve sok egyéb értékes informacid
a Polignac-szdmok eloszldsdra vonatkozdan. A 2. tétel bizonyitdsdnak alapétlete szintén
a [8] cikkben szerepel, és elnagyoltan annyit tesz, hogy megprébaljuk elére megtippelni,
hogy mely n + 5 alaku eltolt halmazokban varhaté az atlagosnél jéval tobb primszam.
Ezt j61 csindlni egyfajta miivészet, hiszen egyensilyozni kell akozott, ami igaz és amit bi-
zonyitani tudunk. Ha tdl direkt médon vélasztjuk ki a potencidlisan jé eltoltakat, akkor a
véarakozasunkat nem fogjuk tudni igazolni, ha pedig til megenged6ek vagyunk, akkor az
eltoltakba nem esik majd elég primszdm. Formadlisan az 1. 6tlet egy valdszin(iségi finomi-
tasarol van sz6:

2. otlet. Legyen S = {hy,..., i} egy k elemii megengedett halmaz. Minden elég nagy
x > 0 szdmra taldljunk olyan valosziniiségi mértéket az x < n < 2x egészeken, amire nézve
azn+ 5 = {n+hy,...,n+ h} eltolt halmazba esé primek szdmdnak vdrhaté értéke
egynél nagyobb.

A gyakorlatban ez annyit tesz, hogy olyan v(n) > 0 siilyokat keresiink, amikre bizo-
nyithatéan fenn4ll

k
e Y V)Y Lushpim > ), V().
x<n<2x i=1 x<n<2x

Vegyiik észre, hogy az egyenlGtlenség csak tigy teljesiilhet, ha a jobb oldali sszeg pozitiv,
és akkor ezzel az Osszeggel leosztva a v(n) silyok egy valészintiségi mértékké normaléd-
nak. Az egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy valamilyen x < n < 2x egészre a bels6 6sszeg
egynél nagyobb, tehit az n+ 77 eltolt halmazba legalabb két primszam esik. Ha ez minden
elég nagy x > 0 szamra fennall, akkor a 2. tételbeli dllitas igaz a .7 -ra.

A siilyokat Ggy érdemes megvalasztani, hogy v(n) vdrhat6an akkor legyen nagy, amikor
az n+ hy,...,n+ h szdmok kozott sok a prim vagy legaldbbis kevés primosztdjuk van
egyiittesen. A legnaivabb valasztdst a mdr emlitett Dickson—Hardy-Littlewood-sejtés adja:

V(I’l) = 1n+h1....,n+hk prim -

Ezek a sulyok a gyakorlatban nemigen hasznalhat6k, mert ha tudnank, hogy az (1) jobb
oldala minden elég nagy x-re pozitiv, akkor rogton a Dickson—Hardy—Littlewood-sejtést is
igazoltuk volna. Vezessiik be a

P(n):=(n+hy)...(n+hy)
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jelolést, ekkor a [8]-beli silyokhoz kozelebb 4116, de még mindig naiv valtozat a

V(l’l) = 1P(n) primosztdinak szdma legfeljebb k+ ¢ »

ahol 0 < ¢ < k egy szabadon viélaszthaté paraméter. Ennek egy analitikus varidnsa

2 v(n):= Y, u(d)log’ (PEJ”)> :

d|P(n)

ahol a u(d) un. Mobius-fiiggvény a logikai-szitabdl jol ismert 1 silyok megjelenése a
primszamok elméletében (vo. Eratosztenész-szita):

+1, had paros sok kiilonboz6 primszam szorzata;
u(d) =< —1, had paratlan sok kiilonboz8 primszdm szorzata;

0, ha d nem négyzetmentes.
Nem trividlis, de a (2)-beli sulyokra teljesiil
0 < v(n) <log"*(P(n)),

tovdbbd v(n) akkor és csak akkor pozitiv, ha P(n) kiilonb6z8 primosztéinak szdma legfel-
jebb k+ 2.

Goldston, Pintz, Yildirim [8] és ezdltal Zhang [32] sikere nagy részben a (2)-beli naiv
sulyok egy megfeleld finomitdsan mulik, ami lehet6vé teszi az (1) két oldalanak aszimp-
totikusan pontos kiszdmitasat. A finomitds Selberg [25] att6rd munkdjanak gytimolcse,
amit a [8] mer&ben tjszerli médon haszndl, bar a szerzok elismerik, hogy az otlet részben
Heath-Browntdl [12] szdrmazik. A Selberg-szita abbdl indul ki, hogy ne az 9sszes, hanem
csak a d < R feltételt kielégitd négyzetmentes szamokkal szitaljunk, ahol R egy szabadon
valaszthatd ,levagasi paraméter”. A d < R megszoritdssal a stlyok nemnegativitdsa mar
nehezen garantdlhatd, ezért azokat még négyzetre is emeljiik. A [8, 32] dolgozatokban
konkrétan hasznalt silyfiiggvény

2
3) v(n):= ( Y u(d)logh™ (ﬁ)) :

d|P(n)

ahol R := x%/2 valamilyen rogzitett 6 > 0 mellett. Itt log 4t := max(logz,0), tehdt az
Osszegben csak a d < R oszték vesznek részt. Ezeket a stlyokat érdemes megszoritani
azokra az n-ekre, amikre P(n) mentes a nagyon kicsi primosztoktél. Ennek egyik oka,
hogy az ilyen n-ekre az n+ hy,...,n+ hi tényez6k paronként relativ primek, masrészt igy
az (1) két oldalanak aszimptotikus kiszamitdsdban a kis primekbdl szarmaz6 tn. lokalis
faktorok elhagyhat6k. Mi a tovdbbiakban feltessziik, hogy P(n) minden primosztéja leg-
aldbb logloglogx, a tobbi n-re a v(n)-t nulldnak vesszikk. A (3)-beli sdlyfiggvény egy
ardnyossagi tényez6tdl eltekintve nem mds, mint

logd ) ! 2
@) v(n) = < Y u(d) (110gR> ) 7

d|P(n) +

ahol értelemszerdien (1 —¢) := max(1—r,0). Egy fontos dltalanositdst javasolt és vizsgélt
el6szor Soundararajan [27, 28]:

2
logd
5 n):= d ,
) v(n) (dpzwu( s (1ogR)>

ahol g : R — R egy kell6en sima fiiggvény, ami a [0, 1] intervallumon kiviil nulla. Ezek az
altalanosabb sulyok lehetévé tették a [8, 32]-beli eredmények jelentSs élesitését [5, 20], és
megnyitottdk az utat az djabb felfedezések felé [14, 21].
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5. AZ ATLAGOS KAPAS

Egy ¢ megengedett halmazra az (1) bal és jobb oldaldnak hanyadosa adja meg, hogy
az n+ € (x < n < 2x) eltoltakba dtlagosan hdny primszam esik, ha az étlagoldst a v(n)
sulyokkal végezziik. Ez a hanyados hatékonyan kiszdmithaté az (5) alakd sulyokra, fel-
téve, hogy a primszdmok bizonyos maradékosztalyokban kelléen egyenletesen oszlanak
el. Az egyenletes eloszlas az (1) bal oldaldnak szamitdsa kozben meriil fel, mégpedig a
kovetkezdképpen. Az (5)-6t haszndlva az (1) bal oldala

k [ logd logd’
Y X s (1) e (22 P
[d.d']|P(n)

ahol [d,d'] a d és a d’ legkisebb kozos tobbszorose, tehat a [d,d'] | P(n) relacié annyit
tesz, hogy d és d’ a P(n) oszt6ja. Pontosabban itt csalunk egy kicsit, de ez a 1ényeget nem
érinti: a belsd sszegben csak azok az n-ek szerepelnek, amikre P(n) minden primosztdja
legalabb logloglogx. A belsd 0sszeg olyan — nagyjabol x és 2x kozotti — primek szdmat
adja meg, amik modulo ¢ := [d,d’] egy nem tdl nagy szdmd adott maradékosztélyba esnek.
A kiils6 6sszegzésben a négyzetmentes d,d’ < R szamok vesznek részt, ezért g < R* = x°
is négyzetmentes. A tovabblépéshez célszer( feltenni, hogy az x és 2x kozotti primszdmok
maradékai a legtobb széba jové ¢ modulusra nézve nagyon egyenletesen oszlanak el:

EH(0) hipotézis. Minden A > 0 szdmhoz taldlhatd egy C > 0 konstans, hogy x > 2 esetén

1 [ dr
Z max Z 1———= / —1I<C o .
quo (11-,51):1 x<p<2x (P(CI) X IOgt IOgAX
q négyzetmentes p=a (mod q)

Az egyenl6tlenségben szerepld integrdl az x és 2x kozotti primek szamdt adja meg j6
kozelitéssel, ¢(g) a modulo ¢ redukdlt maradékosztdlyok szdma. A hipotézista 6 < 1/2
értékekre Bombieri és Vinogradov igazolta egymastol fiiggetleniil [1, 30], mig a 6 < 1
értékekre Elliott és Halberstam sejtette [3]. Mindezek utdn elmondhatjuk a szdmolds vég-
eredményét, amit eredetileg Goldston, Pintz, Yildirim [8] taldlta g(¢) := (1 — t)’_f”Z esetben
(v0. (4)) és Soundararajan [27, 28] az dltaldnos esetben (vo. (5)).

4. tétel ([8, 27, 28]). Legyen 7 egy k elemii megengedett halmaz. Legyen g : R — R
egy k-szor folytonosan differencidlhatd fiiggvény, ami a [0, 1] intervallumon kiviil nulla. Az
EH(0) hipotézis mellett van olyan valdsziniiségi mérték az x < n < 2x egészeken, amire
nézve az n+ € eltolt halmazba esd primek szdmdnak vdrhato értéke
1 _ k—2
o kJo gl 1)@2 (1272)! dt +o(1)
PR— 0 .
1 k—1
2 o gW(0)? gy dr

A tételben gU) a g fiiggvény j. derivaltjat jeloli, mig o(1) egy nulldhoz tarté mennyiség
x — oo mellett. Meglep6 médon a fenti ,,atlagos primkapas” mértéke nem éri el az egyet, de
azt a k novelésével tetszGlegesen meg tudja kozeliteni. Pontosabban az EH(0) hipotézist
egyelre csak a 0 < 1/2 értékekre sikeriilt bizonyitani, mig [5, Theorem 16] szerint a
masodik tort szuprémuma a lehetséges g-k felett kifejezhet6 a J;_, Bessel-fliggvény elsd
pozitiv gyokébsl mint

1 _ k—2
ko s" VO g dt ar(k—1) 148461
sup —3 02 2 4 - 2 )
g Jo&g®(r) =iy ¢ k—2,1
Mindenesetre a fenti tételb8l mar kovetkezik, hogy ha EH(0) fennéll barmilyen 6 > 1/2
értékre, akkor létezik a 2. tételt kielégitd k, tehat 1étezik Polignac-szam is. Példdul a [8]

dolgozat fontos megallapitdsa, hogy az Elliott—Halberstam-sejtés mellett vehet6 k& = 6,
amikor is min 2 < 16.
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6. HOGYAN FOGJUNK TOBB PRIMET?

A 4. tétel a hatdrdn van annak, hogy Polignac-szdm létezése kovetkezzék beldle, ezért
a megjelenésekor természetes kérdésként meriilt fel, hogy a benne szerepl6 varhaté érték
megnévelhetG-e valamiképpen. A széban forgé vérhaté érték a o(1) hibatagot leszamitva
két pozitiv tényezd szorzataként van megadva, ezért — ha kissé bandlisak akarunk lenni
— valamelyik tényez6t kell megndvelni tigy, hogy a masik tényez6 legfeljebb csak keve-
set valtozzék. A dolog azért bonyolultabb, mint hangzik, olyannyira, hogy a szakértk
korében elterjedt volt a nézet, miszerint a meglévs eszkozokkel ilyesfajta javitds nem var-
haté. Mégis, a kés6bbi fejleményekben pontosan ez tortént, mégpedig mindkét lehetséges
irdnyban. Zhang [32] és Polymath8a [20] az els6 tényezé megnovelésére koncentralt, mig
Maynard [14] és Polymath8b [21] a masodik tényezd megnovelésére.

Zhang [32] bizonyitdsa Motohashi és Pintz [16] egy fontos észrevételére épiil: a 4. tétel-
hez vezet6 szamoldsban nem vesztiink sokat, ha az EH(6) hipotézist megszoritjuk azokra
a négyzetmentes ¢ < x° szdmokra, amiknek minden primosztéja legfeljebb x¢ valamilyen
8 > 0 konstanssal. Az ilyen szamokat x®-simaknak nevezziik, és sok elényds tulajdonsa-
guk van, pl. két egymds utdni osztéjuknak a hanyadosa legfeljebb x°, tovabba barmely
oszt6juk maga is x®-sima. Egy mésik fontos észrevétel, hogy a szdmoldsban csak azok az
a mod g maradékosztlyok vesznek részt, amiket barmilyen p | ¢ primoszté szerint redu-
kdlvaa hj —h; mod p (i # j) maradékosztilyok egyikét kapjuk. Zhang [32] az ily médon
gyengitett EH(6,8) hipotézist igazolta valamilyen 6 > 1/2 és 6 > 0 paraméterekkel, és
ebbdl adédott kovetkezésként a 2. tétel. A Polymath8a [20] projekt jelentSsen bovitette a
megfelels (6, 8) parok halmazét, minden ilyen pérra csokkentette a megfeleld k értékét, és
egyszer(sitette a bizonyitdst. Pl. a 6 felsd hatdra Zhang [32] dolgozatdban 1/2+ 1/584, a
Polymath8a [20] cikkben 1/2+7/300.

Maynard [14] és Tao [29] az (5) helyett a

2
© VW:( Y ¥ u(do...u(dk)f(ll"jgf;,...,lliggif))

dy ‘l’lJr/’l] dk|n+hk

stilyokat hasznalja, ahol f : R — R egy kellen sima fiiggvény, ami a
Ac={(t1,.....) ER . 1y, x> 06511+ +1, <1}

szimplexen kiviil nulla. Ez a definici6 jobban megfelel az eredeti célkitlizésnek, mert az
n+ € elemeirdl kiilon-kiilon prébdlja elérni, hogy kevés primosztéjuk legyen, nem csak
a szorzatukat, a P(n)-t tartja szem el§tt. ValGjaban az (5) a (6)-nak azon specidlis esete,

P

amikor f(#y,...,#) csak a vdltozok Osszegétdl fiigg, nevezetesen

@) fltr,t) =gt +- - +1).

Ennek oka, hogy a megéllapoddsunk szerint csak olyan n-ekkel dolgozunk, amikre az
n+hy,...,n+ h; szamok paronként relativ primek, vagyis a (6)-beli di,...,d; valtozok
kolcsondsen egyértelmiien meghatdroznak egy d | P(n) osztét a d = d ... dy utasitdssal.
Ezek utdn kimondhatjuk a 4. tétel megfelel§jét, ami a (6) stlyokkal val6 atlagoldssal ko-
vetkezik. El&szor is bevezetiink egy jelolést a Ay szimplex #; = 0 egyenlettel definidlt
lapjara:

Ak’,‘Z:{(tl,...Jk)EAklli:()}, i=1,...,k

5. tétel ([14, 291). Legyen € egy k elemii megengedett halmaz. Legyen f : RF — R egy
k-szor folytonosan differencidlhatd fiiggvény, ami a Ay szimplexen kiviil nulla. Az EH(0)
hipotézis mellett van olyan valdsziniiségi mérték az x < n < 2x egészeken, amire nézve az
n+ JC eltolt halmazba esd primek szdmdnak vdrhato értéke

k oK1y
0 Li I, (m

2 ok f 2
fAk <8t1...9tk)

2
) +o(1).
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A (7) alaka fiiggvényekre a fenti allitds a 4. tételbe megy at, mert at; 4 --- 41, = ¢ affin
hipersik a Agx-t egy % térfogati (k — 1)-szimplexben metszi, a Ay ;-t pedig egy %
térfogatd (k — 2)-szimplexben. Altaldban véve is megmutathaté [21, Lemma 41], hogy a

tétel nem gyengiil, ha szimmetrikus f : R¥ — R fiiggvényekre szoritkozunk: ilyenkor az
n—+ ¢ eltolt halmazba esd primek szdmdnak vérhat6 értéke

. k=1 \2
0 ijk,k (ﬁ)
2 . j < okr )2
A \ 9ty...01
Mindezek fényében kézenfekvonek tlinik egy f szimmetrikus polinomot keresni, amire a
madsodik tort 4-nél nagyobb, mert akkor alkalmas 6 < 1/2 értékkel dj bizonyitdst kapunk
a 2. tételre. Mads szdval, ha M jeloli a méasodik tort szuprémumat a lehetséges f-ek

felett, akkor M} > 4 kimutatdsa a cél. A gyakorlatban célszerlibb az f helyett a nevezben
szereplo

+o(1).

okf
ot 1--- alk
parcidlis derivaltat megadni, ami szintén szimmetrikus polinom. Maynard [14] az els6 két
hatvany0Osszeg, t; + - - -+t és t12 4+ t,? polinomjaival kisérletezve taldlt egy 11-edfoku
példat, amibdl M,os > 4 kovetkezett. Polymath egy 23-adfoki F szimmetrikus polinommal
demonstrélta az M54 > 4 egyenlStlenséget [21, Theorem 23]. Masfeldl belathat6 [21, Co-
rollary 37], hogy M, legfeljebb k%] logk, amiért Msq < 4. Tehét a 2. tételben mindenképp
vehet k = 54, de a k = 50 értékhez az 5. tétel nem elegendd. Ugyanakkor az 5. tételnek
vannak olyan varidnsai [21, Theorems 26 & 28], amikben f : RF 3Ra Ay, szimplexen kiviil
is lehet nullatdl kiilonbozd: ezek segitségével a 2. tétel dllitasa a k = 50 értékre igazolhatd,
és egy Elliott—Halberstam-tipusu sejtés mellett k = 3 is megfelel6. Tehdt bizonyitdsunk
van arra, hogy min & < 246, és j6 okunk van hinni abban, hogy min 7 < 6.

Mit ad az 5. tétel nagy k-ra? Mar emlitettiik az M), < % logk felsd becslést. A masik
irdnyban Maynard [14] igazolta minden elég nagy k-ra, hogy M) > logk —loglogk — 2.
Val6jaban ez az alsé becslés minden k > 2 értékre teljesiil [21, 48. oldal], és a loglogk
helyett egy alkalmas abszolit konstanssal is igaz [21, Theorem 23]. Tehat a Bombieri—
Vinogradov-tétel [1, 30] alapjan kb. %logk darab primet tudunk garantdlni végtelen sok
n+ ¢ eltoltban, és a Zhang-féle irdnnyal kombindlva az % egyiitthat6 javithato %-ra
[21, Theorem 6]. Ez a Dickson—Hardy-Littlewood-sejtés egy gyenge formdja, és igen
figyelemre mélté eredmény.

F(t1,...,tx) ==

7. TORTENETI MEGJEGYZESEK

A kis primhézagok terén az egyik elsd fontos eredmény Erdés Paltél [4] szarmazik:
1étezik egy ¢ < 1 konstans ugy, hogy a

0<p—p <clogp

egyenl6tlenségnek végtelen sok megolddsa van primekben. A ¢ < 1 feltételnek az a jelentd-
sége, hogy a primszamtétel szerint az x koriili primszdmok 4tlagosan logx tdvolsdgra van-
nak egymadstol, vagyis ¢ > 1 esetén a fenti 4llitas egyszerti kovetkezmény, mig ¢ = 1 esetén
nem tdl meglepd. A c-re tobben prébaltak minél jobb értéket megadni, de az igazi attorést
Goldston, Pintz, Yildirim [8] érte el, amikor sikeriilt beldtniuk, hogy minden ¢ > 0 konstans
megfelels. A [8]-ban kifejlesztett mddszer fontos szerepet jatszott Erdds két masik ked-
venc problémdjdnak megolddsdban: van-e tetszdlegesen hosszu szdmtani sorozat a primek
kozott, illetve megjavithaté-e a nagy primhézagokra vonatkozé Rankin-becslés [23] egy
végtelenhez tart6 faktorral. Az elsére ad valaszt a hires Green—Tao-tétel [10], a masodikat
pedig néhany hénapja oldotta meg egymastdl fiiggetleniil Ford—Green—Konyagin—Tao [6]
és Maynard [15]. A Rankin-becslés tovabbi javitdsat tartalmazza a napokban megjelent
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[7] preprint. A primhézagokrdl és a kapcsol6d6 Landau-problémak torténetérdl részletes
attekintést nydjt a [17] dolgozat.

A Bombieri—Vinogradov-tétel [1, 30] két alappillére a Siegel-Walfisz-tétel [26, 31] és
a Linnyik [13] altal felfedezett in. nagy szita egy letisztult formdja. A nagy szita val6-
szinfiségszamitasi jellegét az els6k kozott ismerte fel Rényi Alfréd [24], és a segitségével
attorést ért el az ikerprimsejtés és a hozza szorosan kapcsolédé Goldbach-sejtés megkoze-
litésében. Konnyen lehet, hogy mar a Linnyik—Rényi-féle els6 verziokbol kovetkezik az
EH(0) hipotézis valamilyen pozitiv 0-val, legaldbbis erre enged kovetkeztetni Bombieri
egy megjegyzése [1, (1.12) alatt]. Mindez kiilonosen érdekes az 5. tétel fényében, hiszen
az itt szerepld varhat6 érték barmilyen 6 > 0 mellett tetsz6leges naggya tehetS a k és az
f : RF — R alkalmas megvélasztasaval.

A Polymath projekteket Timothy Gowers kezdeményezte 2009 elején a matematikai
kutatds egy ujfajta formajaként. A kutatds nyilvanosan, egy internetes feliileten keresztiil
torténik, és barki kotetleniil — akdr névteleniil is — csatlakozhat. A primhézagokra vonatko-
z6 Polymath8 projekt egy intenziv évet olelt fel 2013 nyaratdl 2014 nyardig, és kiillonosen
sikeresnek mondhaté6. Az Eurépai Matematikai Téarsulat (EMS) felkérésére tobb résztvevo
— koztiik a szerzd is — leirta az idevagd személyes tapasztalatait, é€s ezek megjelentek az
EMS Newsletter legfrissebb szamaban [22].
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