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where parameter xi is defined as

xi :¼
i

1þ i

� �E
, EARþ ,i¼ 0;1, . . . ,N�1, ð4:2Þ

and the corresponding indexAf1;2, . . . ,L�1g is selected so that

xiA ½ColorRatios½index�,ColorRatios½indexþ1��:

Now, we can use the resulting palette P to determine the color
of a point zAD. We first use the FR algorithm in Section 3.1 to
transform z into the symmetrical point z0 of fundamental region.
Let M be an IM constructed in Section 3.2 and C be a disc centered
at origin with trap radius T (a given positive constant), a point
zn :¼Mn

ðz0Þ is considered to be ‘‘trapped’’ when it falls into
C. Meanwhile, the iteration terminates, with the distance
between zn and origin O being divided by T . The resulting ratio
r :¼ JznJ=T r1:0 is used to determine the color of z0. In practice,
r will be regarded as xi in (4.2) and the corresponding point z0 will
be colored by the ith color of P, where i is given by

i¼
10ð1=EÞlogðr=T Þ

1�10ð1=EÞlogðr=T Þ

$ %
: ð4:3Þ

Here the denotation ‘‘bAc’’ represents the largest integer less than
or equal to A.

As can be seen, the color scheme of orbit trap algorithm
reveals the sensitivity of M to the initial value. With the help of
this color scheme, we can conveniently regulate the intensity and
the hue of colors.

5. The gallery of hyperbolic patterns

In this section, we shall exhibit a gallery of high aesthetic
patterns. In each hyperbolic space, we demonstrate three patterns
which illustrate the distinct hyperbolic symmetry. These patterns
possess clear details even up to the boundary. We shall provide
main parameters so that the interested readers can reproduce
their own patterns.

In practice, all the palettes possess 3000 colors with trap
radius T A ½0:5,8�, L¼ 7 and E ¼ 40. The specific parameter of
functions and color arrays are chosen on the grounds of aesthetic.
In particular, we shall show three invariant mappings under ½p,q�,
½p,q�þ and ½pþ ,q�, including their corresponding four color arrays
Red, Green, Blue and ColorRatios.

Fig. 3. A pattern with the symmetry of ½7;3� on the Poincaré model.

(For interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is

referred to the web version of this article.)

Fig. 4. A pattern with the symmetry of ½5;5�þ on the Poincaré model.

(For interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is

referred to the web version of this article.)

Fig. 5. A pattern with the symmetry of ½4þ ,6� on the Poincaré model.

(For interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is

referred to the web version of this article.)
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mapping F1 : H2-D, which is defined as

F1ðx,yÞ ¼ ð2x=ðx2þð1þyÞ2Þ,ðx2þy2�1Þ=ðx2þð1þyÞ2ÞÞ, ðx,yÞAH2:

ð5:2Þ

The relationship between K and D is given by the conformal
mapping F2 : K-D as

F2ðx,yÞ ¼ x=ð1þ
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1�x2�y2

q
Þ,y=ð1þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1�x2�y2

q
Þ

� �
, ðx,yÞAK:

ð5:3Þ

The formulae (5.2) and (5.3) can be derived from Table 3.1 of [21].
In Figs. 6–8, we exhibit three hyperbolic patterns on the Klein

model. These patterns display the fascinating 3-D sphere-like

appearance, though they are indeed planar patterns. Figs. 9–11
are hyperbolic patterns on the upper half-plane model with
domain ½0,1:2� � ½0:001,1�. The patterns in these hyperbolic spaces
present different styles, however, since F1 and F2 are conformal
mappings, all of them possess the similar configuration. Further-
more, patterns with the ½p,q� symmetry on D and K exhibit p-fold
dihedral symmetries, while patterns with the ½p,q�þ or ½pþ ,q�
symmetry on these models illustrate p-fold cyclic symmetries.

6. Conclusions

In this paper, we present a simple and efficient method to
yield hyperbolic patterns. We first elaborate a FR algorithm to

Fig. 9. A pattern with the symmetry of ½4;6�þ on the upper half-plane model.

Fig. 10. A pattern with the symmetry of ½5;4� on the upper half-plane model.
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Tekintsünk egy olyan mintázatot az euklideszi síkon, amely két különböző irányban is
ismétlődik. Ezt a mintázatot előllíthatjuk úgy, hogy egy paralelogramma alakú csempét
tologatunk az oldalvektoraival.

Persze a csempe szemközti oldalain ugyanaz a minta, ezért azokat képzeletben
összeragaszthatjuk. Így a paralelogrammából egy úszógumi alakú felületet kapunk,
amelyen lokálisan az euklideszi geometria érvényes.
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Geodetikusok az egylyukú (euklideszi) úszógumin
A „ragasztással” kapott felületen a geodetikusok az euklideszi egyenesek képei.
Ha egy egyenes iránya megegyezik két csempét összekötő eltolás irányával, akkor
a képe zárt geodetikus, egyébként pedig önmagát nem metsző geodetikus.

egy másik
alapcsempe...

...és ugyanez
elforgatva 180 fokkal
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A hiperbolikus sík változatosabban csempézhető, mint az euklideszi, és így
bonyolultabb felületek származtathatók belőle. Ennek több, egymással összefüggő oka
van: a hiperbolikus síkon számít az eltolások sorrendje, minden eltolásnak van egy
tengelye, és minden háromszög területe kifejezhető a szögeiből mint π − α − β − γ.

Vegyünk egy 4g oldalú hiperbolikus konvex
sokszöget, amelyben a szögek összege 360 fok,
továbbá a szemközti oldalak egymás eltoltjai.
A sokszöget az oldalpárosító eltolásokkal
tologatva a hiperbolikus sík egy csempézését
kapjuk. Továbbá a sokszög szemközti oldalait
képzeletben összeragasztva egy olyan g lyukú
úszógumi alakú felületet kapunk, amelyen
lokálisan a hiperbolikus geometria érvényes.
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Geodetikusok a többlyukú (hiperbolikus) úszógumin
A „ragasztással” kapott felületen a geodetikusok a hiperbolikus egyenesek képei.
Ha egy egyenes megegyezik két csempét összekötő eltolás tengelyével, akkor a képe
zárt geodetikus. Ha egy egyenes átmegy két csempe egy-egy olyan pontján, amelyek
egymásnak felelnek meg, akkor a képe egy önmagát metsző geodetikus (beleértve
a zárt geodetikus esetét is), egyébként pedig egy önmagát nem metsző geodetikus.
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Selberg és Huber fedezte fel az 1950-es években, hogy egy többlyukú (hiperbolikus)
úszógumin az irányított zárt geodetikusok hosszai hasonlóan oszlanak el, mint
a prímszámok természetes logaritmusai. A bizonyításban fontos szerepet játszanak
az adott felületen értelmezett hullámfüggvények, amelyek a hiperbolikus síkon
periodikus hullámfüggvényeknek (ún. Maass-formáknak) felelnek meg.

Tétel (Soundararajan–Young 2013, Balog–Biró–Harcos–Maga 2019)
A moduláris felületen tekintsük az összes irányított zárt geodetikust, amelynek hossza
legfeljebb ln(x). Legyen Ψ(x) ezen geodetikusok hosszainak összege.

Tetszőleges c > 25/36 esetén |Ψ(x) − x | mindig kisebb, mint konstansszor x c .
Tetszőleges c > 7/12 esetén |Ψ(x) − x | tipikusan kisebb, mint konstansszor x c .
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