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A primek és a szorzatra bontds

Példa

Vegyiink egy szamot, és bontsuk minél kisebb szamok szorzatara:
® 180=18-10=18-5-2=6-3-5-2=3-2-3-5.2

® 180=30-6=30-3-2=10-3-3-2=5-2-3-3-2

© 180=45-4=45.2.2=9.5.2.2=3.3.5.2.2

Q 180=60-3=12-5-3=4-3-5-3=2-2-3-5-3

A végén mindig ugyanazokat a primszamokat kapjuk!

Tétel (Eukleidész i.e. 300 koriil, Gauss 1801)

Minden 1-nél nagyobb szam felbonthaté primszamok szorzatara.
A felbontds a tényezék sorrendjétdl eltekintve egyértelmii.

Tétel (Eukleidész i.e. 300 kordil)

Minden primszamnal van nagyobb primszam.




A primek és a hatvanyozas

Példa
Vizsgaljuk egy prim kitevdjii hatvany maradékat a primmel osztva:
@ 27 =128 =187 + 2, tehdt a maradék 2
@ 21 = 2048 = 186 - 11 + 2, tehdt a maradék 2
© 223 = 8388608 = 364722 - 23 + 2, tehdt a maradék 2
Q 3° =243 =485+ 3, tehdt a maradék 3
© 37 =2187 = 3127 + 3, tehdt a maradék 3
@ 33 = 1594323 = 122640 - 13 + 3, tehdt a maradék 3
A maradék mindig megegyezik a hatvanyalappal!

Tétel (Fermat 1640)
Ha p primszam és 0 < m < p, akkor mP maradéka p-vel osztva m.J



A primek egyre ritkulé sorozata

10-jegyiiek 100-jegyiiek 1000-jegyiiek

1000000007 100000 - --000289 100000 - - - 000007
1000000009 100000 - -- 000303 100000 - - - 000663
1000000021 100000 - --000711 100000 - --002121
1000000033 100000 - --001287 100000 - - - 002593
1000000087 100000 ---002191 100000 - - - 003561
9999999851 999999 ---997783 999999 - - - 981127
9999999881 999999 ---997873 999999 - - - 988763
9999999929 999999 ---998713 999999 - - - 990139
9999999943 999999 ---999089 999999 - - - 993433
9999999967 999999 ---999203 999999 - - - 998231

A =~ 223 A ~ 2295 A =~ 2301.8




Az ikerprimek még ritkabb sorozata

10-jegytiek 100-jegyiiek 1000-jegytiek

1000000007 1000 - - - 00006001 1000 ---01975081
1000000009 1000 - - - 00006003 1000 - --01975083
1000000409 1000---00028441  1000---03142729
1000000411 1000 ---00028443  1000---03142731
9999999017 9999 ---99914921 9999 - - - 95309921
9999999019 9999 ---99914923 9999 - - - 95309923
9999999701 9999 ---99964781 9999 - --98131919
9999999703 9999 ---99964783 9999 - --98131921

Ikerprimsejtés

A p — p' = 2 egyenletnek végtelen sok megolddsa van primekben.




Polignac-szamok

Definicié
A d pozitiv egész Polignac-szam, ha a p — p’ = d egyenletnek
végtelen sok megolddsa van primekben.

Sejtés (Polignac 1849)

Minden pozitiv paros szam Polignac-szam.

Tétel (Zhang 2014)
A2 4.6,...,70000000 szamok egyike Polignac-szam.

Theorem (Pintz 2013*, Granville et al. 2015, Polymath 2014)
@ A2 4.6,...,246 szamok egyike Polignac-szam.
e A Polignac-szamok alsé sliriisége nagyobb, mint 1/354.

o A Polignac-szamok kozotti hézagok korlatosak.



Haldszas a primekre (1/2)

Otlet

Legyen H = {h1,..., hi} egy egészekbdl allé k elemii halmaz.
Probaljunk végtelen sok n pozitiv egészt taldlni dgy, hogy az n+ H
eltolt halmaz minél tobb primet tartalmazzon.

Példak
e 1 ={0,1} problémas modulo 2
e H = {0,2} esetében nincs kongruencia-probléma
e H ={0,2,3} problémds modulo 2
e H ={0,2,4} problémds modulo 3

e H =1{0,2,6} esetében nincs kongruencia-probléma

Definicié

AH={h1,..., h} egészekbdl 4ll6 k elemii halmaz megengedett,
ha semmilyen m > 2 egész szamra nézve nem tartalmaz teljes
maradékrendszert. (Feltehetd, hogy m primszam és legfeljebb k.)



Haldszas a primekre (2/2)

Sejtés (Dickson 1904, Hardy-Littlewood 1923)

Legyen H egy megengedett halmaz. Ekkor végtelen sok n pozitiv
egészre az n + H eltolt halmaz minden eleme primszam.

Tétel (Zhang 2014)

Létezik egy k pozitiv egész az alabbi tulajdonsaggal. Ha H egy k
elemii megengedett halmaz, akkor végtelen sok n pozitiv egészre
az n+ H eltolt halmazba legalabb két primszam esik.

forras k értéke becslés Polignac-szamra
Zhang 3500000 70000000
Polymath8a 632 4680
Maynard 105 600

Polymath8b 50 246




A haldszas miivészete (1/2)

Otlet

Legyen H = {h1, ..., hi} egy k elemii megengedett halmaz.
Minden x > xo szamra talaljunk olyan valdsziniiségi mértéket az
x < n < 2x egészeken, amire nézve az n + H eltolt halmazba esé
primek szamanak varhato értéke egynél nagyobb.

Mds széval, talaljunk nemnegatl’v v(n) sulyokat dgy, hogy

Z Zanrh, pr/m> Z

x<n<2x x<n<2x
Naiv stlyok
Legyen P(n) := (n+ h1)...(n+ hg), tovabba legyen 0 < ¢ < k.

O V(n) = 1n+h1,...,n+hk prim

S V(n) = ]-P(n) primosztdinak szdma legfeljebb k + £

o 1(n) = Y p(oy () 0" (F)




A haldszas miivészete (2/2)
A d | P(n) osztékat vagjuk meg az R := x?/? paraméternél:

Goldston—Pintz=Yildirim silyai

) i= | 3 uta) (1- :gg;)k“

d|P(n) +

Soundararajan stlyai

v(n):=| Y u(d)g(:z:g)

ahol g : R — R kelléen sima fiiggvény, ami a [0, 1]-en kiviil nulla.

Technikai okokbdl ezeket a siilyokat megszoritjuk azon x < n < 2x
szamokra, amikre P(n) minden primosztdja legaldbb log log log x.



Elliott és Halberstam sejtése

EH(0) hipotézis
Minden A > 0 szamhoz taldlhaté egy C > 0 konstans dgy, hogy
barmely x > 2 esetén fennall

1 [ dt X
O D D e i R e
qu9 (a’q):]' x<p<2x SO(q) X og |Og X
q négyzetmentes p=a (mod q)

Megjegyzések
e 0 < 1/2 esetén Bombieri (1965) és Vinogradov (1966) tétele
e O < 1 esetén Elliott és Halberstam (1970) sejtése




Az

atlagos kapds

Theorem (Goldston—Pintz=Yildirim 2009, Soundararajan 2007)

Legyen H egy k elemii megengedett halmaz, és tegyiik fel az
EH(0) hipotézist. A Soundararajan-silyok altal meghatarozott

valdsziniiségi mértékre nézve az n+ H eltolt halmazba es6 primek

szamanak varhaté értéke

_ k—2
Q. kfol g(k 1)(t)2 ﬁ dt . 0(1)
2 [y g(tp oy dt '

Sajnos az EH(0) hipotézist csak a 6 < 1/2 értékekre sikeriilt
igazolni, mikozben a masodik tort értéke mindig kisebb 4-nél:

k—2
up k Jo g% D(2)? (i dt _4k(k—1) 148461
g fol gl(t)? % dt jl%—2,1 k2/3



Hogyan fogjunk tobb primet? (1/3)

e Zhang az EH(0) hipotézis egy gyengitett véltozatét igazolta a
0 < 1/2+ 1/584 értékekre, aminek segitségével az atlagos
kapdst 1 folé tudta emelni egy 3500000 elem{i megengedett
halmaz eltoltjaiban.

o A gyengitett EH(0) hipotézisben csak kis primosztdkkal
rendelkez6 g modulusok szerepelnek, tovdbba csak nagyon
specidlis g szerinti maradékosztalyok. Ezt az otletet
Motohashi és Pintz mar évekkel Zhang el6tt publikalta.

@ A Polymath8a kutatécsoportban enyhitettik a g-ra vonatkozé
megszoritast, illetve csokkentettiik ennek a k-ra gyakorolt
negativ hatdsat. A technikai részleteket is egyszerisitettiik, igy
a végén a 6 < 1/2+ 7/300 értékekig fel tudtunk menni, ami
dltal a megengedett halmaz sziikséges mérete lement 632-re.



Hogyan fogjunk tobb primet? (2/3)

Maynard és Tao silyai

2

v(n) = | D u(dl)---u(dk)f<'°gd1,...,'°gdk) ,

Vidhlmt log R log R

ahol f : Rk — R egy szimmetrikus és kellden sima fiiggvény, ami a
{(t1,..., k) €REy i t1 4+ 4 ti < 1} szimplexen kiviil nulla.

Theorem (Maynard 2015, Tao 2013*)

Legyen H egy k elemii megengedett halmaz, és tegyiik fel az
EH(0) hipotézist. A fenti silyok dltal meghatdrozott valdsziniiségi
mértékre nézve az (n+ H)-ba esé primek szdmanak vdrhatd értéke

ok1f

9 kka 1X{0} <8t1 Oty_1

>2
+ o(1).
2 ka (dt?kgtk>2




Hogyan fogjunk tobb primet? (3/3)

o Az f(t1,...,tx) :=g(t1 + - - + tx) specidlis esetben Maynard
és Tao slilyai Soundararajan silyait adjak vissza.

e Optimilis paraméterekkel az atlagos kapds ~ (log k)/4.

e Az f tartéjanak megndvelésével, illetve Zhang/Polymath8a
oOtleteinek bevondsadval az eredmény tovabb javithaté.

e A Maynard/Polymath8b &ltal szamitégép segitségével taldlt
szimmetrikus polinomok alapjan Zhang tétele mar viszonylag
kis k értékekkel is miikodik. A jelenlegi rekord k = 50.

e Az EH(0) hipotézis egy kiterjesztésével Polymath8b a k = 3
értéket is be tudta dllitani, megjavitva ezzel Maynard és
Goldston—Pintz=Yildirim kordbbi értékeit (k =5 és k = 6).



