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Miuveletek egy primszam szerinti maradékokban
p egy primszam
Fp=1{0,1,...,p—1} a p szerinti lehetséges maradékok halmaza

Minden egész szam felfoghatd Fp-beli elemnek és eszerint
adjuk 0ssze és szorozzuk a maradékokat.

Példaul Fr-ben 6+3=2 (hiszen 9=2), illetve 6-3=4 (hiszen
18=4).

Tudunk kivonni és nemnulla maradékokkal osztani, példaul
Fs-ben 2—5=4 és 2/5=6 (valdjaban —-5=2 és 1/5=3).



Polinom szorzatfelbontasa a maradéekok felett

o Fp-beli egyltthatds polinomon egy x”+an_1x”—1+---+a1x+ao
alaku Kifejezést értiunk, ahol ag, a1, ..., ap_1 Mind az Fp-bol
valok. Ezeket a szokasos mdédon adjuk és szorozzuk 0ssze,
csak a végén az egyiutthatdk maradékat képezzik. Minden
Fp-beli egyttthatds polinom felbomlik egyértelmien olyan Fp-
beli egyltthatds polinomok szorzatara, amik tovabb mar nem
bonthatok.

e Példaul az f(x) =x3—3x+1 polinom mint Fy3-beli egyiitthatos
polinom nem bomlik fel kisebb foklak szorzatara (6 maga
a felbontas), ellenben mint Fy7-beli egyiitthatds polinom fel-
bomlik elsO0foklUak szorzatara:

X2 — 3x+ 1= (x—7)(x— 13)(x— 14).



A szamelmeélet egy izgalmas és mely kérdeése
o f(X) egy rogzitett egész egyiitthatds polinom
e P Végigfut a primeken egy nagy korlatig

e Az f(x)-et a kililonféle Fp-beli egylitthatds polinomok korében
felbontva a keletkezd tényezdk fokszamai kdvetnek-e valami-
lyen statisztikat, esetleg szabalyos mintat a p-ben?

e Megnéziink néhany példat: x2—2, x2—3x+1, x*—2, x3—3x+1,

X*ox2 1, x*—x—1.



Tudomany (innepe 1.nb

In[59]:= TableForm[Table[{Prime[n], Factor[x"2 -2, Modulus - Prime[n]]1}, {n, 1, 100}]]

Out[59]//TableForm=
2 x2
3 1+x2
5 3+ x2
7 (3+X) (4+X)
11 9 + x2
13 11 + x2
17 (6 +X) (11 +X)
19 17 + x2
23 (5+X) (18 + X)
29 27 + x2
31 (8 +X) (23 +X)
37 35+ x2
41 (17 + X) (24 + X)
43 41 + x2
47 (7 +X) (40 + Xx)
53 51 + x?2
59 57 + x2
61 59 + X2
67 65 + x2
71 (12 + X) (59 + Xx)
73 (32 + X) (41 + Xx)
79 (9 +X) (70 + x)
83 81 + x?
89 (25 + X) (64 + X)
97 (14 + X) (83 + X)
101 99 + x?2
103 (38 + X) (65 +X)
107 105 + x?2
109 107 + X2
113 (51 + X) (62 + X)
127 (16 + X) (111 + x)
131 129 + X2
137 (31 +x) (106 + x)
139 137 + X2
149 147 + X2
151 (46 + X) (105 + x)
157 155 + X2
163 161 + x?2
167 (13 + X) (154 + x)
173 171 + X2
179 177 + X2
181 179 + X2
191 (57 +x) (134 +Xx)
193 (52 +X) (141 + x)
197 195 + x?2
199 (20 + X) (179 + X)
211 209 + x?2
223 (15 + x) (208 + x)

227 225 + x?



Tudomany (innepe 2.nb

In[60]:= TableForm]
Table[{Prime[n], Mod[Prime[n], 8], Factor[x"2 -2, Modulus -» Prime[n]]}, {n, 1, 100}]]

Out[60]//TableForm=
2 2 X2
3 3 1+x2
5 5 3+ x2
7 7 (3+X) (4+X)
11 3 9+ x2
13 5 11 +x2
17 1 (6 +x) (11 +x)
19 3 17 + X2
23 7 (5+X) (18 + X)
29 5 27 + X2
31 7 (8 +X) (23 +Xx)
37 5 35 + x?2
41 1 (17 + X) (24 + X)
43 3 41 + x2
47 7 (7 +X) (40 + X)
53 5 51 + X2
59 3 57 + x2
61 5 59 + x2
67 3 65 + X2
71 7 (12 + X) (59 + X)
73 1 (32 +X) (41 +X)
79 7 (9+X) (70 + Xx)
83 3 81 + x?2
89 1 (25 + X) (64 + X)
97 1 (14 + xX) (83 + X)
101 5 99 + x2
103 7 (38 + X) (65 +X)
107 3 105 + x?
109 5 107 + x?
113 1 (51 + X) (62 + X)
127 7 (16 + x) (111 + x)
131 3 129 + x2
137 1 (31 +x) (106 + x)
139 3 137 + X2
149 5 147 + x?
151 7 (46 + X) (105 + x)
157 5 155 + x2
163 3 161 + x?
167 7 (13 + X) (154 + x)
173 5 171 + x?
179 3 177 + x2
181 5 179 + x2
191 7 (57 + X) (134 + Xx)
193 1 (52 + X) (141 + x)
197 5 195 + x?
199 7 (20 + X) (179 + X)
211 3 209 + x?
223 7 (15 + x) (208 + x)



Tudomany (innepe 3.nb

In[61]:= TableForm[Table[{Prime[n], Factor[x"2 -3 x+1, Modulus -» Prime[n]]}, {n, 1, 100}]1]

Out[61]//TableForm=
2 1+x+x2
3 1+x2
5 (1+x)2
7 1+4x+x2
11 (2+X) (6+X)
13 1+10x+x2
17 1+14x+x2
19 (3+X) (13 +x)
23 1+20x+x2
29 (4 +X) (22 +X)
31 (11 + X) (17 + X)
37 1+34x+x2
41 (5+X) (33 +X)
43 1+40x+x2
47 1+44x+x2
53 1+50x +x2
59 (24 + X) (32 + X)
61 (16 + X) (42 + X)
67 1+64x+x2
71 (7 +X) (61 +X)
73 1+70x+x2
79 (28 + X) (48 + X)
83 1+80x+x2
89 (8 +X) (78 + X)
97 1+94x+x2
101 (21 + X) (77 + X)
103 1+100x + x2
107 1+104x +x2
109 (9 +X) (97 + X)
113 1+110x +x2
127 1+124x+x2
131 (10 + x) (118 + x)
137 1+134x+x2
139 (62 + X) (74 + X)
149 (39 + X) (107 +X)
151 (26 + X) (122 + X)
157 1+154x+x2
163 1+ 160X +x2
167 1+164x+x2
173 1+170x + X2
179 (73 + x) (103 +Xx)
181 (12 + X) (166 + X)
191 (87 + X) (101 + x)
193 1+190x +x2
197 1+194x +x2
199 (60 + X) (136 + X)
211 (31 +X) (177 + X)
223 1+220X + X2

227 1+ 224X + Xx?



Tudomany (innepe 4.nb

In[62]:= TableForm[Table[
{Prime[n], Mod[Prime[n], 20], Factor[x"2 -3 x + 1, Modulus -» Prime[n]]1}, {n, 1, 100}11]

Out[62]//TableForm=
2 2 1+Xx+x2
3 3 1+x2
5 5 (1+x)2
7 7 1+4x+x2
11 11 (2 +X) (6+X)
13 13 1+10x+ %2
17 17 1+14x+x2
19 19 (3+X) (13 +X)
23 3 1+20x+x2
29 9 (4 +X) (22 + X)
31 11 (11 + X) (17 +X)
37 17 1+34x+x2
41 1 (5+X) (33+X)
43 3 1+ 40X + x?
47 7 1+44x+x2
53 13 1+50x + %2
59 19 (24 + X) (32 +X)
61 1 (16 + X) (42 + X)
67 7 1+64x+x2
71 11 (7 +X) (61 +X)
73 13 1+70x+x2
79 19 (28 + X) (48 + X)
83 3 1+80x+x2
89 9 (8 +X) (78 + X)
97 17 1+94x+x2
101 1 (21 + X) (77 + X)
103 3 1+100x +x2
107 7 1+104x +x2
109 9 (9 +X) (97 +X)
113 13 1+110x+x2
127 7 1+124x+x2
131 11 (10 + X) (118 + x)
137 17 1+134x+x2
139 19 (62 +X) (74 +X)
149 9 (39 + x) (107 + x)
151 11 (26 + X) (122 + X)
157 17 1+ 154 %+ x2
163 3 1+160x+x2
167 7 1+164x+x2
173 13 1+170x +x2
179 19 (73 + X) (103 + x)
181 1 (12 + X) (166 + X)
191 11 (87 +x) (101 + x)
193 13 1+190x +x2
197 17 1+194x +x2
199 19 (60 + X) (136 + X)
211 11 (31 +x) (177 + X)

223 3 1+220 % + X2



A masodfoku peéldak 6sszefoglalasa

o X2—2 az esetek felében (amikor p maradéka 8-cal osztva 3,5)
felbonthatatlan, a masik felében (amikor p maradéka 8-cal
osztva 1,7) két elséfokl polinom szorzata.

e X2—3x+1 az esetek felében (amikor p maradéka 20-szal osztva
3,7,1317) felbonthatatlan, a masik felében (amikor p mara-
déka 20-szal osztva 1,9,11,19) két els6fokl polinom szorzata.

e Altalaban igaz, hogy x2 +ax+b az esetek felében felbontha-
tatlan, a masik felében két els6foku szorzata. Hogy melyik
eset all fenn, az csakis a p-nek a [4,a®—4b] szammal vett
maradékatdl fligg.



Tudomany (innepe 5.nb

In[69]:= TableForm[Table[{Prime[n], Factor[x"3 -2, Modulus - Prime[n]]1}, {n, 1, 100}]]

Out[69]//TableForm=
2 x3
3 (1+x)8
5 (2+X) (4+3xX+x2)
7 5+ x3
11 (4 +X) (5+7x%X+X2)
13 11+ x3
17 (9+X) (13 +8x+x2)
19 17 + x3
23 (7 +X) (3+16x+x32)
29 (3+X) (9+26Xx+x32)
31 (11 +X) (24 +X) (27 +X)
37 35+ x3
41 (36 + X) (25 +5X +x2)
43 (9+X) (11 +X) (23 +X)
47 (26 + X) (18 + 21 X + X2)
53 (35+X) (6+18x+x2)
59 (21 + X) (28 + 38 X + X2)
61 59 + x3
67 65 + x3
71 (22 + X) (58 + 49 X + X2)
73 71+ x3
79 77 + X3
83 (33 +X) (10 +50x + x2)
89 (73 +X) (78 + 16 X + X?)
97 95 + x3
101 (75 +X) (70 + 26 X + X2)
103 101 + x3
107 (101 + X) (36 + 6 X + X2)
109 6 +X) (51 +X) (52 +X)
113 32 +X) (7 +81x+Xx2)

(
(
127 (5+X) (27 +X) (95 +X)
(
(

131 77 +X) (34 +54 X +Xx2)
137 39+ x) (14 + 98 x + X2)
139 137 + x3

149 (79 +X) (132 + 70X + x2)
151 149 + x3

157 (21 +X) (41 +Xx) (95 + X)
163 161 + x3

167 (10 + X) (100 + 157 X + X2)
173 (12 + X) (144 + 161 X + X?)
179 (121 + X) (142 + 58 X + X?)
181 179 + x3

191 (44 + X) (26 + 147 X + x2)
193 191 + x3

197 (176 + X) (47 + 21 X + X2)
199 197 + x3

211 209 + x3

223 (24 + X) (44 + X) (155 +Xx)



Tudomany (innepe 6.nb

In[70]:= TableForm[Table[{Prime[n], Factor[x"3-3x+1, Modulus -» Prime[n]]}, {n, 1, 100}]1]

Out[70]//TableForm=
2 1+x+x3
3 (L+x)3
5 1+2x+x3
7 1+4x+x8
11 1+8x+x3
13 1+10x+x3
17 (3+X) (4+x%) (10 +x)
19 (10 + X) (12 +X) (16 + X)
23 1+20x+x3
29 1+26x+x3
31 1+28x+x3
37 (14 + X) (28 + X) (32 + X)
41 1+38x+x3
43 1+40x+x3
47 1+44x+x3
53 (18 + X) (39 +X) (49 +X)
59 1+56x+x3
61 1+58x+x3
67 1+64x+x3
71 (16 + X) (25 + %) (30 + X)
73 (14 + X) (25 +X) (34 +X)
79 1+76x+x3
83 1+80x+x3
89 (12 + X) (36 +X) (41 +X)
97 1+94x+x3
101 1+98x+x3
103 1+100x +x3
107 (7 +X) (40 + x) (60 + x)
109 (5+X) (18 +x) (86 +X)
113 1+110x+x3
127 (53 + X) (87 +X) (114 + x)
131 1+128x+x3
137 1+134x+x3
139 1+136x+x3
149 1+146 % +x3
151 1+148x +x3
157 1+154x+x3
163 (70 + X) (101 + x) (155 + x)
167 1+164x+x3
173 1+170x +x3
179 (34 + X) (46 +X) (99 + X)
181 (46 + X) (B8 + X) (77 +X)
191 1+188x+x3
193 1+190x +x3
197 (6 +X) (28 +X) (163 + X)
199 (40 + X) (165 +x) (193 + X)
211 1+208x +x3
223 1+220x +x3

227 1+224x +x3



Tudomany (innepe 7.nb

In[71]:= TableForm[Table[
{Prime[n], Mod[Prime[n], 9], Factor[x*3 -3 X+ 1, Modulus -» Prime[n]]}, {n, 1, 100}]]

Out[71]//TableForm=
2 2 1+Xx+x3
3 3 (1+x)°
5 5 1+2x+x3
7 7 1+4x+x3
11 2 1+8x+x3
13 4 1+10x +x3
17 8 (3+X) (4+x) (10 +x)
19 1 (10 + X) (12 + X) (16 + X)
23 5 1+20x+x3
29 2 1+26x+x3
31 4 1+28x+x3
37 1 (14 + X) (28 + X) (32 +X)
41 5 1+38x+x3
43 7 1+40x+x3
47 2 1+44x+x3
53 8 (18 + X) (39 +X) (49 + X)
59 5 1+56x+x3
61 7 1+58x+x3
67 4 1+64x+x3
71 8 (16 + X) (25 + %) (30 + X)
73 1 (14 + X) (25 +X) (34 +X)
79 7 1+76x+x3
83 2 1+80x+x3
89 8 (12 + X) (36 +X) (41 + X)
97 7 1+94x+x3
101 2 1+98x+x3
103 4 1+100x + x3
107 8 (7 +X) (40 +X) (60 + X)
109 1 (5+X) (18 +X) (86 + X)
113 5 1+110x +x3
127 1 (53 +x) (87 +x) (114 + X)
131 5 1+128x+x3
137 2 1+134x+x3
139 4 1+136x+x3
149 5 1+146 x + %3
151 7 1+148x + %3
157 4 1+154x+x3
163 1 (70 + X) (101 + x) (155 + x)
167 5 1+164x+x3
173 2 1+170x + x3
179 8 (34 + X) (46 +X) (99 + X)
181 1 (46 + X) (58 + X) (77 +X)
191 2 1+188x+x3
193 4 1+190x+x3
197 8 (6 +X) (28 +X) (163 +X)
199 1 (40 + X) (165 +x) (193 + X)
211 4 1+208x+x3
223 7 1+220x+x3



A harmadfoku peéldak 8sszefoglalasa

x3 —2 az esetek harmadaban felbonthatatlan, az esetek felé-
ben egy elsdéfoklu és egy masodfokl felbonthatatlan polinom
szorzata, és az esetek egyhatodaban harom elsdfokl polinom
szorzata.

x> —3x+1 az esetek kétharmadaban (amikor p=2,4,5,7 (mod 9)
felbonthatatlan, az esetek harmadaban (amikor p=1,8 (mod 9)
pedig harom elsOGfoku polinom szorzata.

Altaldban igaz, hogy x>+ ax®+bx+c csak a fenti kétféle sta-
tisztikat tudja produkalni. A masodik statisztika akkor és
csak akkor fordul el&, ha —4b3—27c2+ 18abc— 4a3c+ a?b? négy-
zetszam.



Tudomany (innepe 8.nb

In[78]:= TableForm[Table[{Prime[n], Factor[x"4 - x -1, Modulus - Prime[n]]},

Out[78]//TableForm=
2 1+x+x4
3 2+2x+x4
5 4+ 4%+ x4
7 (4+X) (5+2%x+3x2+x3)
11 (8+X) (4+9x%x+3x2+x3)
13 (11 +X) (7 +4x+2x2+x3)
17 (2+X) (5+X) (5+10x +x2)
19 18 + 18 x + x*
23 (11 +X) (2+6x+12x2+x3)
29 (7 +X) (4+20x+22x%x2+x3)
31 30 + 30 x + x4
37 (4 +X) (5+X) (24 +28x+Xx2)
41 (19 + X) (28 + 33X + 22 x2 + x3)
43 42 + 42 x + x4
47 46 + 46 X + x4
53 (18 + X) (41 +X) (40 + 47 X + x2)
59 (32 +X) (35+21x+27 %2 +x3)
61 (53 +X) (23+3x+8x2+x3)
67 (21 +X) (59 +X) (2 + 54X +x2)
71 (51 + 15X + x2) (32 + 56 X + x2)
73 (16 + 35X + X2) (41 + 38X + x2)
79 (15 +X) (62 +X) (22 +2 X + X2)
83 (3+X) (7+X) (14 +X) (59 +Xx)
89 (46 + X) (29 + 69 X + 43 X2 + x3)
97 (34 +X) (77 + 89 X + 63 x2 + x3)
101 (24 + 34X + X2) (21 + 67 X + X2)
103 (85 +X) (63 + 15X +18x2 + x3)
107 (64 +X) (71 +X) (92 + 79X +X?)
109 108 + 108 x + x*
113 (14 + 19X + X2) (8 + 94 x + x2)
127 (93 +52x + X2) (71 + 75X + x2)
131 (27 + X) (41 +x) (111 + 63 X + X2)
137 (65 +X) (59 + 115X + 72 X2 + X3)
139 138 + 138 x + x*
149 148 + 148 x + x*
151 (134 +X) (80 + 138 x + 17 x2 + x3)
157 (69 +X) (91 +51x +88x2+x3)
163 (142 + X) (132 + 115X + 21 X2 + x3)
167 166 + 166 x + x*
173 172 + 172 x + x4
179 (123 + X) (16 + 93 X + 56 X2 + X3)
181 (24 + 22X + X2) (98 + 159 X + X?)
191 (48 + X) (146 + X) (68 + 188 X + X2)
193 (131 +X) (139 +X) (72 + 116 x + x2)
197 (84 +X) (175 + X) (176 + 135 X + X?)
199 (35+X) (108 + 31 X + 164 x2 + x3)
211 (30 +X) (7 +56x+181 %2 +x3)

2

223

22+ 222 x + X4

{n, 1, 100}1]



Tudomany linnepe 9.nb

In[79]:= TableForm[Table[{Prime[n]

Out[79]//TableForm=
2 (1+X+X2)2
3 2+2x2%2+x4
5 (2 +x2)?
7 6 +6x2+x4
11 (2+X) (9+X) (3+x2)
13 (8+2x+x2%) (8+11xX+x2)
17 (4+3x+x%x2) (4+14x%+X2)
19 (9+X) (10 +X) (4 +x2)
23 22+ 22 %2 4+ x4
29 (8+X) (13+x) (16 +Xx) (21 +X)
31 (9 +X) (22 +X) (18 +x2)
37 (31 +10 X + X2) (31 +27 X + X2)
41 (6 +%2) (34 +x2)
43 42 + 42 X2 + x4
47 46 + 46 x2 + x4
53 (23 + 10X + X2) (23 + 43 X + x2)
59 (12 + X) (47 +X) (25 + x?)
61 (17 + X2) (43 + x2)
67 66 + 66 X2 + x4
71 (3+X) (68 +X) (8+x2)
73 (27 + 36 X + X2) (27 + 37 X + X?)
79 (34 + X) (45 +X) (49 + x2)
83 82 +82x2 + x4
89 (13 +x) (30 +x%) (59 +X) (76 + X)
97 (75 + 32X + X2) (75 + 65X + x2)
101 (15 +X%) (33+X%) (68+X) (86 +X)
103 102 + 102 x2 + x4
107 106 + 106 x2 + x*
109 (10 + X2) (98 + x2)
113 (15 + 12 X + x2) (15 + 101 X + X2)
127 126 + 126 x2 + x4
131 (55 + X) (76 +X) (11 +x2)
137 (100 + 8 X + x2) (100 + 129 x + x?)
139 (8 +X) (131 +X) (63 +x3)
149 (40 + x2) (108 + x2)
151 (44 + xX) (107 + X) (123 + x?)
157 (28 + 34 X + X2) (28 + 123 X + X2)
163 162 + 162 x2 + x4
167 166 + 166 x2 + x*
173 (93 + 35 % + x2) (93 + 138 X + x2)
179 (84 +X) (95 +X) (74 +X2)
181 (63 +X) (75 +x) (106 +x) (118 + x)
191 (26 + X) (165 +x) (102 + x?)
193 (112 + 15X + x2) (112 + 178 X + X2)
197 (14 + 63X + X2) (14 + 134 X + X2)
199 (96 + X) (103 +X) (61 + x2)
211 (50 + X) (161 +Xx) (178 + x?)
223 222+ 222 x2 + x*

, Factor[x"4 - x~2 -1, Modullus - Prime[n]]},

{n, 1, 100}11]



A negyedfoku példak 8sszefoglalasa

o xX* _x—1 az esetek 1/4 részében felbonthatatlan, 1/3 részé-
ben egy elsdfokl és egy harmadfoku felbonthatatlan poli-
nom szorzata, 1/8 részében két masodfoku felbonthatatlan
polinom szorzata, 1/4 részében két els6fokl és egy masod-
fokO felbonthatatlan polinom szorzata, 1/24 részében pedig
négy elsdfoku polinom szorzata.

o X*—x?—1 az esetek 1/4 részében felbonthatatlan, 3/8 részében
két masodfoku felbonthatatlan polinom szorzata, az esetek
1/4 részében két els6fokl és egy masodfokl felbonthatatlan
polinom szorzata, az esetek 1/8 részében pedig négy elséfokd
polinom szorzata.



Galois és Csebotarejev tételei

Legyen n rogzitett pozitiv egész, f(xX) pedig az egészek folott
felbonthatatlan n-edfokd polinom. A kilonb6zd primek szerinti
fokszam-statisztikaban minden striség egy nl nevezdju tortszam.
Az f(X) szimmetriacsoportja hatarozza meg a slriségeket. Ha a
szimmetriacsoport a lehetd legnagyobb, akkor mindegyik lehetsé-
ges fokszam-kombinacid eldfordul pozitiv sirdséggel és a csupa
els6fokl tényezbre bomlas sdrisége 1/nl. Minden mas esetben a
csupa els6fokl tényezbre bomlas sdrisége 1/nl-nal nagyobb.



Langlands sejtései

A legtdbb f(x)-re nincs egyszerli maradékos jellemzése az egyes
fokszam-kombinacidokat szolgaltatdé primeknek. Mindazonaltal
ugy sejtjuk, hogy ezek valamilyen altalanositott értelemben még-
is periodikusak. A preciz megfogalmazashoz mélyebb matema-
tikai fogalmakat (az Gan. automorf formakat) kell segitségil hiv-
nunk, a bizonyitastdl pedig egyeldre igen tavol allunk.





