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Periodikus fuggvények

Ha H < G két csoport, akkor H\ G jeldli a Hg C G mellékosztalyok
halmazat. A H\ G — C fiiggvényeket azonosithatjuk a balrdl
H-invaridans G — C fliggvényekkel. Ezeken a fliggvényeken a G
jobbrdl hat: ha f(x) : G — C balrél H-invaridns, akkor minden

g € G elemre f(xg) : G — C is balrél H-invaridns.

Példa

Z\R azonosithat6 a kérrel. A szamegyenesen az egészek szerint
periodikus fiiggvényeket azonosithatjuk a kor fiiggvényeivel: ezeket
tetszéleges valds szammal eltolhatjuk (elforgathatjuk).

A csoporthatdsra nézve sajatfiiggvények az x r+ ™% (k € 7.)
harmonikusok, amik (teljes) ortogondalis rendszert alkotnak.

Probléma

Legyen G := GL,, az n X n-es invertalhaté matrixok csoportja, és
Jelolje A a Q adélgyiiriijét. Elemezziik a G(A) jobbhatdsit a
G(Q)\G(A) — C fiiggvényeken, keressiik meg a harmonikusokat.




Automorf reprezentécidk (1/3)

A G(A) jobbhatdsa az L?(G(Q)\G(A)) szeparabilis Hilbert téren
unitér reprezentacié. A szdmunkra fontos harmonikusok (az un.
csticsformak) az aldbbi zart G(A)-alterekben lelheték fel:

Definicié (csticsos altér)

Legyen w: Z(Q)\Z(A) — C* a G(A) centrumanak egy karaktere
(Hecke-karakter). Jelélje L3(w) azon f : G(Q)\G(A) — C
mérhetd fiiggvények halmazat, amikre minden z € Z(A) esetén
f(zg) = w(z)f(g), és |f| € L2(Z(A)G(Q)\G(A)), tovdbbs

/ f<<lr f)g)dX:O, r+s=n,
M xs(Q)\M:xs(A) S

majdnem minden g € G(A) elemre.

Ezen az altéren tetszbleges C°(G(A))-beli fuiggvénnyel valé
konvolicié kompakt operdtor (sét, trace class operator).



Automorf reprezentdcidk (2/3)

Az emlitett kompaktsdgi tulajdonsdg fontos kévetkezménye:

Tétel (Gelfand—Graev—Piatetski-Shapiro 1966)

Minden csticsos altér felbomlik megszamldlhato sok irreducibilis
zart G(A)-altér Hilbert-direkt ésszegére: L3(w) = €D Vi

A felbontdsban minden irreducibilis G(A)-reprezentacic véges
sokszor fordul el6 (izomorfia erejéig).

Shalika (1974) , multiplicity one” tételébdl kovetkezik, hogy a fenti
felbontas egyértelmii, a benne szereplé V. alterek kimeritik az
sszes irreducibilis zart G(A)-alteret, és ezek mind kiilonb6z6
G(A)-reprezentaciok.

Definicié (csticsos reprezentécid, csticsforma)

A fellépé (m, Vi) reprezentdcick a G(A) csiicsos reprezentacidi, a
Ve-beli G(Q)\G(A) — C fiiggvények a csticsformak.




Automorf reprezentécidk (3/3)

Definicié (kongruencia-részcsoport)

Jelslje Kp(c) azon G(Zp)-beli elemek halmazat, amik utolsé sora
kongruens (0 --- 0 1) modulo c. Legyen K(c) := [1, Ko(c).

Tétel (Jacquet—Piatetski-Shapiro—Shalika 1981)

Legyen (7, V) csiicsos reprezentdcio. Elég nagy c-re vK©) # {0},

s

legyen ¢, a legkisebb ilyen c. A Vf (c sajataltere minden
C(Kp(cr)\G(Qp)/Kp(cr))-beli fiiggvénnyel valé konvolicionak.

Mivel Z(A) = {al,:a € A*}, ezért az w : Z(Q)\Z(A) — C*
karakterre gondolhatunk mint Q*\A* — C* karakterre. Az aldbbi
észrevétel alapjan feltehetjiik, hogy w trividlis a pozitiv szamokon.

Eszrevétel (csavards karakterrel)

Ha Vi < L3(w) és v : QX\A*X — C* karakter, akkor
Vegy = {x = f(x)¥(detx) : € Vz} < L3(wy").




Automorf L-fliggvények (1/3)

Az w nalunk trividlis a pozitiv szimokon, ezért 6t meghatdrozza az
aldbbi mod ¢, primitiv Dirichlet-karakter (m > 0 és (m, ¢,,) = 1):

Xo(m) =w(l,1,....,1,mm,..)=w(l,m?t .. .m?111..).
—_—— —— —— ——
v|cw vic, v|cw vic,

Jeldlje x» a x. altal indukdlt mod ¢, Dirichlet-karaktert (c, | ¢r).
Definici6é (Hecke-sajatértékek)

Legyen Hy(p) :== Kpdiag(p,...,p,1,...,1)Kp, ahol Ky := Kp(cr),
és az dtléban k darab p all. Jelslje A x(p) (1< k<n—1)a
Hi(p) normalizalt sajatértékét az djformdk terén:

. k(n—k) K(C )
f(xg)dg = Ark(p)p 2 vol(K,)f(x), feVv i)
Hi(p)

Legyen még Ay o(p) :==1 és A\r n(p) := x=(p)-




Automorf L-fliggvények (2/3)

A csicsos reprezentacidk L-fliggvényét Godement—Jacquet (1972)
definidlta el6szor, altalanositva a klasszikus konstrukcidkat
(Riemann, Dirichlet, Hecke, Maass). Az alabbi tétel szerint a
Hecke-sajatértékekkel kozvetleniil definidlhatjuk az L-fliggvényt:

Tétel (Tamagawa 1963, Satake 1963, Kondo—Yasuda 2010)

n -1 [e’e}
5) — H (Z(_l)k)\ﬂ-,k(P)p_ks> — Z )\w(m)
P k=0

ms
m=1

Jacquet—Shalika (1981) egy eredménye szerint a jobb oldali
Dirichlet-sor abszolit konvergens a s > 1 félsikban. Az
L-fliggvény kiegészithetd egy

s+u S
L(7m,s 1—[7r i < +/~U>

alaku ,,archimédeszi Euler-faktorral”, amivel igaz a kovetkezo:



Automorf L-fliggvények (3/3)

Tétel (Go—Ja 1972, Ja—PS-Sh 1979 & 1981, Molteni 2002)
Legyen N(m,s) = L(meo, S)L(T,s) és C(7,s) := cx [[[_y Is + .
@ A(m,s) holomorf a komplex sikon és korlatos minden

fiiggbleges savban (kivéve hogy m =1 esetén s = 0,1 pdlus).

1-s

@ c2N\(m,s) = firce? N(w,1—75), ahol k, konstans (|k,| = 1).

@ Rs=1 — L(rs) <., C(ms)ite.

Sejtés (nagy Riemann-sejtés és Lindelof-sejtés)

QO Rs#AL1 = NA(ms)#0.
@ Rs=1 = L(m,5) < C(m,s).

Probléma (szubkonvexitas)

Talaljunk egy csak n-tél fliggd § > 0 értéket ugy, hogy

Rs=1 — L(ms)<sn C(m,s)50.




Uj eredmények (1/4)
Legyen Rs = % és hasznaljuk a pir 1= max;(1 + |u)]) jelolést.

Probléma (szubkonvexitas a konduktor-aspektusban)

Talaljunk 0, A, B > 0 értékeket ugy, hogy sok m-re
A B 30
L(m,s) <58 |s|"uzcr
Tétel (Blomer—Harcos 2008)
Legyen m a GLy(A) csticsos reprezentacidja, amire w = 1.

Legyen v : Q*\A* — C* karakter, amire 1(R>%) = 1. Ekkor

1 1 3
L(r ® 4, 5) <e (|sluncrey)|slZpici cf.

Ha ¢, > (rcr)*, akkor a c; kitevdje javithatd %—re.

ot

Bikovszkij (1996) hasonlé eredményt bizonyitott specidlis 7-re és a
m-t6l vald fluggés részletezése nélkil. A kitevék maig a legjobbak.



Uj eredmények (2/4)
A tovébbiakban A > 0 egy alkalmas abszolit konstanst jelol.
Tétel (Blomer—Harcos—Michel 2007)

Legyen m a GLy(A) csiicsos reprezentdcidja, amire w # 1. Ekkor

11
L(m,s) < (|s\,u,T)A e WD

Duke—Friedlander-lwaniec (2002) hasonlé eredményt bizonyitott,
de csak a ¢, = ¢, esetben és joval gyengébb kitevivel.

Kovetkezmény

Legyen K egy harmadfoki szamtest, aminek diszkrimindnsa d .
Ekkor a K Dedekind L-fiiggvényére fennall

Ck(s) < |s|” |di |89

Ez a becslés fontos szerepet jatszott Einsiedler—Lindenstrauss—
Michel-Venkatesh (2011) mély munk&jaban, amely Duke (1988)
neves eloszldsi tételét altaldnositja egy magasabb rangl esetre.



Uj eredmények (3/4)

Tétel (Harcos—Michel 2006)

Legyen 7 és p a GLy(A) csticsos reprezentacicja, amire wrw, # 1.
Ekkor

1

11
L(r ® p,s) < (Is|prppco)* c2 5.

Megjegyzések

@ A tételben szerepl6 ™ ® p egy tin. Rankin—Selberg konvolicio,
ami Ramakrishnan (2000) mély eredménye alapjan a GL4(A)
automorf reprezentdcidja. Tipikusan (de nem mindig) a
GL4(A) egy specialis csticsos reprezentdcidjardl van szo.

@ A kordbbi eredmények (Kowalski-Michel-VanderKam 2002,
Michel 2004) er6s megszoritast tettek a mw-re és a p-ra, ezért a
fenti eredmény jelentbsége az altalanossagaban rejlik.

© A tételt eredetileg az 5 — 5z kitevdvel igazoltuk, de az
értekezésben javitottam a szamoldson.




Uj eredmények (4/4)

Jeldlje du(z) a hiperbolikus valészinliségi mértéket az SLy(Z)\ H-n.
Jeldlje ds(z) a hiperbolikus ivhosszt az SLy(Z)\H-n.
Kovetkezmény (Zh 2001, Po 2006, Ha—Mi 2006, Bl-Ha—Mi 2007)

Legyen g : SLo(Z)\'H — C kompakt tartdji sima fiiggvény.
Legyen H < Hy a Q(\/d) idedlosztaly-csoportjanak részcsoportja.

@ Had <0, és zy egy d diszkriminansid Heegner-pont, akkor

@ Had >0, é Gy egy d diszkriminansu zart geodetikus, akkor

S oen Jos 8(2) d5(2)
oen Jog 195(2)

/ g(z) du(z) + Og ([Hd : H]|d|_fl27> .
SLy(Z)\H

v



Koszonom a sok segitséget!



