MILYEN TAVOLSAGOKRA ESHET EGY VALOS
SZAM AZ OSSZES RACIONALIS SZAMTOL?

HarcoSs GERGELY

1. BEVEZETES

A szamelméletben és a matematika egyéb teriiletein is gyakran hasznot hajt
Dirichlet azon észrevétele, miszerint minden & valds szam és () pozitiv egész esetében

in [|é]l <
12a2q 1SS o

ahol ||z|| egy tetszOleges = valés szamnak a legkozelebbi egésztol vett tavolsdgat
jeloli. Természetesen Q = 1 mellett az allitds semmitmondd, a tobbi esetben viszont
éppen azt jelenti, hogy létezik egy legfeljebb @) nevezoji § tort, amelynek a &-t6l

vett eltérése
1
q| 4@
s6t a minimumot szolgaltaté g-hoz a p egyértelmiien 1étezik ||¢&|| < % < % miatt. A
tételnek sokszor csak azt a kovetkezményét idézik, hogy tetszoleges £ valds szamra

df .. .
v(€) = liminf qll¢€]| <1

teljesiil, pontosabban végtelen sok olyan % tort 1étezik, amelynek a £-t6] vett eltérése

P 1
(1) ‘5——' <L

al ¢
Ezek szerint minden valés szam kozelitheto raciondlis szamokkal négyzetes rendben,
ami nem is javithato abban az értelemben, hogy 2-nél nagyobb kitevével mar csak
nullmértékl halmaz teljesiti a megfelel6 Gsszefiiggést. Igazan rosszul kozelithetének
akkor nevezhetiink egy ¢ valds szamot, ha az (1.1) mellett még egy

1
el
q q

alaku relécié is teljesiil, azaz
0 <v().

Az ilyen rosszul kozelithet6 &-k a Lebesgue-mérték szempontjabol nagyon ritka—
nullmértékii—halmazt alkotnak, szamossaguk azonban kontinuum; igazi jellemzé-
siiket a lanctort alak adja: ezek éppen azok a szamok, amelyek lanctort kifejtésében
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2 HARCOS GERGELY

a jegyek korlatosak. Specidlisan, rosszul kozelithetoek a periodikus lanctortek, azaz
a masodfoki algebrai szamok. A v(§) fliggvény, bar nem elégiti ki egy norma ko-
vetelményeit, mégis egyfajta tavolsagfiiggvényként értelmezhetd, amely azt méri,
milyen messze van a ¢ ,majdnem minden” raciondalis szamtol. A v példaul eleget
tesz a haromszog-egyenlotlenségnek. Természetébol addédoan a v nem tesz kiilonbsé-
get olyan szamok kozott, amelyek lanctortjegyei megegyeznek egy-egy adott ponttol
kezdve, méas szoval

v(E) =v(§),
ha

al +b

(1.2) c€+d

[1]

Z) € GLy(Z)-vel.

valamilyen (Z
A teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy GL2(Z) a +1 determindnsi 2 x 2-es egész
matrixokbdl all. A &-t és a Z-t ekvivalenseknek nevezziik, ha kozottiik fennall az
(1.2) osszefiiggés; konnyen ellendrizhetd, hogy igy ekvivalencia-relaciét definidltunk
a val6s szamok halmazan.

Ha valds szamoknak racionélisokkal valo kozelitéseirdl beszéliink, nem érdektelen
megkérdezniink, mennyire javithat6 az (1.1) becslés (végtelen sok L tértre), azaz a
jobb oldalon mennyire csokkentheto az 1 konstans. Ez—Xkicsit enyhébb formaban—
annak a kérdésnek felel meg, hogy mennyi a v értékkészletének a szuprémuma, il-
letve hogy ez a szuprémum maximume-e is egyben. Az els6 kérdésre Hurwitz [7] adta
meg a valaszt, bebizonyitva, hogy \/Lg a legjobb konstans, ami az 1 helyébe irhato

az (1.1)-ben, ha végtelen sok § kozelitést varunk, és ez automatikusan megadja a

valaszt a masodik kérdésre is, nevezetesen hogy v-nek az \/Lg maximuma. Valéja-

ban tobbet bizonyitott Hurwitz: megmutatta, hogy azok a &-k, amelyekre az \/Lg

1 1+v5
2

konstans pontos, més széval amelyekre v(§) = 5 Az ekvivalencia-osztalyat

alkotjak, mig minden tovabbi £ esetében a konstans javithaté \/Lg—ra, és ez a legjobb

javitas, ami elérheto. Ez lényegében annyit tesz, hogy v-nek az \/Lg a masodik leg-

nagyobb értéke. Azok a £-k, amelyeknél v(§) = Lg, ismét egy ekvivalencia-osztalyt

alkotnak, a v/2-ét. Hurwitz megsejtette, hogy a becsléseknek ez a lancolata folytat-
haté a végtelenségig, amit aztdn Markov [8] kvadratikus formékrdl sz6l6 alapvetd
munkdjabdl kiindulva egymaéstdl fiiggetleniil Perron [9], Heawood [6] és Shibata
[10] igazoltak pontosan megfogalmazott formaban. Az %5 és a /2 ekvivalencia-

osztalyéan felilli &-kre az (1.1) jobb oldaldn az 1 helyébe \/ﬁ irhaté, ami megint

pontos egy ekvivalencia- osztalyon, és igy tovabb. A fellépé konstansok \/ﬁ?

alakuak, ahol az m egészek az tgynevezett Markov-szamok, amelyek az
mi +m3 +m3 = 3mymams
diofantikus egyenlet megoldasaibdl szarmaztathaték mint
m = max(mq, ma, m3).

Ez a diofantikus egyenlet alkotja Markov munkéjanak a magvéat. Az egyes kons-
tansokhoz tartozé extremalis ekvivalencia-osztalyok persze rosszul kozelitheto, sot,
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mint kideriil, masodfokd algebrai szamokbdl allnak, vagyis mindegyik ilyen osz-
talyra gy tekinthetiink, mint egy-egy F(x,1) alaki mdsodfokd polinom gyokével
ekvivalens szdmok halmazara, ahol az F'(x,y) kifejezések kvadratikus binér formak
egy jol megvalasztott F,, hamazat alkotjak. Ha ezt megtettiik, elmondhatjuk, hogy
meghataroztuk a v fiiggvény %—nél nagyobb értékeit—a v Markov-spektrumat—=és
leirtuk a hozzajuk tartozé &-ket, amelyekbol 6sszességében is csak megszamlalhato
sok van. Ezek utdn talan nem tulsagosan meglepo, de mindenképpen fontos tény,
hogy a v az % értéket kontinuum szamossagi halmazon veszi fel.

Az, hogy végtelen sok raciondlis szaimot koveteliink meg egy (1.1) tipusi egyen-
16tlenségben, természetes az approximacidéelmélet szemszogébol, am vannak hely-
zetek, amikor éppen hogy csak egy kozelité tortre van sziikségiink. Gondoljunk
pl. olyan alkalmazasokra, amikor egy [ intervallumon vett hatdrozott integralt
akarunk megbecsiilni dgy, hogy raciondlis koézépponti intervallumokkal fedjiik le
az I-t: ilyenkor hasznalhatatlannak tiinik, ha a fedés végtelenszeres, bar az sem
nyilvanvalé, hogy egy fedés masmilyen is lehet. Mindenesetre varhaté, hogy ha
minden &-re csak egy kozelité tortet koveteliink meg az (1.1) egyenl6tlenségben,
akkor a jobb oldalon 1év6 1 konstans kisebbel helyettesitheto, mint amikor végtelen
sok tortet kivanunk. A v fiiggvény szerepét ilyenkor a

NOE ggquCJ&H

veszi at, és annak szeretnénk valamiféle spektrumat leirni. A x a v megfelelgjeként
most mar azt méri, milyen messze esik a £ az Osszes raciondlis szamtol, innen
szarmazik a dolgozat cime.

Egy masik alkalmazasként tekintsiik a XXXII. Nemzetkozi Matematikai Didko-
limpia 6. feladatanak a kovetkezo erdsebb valtozatat: adjuk meg valos szdmoknak
egy olyan korldtos (ay) sorozatdt, amely tetszdleges kiilonbozd i és j indexek ese-
tében kielégiti az |a; — a;| > |i — j|=! egyenlbtlenséget. Konnyen lathatd, hogy
az ﬁ(”nf“) sorozat minden rosszul approximalhaté £ esetében megoldast ad a

feladatra, és a sorozat atmérdje anndl kisebb, minél nagyobb a x(&).

1
7 2x(8)
A x-nek tehdt tagadhatatlanul van egyfajta természetes létjogosultsiga, igazi
nehézségét a v-vel szemben az adja, hogy sokkal ,érzékenyebben valtozik”, példaul
egyaltalan nem invaridans az (1.2)-beli ekvivalencidra. So6t, ,kapasbol” csak annyit

tudunk mondani, hogy
X(§) = x(E)
teljesiil, ha

(1.3) £ —2 vagy £+ Z egész.

Az (1.3) relacié fennalltakor a £ és a = szdmokat erdsen ekvivalenseknek fogjuk
nevezni, késobb latni fogjuk, hogy a mi szempontunkbdl fontos szamokon ez az a
legfinomabb osztalyozas, amelyre a x még invarians. Az osztalyozas ,,nagyon nem
stirii” a valds szamok topologidjaban: minden véges intervallum csak véges sok pon-
tot tartalmaz egy-egy ekvivalencia-osztalybdl, pontosabban szélva két szomszédos
egész szam kozott minden irraciondlis szam osztalyabdl pontosan két elem talalhato.
Ha most minden £-hez egyetlen raciondlis szamot koveteliink meg az (1.1) becslés
egy olyan javitott valtozataban, amelyben a jobb oldalon 1év6 1 konstanst vala-
milyen kisebb a-val helyettesitjiik, és a becslésre—ha fenndll—igy néziink, mint a
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[0, 1] zart intervallum egy nyilt intervallumokbdl allé fedésére, akkor a [0, 1] kom-
paktsaga mutatja, hogy a széba jovo a-k kozott nincsen legkisebb. Erdemesebb
ezért

_ Pl e

(1.4 e-f<5

alalu egyenlotlenségeket megkdvetelni, reményiink van arra, hogy ezek kézott mar
taldlunk legjobbat. Igazabdl a legtobb, amit varhatunk, az, hogy a v fliggvényre
tett megallapitasokkal teljesen analdg allitasok igazak a y-re; nevezetesen hogy van
egy legjobb « az (1.4) becslésben, ami a x-nek maximuma, ez pontos az (1.3)-
ban definialt ekvivalencia-relacié egy osztalyan, a fennmaradé &-kre megint van egy
legjobb (1.4) alaki becslés, ami a x masodik legnagyobb értékét szolgaltatja és
megint a lehetd legjobb egy (1.3)-beli osztalyon, és igy tovabb; a fellépé konstansok
és ekvivalencia-osztalyok a Markov-szamokkal és az azokhoz tartozo kvadratikus
gyokokkel vannak kapcsolatban; a konstansok talan az %—hoz tartanak, mint a v
esetében, vagyis leirhatjuk a x értékkészletét az % érték felett, meghatarozhatjuk
az ilyen értékek Osszességében megszamlalhatd 6sképét, és talan az is kideriil, hogy

1

ismét kontinuum sok {-re adédik x(§) = 3. Ezt fogjuk bizonyitani, pontosabban

megmutatjuk, hogy a xy Markov-spektruma a ?m/# alaku diszkrét pontokbdl
all, tovabba x(§) > % esetén a megfelelé m Markov-szam az egyetlen olyan g pozitiv
egész, amelyre x(§) = q||g€|| teljesiil. Mindenekel6tt azonban a teljesség kedvéért
osszefoglaljuk a lanctortek és a Markov-formak elméletébdl a sziikséges eszkozoket.
A lanctorteket tobb konyv részletesen targyalja, ezen dolgozathoz kiilondsen a (2,
Chapter VII] és [5, Chapter II] munkdkat ajanljuk; a Markov-formdk rovid, de
lényegre toré bevezetését taldlja az érdekl6dd olvasé az [1, Chapter I1] fejezetben.

2. LANCTORTEK

A lanctortek els6 megkozelitésben a raciondlis szamok altalanositasanak tekint-
heték, amely kiilondsen jo képet nyujt bizonyos approximéciés tulajdonsagokrol.
Az [ag, a1, ..., a,] véges ldnctortet mint (n + 1)-véltozos folytonos valds fiiggvényt
definidlhatjuk rekurzivan az

df

df .
lao] = ao, lap,a1,...,a,] = ag+[a1,...,an] ! (n>1)
képletekkel, ekkor az [ag, a1,...] végtelen ldnctirtet az
df ..
lag,a1,...] =1lim [ag,aq,...,a,]

pontonkénti hatarértékként értelmezziik, ahol az létezik és véges. Konnyen lathato,
hogy mind véges, mind végtelen lanctortekre teljesiil az

(21) [CL(), ey Qm—1,Qmyy Gm41y - - ] = [a,o, ey Am—1, [am,amH, .. H (m > O)

egyenloség. Ha az a; ldnctortjegyek konkrét valés szamok, akkor véges vagy végtelen
lanctortnek fogjuk nevezni azokat a szamokat is, amelyeket a megfelel lanctort
mint fiiggvény rendel ezekhez a jegyekhez. A lanctortek szigortian noévekvoek a
paros indext jegyeikben, szigorian fogyoak a paratlan indextiekben.
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Sokszor hasznos lehet szamunkra, hogy a véges lanctortek masképpen is értel-
mezheték. Definidljuk ehhez rekurzivan az (ag,as, ..., a,) polinomokat a

df
() =1, (ag,a1,...,an) =ao{a1,...,an) + {ag,...,ay) (n >0)

képletekkel. Konnyen ellenorizhetd, hogy ekkor teljesiil az

<CLO,CL1, .. .an>
(al,ag,...,an>

(2.2) [ag, ay, ... an] =

egyenl6ség minden olyan esetben, amikor a jobb oldal 1étezik. Roviden attekintjiik
ezeknek a polinomoknak néhany fontos tulajdonsagat. A definiciébdl rogton adodik,

hogy
(2.3) (agy ... apn_1,an,1) = {ag,...,apn_1,a, + 1),

és
(A, ... a0,b0,...bs) = (ar,...ap){bg,...,bs) + {(ar,...a1){by,..., bs).
Az utobbibdl kiindulva teljes indukcioval konnyen igazolhatd, hogy

(2.4) (A, ... a0) = (ag,...,ar).

A porzitiv egész jegyekkel rendelkez6 lanctorteket egyszerieknek hivjuk, ezek koz-
vetlen rokonsagban vannak a kozonséges tortszamokkal, ezért az approximacios tu-
lajdonsagokat is jobban tiikrozik, sok szempontbdl pedig szebben viselkednek az
altalanos lanctorteknél. A véges egyszert lanctortek pl. megegyeznek a racio-
nalis szamokkal, tovabba a pozitiv egészeknek minden végtelen sorozata értelmes
(konvergens) végtelen egyszerii lanctortet allit el6. Ez utébbi tulajdonsdg szar-
maztathatd abbdl az egyszerli észrevételbol, hogy ha két véges egyszerti lanctort
megegyezik az elsé n jegyében, akkor eltérésiik kisebb, mint 227", A végtelen egy-
szerl lanctortek persze irracionalis szamok, forditva, minden irracionalis szam eloall
végtelen egyszerl lanctortként, mégpedig egyértelmiien. fgy a lanctort kifejtés ter-
mészetes homeomorfizmust 1étesit az irracionélis szamok mint a valds szamok altere
és az N szorzattér kozott, ahol egy pillanatra N-nel jeloltiik a pozitiv egészek hal-
mazat a diszkrét topologidval ellatva. Ez a tény igen értékes pl. a valés fiiggvénytan
SZAmara.

A definici6bdl ad6déan minden & = [ag, a1, . . .| végtelen egyszerii lanctort el6all
az [ag, aq,. .., a,] raciondlis szdmok hatarértékeként. Ezeket a raciondlis szdmokat
a végtelen lanctort kozelitd tortjeinek nevezziik, amelyek egyik nagy elénye, hogy
konnyen kifejezhetok a lanctortjegyek segitségével, masik elényiik pedig az, hogy
neviikh6z hiven jo kozelitést adnak a £ irraciondlis szamhoz, bizonyos értelemben a
legjobbat. Mér lattuk (2.2)-ben, hogy a

df df
pn:<a0,"'7an>a Q’n:<a17"'7an>

jelolések mellett a kozelito tortek a Z—" alakba irhatok, amellyel valdéjaban a to-

vabb mar nem egyszertiisithetd alakot nyertiik, hiszen a (p,) szamlalé- és a (q,)
nevezosorozat kielégiti a

(25) Pndn—1 — Pn—149n = (_1)n—1
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Osszefliggést, amint az konnytszerrel ellendrizheté. A kozelité tortek mind eleget
tesznek az (1.1) egyenlGtlenségnek; a paros indextiek szigortian névekedve, a péarat-
lan indextiek szigoruian csokkenve tartanak a £-hez. Egészen pontosan, fenndll az
alabbi egyenloség, ami a dolgozat alappillérét alkotja majd, ugyanigy, mint Hurwitz
eredeti probléméjanak vizsgalataban.

P N
Gn  Gp(Tn+1 + Spt1)

ahol
(2.6) Tn 4 [, Gnt1y--.] €S sy 4 0,an_1,an_2,...,a1].
Az egyenloséget a tomorebb
(2.7) anllgnéll = (rng1 + snt1) ™"
alakba irva azonnal kapjuk, hogy
(28) 0 (g 1[0 1€l gullan]) < 5.

ul. az

-1 4 -1
Tp =0pn +Tp 1 €8 S, 11 =0an+ Sy

Osszefliggések miatt

2max(ry + Sn, Tng1 + Snt1) 2n + Sp + g1 + Spp1 =

Pt Togt + Spiq + Snp1 > 2+2 =4

A (2.8) egyenlétlenség magiban hordozza a

N =

x(§) s v(§) <

becslést. Ugyanakkor ismeretes, hogy

1
0 < qllgll < 5 = 4€ (qn),

vagyis a Markov-spektrum felderitésekor elegendd csupan a kozelito torteket szamba
venniink. A (2.7)-et is hasznalva azt kapjuk, hogy

v(€) = liminf (r, + s,) "7,
(2.9) x(§) = TILI;% (rn +80) 7"

Ha két irraciondlis szamot ekvivalensnek neveziink, amennyiben lanctortjegyeik
az els6é néhany-néhany véges szamu jegytol eltekintve megegyeznek, akkor az igy
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kapott ekvivalencia-relacié az irracionalis szamokon megegyezik a Bevezetésben de-
finiélt (1.2)-vel (mig a racionélis szdmok egy osztalyt alkotnak az utébbi relacionél).
A fenti jelolésekkel ennek a relaciénak fontos specialis esetét alkotjak a

dnTn+1 + qn-1
egyenl6ségek (vo. (2.5)), amelyek természetes médon kiterjesztheték az n = —1,0
esetekre a

p-1 p—2\d (1 O
q—1 q-2 0 1

definiciéval. A x-hez készitett (1.3) reldcié is jol attekinthetd az irraciondlis szamo-
kon a lanctortjegyek segitségével. Az egyszeriliség kedvéért hagyatkozzunk a [0, 1)
intervallum pontjaira; minden pont erésen ekvivalens egy ilyennel, nevezetesen a
tortrészével, ami a lanctort alakbdl az elsé jegy O-ra valtasaval kaphaté. A [0, 1)
intervallumon beliil az erés ekvivalencia parokba rendezi a pontokat, egy-egy part
az intervallum felez6pontjara, az %—re tiikkros pontok alkotnak. Tekintsiink most
egy irraciondlis szdmokbdl all6 {£,=} part, amelyben pl. = a nagyobbik. Ekkor
=> % miatt Z egyszerii lanctort alakja = = [0,1, a,...], amit (2.1) felhasznalasaval
a
==10,1,a,n|

alakba irhatunk, ahol n egyszeri lanctért. Innen

1 1
f=1-E=1-——=1- atn  _
1+ =5 I+a+n 14+a+n

= [071 +a’77]]7

ami megadja a & egyszerl lanctort alakjat megint a (2.1) felhaszndlasaval. Ezek
szerint az irraciondlis parok (2.1) szerinti lanctort alakban megadva

(2.11) {{[o,1+a,n],[o,1,a,n]}\aeN;n>0}.

3. MARKOV-FORMAK

A klasszikus Markov-lancnal fellépé m szamok és kvadratikus binér formak az
(3.1) m? +m3 4+ mi = 3mimams

diofantikus egyenlettel hozhatok kapcsolatba. Ezt kivanjuk leirni a tovabbiakban.
Az egyenletnek minden nemtrividlis (nem csupa 0) egész megoldasat az eldjelek al-
kalmas valtoztatasaval pozitiv egész megoldassa alakithatjuk, ezért csak ilyenekkel
foglalkozunk. Két megoldast azonosnak fogunk tekinteni, ha csak a harom kompo-
nens sorrendjében kiilonbozik.

Induljunk ki egy tetsz6leges (my, mso, ms) megoldasbol, amelynek a komponensei
mind kiilonbozoek, mondjuk, m; < me < ms. Az ilyen megoldasokat nemszinguld-
risoknak fogjuk nevezni. Ha pl. mq-et és mo-t rogzitjiik, akkor a fennmaradd mg
gyoke lesz a

®(z) = m? +m3 + 2% — 3mymaz

mésodfoki polinomnak. A polinom masik, m4 gyoke is pozitiv egész, hiszen kielégiti
az
I I 2 2
m3 +m3z = 3mime, Mm3mg = mi + m;
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bsszefiiggéseket. Igy (mq,ma, mf) is megoldasa (3.1)-nek, amit az eredeti megol-
dasbodl az el6z6 két formula barmelyikével értelmezhetiink.

(my — m3)(my — mj) = ®(msg) = m? 4+ 2m3 — 3mym3 < 0
mutatja, hogy mf5 < mgy, més széval
max(my,my, my) < max(ms, ma, m3).

Hasonléan, az mo-t és az mg-at, ill. az mq-et és az mg-at rogzitve jutunk el az
(mf, ma,ms), ill. az (mq, mf, msg) megoldashoz, ahol

! / 2 2
my +my = 3mams, mimi = ms -+ ms3,
I P2 2
ma + My = 3mima, MaMmy = mj + m3,
és ellendrizhetd, hogy
/ /
max(mi, mg, m3) < max(msq,my, mg) < max(my, ms, ms).

Ezek szerint minden nemszingularis megoldas tovabbi haromra vezet, amelyeket az
eredeti megoldas szomszédainak neveziink. Két szomszéd nagyobb maximummal,
a harmadik pedig kisebbel rendelkezik, mint az eredeti megoldés (1. az 1. dbrét).

(mh ma, mé)

(m17 ma, m3)

(mﬁ,m27m3) (m1>m’27m3)

1. abra. Egy nemszinguldris megoldas harom szomszédja.

Induljunk ki most egy tetszoleges nemszingularis megoldasbodl, és térjiink at a
kisebb a maximummal rendelkez6 szomszédjara. Ha ez is nemszingularis, ismétel-
jiik meg vele ezt a lépést, majd, ha lehet, az jjonnan kapottal is, stb. Folytassuk
ezt az eljarast mindaddig, ameddig csak tudjuk. Mivel a fellépé6 maximumok a
pozitiv egészek koziil keriilnek ki, ezért véges sok 1épésen beliil sziikségképpen meg
kell allnunk, vagyis el kell jutnunk egy olyan un. szinguldris (mq,ms, ms) megol-
dasharmashoz, amelynek legfeljebb két kiilonb6z6 eleme van. Koénnyt szamolassal
ellendrizhetd, hogy a (3.1)-nek 6sszesen csak két szinguldris megoldasa van, neve-
zetesen az (1,1,1) és annak egyetlen szomszédja, az (1,1,2). A ’szomszédsag’ persze
szimmetrikus relacid, vagyis az is igaz az elébbi gondolatmenet megforditasaval,
hogy a (3.1) minden megolddsa megkaphaté az (1,1,1)-bdl szomszédos megoldé-
sokra vald elegend6 szamu attéréssel, és ez az el6allitas egyértelmi is, ha kikotjiik,
hogy utunk soran sohasem lépiink vissza arra a megoldasra, ahonnan jottiink. Ezért
a megoldasokat egy fa csiicsaiként dbrazolhatjuk, ahol az élek pontosan a szomszé-
dos megoldasokat kotik Ossze; a fa legtetejére az (1,1,1) megoldést helyezziik, ala
az egyetlen szomszédot, az (1,1,2)-t, majd ettdl kezdve mar csupa nemszingularis
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megoldas kovetkezik, amelyek mindegyikéhez tartozik egy, az 1. dbrahoz hasonlo
lancszem. A teljes fat a (3.1) diofantikus egyenlet Markov-ldncdnak hivjuk (1. a
2. abrat).

(1,5,13) (2,5,29)

| | | |
(1,13,34) (5,13,194) (5,29,433) (2,29,169)

2. 4bra. Az m% + m% + m% = 3mi1mams egyenlet Markov-lanca.

Erdemes egy pillanatra elidézniink annal a kérdésnél, hogy a (3.1) egyenletben a
3 konstans mennyire esetleges, helyettesitheté-e pl. 7-tel, és akkor mik a megolda-
sok. Ha a 3-at egy pozitiv egész A-val helyettesitjiik, akkor az 1j egyenlet minden
megoldasa A-val beszorozva a A = 1 esetnek megfelelo

(3.2) M? 4+ M2 4 M2 = M, My Ms;

egy megoldéasat szolgaltatja. Forditva, az utobbi egyenlet minden olyan megoldasa,
amelyben a komponensek A-val oszthaték, a A-hoz tartozé moédositott Markov-
egyenlet megoldasat szolgdltatja A-val valo osztds utan. Tehét elég a A = 1 esetet
jol lefrnunk, abbdl kovetkezik a vélasz a kérdésiinkre. Marmost a (3.2) egyenlet
megoldasait kicsit tobb faradsdggal ugyan, de a (3.1)-éhez teljesen hasonlé médon
faba szerkeszthetjiik, és kideriil, hogy a megoldasok éppen azok, amelyek az eredeti
(3.1)-b6l szarmaztathaték, tehat a (3mq, 3me, 3ms) alakd harmasok. A Markov-
lancban az egyes lancszemeken nyomon kisérhet6, hogy minden megoldast egymas-
hoz relativ prim szamok alkotnak, vagyis a vizsgédlt (3mq,3ms, 3ms) alakd hdrma-
sok legnagyobb ko6zos osztéja 3. Azok tehat csak az eredeti Markov-egyenletbdl
szarmazhatnak (és persze a széban forgd (3.2)-bol), hiszen semmilyen mas A nem
osztéja a 3-nak. Osszeségében tehdt csak a A = 1 eset szolgdltat megoldést az
eredeti A\ = 3-on kiviil, és az sem tujat, hiszen azok az eredeti Markov-hdarmasok
3-szorosai. Ilyen értelemben a (3.1) Markov-egyenletben a 3 konstansnak bizony
kitiintetett szerepe van.

Most a (3.1) minden (my,ms, m3) megoldasdhoz definidlunk egy F'(x,y) kvad-
ratikus binér format a kovetkezoképpen. Tegyiik fel, hogy

m = mg = max(my, ma, m3),

és induljunk ki az
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kongruenciabdl, ahol az osztést természetesen a (Z/mZ)* csoportban értjik. A
bal oldalon a tagok egymas reciprokai és egymas ellentettjei is a maradékosztalyok
gylriijében, tehat mindketté négyzete —1 modulo m, és valamelyikiiknek van egy
(egyértelmii) k reprezenténsa a [0, %} intervallumban. Ezzel tehat meghataroztunk
egy olyan k-t, amelyre

(3.3) 0 <2k <m,

(3.4) K +1=0 (modm).

Ennek segitségével definidljuk az F' € Q[z, y] kvadratikus format az

(3.5) Fa,y) € (:c + %y)z - (% - L) Y

m?2

egyenl6séggel. Az adott m Markov-szam esetében fellép§ F'(x,y) formdk halmaza
legyen F,,: régéta megoldatlan probléma, hogy ennek csak 1 eleme lehet-e (amikoris
F,, jelolhetné az egyetlen elemet, nevezetesen az el6bb definidlt F-et). Az Gsszes
Fom halmazok F egyesitése az in. Markov-formdk. A (3.5) definicié a

(3.6) z=mx — ky
helyettesités révén az
(3.7) m?F(z,y) = G(y,2) = y° + 3myz + 2

szimmetrikus alakot 6lti, ami sok esetben megkonnyiti az F' Markov-forméval valé
szamolast. A késébbi hivatkozas kedvéért megjegyezziik, hogy

(3.8) G(y,2) = G(z,y) = G(—2,y + 3mz) = G(z + 3my, —y).
Jelolje most 0(f) egy tetszbleges f kvadratikus binér forma diszkrimindnsat, to-

vabba u(f) az |f(x,y)| értékek infimumat a (0, 0)-tdl kiilonboz6 egész szamparokon.
Ekkor a (3.5)-beli definiciébdl azonnal adédik, hogy

(3.9) S(F)=9—4m 2
és némi faradsaggal (3.7)-bél kovetkeztethetiink arra, hogy
(3.10) W(F) > 1,

ami a Markov-formak egyik legfontosabb tulajdonsaga. Igazsig szerint itt egyenlo-
ség all, amint kénnyen ellenérizheté pl. (3.5)-bél, hogy

F(k,m)=F(k—3m,m) = 1.

Az, hogy a Markov-formdk jél alkalmazhatok a rosszul approximélhaté szamok
leirdsdban, lényegében két dolgon muilik. Az egyik az az altalanos észrevétel, hogy
szoros kapcsolat flizi egyméashoz az approximécids és a kvadratikus binér forméakrol
sz0lo extremalis kérdéseket. E kapcsolatbdl nekiink elegendé lesz az alabbi
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Allitas. Ha az f € Q[z,y] irreducibilis kvadratikus forma Rlz,y] folott felbomlik
mint

f(z,y) = (z = 0y)(z — Oy),
akkor

A masik Osszetevé a Markov-formak hasznalhatosdgaban az a tény, hogy ezeknek
a formaknak létezik bels6é jellemzése az Osszes valds kvadratikus formak kozott,
;1

nevezetesen
3 n(f); }
6(f) <9

Jegyezziik meg, hogy mar a (3.3), (3.5), (3.9), (3.10) osszefiiggések magukban hor-
dozzak azt az informaciot, hogy a bal oldal része a jobb oldalnak.

2 <

So®
AN

(3.11) F = {f(x,y) = 2* + Bzy + vy* € Rz, y]

A IA

4. A y FUGGVENY MARKOV-LANCA

Ebben a szakaszban megfogalmazzuk a dolgozat féeredményét és be is bizonyit-
juk azt. A tétel elott feltiintetjiik a v fliggvényre vonatkozo régota ismert eredményt
is, hogy az allitasok kozotti szoros analdgia jol latszodjék. A megfogalmazéshoz cél-
szerlil bevezetni az

M, ={x | F(z,1) = 0 valamilyen F' € F,, formara},
M ={z| F(z,1) =0 valamilyen F € F forméra}

jeloléseket; az M halmazt nyilvan értelmezhettiik volna az M., halmazok egyesi-
téseként is. Az (1.2)- és (1.3)-beli ekvivalenciafogalmakkal Markov eredeti tétele és
a dolgozat féeredménye a kovetkezo.

1. Tétel (Perron [9], Heawood [6], Shibata [10]).

(1) Hav(§) > %, akkor & ekvivalens M egy elemével.
(2) Forditva, ha & ekvivalens M,, egy elemével, akkor

=—r 1
g _\/9—4m_2 3’

és a ql|g€]| < v(&) egyenldtlenségnek végtelen sok pozitiv egész megolddsa

van.

(3) Kontinuum sok pdronként nem ekvivalens &-re teljesil v(€) = O

1
5 .
2. Tétel.

(1) Ha x(§) > %, akkor & erdsen ekvivalens M egy elemével.
(2) Forditva, ha & erdsen ekvivalens M,, egy elemével, akkor

2 1
= > -,
3+vV9—4m—2 3

és a q||g¢ll = x(&) egyenlet egyetlen pozitiv egész megolddsa q = m.

(3) Kontinuum sok pdronként nem ekvivalens &-re teljesiil x(§) = .

x(§)
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Megkezdjiik a 2. Tétel bizonyitasat. A lanctortekre vonatkozo elemi ismereteket
kiilon hivatkozas nélkiil fogjuk hasznélni, ezek jorészét feltiintettiik a 2. fejezetben.
Sokszor azonositani fogunk egy tetszoleges pozitiv egészekbol allé sorozatot a neki
megfeleld egyszerii lanctorttel és valés szammal, ha ez az azonositas nem okozhat
félreértést. Ha a = (..., a) egy véges és b = (b,...) egy esetleg végtelen sorozat,
akkor jelolje (a,b) az egybefiizott (..., a,b,...) sorozatot. TetszOleges véges

ai:(bi,...,ci) (120,1,)
sorozatok egybefiizésén értsiik az
df
(ao,al,...) = (b(),...,Co,bl,...761,...>

altalaban végtelen sorozatot. Ha c egy tetszéleges véges sorozat és | egy pozitiv
egész, akkor jeldlje ¢; azt a sorozatot, amely a c-nek [-szeri egymasutan irasaval
keletkezik, azaz

1 2 !
df ~ -~ —
¢, =(c,c,...,c).

Ezt a definiciot kiterjeszthetjiik az | = oo szimbolumra mint

1
df
Co = (C7

O (v

)

végiil az | = 0 esetben legyen c¢; az iires () sorozat. Az egyelemii sorozatokat
azonosithatjuk egyetlen elemiikkel, igy pl. (3,25,7,65) = (3,2,2,2,2,2,7,6,6,...).

(1) bizonyitdsa. Tekintsiink egyeldre csak egy olyan tetszdleges £-t, amelyre x (&) >
3. Ekkor ¢ irraciondlis, azaz egyértelmfien irhatd az [ag, a1, . ..] végtelen egyszert
lanctort alakba, tovdbbd a (2.6) és a (2.9) szerint x(§) > 5 pontosan azt jelenti,
hogy minden pozitiv egész n esetén fenndll az

(4.1a) Tn 4 Sn = [an, Gni1s. .. ]+ [0,an-1,an—2,...,a1] <3

egyenlétlenség. Ebbol specialisan a,, < 3 is kovetkezik, azaz a1, as, ... mindegyike
1 vagy 2. Persze £ er6sen ekvivalens [[£]|-vel, vagyis feltehetjiik a tovabbiakban,
hogy egyenlé is vele, amikoris a (0, %) intervallumba esik, azaz ag = 0 és a; > 2.
De akkor a; = 2, és
5 :[a’07a1;a27a37" ]
:[ O, 2,(12,&3,...].

A (4.1a)-t felhasznélva prébaljuk a € lanctort alakjat felderiteni. A € péarja, = = 1—¢
(2.11) szerint

—
—
—

[A07A17A27A3,A4,...]
[ 0, 1, 1,A3,Ay,...]
[ 07 17 17 a/2, CLS,...],

és minden pozitiv egész n esetén fennall ra az
(4.1b) R,+S,=[An,Ans1,... | +[0,A_1,Ap_2,..., 41] <3

egyenl6tlenség, hiszen természetesen x(Z) = x(§). A = lanctort alakja sokszor
konnyebben kezelhet6, mint a £-é, ez indokolja a bevezetését. Valdjaban a £ és a =
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parhuzamos vizsgalata a bizonyitas egyik legfontosabb eleme, amint az a késobbi-
ekben ki fog deriilni.

Kezdjiik is el a = lanctort alakjanak felderitését. Elso észrevételiink az, hogy
sem az (1,2,1), sem a (2,1, 2) részsorozat nem fordul el az 1-esekbél és 2-esekbil
allé (A, )-ben. Ha ugyanis pl.

(Anfla Anu An+1) — (17 27 1)7

akkor
R,+S,=1[2,1,...]+][0,1,...] > [2,2] +[0,2] = 3,

ellentétben a (4.1b)-vel, ha pedig pl.
(An—Qa An—b An) = (27 17 2)7
akkor az el6bbi eset vizsgalata alapjan csakis A, 11 = 2 lehetséges, amikoris
Ro+S,=1[2,2,...]410,1,2,...] > [2,3] +[0,1,2] = 3,
megint csak ellentétben a (4.1b)-vel.

Mésodik észrevételiink az, hogy az (A,,) sorozatban a 2-esekbdl &ll6 maximalis
véges blokkok paros hossziiak. Tekintsiink ehhez egy tetszéleges ilyen (2,,) blokkot.
Ezt legalabb két 1-es koveti, hiszen a (2,1, 2) nem fordul elé részsorozatként. Ha-
sonléan kovetkezik, megjegyezve még azt is, hogy az (A,,) sorozat kezdete (0,1, 1),
hogy a széban forgd (2,,) blokkot legaldbb két 1-es el6zi meg. Ezek szerint az (A,,)
egy része

(Ai—m—Qa A’i—m—la Ai—m7 cee 7Ai—17 Aia A’H—l) - (17 17 27 o 727 17 1)7

ahol természetesen m > 2, hiszen az (1,2,1) sem fordul elé részsorozatként. Fog-
lalkozzunk egyelére csupan az

(4.2) (Aico, Ais1, Aiy Air) = (2,2,1,1)
feltétellel. Ekkor a (4.1b) szerint
Ri 1+ 8Si1=1[2,1,1,Ri12] +1[0,2,5;, ] < 3,
majd a (2.11)-et is felhasznalva
[0,2,5,5] <1—1[0,1,1, Rita] = 0,2, Ri1a],

—1

Ismét a (4.1b) miatt
Riyo+ Sit2 = Riya +10,1,1,2,2,55] < 3,
majd a (2.11) segitségével

Ripa <2+41-1(0,1,1,2,2,8;4] = [24, 5%
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Harmadszor is alkalmazva a (4.1b)-t, majd utdna a (2.11)-et,

Ri o+ 8i—2=12,2,1,1,R;19] + Si—2 < 3,

Si—a <1—1[0,2,1,1, Riys] = [0, 14, Rizo),

[14, Rita] < S;7%,.
Ezek szerint a (4.2) feltételbdl kovetkezik az
(4.3) [Ly, Riyo] < S;i% < Riva < [24, 5,4
egyenlotlenséglanc. Az els6 és a harmadik tag egyenlétlenségét iteralva
o < [ly2, Rigo] < [1s, Rit2] < [l4, Riyo] < Riyo,

amib6l hataratmenettel
(4.4) loo] < Riyo
adédik; a (4.3) masodik és negyedik tagjanak egyenlStlenségét iteralva

71—

amibdl hataratmenettel
S ‘712 < [200]

77—

kovetkezik. A mi esetiinkben
S = [2m_2,1,1,...],

ami az el6z6 egyenlotlenséggel egyiitt csak ugy teljesiilhet, ha m — 2 péros, vagyis
ha m is az.

Harmadikként azt vessziik észre, hogy az (A,,) sorozatban (1) csak gy fordul-
hat el6, ha (A,) = (0,1). Tegyiik fel ui., hogy a sorozatban

(Aiy, Ay ) = (2, 100).

Ekkor, mivel (1,2, 1) nem fordul el6 az (A,,)-ben, tovdbba az utébbi sorozat kezdete
(0, 1), sziikségképpen teljesiil most is a (4.2) feltétel az i-re, amibdl kifolyélag a (4.4)
kovetkezmény is fenndll. Amde az indirekt feltevés ennek ellentmond: R;io = [1s],

ami pedig igazolja az allitasunkat.
Ha (A,) = (0,1), akkor

V5 —1
2

E=0,1n] =

V53
2

erésen ekvivalens a € M szammal, ami az

F(z,y) = z? +3:ch—|—y2 e Fi



MILYEN TAVOLSAGOKRA ESHET EGY VALOS SZAM... 15

Markov-formébdl szarmazik. A tovabbiakban ezért feltehetjiik, hogy az (A4,,) soro-
zat kiilonbozik a (0, 1o )-t6l, amikoris az el6z6 megéllapitasunk szerint csak véges,
1-esekbdl allé blokkok fordulnak el6 benne. Negyedik észrevételiink az, hogy egy
maximélis ilyen (1,,) blokk csak péros hosszi lehet. A blokkot az (A,,) sorozatban
vagy a 0, vagy egy 2-es jegy elozi meg, és a fent mar gyakorta alkalmazott érveléssel
kovetkezik, hogy m > 2, tovabba (A,,) egy része

(Aj—'n'u ce ;Aj—la Aj, Aj+1) = (1, ey 1, 2, 2)
Mindenesetre teljesiil az
(4.5) (Aj—2, A1, A5, 4541) = (1,1,2,2)

feltétel, amit a (4.2) parjanak fogunk tekinteni. A (4.1b)-t és a (2.11)-et a szokdsos
modon alkalmazva kapjuk, hogy

Rj + SJ = [27 27Rj+2] + [07 17 17 8_7_—12] < 37

[0,1,1, Sj_—lz] <1-10,2, Rj+2] =1[0,1,1, Rj—i—?]a
Rj+2 < SJ__12
Mésodszor is hasznédlva a (4.1b)-t és a (2.11)-et,

Rj_|_1 + Sj+1 — [2, Rj—|—2] + [O, 2a 17 17 SJ_—12] < 3’

2,Rj40] <2+1-10,2,1,1, S].—_12] = [2,14, s;jQ],
[14,5;1,] < [Rjta].

Ezek szerint a (4.5) feltételbdl kovetkezik az

(4.6) [14,5725] < [Rj42] < 8725

egyenlotlenséglanc, amelynek két szélso felét iteralva, majd hataratmenettel
o] < 572,

adddik. A mi esetiinkben
Sty =[lm—s,...],

ahol az (1,,—2) blokkot kozvetleniil kvetd jegy, ha létezik, 2, ami az el6z6 egyen-
16tlenséggel egyiitt csak gy teljesiilhet, ha m — 2 péaros, vagyis ha m is az.

Eddigi észrevételeinket, tehat hogy az (A, ) sorozatban az 1-esekb6l all6 maxima-
lis blokkok paros hosszuak, és a 2-esekbdl allé6 maximalis véges blokkok ugyancsak
paros hosszuak, ugy osszegezhetjiik, hogy = mint lanctort

(4.7b) E=10,12p,,22, 125,22, . . .]

alaki, ahol a (B,,) sorozat nemnegativ egészekbdl &ll és persze By > 1. Ennek az
eredménynek az dtfogalmazésa az eredeti &-re a (2.11) szerint a

(47&) £ — [072712b0722712b17227"']
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egyenl6ség, ahol a (b,,) sorozat is nemnegativ egészekbdl all, pontosabban
(4.8) (bo,b1,b2,...) = (Bop—1,B1,Ba,...).

Most megmutatjuk, hogy barmely két szomszédos B; legfeljebb 1-gyel térhet el
egyméstél. Tegyiik fel ui., hogy az (A,,) sorozatban

(Ai—2—l7 cee JAi—Sa Ai—27 Ai—h Ai, ey Ai—l—m—l; Az—l—m) - (1l7 2, 2, 1m7 2)7

ahol [ és m nemnegativ paros egészek, tovabba az (1;) blokkot vagy a 0, vagy
egy 2-es jegy el6zi meg. Azt kell igazolnunk, hogy |l — m| < 2. Ha m > 0,
akkor természetesen m > 2, tehéat az i-re teljesiil a (4.2) feltétel, vagyis annak
kovetkezménye, a (4.3) is. A mi esetiinkben az

[14, Riva] < Si_5 < Riyo

egyenlotlenség az
[1m+2;2;---] < [1[,] < [1m—2727--~]

alakot o6lti, ahol az (1;) blokkot kozvetleniil kovetd jegy, ha 1étezik, 2. Ebbol pedig
mar vildgos, hogy mind az m 4+ 2 < [, mind az [ < m — 2 feltevés ellentmondasra
vezet, tehat valéban |l — m| < 2. Ha pedig m = 0 és feltessziik, hogy | > 4, akkor
aj =1i— 2 jeloléssel az (A,) sorozatban

(Aj—47 C 7Aj+3) - (]-47 24)7
vagyis a j-re teljesiil a (4.5) feltétel, ezért annak kovetkezménye, a (4.6) is, és igy
2,2,...] = Rjp < 5,1, =[1,1,...],

ami nyilvanvalé ellentmondéas. Ezzel tehat igazoltuk, hogy barmely két szomszé-
dos B; kiilonbsége legfeljebb 1. Természetesen ugyanez a bizonyitas szordl szora
elmondhato lenne a (b,,) sorozatra is, azaz ebben is legfeljebb 1-gyel tér el barmely
két szomszédos elem, amely csak annyi tobbletet ad a (B,,) sorozatra vonatkozd
allitashoz képest, hogy by — by > —1, azaz By — B; > 0 a (4.8) miatt. Hasonléan, a
By — By <1 egyenlotlenséghdl kovetkeztethetiink arra, hogy by — by < 0, 6sszessé-
gében tehat by — by = 0,—1 és By — B; = 0,1. Az aldbbiakban kideriil, hogy ennél
sokkal tobbet mondhatunk.

Most pedig megkezdjiik a (B,,) és a (b,) sorozat tobbé-kevésbé parhuzamos és
behaté vizsgalatat. Tegyiik fel el6szor, hogy

By — By = —1.

Legyen az (A,) sorozatban A; az (13p, ,) blokk elsé eleme, ekkor i-re teljesiil a
(4.2) feltétel és annak folyomanya, (4.3) is. Speciélisan,

S;'y < Rija,
ahol jelen esetben 2By 1 — 2 = 2Bj, miatt

Riyo = [12B,,22,12B, 4,22, 128, 4,22, .. .]
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és
Sy = ap,, 22, 12, 1,22, lap, 5,22, -]

A harom 6sszefiiggésbol kovetkezik, hogy mindenképpen van olyan h pozitiv egész,
amelyre a Byyp41 — Bi—p kiilonbség nem nulla, és ha a h-t a lehet6 legkisebbnek
valasztjuk, akkor ez a nemnulla kiilonbség csakis negativ lehet.
Tegyiik fel most, hogy
Bk- - Bk+1 - ]_

Ekkor hasonlé érveléssel, csak most a (4.5) és a (4.6) formuldkat hasznalva lat-
haté, hogy ha hg olyan pozitiv egész, hogy a Bjip4+1 — Bi—p kiillonbség minden
0 < h < hg mellett nulla, ellenben h = hgy esetén mar nem az, akkor akkor ez a
nemnulla kiilonbség csakis pozitiv lehet. A konnyebb hivatkozds végett foglaljuk
egy definiciéba a (B,,) sorozatra vonatkozd megallapitdsainkat.

Definicié. A nemnegativ egészekbdl 4116 (B,,) sorozatot II-sorozatnak nevezziik, ha
benne barmely két szomszédos tag kiilonbsége legfeljebb 1, By > 1, By — Bry1 =1
esetén a Byipi1 — Br—n (1 < h < k) kiilonbségek kozill az els6 nemnulla—ha
létezik—pozitiv, tovabba By — Biy1 = —1 esetén a Bgipt1 — Br—n (1 < h < k)
kiilonbségek nem mind nulldk és az elsé nemnulla koziiliik negativ.

Eddigi eredményeinket 1ényegében tigy foglalhatjuk 6ssze, hogy ha az % <=<1
szamra x(E) > % teljesiil, akkor = a (4.7b) alakba irhaté valamilyen (B,) II-
sorozattal. Fontos észrevétel, hogy ennek az allitasnak a megforditasa is igaz, tehat
hogy a (4.7b) lanctért minden (B,,) Il-sorozat esetében olyan 3 < = < 1 szdmot
hatdroz meg, amelyre x(Z) > 3 teljesiil, azaz minden pozitiv egész n-re fenndll a
(4.2b) egyenlétlenség. Ennek igazolasara tekintsiink egy (B,,) II-sorozatot, az altala
(4.7b) szerint meghatarozott =-t, és egy tetszéleges pozitiv egész n-et. Az eddigi
jeloléseinket megtartva (4.2b) nyilvdnvalé, ha A, = 1, hiszen ilyenkor

R,+S,=1[1,...]+10,...] <24+1=3,
és akkor is, ha (A,_1,A4,, An+1) = (2,2,2), hiszen olyankor
R, +S,=12,2,...]+1[0,2,...] <[2,2] +[0,2] = 3.

A fennmaradé esetekben (A,, A,41) = (2,1) vagy pedig (A,-1,A4,) = (1,2). Ha
(A, Apy1) = (2,1), akkor természetesen (A,—1, An, Apnt1, Ante) = (2,2,1,1), hi-
szen a = lanctortjegyei parosaval fordulnak el6. Az i = n + 1 indexre tehat teljesiil
a (4.2) feltétel, amikoris lattuk, hogy a bizonyitandé (4.2b) egyenl6tlenség az
Siy < Riyo

becsléssel egyenértékii. Legyen az (A, )-ben az A;-vel kezd6dé, 1-esekbdl all6 blokk
az (12p,,,). Ha By — Bry1 < 0, akkor az atfogalmazott becslés nyilvanvald, ha
pedig By — Br+1 = 1, akkor kovetkezik a II-sorozat definicigjabdl a fenti (megfor-
dithat6) gondolatmenet felhaszndlasaval. Hasonléan, ha (A4,_1, A,) = (1,2), akkor
(Ap—2,Ap_1,An, Ant1) = (1,1,2,2), azaz a j = n indexre teljesiil a (4.5) feltétel,
amikoris a bizonyitandé (4.2b) egyenlStlenség az

1
Rjto <5,
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becsléssel egyenértékii. Legyen az (A, )-ben az A;_i-gyel kezdédd, 1-esekbdl allo
blokk az (125, ). Ha By — Bi+1 > 0, akkor az atfogalmazott becslés nyilvanvalé, ha
pedig By — Br4+1 = —1, akkor—ugyanugy, mint az elébb—ké&vetkezik a Il-sorozat
definiciéjabdl. Ezzel megmutattuk, hogy ha (B,,) II-sorozat, akkor a (4.7b)-beli =
kielégiti a x(Z) > + egyenlétlenséget.

A (4.2a) egyenl6tlenség ugyantugy atfogalmazhaté a (4.7a)-beli (b,) sorozatra,
mint ahogyan a (4.2b) atfogalmazhaté volt a (B,)-re, és ismét egy 1j fogalmat
vezethetiink be a sziikséges és elégséges feltételek Osszefogdsa végett:

Definicié. A nemnegativ egészekbdl 4116 (by,) sorozatot I-sorozatnak nevezziik, ha
benne barmely két szomszédos tag kiilonbsége legfeljebb 1, by, — bx11 = —1 esetén
a brprnt1 — bg—n (1 < h < k) kiilonbségek koziil az els6 nemnulla—ha 1étezik—
negativ, tovabba by — bxy1 = 1 esetén a bripi1 — bp—p (1 < h < k) kiilonbségek
nem mind nulldk és az els6 nemnulla koziiliik pozitiv.

Definicié. Ha (b,,) egy I-sorozat, akkor nevezziik a (4.8) altal meghatdrozott (B,,)
sorozatot a (by,) II-pdrjinak. Hasonléan, ha (B,,) egy Il-sorozat, akkor nevezziik a
(4.8) szerinti (b,,) sorozatot a (B,) I-pdrjanak. Ha ez nem okoz félreértést, akkor
az I-, illetve a II-part hivhatjuk egyszeriien csak pdrnak.

Ezekkel a fogalmakkal lattuk, hogy igaz a kovetkezd, minden eddigi eredményiin-
ket Osszefoglald

1. Allitéas.

(1) Egy0 < & < L szdmra akkor és csak akkor teljesiil a x(§) > % egyenlétlenséy,

ha vagy & = [0,2,15] = 3_2\/5, vagy pedig megadhatd a (4.7a) lanctort

alakban valamilyen (b,) I-sorozattal.
(2) Egy % < 2 < 1 szdmra akkor és csak akkor teljesiil a x(Z) > = egyenldtlen-

3
ség, ha vagy Z = [0,15] = ‘/52_1, vagy pedig megadhatd a (4.7b) lanctort

alakban valamilyen (By,) II-sorozattal.

(3) Ha0 < ¢ < % és % < Z < 1 pdrjai egymdsnak, azaz £ +2Z = 1, akkor a nekik
megfelelé sorozatok egyszerre léteznek vagy nem léteznek, és ha léteznek,
akkor azok is pdrjai egymdsnak, azaz (by) I-parja (By)-nek, illetve (By,)
II-parja (by,)-nek. O

Az alabbi kovetkezmény, amely alapvetd fontossagu szamunkra, most mar telje-
sen vilagos, bar kozvetleniil is ellenérizhetd lenne:

1. Kovetkezmény.

(1) Az I-sorozatok II-pdrjai II-sorozatok.
(2) A II-sorozatok I-pdarjai I-sorozatok. [

Vegyiink most kozelebbrél szemiigyre egy I-sorozatot, pl. a (b,)-et. Mindenek-
elott megmutatjuk, hogy a sorozat barmely két eleme legfeljebb 1-gyel térhet el
egymastél. Mivel a szomszédos elemekre a definicid szerint teljesiil ez a feltétel,
és barmely elembol barmely masik elérhet6 szomszédosokon vald 1épdeléssel, ezért
elegend6 megmutatnunk, hogy nincs olyan két elem a sorozatban, amelyek kiilénb-
sége pontosan 2. Tegyiik fel, hogy van két ilyen b és b — 2 elem a sorozatban, és
valasszuk meg Oket gy, hogy a tavolsaguk a leheto legkisebb legyen, ekkor a koztiik
levé elemek mind (b — 1)-gyel egyenlék. A (b,) sorozat széban forgé b eleme legyen
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br, és tekintsiik el6szor azt az esetet, amikor a szoban forgé b — 2 elem a by-tdl
jobbra helyezkedik el. Ekkor a sorozat egy része

(bk7 ce 7bk+5+1) = (b7 (b - 1)sab - 2)7

ahol s valamilyen pozitiv egész. Mivel by — bri1 = 1, ezért a definicié folytan
egyrészt k > 1, masrészt a h = 1 valasztassal

bri2 —br—1 =bpyny1 —br—p =0,

azaz
br—1 < bpya <b—1,

és igy b1 = b— 1. Legyen t a (b,) sorozatban a bi-t megeléz6, (b — 1)-ekbél 4ll6
maximalis blokk mérete. Ekkor mindenesetre 1 <t < k, és a sorozat egy része

(bk:flh s 7bk:7 oo 7bk+s+1) = ((b - 1)t7b7 (b - 1)Sab - 2)

Ha t > s lenne, akkor a bgip+1 — br—p kiilonbségek mind nullak lennének 0 < h < s
mellett, de —1 lenne h = s esetén. Ez nyilvan ellentmondana a by — byy1 = 1
feltételnek, vagyis t < s. A kiilonbségek ekkor mind nulldk 1 < h < t mellett,
tehat ¢ < k is kovetkezik, hiszen tudjuk, 1 < h < k mellett mar nem lehet minden
kiilonbség nulla. Ezek szerint a ((b — 1)) blokkot a (by,) sorozatban megeldzi egy
br_+_1 tag, amelynek értéke a t meghatarozasa folytan b vagy b — 2. Mivel a
b —br+1 =1 és a byrpt1 — br—p killonbségek mind nullak 1 < h < ¢ mellett, ezért
nemnegativ kell, hogy legyen h =t 4 1 esetén, azaz

br—t—1 < bpyey2 <b—1

(a méasodik becslésben felhasznéltuk, hogy t+2 < s+1). Tehat csakis by_¢—1 = b—2
lehetséges, amikoris a (b,,) sorozat egy része

(bk—t—la---7bk7~--7bk+s+1) - (b— 2, (b— 1)t7b7 (b— 1)S,b— 2)

Ez mar egy szimmetrikus alak, amit ki is haszndlunk. Induljunk ki ui. abbdl, hogy
bi—1 — b = —1, ennek a ténynek ellentmond, hogy a by — bx—p—1 kiilonbségek
mind nulldk 0 < h < t mellett, de 1-gyel egyenlé h = t esetén. Az ellentmondas a
célul kitlizott allitast igazolja a vizsgalt esetben. A masik eset vizsgalata, amikor a
szoban forgd b és b — 2 forditva helyezkedik el egymashoz képest, szinte azonos az
el6zoével, ezért azt nem részletezziik.

Ezek szerint a (b,) sorozat korldtos, és ha b-vel jeloljiikk a maximumat, akkor
b-n kiviil csak b — 1 fordulhat még el6 benne. Most megmutatjuk, hogy a sorozat
minimuma bg. Ellenkez6 esetben ui. egy alkalmas k pozitiv egésszel a sorozat egy
része

(boy- - br—1,bk) = ((B)g,b— 1),

de akkor br_1; — by = 1 miatt valamilyen 0 < h < k mellett a by — bp—p—1
kiilonbség pozitiv, ami ellentmond annak, hogy a fellépd bx_,_1 tagok mind b-vel,
a sorozat maximumaval egyeznek meg. Az ellentmondas igazolja az allitasunkat.
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Hasonléan lathatjuk be, hogy a (b,)-ben nem fordul el8 a ((b— 1)) részsorozat.
Ellenkez6 esetben ui. egy alkalmas k egésszel a (b,,) sorozat egy része

(ks i1, - ) = (b, (b= 1)ac),

de akkor by — br41 = 1 miatt valamilyen 1 < h < k mellett a bg4pnt1 — br—n
kiilonbség pozitiv, ami ellentmond annak, hogy a fellép by 41 tagok mind (b—1)-
gyel, a sorozat minimumaval egyeznek meg. Az ellentmondéds most is igazolja az
allitasunkat. Az el6bbi két észrevétel alapjan (b,) vagy a (bo) sorozattal egyezik
meg, vagy pedig a

(4.9a) (bn) = ((b—1)¢y, b, (b— 1)y, b, ...)

alakba irhaté valamilyen (c,) nemnegativ egészekbdl all6 sorozattal, amelyben
¢o > 1. Az utébbi esetben prébaljuk meg atfogalmazni a (b,) sorozatra vonat-
kozé feltételeket a (cy,)-re.

Ha by —bp+1 = —1, akkor b, = b—1 és b1 = b, tehat by megegyezik valamelyik
(4.9a)-beli (b—1)., blokk utolsé elemével, és by41 kozvetleniil megeldzi a (b— 1), ,
blokkot. Tekintsiik most a bgypr1 — bp—p (1 < h < k) kiilonbségeket. Az I-sorozat
definicidja szerint az elsé ilyen nemnulla kiilonbség—ha létezik—mindenképpen ne-
gativ, ami nyilvanval6 is akkor, ha ¢; < ¢;41. Ellenben ha ¢; > ¢;41, akkor egyen-
értékil azzal, hogy ¢; — ¢;41 = 1, tovdbba a ¢jy11 — ¢—; (1 < 7 < 1) kiilonbségek
koziil az els6 nemnulla—ha 1étezik—pozitiv. Hasonléan, ha by — b1 = 1, akkor
by = b és bry1 = b — 1, tehdt by megegyezik valamelyik (4.9a)-beli (b — 1),
blokk els6 elemével, és by kozvetleniil koveti a (b — 1), blokkot. Tekintsiik most is
a bpynte1 — bp—n (1 < h < k) kiilonbségeket. Az I-sorozat definiciéja szerint ezek
a kiilénbségek nem mind nullak és az els6 nemnulla koziilitk pozitiv, ami nyilvan-
val6 is akkor, ha ¢; > ¢;41. Ellenben ha ¢; < ¢;41, akkor egyenértékii azzal, hogy
¢ — 41 = —1, tovdbbd a ¢j4541 — ¢—; (1 < i <) kiilonbségek nem mind nulldk
és az els6 nemnulla koziiliik negativ. Toémoren tehat gy fogalmazhatunk, hogy a
(4.9a) képlet pontosan akkor hataroz meg egy, a (b )-t6l kiillonbozé I-sorozatot, ha
b egy pozitiv egész és (c,) egy Il-sorozat. Természetesen (b, ) minden nemnegativ
egész b esetén I-sorozat, és csak ekkor az.

Tekintsiink most egy tetszéleges (B,,) Il-sorozatot, és ennek I-pérjat, a (b,) I-
sorozatot (v6. 1. Kovetkezmény). Ha (b,,) alakja (boo), akkor (B,,) = (B, (B—1)x),
ahol B = b+ 1. Ha (b,)-et a (4.9a) képlet adja meg valamilyen (¢, ) II-sorozattal,
akkor (B,) a

(4.9b) (Bn) = (B,(B—=1)¢y,B,(B—-1)¢,,B,...)

alakba irhaté B = b-vel és azzal a (C,,) sorozattal, amely a (c,) I-parja (kovet-
kezésképp I-sorozat is az 1. Kovetkezmény szerint). Természetesen ez az érvelés
meg is fordithatd, azaz ha a (B,) Il-sorozat alakja (B, (B — 1)), akkor I-parja
(bn) = (bso), ahol b = B—1, tovabbd ha (B,,)-et a (4.9b) képlet adja meg valamilyen
(C,) I-sorozattal, akkor a (B,,) I-parja a (4.9a) alakba irhaté a (C),) II-parjanak,
(cn)-nek a segitségével. Az 1. Kovetkezmény 1jboli felhasznédldsaval tehat a (4.9b)
képlet pontosan akkor hataroz meg egy, a (B ,(B— 1)00)—t61 kiilonbozo I1-sorozatot,
ha B egy porzitiv egész és (C,) egy I-sorozat. Természetesen (B, (B — 1)) minden
pozitiv egész B esetén Il-sorozat, és csak ekkor az. Mindezen allitasok kozvetleniil
is igazolhatdk lettek volna, ugyantgy, mint a (b, ) sorozat esetében. Foglaljuk Gssze,
mit is kaptunk.
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2. Allitas.

(1) Egy nemnegativ egészekbdl dllé (by,) sorozat pontosan akkor I-sorozat, ha
vagy (bso) alakid valamilyen nemnegativ egész b-vel, vagy pedig megadhato
a (4.9a) alakban valamilyen (c,) II-sorozattal, amelyet ilyenkor a sorozat
derivdltyanak hivunk.

(2) Egy nemnegativ egészekbdl dllo (B,,) sorozat pontosan akkor II-sorozat, ha
vagy (B, (B — 1)00) alaki valamilyen pozitiv egész B-vel, vagy pedig meg-
adhato a (4.9b) alakban valamilyen (C,) I-sorozattal, amelyet ilyenkor a
sorozat derwaltjanak hivunk.

(3) Ha a (by) I-sorozat és a (By,) II-sorozat pdrjai eqymdsnak, akkor derivdltjaik
egyszerre léteznek vagy nem léteznek, és ha léteznek, akkor azok is pdrjai
egymdsnak, azaz (c,) Il-pdrja (Cy,)-nek, illetve (Cy,) I-pdrja (cp)-nek. O

Ezek utan érdemes némiképp atfogalmaznunk az 1. Allftast.

2. Kovetkezmény.

(1) Egy0 << % szdmra akkor és csak akkor teljesil a x(§) > % egyenldtlenség,
ha 2 + & elédll az [ag, ag,ay,as,...| lanctort alakban, ahol (ay) II-sorozat.

Ha a sorozat derivdltja létezik, akkor az megegyezik a (4.7a)-beli (by,)-nel.

(2) Egy % < 2 < 1 szamra akkor és csak akkor teljesil a x(2) > % egyen-

I6tlenség, ha 1/Z elddll az [Ag, Ao, A1, Ay, ...] ldnctort alakban, ahol (A,,)
I-sorozat. Ha a sorozat derivdltja létezik, akkor az megegyezik a (4.7b)-beli
(By)-nel.

(3) Ha0 < { < 5 és 1 < E < 1 pdrjai egymdsnak, azaz { +E = 1, akkor a

nekik megfeleld sorozatok is parjai egymasnak, azaz (ay) Il-pdrja (Ay)-nek,

illetve (Ay,) I-pdrja (an)-nek. O

Megjegyezziik, hogy vizsgalodasainkat indithattuk volna rogton ezzel a kdvetkez-
ménnyel, ami talan terjedelmi csokkenést is eredményezett volna, de ezen az tton
kevésbé természetesnek éreztiik volna az I- és a Il-sorozatok bevezetését.

A tovéabbiakban rekurzivan értelmezhetjiik az I-, illetve II-sorozatok n. derivdlt-
janak fogalmat minden nemnegativ egész n-re a kovetkezoképpen.

Definicié. A 0. derivdlt a sorozat maga, és ha n egy pozitiv egész, akkor az n.
derivdlt az (n — 1). derivalt derivéltja, ha az létezik. Ha egy sorozatnak létezik az
n. derivaltja, akkor azt mondjuk, hogy a sorozat n-szer derivdlhats (vagy n = 1
esetén egyszerlien csak derivdlhatd), és ha ez nem minden n-re teljesiil, akkor azt,
hogy a sorozat csak véges sokszor derivdalhato.

Ha egy sorozat csak véges sokszor derivalhatd, akkor utolsé derivaltja vagy annak
parja a 2. Allit4s alapjén periodikus (csupa azonos tagbdl all), vagyis, megint csak
a 2. Allitds alapjan—teljes indukciéval haladva a derivaltakon visszafelé—minden
derivalt vagy annak parja is periodikus, specidlisan, maga a sorozat vagy annak
parja is periodikus. Itt és a késébbiekben periodikus sorozaton mindig tisztan
periodikus sorozatot értiink. A fellép6 periddusok valéjaban elég specialis alakuak.
Ehhez tekintsiik a kévetkez6 meghatarozast.

Definicié. Egy (a,) = (ag,a1,...,am)o periodikus I- vagy Il-sorozatot és annak
parjat nevezziik tikrdosnek, ha vagy m = 0, vagy pedig ag # G €S Gp = Am—n

(0 < h <m).
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Konnyen ellendrizheté az elobbi gondolatmenettel, hogy minden véges sokszor
derivalhaté sorozat tiikros is.

Lattuk a 2. Allitas bizonyitdsaban, hogy egy (b,,) derivalhaté I- vagy Il-sorozat-
ban a bgypi1 — br—p (0 < h < k) alaki kiilonbségek vizsgalata hogyan vezethetd
vissza a (¢, ) derivaltban a ¢;y;11—¢;—; (0 < ¢ <) alaki kiilonbségekére. Ezért nem
meglepd, hogy a tobbszori derivalhatdsag fogalma kapcsolatba hozhaté az alabbi
simasdg fogalommal.

Definicié. Ha n egy pozitiv egész, akkor az (a,) I- vagy Il-sorozatot nevezziik
n-simdnak, ha van olyan k, hogy ax11 # ag, amde agypt1 = ax—p (1 < h <n). Ha
egy sorozat nem n-sima minden n-re, akkor hivjuk a sorozatot végesen simdnak.
Tekintsiink tovabba minden I- vagy II-sorozatot 0-simdnak.

A 2. Allitdst hasznélva konnyen lathato, hogy ha egy I- vagy II-sorozat derivéltja
(n—1)-sima, akkor a sorozat maga n-sima. Ebbdl teljes indukciéval azonnal adédik,
hogy az n-szer derivalhaté sorozatok n-siméak is egyben, specidlisan, a végesen sima
sorozatok csak véges sokszor derivalhaték. A véges sokszor derivalhaté sorozatokrol
lattuk, hogy tiikrosek, a tiikrosekrdl viszont azonnal kimutathatd, hogy végesen
simék. A sok fogalmat tehat Gsszefogja a soron 1év6

3. Allitas. A véges sokszor derivdlhato, a végesen sima €s a tikrds sorozatok meg-
egyeznek.

Tekintsiink most egy tetszoleges olyan % < Z < 1 szdmot, amelyre x(Z) > %

Célunk azt kimutatni, hogy a E-hez a 2. Kovetkezmény szerint tartozé (4,) I-
sorozat tiikros, ami az el6z6 allitds szerint azzal egyenértékii, hogy végesen sima.
A lénctortjegyek (A,) sorozatéra atfogalmazva ez gy hangzik, hogy elég nagy n
esetén a (4.2)-t kielégité i-kre S; %, és Riyo, a (4.5)-6t kielégits j-kre pedig 5]7_12 és
Rj;2 nem egyezhet meg az elsé n jegyében. A (4.2)-t kielégit i-kre a (2.9) szerint
3—x(E)'<3-Ri1—Si-1=3-1[2,1,1,Ri12] — [0,2,5, ] =
1-1[0,1,1, Riy2] — [0,2, S;%],
a (4.5)-ot kielégitd j-kre pedig hasonléan
3—x(E)"'<3-R; -5 =3-1[2,2,Rj42] —[0,1,1,5},] =
1—1[0,2,Rj42] —[0,1,1,5; )]

teljesiil. Egyezzék meg most S, 12 és R;yo, vagy pedig Sj__12 és Rjio az elsé n
jegyében. Amennyire j6 szolgédlatot tett nekiink eddig a

0,1+ a,n] +[0,1,a,m] =1
azonossag (a € N; n > 0), olyannyira hasznos lesz most szamunkra ennek a

n—0

m1+mnHﬁQL%ﬂ:1+(L+a+aMﬂ1+u+aW)

alaku erésebb véltozata (a € N; 1,0 > 0), amely némi szdmoldssal konnyen ellené-
rizheto és amelybol az

|1—mJ+amy{Qme|gm—m
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becslés nyerhet6. Ha ebben az a = 1 és a vizsgalt esettdl fiiggben az (n,0) =
(S; %, Riyvo) vagy az (n,0) = (RJ+2,S 5) helyettesitést végezziik, akkor n és 6
mindenképpen megegyezik az elsé n lanctort jegyében, tehat eltérésiik kisebb, mint
22" vagyis fennall a

0<3—x(E <22

becslés. Ennek kovetkeztében n nem lehet akarmilyen nagy, és ezt akartuk bizo-
nyitani.

Az eredménynek egyenes kovetkezménye, hogy a x (&) > % egyenlotlenség minden
megoldasa erésen ekvivalens vagy [0, 1oo|-nel, vagy [0,2.]-nel vagy egy olyan 0 <
0 < 1 szammal, amelyre

(410&) 2460 = [2,2,&1761,...,a,m_l,C_Lm_l,Ll]oo
vagy
(4.10b) 1/0 =1[1,1,a1,a1,. ., Gm—1,0m-1,2 2|00,

ahol az m = 1 esetet is megengedjiik (nincsenek a;-k), és az a; pozitiv egészekre
(4.11) ap = am—pn (0 < h <m).

Mivel

0,25] = V2 -1

éppen az M-nek az 22 +2zy — y? Markov-formabdl szérmazé eleme, [0, 1,.] pedig—
mint lattuk—erdsen ekvivalens az M egy elemével, ezért elegendé mar csak az
elobbi két alaki 6 szamokra igazolnunk ugyanezt.

Tekintsiik elészor a (4.10a) esetét, természetesen a (4.11) szem el6tt tartdsaval.
Legyen egy pillanatra

A9 410

Vezessiik be a
2 27 dly C_L17 s 7am—17 am—h ]-7 1

276_’/17&17 s 7am717am717 ]-7]-

WO
||cL ||cL 118 115

( )
< )
(2 2,a1,a1, -, 0m—1,0m—-1,1 )
< 2 al,al,...,anr_l,anv_l,l )

jeloléseket, ekkor a (2.2) alapjan Q, és 5 a X\ két egymas utani kozelito tortje, azaz
a (2.10)-et és a A lanctortjegyeinek perlodlcltasat is hasznalva

N PAs P
A+ Q”
(4.12) QN +(Q' —P)\—P =0.

A késGbbiek kedvéért feljegyezziik a £ kozelits tort egyszer

(4.13) 2 <



24 HARCOS GERGELY

becslését. Legyen most

af ,_ _ _ _
S = <a1,CL1, ey -1, Am—1, 1, 1>,

ekkor egyrészt nyilvan
P=2Q+S5,

masrészt (2.3), (2.4) és (4.11) tobbszori alkalmazédsdval
Q=1(2,a1,a1,...,0m-1,0m-1,1,1) =
=(1,1,@m-1,0m-1,---,01,01,2) = (1,1,a1,G1,...,0m—1, Cm—1,2) =
= (1,81,G1,- - Gm—1,8m—1,2) + (G1,01, -+, Gm—1,0m_1,2) = Q"+ S.
A két egyenldséget egybevetve
P+Q" =30Q.

A (2.5) most a
PQ' - PQ=1

alakot olti, ahonnan az el6z6vel
P'Q=PQ —1=P(3Q—P)—1=3PQ— (P*+1),

vagyis

egy egész szam, amivel

A (4.12) most gy frhaté mint
QN + (3Q —2P)A\ — (R — 3P) =0,
majd a f-ra rendezve
Q0% + (7Q — 2P)0 + (10Q + R — 7P) = 0.
Ha F(z,y) azt a kvadratikus binér format jelli, amelyre
QF (z,y) = Q2 + (7TQ — 2P)zy + (10Q + R — 7P)y?,

akkor tehat F(6,1) = 0, és a bevezetSbeli Allités szerint
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= Q7(9Q* +4P® —4RQ) = Q7*(9Q° — 4) =9 - 4Q 7,

és mivel QF € Z|x,y], ezért p/ 4 Qu(F) egész. Tudjuk, hogy

tehat
w=vyQ2% =vy/9Q? — 4 > \/Q2—3>Q—1.

Ezek szerint 1/ > @ is kell, hogy teljesiiljon, azaz p > 1. Mivel az F' diszkrimindnsa
szigoruan 0 és 9 kozé esik, tovdbba a (4.13) szerint az xy tag F-beli egyiitthatdja,
7T — 25 a [2,3] intervallumban fekszik, ezért a (3.11) jellemzés alapjan F € F,
de akkor 6 € M is, vagyis belattuk, amit akartunk. Megjegyezziik, bar nincsen ra
sziikségiink, hogy a £-hez tartozé Markov-szamot a () szolgaltatja ebben az esetben,
és 0 a nagyobbik gyoke a hozzé tartozd F'(z,1) masodfoki egyenletnek.

Tekintsiik most a (4.10b) esetet, megint a (4.11)-et szem el6tt tartva. Legyen

ALy,

és vezessiik be a

PY(11,a1,a1,. .., Gmts Gm1,2,2)
Q¥ Lanan,...,dm-1,@m_1,2,2)

P11 anan, . Gty G, 2 )
CQ’§:< 1,a1,@1,- .., Gmt, Gm-1,2 )

jeloléseket. A (2.4) alkalmazdsaként jol lathaté, hogy az itteni (P, Q, P, Q') szdm-
négyesre hasonld Osszefiiggések igazolhatok, mint az elézé esetbeli (P, P/, Q, Q")
négyesre, pontosabban

ahol

egész szam, és (4.12) a
(3P — RN+ (3P' —2P)A—P' =0
alakba irhato. Az
nE-1/x=—

jeloléssel tehat
P'n* + (3P' — 2P)n — (R —3P) =0,

ami ugyanaz az egyenlet a (P, P’, R, n) négyesre nézve, mint amit az el6z8 esetben
nyertiink a (P, Q, R, \)-ra. Ezért most a

0%y _2=_9-2
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szamrol tudjuk kimutatni, hogy M-beli, ami elég is szamunkra, hiszen ez erdésen
ekvivalens a #-val. Megjegyezhetjiik, hogy a £-hez tartozé Markov-szamot a P’ szol-
géltatja ebben az esetben, és O a kisebbik gyoke a hozzd tartozé F'(z, 1) masodfoku
egyenletnek (F € F).

Ezzel a 2. Tétel (1) részét teljesen belattuk.

(2) bizonyitisa. Legyen & erésen ekvivalens M, egy elemével. A bizonyitasndl
nyilvan feltehetjiik, hogy & = 6 vagy ©, ahol

(4.14) F(z,y) = (z — 0y)(z — Oy)
egy F,-beli Markov-forma, és a meghatarozottsag kedvéért © < 6. A

Ad_f3+\/9—4m_2
N 2

jeloléssel (3.5) szerint

k k
(4.15) f=——3+A b O=——A,
m m

amelyekre a (3.3)-at is hasznalva rogton adédik, hogy

(4.16) -3<0O<i<l.

Legyen eloszor & = 6. Ekkor azt kell igazolnunk, hogy tetszéleges g racionalis

szam esetén fennill a

>

b
4.1 - =
(4.16) ’9 — Ag?

‘ 1
q
egyenlotlenség, és egyenldség csakis ¢ = m mellett kovetkezik be. Rogzitett ¢ > 0
mellett nyilvan elegendé csak azt az egy p nevezot szamba venniink, amelyre a bal
oldal a lehetd legkisebb. Ilyenkor persze

—-3< =<1

k]

A (4.16) egyenlStlenség a (4.14) alapjdn dtirhaté a
p
AlF(p,q) = '@ - 5‘
alakba, amelynek bal oldaldn a méasodik tényez6 a (3.10) szerint legaldbb 1. Ha §
a © és a 0 kozé esik, akkor a jobb oldal (4.15) miatt kisebb, mint
0—0=2A-3<A,

vagyis ilyenkor nyilvanval6 az egyenltlenség. A tobbi esetben g > 0, tehat ilyenkor
ismét (4.15)-bél adédéan az egyenlStlenség dtrendezve
p k
A(F(p, 9 —1) > = - —.

q m
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m?2-tel valé szorzds utdn (3.6)-ot és (3.7)-et haszndlva az

rd:fmp—k:q

jeloléssel
mr
q
a bizonyitandd, ahol-—amint méar megjegyeztitk—a bal oldal nemnegativ. A jobb
oldal fényében ezért elegendé csak r > 0 esetével foglalkoznunk, amikoris

A(|G(q7 T)’ - m2) >

(4.17) A(q* + 3mgr +r* —m?) > mr
q

igazolasa a feladat. Mivel
r=—kq (mod m),

majd (3.4) miatt
kr = —k*q¢=q (mod m),

ezért a

jelolésekkel
r'=—kq' (mod m),
ami azt jelenti, hogy egy alkalmas p’ egésszel

/

' =mp —kq'.
Erre (3.6), (3.7) és (3.10) szerint
|4* = 3mgr +r?| = |G(¢,r")| = m®|F (0, ¢')| > m?.

Ha a bal oldalon az abszolutérték jele elhagyhaté, akkor (4.17) masodik tényezdje,
tehat a (4.17) maga is legaldbb 6mgr, ami nyilvanvaléan nagyobb, mint %. Ha az
abszolutérték jele nem hagyhaté el, akkor az utolsé egyenlotlenséget a mar ismert
m? < G(q,r) becsléssel egybevetve

m? — 6mqr < ¢*> — 3mqr +r* < —m?,

amibdl
m < 3qr.

A (4.17)-ben ezért a bal oldal legaldabb A(q?+72), a jobb oldal pedig legfeljebb 372,
ezért elegendo beldatnunk a

Ag* > (3 — A)r?

egyenlOtlenséget. A jobb oldalon 3 — A = A;mZ’ vagyis végsd soron a
Amg>r
becslésre van sziikségiink, ami azonban vilagos, hiszen g < 1 miatt

r=mp—kq <mp<mgq.
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Ezzel megmutattuk, hogy fennall az eredetileg célul kitiizott (4.16) egyenlStlenség,
és egyszersmind azt is lattuk, hogy csakis r = 0 és (p,q) = 1 esetén kovetkezik be
az egyenloség, azaz ha p = k és ¢ = m.
Legyen most £ = ©. Ugyantgy, mint az elébb, azt kapjuk, hogy elegend6 belat-
nunk a _
mr
A(IG(q,r)| —m?) > v
egyenlotlenséget, ahol r jelentése a régi,

fgkq—iﬂqm—pm:—r—?)qm,
és most is csak a pozitiv ¢ nevezbkkel foglalkozunk. A (3.8) alapjan
G(qa T) = G(_q7 —7") = G<Q7F)7
vagyis a (q,r) parra fentebb elmondott érvelést megismételhetjiik a (g, 7)-ra. Leg-
végiil a
Amqg > T
marad csak hatra, ami k < m és —3 < % miatt valéban teljesiil, hiszen
r=kq—3gm —pm < —2mq — pm < mgq.

Az is kitiinik a lépésekbdl, hogy csakis 7 = 0 és (p,q) = 1 esetén kovetkezik be az
egyenloség, azaz ha p =k — 3m és ¢ = m.

Ezzel a 2. Tétel (2) részét is teljesen belattuk.
(3) bizonyitdsa. Lényegében az 1. Tétel (3) részének [1]-beli bizonyitasat fogjuk
lemésolni. Vegyiink egy tetsz6leges végtelen utat a az m3 +m3 + m3 = 3mymams
egyenlet Markov-ldncaban (2. abra), amely az (1,1, 1) megolddsbdl indul ki. Az 1t
csucsaihoz tartozé Markov-formdakat soroljuk fel az (F ( )) C F sorozatban. Legyen

FO (z,y) = (x _ 9(j>> (x _ @m) ’

ahol a (4.16) szerint pl.
—3<0U) <9l <1,
A (j) indexeknek esetleg egy részsorozatira attérve a Bolzano-Weierstrass-féle ki-

valasztasi tétel miatt feltehetjiik, hogy a ©)-k egy O, a #19)-k pedig egy # szdmhoz
tartanak. Tetszéleges j-re és q pozitiv egészre a 2. Tétel mar igazolt (2) része miatt

, 1
0(]) > =
allg6™]| > 3
teljesiil, azaz hataratmenettel
1
0 > —.
allad] >

Ezek szerint minden igy el6allitott 6 kielégiti a x(0) > % becslést. A Markov-
lancban az (1, 1, 1) megoldéasbdl kontinuum sok végtelen it indul ki, ezek mindegyike
kiilonb6z6 O-ra vezet az [1, Chapter I, Lemma 14] bizonyitdsdban szerepl6 gondolat
alapjdn, tehat Osszességében kontinuum sok 6-t adtunk meg, amelyre x(0) > % A
2. Tétel (1) része szerint ezek koziil csak megszdmlalhaté sokra teljesiilhet x(6) > 3,
vagyis kontinuum sok 6-ra x(¢) = % is fenndll. Mivel az (1.2)-beli ekvivalencia
minden osztalya megszamlalhato, ezért az elébbi -k kozott kontinuum sok paron-
ként nem ekvivalens & van, és ezt kellett igazolnunk. Ezzel a 2. Tétel bizonyitasat
befejeztiik. X
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5. ZARO MEGJEGYZESEK

Erdekes, hogy a dolgozatban felvetett probléma torténében is hasonlit Hurwitz
eredeti kérdéséhez. Ugy tinik, hogy a problémat Newman vetette fel el6szor, aki fel
is tarta az 4j Markov-lanc els6 2 lancszemét, ugyanigy, mint Hurwitz tette annak
idején az eredeti Markov-lancban. Newman sejtését aztan tanitvanya, Gurwood
bizonyitotta lényegében a mi 2. Tételiink forméjaban, Ph. D. tézise [3] legnagyobb
részt ezeket az eredményeket targyalja. E szakdolgozat szerzéje a kérdéshez és
a bizonyitashoz Newmantdl és Gurwoodtdl fiiggetleniil jutott el, el6szor 6 is csak
az els6 2 lancszemet taldlta meg, amelyrél a KoMal-ban cikket is irt [4]. A ké-
sobbiekben jutott el a 2. Tételhez, miutan Markov munkajaval megismerkedett, és
ezeket egy ujabb dolgozatban kivanta kézzétenni. Csak miutdn mar az eredménye-
ket letisztazta és a forditassal is elkésziilt, kapta kézhez Gurwood disszertaciojat
és mondott le a kozlésrol. Az itt kozolt bizonyitas a szerzd sajat munkdja, amely
a probléma természetébol és eldéletébol addéddan tartalmaz ugyan kozos vonasokat
Gurwood gondolatmenetével, de azért lényegesen kiilonbozik attél. Gurwood tobb
észrevétele nem szerepel a bizonyitasban, de forditva is, a bizonyitas szamos eleme
fel sem meriil Gurwoodnal. Ez a kiilonbség batoritotta fel a szerzot munkajanak
ilyen modon vald kozzétételére.

A szerz6 halaval tartozik Surdnyi Janos Tanar Urnak, aki a kezdetektél fogva nyo-
mon kisérte ezt az els6 munkajat, el6szor hivta fel a figyelmét a Markov-lancra, adta
kezébe a diofantikus approximdci6 [1] alapkonyvét, bizonyitasait atnézte, tovabba
mindvégig mindenben tamogatta. A cimlap elkészitésében nyujtott segitségért a
szerzo Fleiner Baldzsnak és Varga Danielnek mond eziton is koszonetet.
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