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1. Bevezetés

A geometriai objektumok illeszkedési és metszési struktirainak kombinatorikai tulajdonsagai a
kombinatorikai geometria kézponti probléméi kézé tartoznak a kezdetek ota. A Sylvester-Gallai tétel
kimondja, hogy ha adott n pont az euklideszi sikban, amelyek koziil nem mindegyik fekszik egy egye-
nesen, akkor létezik olyan egyenes, amely pontosan két ponton halad at. Indukciéval ebbdl kovetkezik
a de Bruijn—Erd&s tétel, amely kimondja, hogy ha nem minden pont fekszik egy egyenesen, akkor a
pontok legalabb n egyenest hataroznak meg, e problémak torténetét lasd a [85] konyvfejezetben. Erdds
egy kérdését megvélaszolva a nagy hatasiu Szemerédi-Trotter tétel [105] megmutatja, hogy n pont és
m egyenes kozott az illeszkedések maximalis szdma O(n%m% +n+m). Ennek az eredménynek szdmos
valtozata létezik, tobbek kozott magasabb dimenzidkban, egyenesek helyett altaldnosabb gorbékkel.
Ezeknek az eredményeknek a téméi maig fontos kutatasi teriiletek.

Rengeteg kutatas foglalkozik olyan grafokkal, amelyek valamilyen médon geometriai objektumokkal
realizalhatok, ahol geometriai objektum alatt valamilyen tartalmazoé tér, altalaban RY, részhalmazét
értjik. Egyrészt megprobalhatjuk jellemezni azokat a grafokat, amelyek adott modon realizédlhatok.
Mésrészt vizsgalhatjuk ezen grafok egyes tulajdonsagait.

A legtermészetesebb, ha egy gréafot tgy realizalunk a sikban, hogy a csiicsokat pontok, az éleket
pedig Osszekots gorbék reprezentaljak, majd tovabbi kovetelményeket tamasztunk e gorbék metszés-
strukturajaval szemben. A sikbeli grafok a legjellegzetesebb példak erre, ahol a gorbék koézott nem
engedélyezettek a metszéspontok. Tovabbi példak a k-kvazi-sik grafok illetve a k-sik grafok. A mate-
matikdnak azt az agat, amely ilyen osztalyokkal foglalkozik, graflerajzolasnak nevezziik.

Ha a csiicsokat és éleket mas moédon abrazoljuk, tovabbi érdekes osztalyokat kapunk. Ilyen grafosz-
talyok tobbek kozott a metszetgrafok, az érintGgrafok és a lathatosagi grafok.

Ezek koziil a metszetgrafok talan a leginkabb tanulmanyozott grafosztaly. Adott egy n darab R%-beli
geometriai alakzatbol allo halmaz, a metszetgrdfja az a graf, amelynek n csiicsa megfelel a geometriai
alakzatoknak, és két csticsot akkor kotiink Gssze éllel, ha a megfelels alakzatok metszik egymast. Szdmos
jol ismert grafosztily a metszetgrafok egy osztalyaként definialt vagy azzal ekvivalens: intervallumgré-
fok (azaz egyenesen adott intervallumok metszetgrafjai), egy fa részfainak metszetgrafjai (mely csalad
ekvivalens az un. huargrafok csaladjaval [43]), korgrafok (azaz egy kor hirjainak metszetgrafjai), belss-
leg diszjunkt korlapok metszetgrafjai (amelyek a Koebe-Andreev-Thurston tétel szerint éppen a sikgra-
fok), tn. string-grafok avagy madzag-grafok (sikbeli gorbék metszetgrafjai), szakaszok metszetgrafjai,
L-alakok metszetgrafjai, T-alakok metszetgrafjai, egységkorlapok metszetgrafjai, tengelyparhuzamos
téglalapok illetve nagyobb dimenziés téglatestek metszetgrafjai. Egy metszetgrafcsalad jellemzése mel-
lett az extremalis tulajdonsagai (élek maximaélis szama bizonyos tovabbi feltételek mellett) és szinezései
a leginkabb vizsgalt témak. Kozponti kérdés egy graf kromatikus szama, amelyet x-vel jeloliink, ami a
legkisebb szinszdm a graf cstucsainak egy jo szinezésében, azaz amelyben egyetlen él sem egyszind.

Példaként emlitjiik Scheinerman sejtését, amelyet Chalopin és Gongalves [24] bizonyitott, mely
szerint minden sikgraf sfkbeli szakaszok metszetgrafja. Ez utobbi csalad azonban lényegesen bGvebb,
hiszen tartalmaz tetszéleges méreti teljes grafot (mig az 5 csiucsu teljes graf mar nem sikgraf).

A metszetgrafok kromatikus szamaéra koncentralva, altalaban nem lehet univerzalis korlatot ad-
ni egy adott csaldd metszetgrafjainak kromatikus szamara, ehelyett a kozponti kérdés e csalddok x-
korlatozottsaga lett. Egy grafcsalad akkor x-korldtozott, ha létezik egy olyan fiiggvény, hogy a csalad
barmely grafjanak kromatikus szama nem nagyobb, mint ha a graf maximalis klikkméretét ezen fiigg-
vénybe helyettesitjiik. Geometriai alakzatok egy csalddjanak metszetgrafjai gyakran y-korlatozottak,
Ilyen metszetgrafokat hataroznak meg példaul a tengelyparhuzamos téglalapok (Asplund és Griinbaum
[15], Chalermsook és Walczak [23]), a kor huarjai (Gyarfas [47], Davies [31]), sikban egy konvex alakzat
homotetikusai (Kim, Kostochka és Nakprasit [99]), adott félsikban fekvs gorbék, amelyeknek a vég-
pontja a félsik hataran van (Rok és Walczak [96]). Sok esetben, bar sokkal nehezebb bizonyitani, az is



igaz, hogy a korlatozo fliggvény akar egy polinom is lehet, ezeket nevezziik polinomiélisan x-korlatozott
csaladoknak. Esperet [51] feltettte a kérdést, hogy minden orokletes grafcsalad (a metszetgraf oszté-
lyok altalaban ilyenek), amely x-korlatozott, polinomiélisan x-korlatozott is-e, de ezt nemrég Brianski,
Davies és Walczak [I8] cafolta. Masrészt 1éteznek olyan természetes csaladok, amelyek metszetgrafjai
nem y-korlatozottak, nevezetesen R3-beli téglatestek (Burling [19]), a tengelyparhuzamos téglalapok
hatéarai és a sikbeli szakaszok (Pawlik et al. [91]). A témarol b&vebben lasd Scott és Seymour [98]
attekintését.

1.1. Geometriai hipergrafok

A metszéseket valamelyest méasképp is vizsgalhatjuk. Ha két alakzathalmazunk van, akkor tekint-
hetiink ezek péaros metszetgrafjara, amelynek éleit olyan metsz§ alakzatparok hatarozzak meg, melyek
mindkét halmazbodl egy-egy alakzatot tartalmaznak. Ezt tekinthetjiik egy hipergraf incidenciagrafja-
ként. E hipergraf csiicsai az els6 alakzathalmaznak, hiperélei pedig a masodik alakzathalmaznak felelnek
meg, és egy hiperél tartalmaz egy csicsot, ha a megfelel§ alakzatok metszik egymaéast. Ezéltal természe-
tes médon kiterjesztédik a vizsgalatunk targya olyan esetekre is, ahol a két alakzathalmaz kiilénbo6zé.
Az igy definidlt hipergrafokat metszethipergrdfoknak nevezziik. A geometriai hipergrdfok kifejezéssel
altaldban az ilyen metszethipergrafokra utalunk, hacsak méasképp nem jelezziik. Adott két geometri-
al alakzathalmaz, A és B, legyen az Z(A, B) geometriai (metszet)hipergraf az a hipergraf, amelynek
csucsai A alakzatainak felelnek meg, és a cstcsok egy részhalmaza akkor és csak akkor hiperél, ha
van olyan B -beli alakzat, amely éppen a cstucsok ezen részhalmazanak megfelels A-beli alakzatokat
metszi. A ketténél kisebb méretii hiperéleket elhagyjuk. Ezt az Z(A,B)-t az A-nak B-re vonatkozo
metszethipergrafjanak nevezziik:

1.1. Definici6. Adott eqy A alakzatcsaldd és egy B alakzatcsaldd, az A-nak B-re vonatkoz6 metszet-
hipergrafja az az Z(A,B) hipergrif, amelyben minden A € A-nak megfelel eqy va csics, és a csucsok
eqy legaldbb kettd méretd H részhalmaza akkor és csak akkor hiperél, ha létezik eqy B € B gy, hogy
H={vs:An B+ @} és ekkor azt mondjuk, hogy H B-nek felel meg.

Egy H hipergrdaf Delaunay-grafja az a grdf ugyanezen a csicshalmazon, amely csak a H kettd
méretd hiperéleit tartalmazza. A Z(A,B) Delaunay-grdfjdt az A-nak B-re vonatkozé Delaunay-grdfjanak
nevezzik.

Megjegyezziik, hogy Z(A, B) definici6 szerint nem tartalmaz tobbszoros hiperélet. Igy ha A véges,
akkor még ha B végtelen is, Z(A, B)-nak véges szamu hiperéle van. Igy példaul egy H hiperél a B tobb
elemének is megfelelhet.

A legtermészetesebb két eset az, amikor a csiicsok pontoknak felelnek meg (azaz A egy ponthal-
maz, az ilyen esetet elsddleges avagy primdl problémdnak nevezziik) és amikor a hiperélek felelnek meg
pontoknak (azaz B egy ponthalmaz, az ilyen esetet dudlis problémdnak nevezziik). Megjegyezziik, hogy
ebben a két esetben a metszési relacié valojaban megegyezik a tartalmazési relacioval. Ez az oka annak,
hogy a geometriai hipergriafok megnevezést elényben részesitjiik a metszethipergrafokkal szemben, ki-
valtképp ebben a két esetben, mivel az alakzat és pont metszetére valé hivatkozas természetellenesnek
hangzik, még ha formailag helyes is. Lasd az[l| abrat.

A primal probléma (amikor a csticsok pontoknak felelnek meg) kivaltképp természetes, mivel a
gyakorlatban a hipergrafokat altalaban tgy abrazoljuk, hogy a pontok megfelelnek a csticsoknak, a
hiperélek pedig olyan sikbeli alakzatoknak, amelyek pontosan azokat a pontokat tartalmazzék, ame-
lyek megfelelnek a hiperélek altal tartalmazott csticsoknak. Ilyen abrazolas esetén az eredeti hipergraf
pontosan az ezen pontok és alakzatok altal meghatarozott primal hipergraf. Igy természetesen adodik,
hogy f6ként az egyszerid alakzatokkal reprezentalhaté hipergrafokat vizsgaljuk, igymint a kérlapok, a
tengelyparhuzamos téglalapok, vagy olyan alakzatok, amelyeknek a hatérai csak néhényszor metszik
egymaést, mint a pszedo-korlapok, stb. (e csaladok definicioit kés6bbre halasztjuk).
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1. abra. Adott pontok egy P csaladja és korlapok egy D csaladja, Z(P,D) az a hipergraf, amelyben
a csticsok a pontoknak és a hiperélek a korlapoknak, mig Z(D,P)-ben a cstucsok a korlapoknak és a
hiperélek a pontoknak felelnek meg. Adott két korlapesalad, D' és D", ekkor Z(D', D")-ben a cstcsok
a D’ korlapjainak, a hiperélek pedig a D" korlapjainak felelnek meg.

Mint emlitettiik, az extremalis kérdések mellett a legérdekesebbek az igy definialt hipergrafok szi-
nezési problémai. Példaul egy ponthalmaz jol ismert Delaunay-grafja nem mas, mint e pontoknak a sik
Osszes korlapjara vonatkozé Delaunay-grafja. Ez koztudottan sikgraf, tehat mindig van j6 4-szinezése.
Latni fogjuk, hogy egy hipergraf Delaunay-grafja altaldban énmagéban is fontos fogalom szamunkra,
ugyanis egyik eredménytink szerint, ha a Delaunay-grafnak csak linearis szamu éle van (példaul ha sik-
graf), és ez oroklddGen minden részgrafra is teljestil, akkor ez 6nmagaban korlatot garantél a hipergraf
éleinek szamara és kromatikus szamara.

Adott egy geometriai hipergraf (gondoljunk arra a példara, ahol a csticsok halmaza pontok egy véges
halmazéanak, a hiperélek halmaza pedig sikbeli korlapok egy véges halmazéanak felel meg), elsgsorban
a jo és polikromatikus szinezései érdekelnek minket.

1.2. Definicid. Adott eqy H hipergrdf, cstcsainak j6 k-szinezése olyan k szinnel vald szinezés, melyre a
H minden hiperéle tartalmaz két kilonbozd szind csiucsot. x(H) a legkisebb lehetséges k, amelyre létezik
j0 k-szinezés. A H csicsainak eqy szinezése polikromatikus k-szinezése, amennyiben minden hiperéle
k pdronként kilonbozd szind csicsot tartalmaz.

Megjegyezziik, hogy k = 2 esetén a jo 2-szinezés és a polikromatikus 2-szinezés fogalma egybeesik.
Tovabba, egy jo k-szinezés egyben egy jo (k+1)-szinezés is, mig két szint dsszevonva egy polikromatikus
(k + 1)-szinezésbdl egy polikromatikus k-szinezést kapunk. Osszefoglalva, ha noveljiik k-t, akkor jol k-
szinezni fokozatosan kénnyebbé valik, mig polikromatikusan k-szinezni egyre nehezebbé, igy az igy
szinezhet$ hipergrafcsaladok linearis hierarchidjat kapjuk, amely kézépen a jo és polikromatikus 2-
szinezéseknél talalkozik:

. € polikrom. 3-szinezhets ¢ polikrom. 2-szinezhet§ = jol 2-szinezhets < jol 3-szinezhets c ...

Fontos megjegyezni, hogy a geometriai hipergrafok definiciéja miatt konnyen elgfordulhatna, hogy
egy hipergraf nulla vagy egy cstcsot tartalmaz (példankban egy korlap példaul tartalmazhat csak egy
pontot a ponthalmazbdl), ami mindig monokromatikus, ezért kellett a 2-nél kisebb méretti hipergrafokat
figyelmen kiviil hagynunk. Tovabba, polikromatikus szinezések esetén nincs remény arra, hogy a k-nél
kisebb méreti hiperélek k szint tartalmazzanak, ezért a k-nal kisebb méretd hiperéleket figyelmen kiviil
kell hagynunk, amikor polikromatikus k-szinezéseket vizsgalunk.

Ezen megfigyelések altal inspiralva kideril, hogy természetesebb problémakat kapunk, ha megen-
gedjik, hogy az m-nél kisebb méretd hiperéleket figyelmen kiviil hagyjuk valamilyen, a geometriai
alakzatok tipusanak megfelelGen vélasztott m fix értékre. A primdl geometriai hipergrdf polikromatikus
szinezési probléma a kovetkezs: adott egy k természetes szam, egy ponthalmaz és egy R? alakzatcsalad,



a célunk az, hogy a pontokat agy szinezziik ki k szinnel, hogy minden olyan alakzat, amely legalabb
m(k) pontot tartalmaz, tartalmazzon egy pontot minden szinbdl, ahol m valamilyen fiiggvény, amelyet
minimalizalni probalunk. Az ilyen szinezést polikromatikus k-szinezésnek nevezziik. A dudlis geometri-
ai hipergrdf polikromatikus szinezési problémdban a célunk az, hogy az alakzatokat k szinnel szinezziik
gy, hogy minden olyan pontot, amelyet legalabb m(k) alakzat tartalmaz, azt mindegyik szint alakzat
tartalmazza.

Készen allunk arra, hogy megfogalmazzuk az értekezés egyik koézponti fogalmat. Adott egy H hi-
pergraf, legyen H,, az a hipergraf ugyanazon a csticshalmazon, amely H legalabb m méretd hiperéleit
tartalmazza. Hasonloképpen, egy F hipergrafcsalad esetén legyen F,, az a hipergrafcsaldd, amely min-
den H € F esetén tartalmazza H,,-t. Végil legyen xn,(F) a legkisebb k szinszam, amelyre teljesiil,
hogy létezik olyan m érték, hogy minden F,,-beli hipergraf k& szinnel jol szinezhetdﬂ Ha xm(F) =2,
akkor a legkisebb lehetséges ilyen m-t mo-vel jeloljiik. Ebben az esetben van értelme polikromati-
kus k-szinezéseket tekinteni k > 2 esetén is. Ekkor legyen my a legkisebb lehetséges m, hogy minden
Fm-ben 1év6 hipergrafnak van polikromatikus k-szinezése (ha ilyen m nem létezik, akkor my = o).
Megjegyezziik, hogy mj monoton névekszik k-ban.

Végtelen csaladok esetén a kovetkezd jelolést is sokszor hasznaljuk a tovabbiakban. Amikor geomet-
riai alakzatok végtelen csaladjairol beszéliink, akkor azt mindig tgy értjiik (hacsak masképp nem mond-
juk), hogy elég nagy m esetén minden véges részcsalad rendelkezik a kivant tulajdonséggal. Vagyis A
és B végtelen alakzatcsaladok esetén azt mondjuk, hogy A jol 2-szinezhetd B-re vonatkozodan, ha létezik
olyan m érték, hogy A barmely véges A’ részesaladjara érvényes, hogy Z,,,(A’, B) jol 2-szinezhets. Azt
mondjuk, hogy A-nak B-re vonatkozoan my, < f(k), ha A barmely véges A’ részcsaladjara iy (A', B)
polikromatikusan k-szinezhets. A legkisebb lehetséges f(k)-t my-val jeloljiik. Példaul az, hogy ‘pontok
2-szinezhetk a félsikokra vonatkozoan’ azt jelenti, hogy létezik olyan m, hogy minden véges ponthalmaz
esetén a ponthalmaz 2-szinezhets gy, hogy minden olyan félsik, amely legaldbb m pontot tartalmaz,
az 2-szin. Adunk egy duélis példat is: ‘a félsikok polikromatikusan k-szinezhetéek pontokra vonatko-
zoan’ azt jelenti, hogy minden k-ra létezik egy olyan f(k), hogy minden véges félsikhalmazra a félsikok
k-szinezhetGek ugy, hogy minden olyan pont, amelyet legalabb f(k) félsik tartalmaz, azt mind a k
szind félsik tartalmazza.

Geometriai metszethipergraf csaladokra a xm(F) értékét és az my létezésének vizsgalatat eredeti-
leg fedés-szétszedési problémak motivaltak [80], és a hangstlyt arra helyezték, hogy xm(F) = 2 mikor
teljestil, késsbb pedig fontossa valt az ugynevezett konfliktusmentes szinezési problémakkal [101] va-
16 kapcsolat is. E két problémanak val6élet-beli motivaciéi vannak, a fedés-szétszedési problémaknak
szenzorhalozatokban vannak alkalmazasai, mig a konfliktusmentes szinezéseket tobbek kozott frekven-
ciakiosztasi problémakban hasznaljak.

A fedés-szétszedési probléma a kovetkezs: adott a sik (vagy R?) (valamilyen részhalmazanak) m-
szeres fedése valamilyen geometriai alakzatokkal (pl. korlapokkal), fel tudjuk-e osztani ezt 2, vagy
altalanosabban k, 1-szeres fedésre? Ez egyenértéki az alakzatok k szinezésével ugy, hogy a sik (va-
lamilyen részhalmazénak) minden pontjat minden szini alakzat fedje. Ez pontosan a duélis polikro-
matikus k-szinezési probléma (vagyis amikor az alakzatokat pontokra vonatkozoan szinezziik). S6t, ha
az alakzatok valamilyen adott alakzat eltoltjai, akkor kideriil, hogy ez szintén egyenértékd a primal
polikromatikus k-szinezési problémaval (azaz amikor pontokat szineziink alakzatokra vonatkozoan).

Egy hipergraf konfliktusmentes szinezése olyan szinezés, amelyben minden egyes hiperélhez tarto-
zik egy olyan szin, amely pontosan egyszer jelenik meg a hiperél csiicsain. Ha példaul egy egyenesen n
pontot vesziink, és a hiperéleket az egyenes legalabb két pontot tartalmazé intervallumai hatarozzak
meg, akkor 2 szinnel felvaltva szinezve a pontokat a hipergraf jo 2-szinezését kapjuk, mig a konfliktus-
mentes szinezéshez [logn| szinre van sziikség, és ez elég (a kozéps6 pontnak egyedi szint adunk, és a

"Megjegyezziik, hogy az m a ym-ben egy betii és nem egy valtozo, kivaltképp nem ugyanaz az m, mint a definiciébeli
érték.



két oldalon azonos szinkészlettel rekurzivan szineziink). A két szinezési fogalom kozott szoros kapesolat
van, az eltérés legfeljebb log n-szeres néhany természetes dolgot feltéve.

Egy példaval szemléltetjiik a szinezések, a fedési-szétszedési problémak, a konfliktusmentes szinezé-
sek és a valoélet-beli alkalmazasok kozotti kapcesolatot. Adott véges szami vevikésziilék és véges szamu
antenna. Minden egyes antenna vételi tartomanya egy alakzat. Tegyiik fel, hogy minden antennahoz
egy frekvenciat akarunk rendelni tigy, hogy minden vevének legalabb 3 kiilonb6z6 frekvenciaju antenna
hatosugaraban kell lennie. Ez egyenértékd az alakzatok polikromatikus 3-szinezésével a vevékésziilékek
helyének pontjaira vonatkozéan. Tovabbé egyenértékii azzal is, hogy az alakzatokat ennek a ponthal-
maznak 3 darab 1-szeres fedésére osztjuk fel. Masrészt, ha azt kiveteljiikk meg, hogy minden vevéhoz
azon antennék kozott, amelyek vételi tartomanya tartalmazza ezt a vevét, legyen egy olyan antenna,
amelynek frekvencidja egyedi ezek kozott, akkor az alakzatoknak a pontokra vonatkozo6 konfliktusmen-
tes szinezésével egyenértékl problémat kapunk.

Az értekezés f6 eredményei ebben a témaban a kovetkezok (lasd késébb a hidnyzo definiciokat). A
Tétel azt allitja, hogy egy pszeudo-korlap csaldad egy masik pszeudo-korlap csaladra vonatkozo
metszethipergrafra mindig szinezhetd jol 4 szinnel. Ez szamos korabbi eredmény k6zos altalanositésa.
A Tétel ezt az eredményt kiterjeszti az tin. linearis unié-bonyolultsagiu alakzatok csaladjanak egy
pszeudo-korlap csaladra vonatkozé metszethipergrafjanak konstans sok szinnel vald jolszinezésére. A
Tétel felss korlatot ad a t méreti hiperélek szamara egy egyenescsalddnak egy pszeudo-korlap csa-
ladra vonatkoz6 metszethipergrafjdban. Ezutan tobb absztrakt hipergrafcsaladot definidlunk, mint pél-
daul ABA-mentes, pszeudo-félsik, ABAB-mentes, és ezekre bizonyitunk eredményeket, tobbek kozott a
pszeudo-félsik hipergrafok polikromatikus szinezésérél Tétel és m Tétel) és az ABAB-mentes
hipergrafok jolszinezésérsl Tétel ésm Tétel). Azt is megmutatjuk, hogy ezek az absztrakt csa-
ladok hogyan felelnek meg pontok pszeudo-félsikokra vonatkoz6 metszethipergréafjainak, illetve pontok
koz0s pontot tartalmazoé pszeudo-korlapok csaladjara vonatkozé metszethipergrafjainak.

Az e teriileten elért eredményeket a és fejezetekben targyaljuk.

1.2. Erintégrafok

A metszési relacion kiviill mas természetes modon, az alakzatok mas relaciéi alapjan is definial-
hatunk grafot vagy hipergrafot geometriai alakzatok altal, példaul ilyenek az an. lathatosagi grafok.
Jelen esetben a f§ érdeklgdési koriink az érintégrafok, melyek csicsai geometriai alakzatoknak felelnek
meg, és két csiicsot akkor és csak akkor kotlink Ossze éllel, ha a megfelel§ alakzatok érintik egymést
(lasd pl. a2l abrat). Erintégrafok kiilonbozo, latszolag egymastol fiiggetlen teriileteken fordulnak eld,
két kiemelkedd teriiletet emlitiink. ElGszor is, a neves Koebe-Andreev-Thurston tétel [70] kimondja,
hogy minden sikgraf diszjunkt belseji korlapok érintégrafja. Ennek az eredménynek szémos meglepd
alkalmazésa van, a szerzs és szerzGtarsai példaul arra hasznéltak, hogy korlatokat bizonyitsanak a sik-
grafok ugynevezett iranyszamara [58|, azaz hogy legkevesebb hany irannyal parhuzamos szakaszokkal
rajzolhatjuk sikba a grafot. Egy maésik figyelemre mélté példa az egységtavolsag-probléma. Erdss azt
a kérdést tette fel [33], hogy mi a sik n pontja altal meghatarozott egységnyi tavolsdgok maximaélis
szdma. Ha minden pont kozéppontjaba egy 1/2 sugara korlapot helyeziink, akkor azt kapjuk, hogy
ez a probléma egyenértékd az egybevagd (de nem feltétleniil diszjunkt) korlapok kozotti legnagyobb
szamu érintéssel. Mig a legjobb ismert als6 korlat alig haladja meg a lineéris értéket, addig a legjobb is-
mert felsd korlét O(n4/ 3). Ez a probléma a sik kromatikus szamaval kapcsolatos hires Hadwiger-Nelson
problémaéval is Osszefiigg.

Kordbban mér emlitettiik, hogy egy hipergraf Delaunay-grafjanak vizsgalata sok esetben hasznos
lehet. Itt egy Gjabb motivaciot adunk erre, ami egyben szemléletesen Gsszekapcesolja a geometriai hiper-
grafok és az érintégrafok teriiletét, mely Osszefiiggést az értekezés késGbbi részében valoban alkalmazni
fogunk. Adott egy gorbehalmaz, amikor két gorbe érintkezik, akkor a két gorbét picit tigy mozgat-
hatjuk, hogy lokalisan diszjunktak legyenek, és az érintési pontot egy kis gorbével (vagy akar egy kis



2. abra. Egy 3 korbdl allo korcsalad és érintGgrafjuk.

szakasszal) helyettesithetjiik gy, hogy ez a kis gorbe csak a két (kordbban egymast érints) alakzatot
keresztezi. Ily modon az eredeti gorbék ezen kis gorbékre vonatkoz6é metszethipergrafja csak 2 méreti
hiperélekkel rendelkezik, és a hiperélek szama megegyezik az érintések szaméval az eredeti helyzetben.
Igy ez a hipergraf megegyezik 6nmaga Delaunay-grafjaval, és e graf éleinek szama korlatot ad az eredeti
helyzetben 1év6 érintések szamara.

Az értekezés f6 eredményei ebben a témaban a kovetkezdk (a hidnyzo definiciokat 1lasd késsbb). Pach
egyik sejtésének egy specialis esetét megoldva a[2.39] Tétel kimondja, hogy n gérbe, amelyek paronként
pontosan egyszer metszik egymaéast, O(n) érintést hataroz meg. A Tétel szerint n goérbe, melyek
paronként legfeljebb t-szer metszik egymaést, O(n2_$) érintést hataroz meg. Ezutdn megvizsgaljuk
azt az esetet, amikor két, paronként diszjunkt gorbékbdl allo, gorbecsalad adott, és becsiiljiik a két
gorbecsalad kozotti érintések szamét. A Tétel szerint ebben a helyzetben akar Q(n*/3) érintés
is lehet. Optimalis fels§ korlatot bizonyitunk két specialis esetben. Egyrészt, ha minden gorbepéar
legfeljebb egyszer metszi egymast, akkor a . Tétel szerint csak O(n) érintés lehet. Masrészt, ha
minden gorbe z-monoton, akkor a Tétel szerint O(nlogn) érintés lehet.

Az ezzel kapcsolatos eredményeket a [2.4] fejezetben targyaljuk.

2. Osszefoglalo

Ebben a fejezetben attekintést adunk a legfontosabb geometriai hipergrafokrol és a réoluk ismert
eredményekrol, a szinezéseikre koncentralva. A legtobb esetben a méretre (maximalis élszamra) vonat-
koz6 eredményeket is megadjuk. Vannak tovabbi paraméterek, amelyeket a hipergrafok esetében szokas
vizsgalni, Ggy mint a tartalmazas-mentes hipergrafok mérete, az e-halok mérete, a V' C-dimenzio, a se-
kély lefogd csticshalmazok létezése, diszkrepancia eredmények, megszamlalasi eredmények. Ebben az
értekezésben a szinezésekre és a hipergrafok méretére koncentralunk. A szerzé és Palvolgyi altal gon-
dozott [65] weboldal interaktiv adatbazisban gytjti Ossze ezeket az eredményeket, ahol a tébbi fent
emlitett paraméter is szerepel.

A szinezésre és a méretre koncentralva van egy szép altalanos Gsszefiiggés, amely szerint, ha minden
indukalt részhipergraf Delaunay-grafjanak linearisan sok éle van, akkor a hipergraf kromatikus szamaéra,
méretére és egyéb paramétereire is adhato korlat. Bar ez bizonyos hipergrafcsaladokra ismert volt, a
szerz$ és szerzGtarsai fogalmaztak meg ezt elGszor expliciten, ezen eredmény is az értekezés részét
képezi.

Olyan eredményeknél maradva, melyek a hipergrafok széles korére vonatkoznak, van egy érdekes
altalanos sejtés, amely szerint, ha mo korlatos egy indukalt részhipergraf képzésre zart hipergrafcsa-
ladra, akkor my, is korlatos, s6t lehetséges, hogy mindig linearis k-ban (mo-re valod barmilyen fix felss



korlat esetén) [93]. Az my korlatossaga kiilon-kiilon bizonyitott a geometriai hipergrafok minden ese-
tére, mint latni fogjuk. Mégis altalanossdgban nem sokat tudunk errdl a sejtésrél. Egyrészt, ha mo = 2
valamilyen hipergrafcsaladra, akkor Berge [17] szép eredménye szerint my, = k is teljesiil. Azonban mar
mg = 3 esetén sem tudjuk, hogy létezik-e fels§ korlat ms-ra. A legjobb altaldnos als6 korlatot egy olyan
konstrukcio adja, ahol my > (mo —1)(k — 1) + 1. Megjegyezziik, hogy msy = 3 esetén ez mgz > 5. Ezt
némileg megjavitva nemrég Palvolgyi [93] adott egy olyan konstrukciot, ahol mo = 3 és m3 = 6. Er-
dekes Gsszevetni ezt a probléméat Esperet bevezetében emlitett kérdésével, hogy a y-korlatozottsagbol
kovetkezik-e a polinomidlis y-korlatozottsiag, amire kideriilt, hogy nemleges a valasz.

A fejezet tovabbi részében el6szor a geometriai hipergrafok eredményeit soroljuk fel. Ezek koziil
tobb eredmény a szerz6tdl szarmazik (kiilonbozs téarsszerzokkel). Az értekezésben csak a pszeudo-
korlapokrol és az ABA-mentes hipergrafokrol szolé eredményeket és azok altalanositasait bizonyitjuk,
a [57, 53, [60] 4], 56] alapjan.

Ezt kdvetGen a gorbék érintéseire vonatkozo eredményekre forditjuk figyelmiinket. Itt néhany ered-
ményt geometriai hipergraf eredményként is megfogalmazunk, megvilagitva a két teriilet kozotti kap-
csolatot, amelyet mar a bevezetGben is emlitettiink. A szerzd e teriiletrdl szarmazo eredményeit belatjuk
az értekezésben, a [0, (62, [5] alapjan.

Az értekezés a szerz6 alabbi munkain alapul, amelyek mindegyikében (t6bb szerzd esetén) minden
tarsszerz6 egyenld aranyban vett részt: |57, 53], 60, (4, 56 6l 62] [5].

2.1. El6zmények: korlapok, eltoltak, homotetikusok, tengelyparhuzamos alakzatok

Altalaban egy csaladban az alakzatok vagy mind nyilt halmazok, vagy mind zartak. Mivel véges
problémakat vizsgalunk, és bizonyos altaldnos helyzetet feltételeziink, nem szamit, hogy melyik eset 4ll
fenn. Igy az értekezés attekint6 részében altalaban nem foglalkozunk ennek a megadasaval.

A geometriai hipergrafok szinezésének teriiletét kezdetben egy adott konvex alakzat sikbeli el-
toltjainak fedés-szétszedési problémai motivaltak. Elgszor attekintést adunk az eltoltakkal kapcsolatos
eredményekrol, ezekrsl bévebben lasd a [80] fedés-szétszedési problémakrol szol6 attekintd tanulményt.
Ezutan attériink adott alakzat homotetikusaira, a tengelyparhuzamos alakzatokra és a korlapokra vo-
natkozé eredmények attekintésére. Megjegyezziik, hogy a fedés-szétszedéssel Gsszefiiggésben altalaban
végtelen fedéseket is figyelembe vesziink, ahol kompaktsagi érvelések és egyéb technikai kérdések me-
riilnek fel. Itt csak a problémék véges valtozataival foglalkozunk.

Pach a teriiletet a kvetkezs sejtéssel alapozta meg (itt a hipergraf jelolést hasznaljuk, bar az eredeti
sejtés és egyben a legtobb eltoltakkal foglalkozod dolgozat a fedés-szétszedés terminologiajat hasznalja):

2.1. Sejtés (Pach [78]). Legyen C egy konvex alakzat, ekkor a pontok jol 2-szinezhetdek C' eltoltjaira
vonatkozoan. Mas szoval, létezik egy olyan m(C') konstans, hogy barmely véges P ponthalmaz esetén a
P pontjait 2-szinezhetjiik igy, hogy C bdrmelyik, legaldbb m pontot tartalmazo eltoltja mindkét szind
pontot tartalmaz. Mds széval, H(P,C)y, jol 2-szinezhetd.

Megjegyezziik, hogy egy adott véges ponthalmazra véges szami eltolt mar definidlja ugyanazt a
hipergrafot, mint az 6sszes eltolt (emlitettiik, hogy ez minden geometriai hipergrafra érvényes).

Tovabba, ha C egy fix pontjat elnevezziik a kézéppontjanak, és minden eltoltat a kdzéppontjaval
helyettesitiink, és egytuttal P minden pontjat C' egy olyan tiikr6zott példanyaval helyettesitjiik, amely-
nek kozéppontja ez a pont, akkor a tartalmazasok éppen megfordulnak. Igy kapunk egy ekvivalens
duélis probléméat a geometriai alakzatok pontokra vonatkoz6 szinezésérsl. Ezért az eltoltak esetében
a primél és a duélis probléma ekvivalens, és igy elég a primal pont-szinezési problémara koncentralni,
bar formailag a dudlis probléma az, amelyik ekvivalens a fedés-szétszedési probléméval, amirsl Pach
sejtése eredetileg sz0lt.

E sejtés hatasara tobb pozitiv eredmény sziiletett a konvex sokszogek eltoltjairol. Pach [79] bebizo-
nyitotta, hogy a sejtés kozéppontosan szimmetrikus konvex sokszogekre érvényes. Tardos és Toth [106]



haromszogekre, majd Palvolgyi és Toth [90] minden konvex sokszogre bebizonyitotta a sejtést. Tehat
my létezik (azaz véges) pontok egy tetszéleges adott konvex sokszog eltoltjaira vonatkozo metszethi-
pergrafjaira, ezaltal az érdeklgdés attevédott my, létezésére és korlataira. Kezdetben a fenti 3 dolgozat
k figgvényében exponencialis korlatokat bizonyitott. Ezutan Pach és Toth [88], majd Aloupis et al.
[11] javitotta ezt négyzetesre, majd linearisra kozéppontosan szimmetrikus konvex sokszogek esetén.
Végiil Gibson és Varadarajan [44] megmutatta, hogy my = O(k) pontok egy tetszéleges adott konvex
sokszog eltoltjaira vonatkozo metszethipergrafjaira.

Negativ eredmény, hogy konkév négyszogek esetén nem tudjuk jol 2-szinezni a pontokat a konkéav
négyszog eltoltjaira vonatkozoan [81],89]. Ilyen ellenpélda létezik térbeli gombokre [72] és térbeli konvex
politopokra is [89].

A R3-beli pontok j6 2-szinezése egy féltér eltoltjaira vonatkozoan trivialis feladat. Létezik azonban
egy érdekesebb alakzat R3-ban, amelyre a pontok jol 2-szinezhetéek az alakzat eltoltjaira vonatkozo-
an. Nevezetesen az orig6 csucsu térnyolcad, amelyet a {(z,y,2) : x,y,z > 0} pontok halmaza hataroz
meg (az eltoltjait térnyolcadoknak avagy oktansoknak nevezziik). Ezekrsl a szerzg és Palvolgyi [66]
bebizonyitotta, hogy R? barmely ponthalmaza 2-szinezhets ugy, hogy minden olyan térnyolcad, amely
legalabb 12 pontot tartalmaz, mindkét szinii pontot tartalmaz. Ennek fontos kovetkezményei vannak a
sfkban. Ugyanez érvényes ugyanis pontok barmely fix hdromsz6g homotetikusaira vonatkoz6 szinezé-
sére (egy alakzat homotetikusa egy olyan példanya, amelyet eltolassal és pozitiv nagyitasaval kapunk),
altalanositva Tardos és Toth eredményét a hdromszogek eltoltjairdl. Ugyanez vonatkozik a duélis prob-
lémara is, a haromszog homotetikusainak pontokra vonatkozo szinezésére. Kés6bb a szerzé Palvolgyivel
megmutatta, hogy pontok polikromatikus k-szinezése is lehetséges térnyolcadokra vonatkozoan [69], az-
az my, 1étezik, majd megmutattuk, hogy my = O(k*®3) pontok egy haromszog homotetikusaira vonat-
koz6 metszethipergrafjaira [59]. Ezt egy altalanosabb eredmény megmutatasaval bizonyitottuk, amely
szerint mo létezése egy polinomiélis korlatot implikal myg-ra pontoknak barmely adott konvex sokszog
homotetikusaira vonatkozoan. Ezutan Cardinal és tarsai megmutattak, hogy my, = O(k°3) a térnyol-
cadokra (és igy a haromszogekrsl szolo dudlis problémara is, azaz egy haromszog homotetikusainak
pontokra vonatkozo szinezésére). Ezutan a szerzd és Palvolgyi, az ma-ra vonatkozo korlatot térnyole-
adokra 12-16l 9-ra javitva [67], a két fenti korlatot O(k*%?)-ra, illetve O(k5%)-ra javitotta. Tovabbra
sem ismert, hogy igaz-e az O(k) korlat vagy sem.

A fenti, egy haromszég homotetikusairol szolo, kovetkezmények megnyitottdk az utat egy adott
konvex alakzat homotetikusainak vizsgalatahoz. Megjegyezziik, hogy ezek esetében a primal és duélis
problémak mar nem ekvivalensek. Ezen a teriileten a még mindig korlatozottan értjiikk csak a szine-
zések viselkedését. A szerz§ Ackermannal és Vizerrel egyiitt bebizonyitotta, hogy ms létezik pontok
barmely rogzitett paralelogramma (igy specialisan egy négyzet) homotetikusaira vonatkozoan. Igy a
korabban emlitett konvex sokszogekrsl szolo altalanos eredményiink szerint ezekre my = O(k%7°) is
teljesiil. Altalanosan, pontok konvex sokszogek homotetikusaira vonatkozé metszethipergrafjairol el-
képzelhets, hogy mindig jol 2-szinezhetk, de ezt nem tudjuk mar az 6tszogekre sem. Pozitivumként
emlékezziink vissza ismét arra, hogy amennyiben my létezik pontoknak valamilyen konvex sokszogre
vonatkoz6 metszethipergrafjaira, akkor az [59] eredményiink szerint my, is k valamilyen polinomjéaval
feliilr6l becsiilhets. Tovabba Palvolgyivel megmutattuk, hogy a jo 3-szinezhetGség mindig teljesiil eb-
ben az esetben [61]. Lattuk, hogy a térnyolcadrol szolo eredménybdl kovetkezik, hogy mao 1étezik egy
haromszog homotetikusainak pontokra vonatkoz6 metszethipergrafjaira, mely egy duélis probléma. Ko-
vacs azonban némileg megleps modon bebizonyitotta [71], hogy ez mar semelyik legalabb négy csucsu
konvex sokszog homotetikusaira nem teljesiil.

A térnyolcadokrol sz6l6 eredmények tovabbi kivetkezménye, hogy ugyanaz igaz a sikbeli pontok szi-
nezésére az un. feneketlen téglalapokra vonatkozoan (a feneketlen téglalapok azok az alakzatok, melyek
az alabbi modon leirhatok: {(x,y) : a < x < b,y < ¢} valamely a,b, c értékekre) és a dudlis problémara



is, azaz feneketlen téglalapok szinezésére pontokra vonatkozoan. Ezeket a szerzd elészor szisztemati-
kusan a [64]-ban tanulmanyozta. A primal esetben Asinowski és tarsai kozvetleniil megmutattak, hogy
my < 3k—2 [I4] (a legjobb also korlat az optimélis értékre 1.67k). A duélis esetben, azaz feneketlen tég-
lalapoknak pontokra vonatkozé metszethipergrafjara, a legjobb ismert eredmény my, = O(k>%?), mely
a térnyolcadokra vonatkoz6 eredmény kozvetlen kévetkezménye. A feneketlen téglalapok csalddjanak
van néhany specialis részcsaladja, melyekre my = O(k) ismert [21], de altalaban nem ismert lineéris
fels6 korlat.

A pontok feneketlen téglalapokra vonatkozo szinezésének vizsgalatat az motivalta, hogy ez ekviva-
lens az egyenes pontjainak egy bizonyos dinamikus szinezési problémajaval. Ezen tilmenden a dualis
probléma felhasznalhat6é ‘oszd meg és uralkodj’ tipusi algoritmusokban az &ltalanos tengelyparhuza-
mos téglalapokrol szolo kérdésekben. A tengelyparhuzamos téglalapok altal meghatarozott hipergrafok
képezik a teriilet néhany kozponti probléméjanak alapjat. Ezeknek a problémaknak a jellege kissé eltér
az eddig targyaltaktol, mivel itt a szinek szama fligg a pontok szamétol. A duélis problémérol szolva,
O(logn) szin sziikséges és elégséges a tengelyparhuzamos téglalapok jo szinezéséhez a pontokra vonat-
kozoan (barmely fix m esetén) [48, [87]. A priméal probléma esetén, ha m > 3, akkor ismét O(logn)
szin elegendd [7], azonban ha ugy szinezziik a pontokat, hogy a két pontot tartalmazé tengelyparhuza-
mos téglalapok mar jol szinezettek kell legyenek (vagyis a megfeleld Delaunay-grafot szinezziik), akkor
csak az ismert, hogy Q(logn/loglogn) szin sziikséges [27] és O(n"3%8) elegends [9, 25]. Ezen korlatok
kozotti rés sziikitése a teriilet fontos nyitott problémaéja.

Lattuk, hogy a[2.1]sejtés konvex sokszogekre igazolhato. Mit tudunk mas alakzatokrol? A legtermé-
szetesebb alakzat, amely nem sokszog, minden bizonnyal az (egység)korlap. Mani-Levitska és Pach [72]
egy publikalatlan kéziratban mar kozolte a sejtés bizonyitasat az egységkorlap eltoltjaira. Ezt azonban
nem ellendrizték uténa, és késébb megleps modon Palvolgyi talalt egy ellenpéldat (amelyet [72] néhany
eredményével egyiitt a [84]-ben publikaltak), igy megmutatva, hogy Pach sejtése nem igaz a korlapra.
Ugyanebben a dolgozatban megmutatjak, hogy ez a tétel szintén nem igaz mindenhol pozitiv gorbiiletd,
sima peremii konvex halmazokra, ellenben a nem-korlatos konvex halmazokra igaz. Kés6bb Palvolgyi
és Toth [90] teljes jellemzést adott azon konvex alakzatokrol, amelyekre a sejtés allitasa érvényes.

Még korabban Pach, Tardos és Toth [81] bizonyitotta, hogy pontok a kérlap homotetikusaira (azaz
az Osszes korlapra) vonatkozoan nem mindig jol 2-szinezhetdek.

A fentiek felvetik a kérdést, hogy a korlap eltoltjainak /homotetikusainak csaladja esetében pontosan
mekkora a yy, értéke. ElGszor is, a jol ismert Delaunay-graf, amely egybeesik a pontoknak korlapokra
vonatkozo metszethipergrafjanak Delaunay-grafjaval, koztudottan sik és igy jol 4-szinezhetd, ugyanak-
kor 4 szinre mar a pontok egységkorlapokra vonatkozo hipergrafjai esetén is sziikség lehet (pl. a teljes
négy cstcsu graf konnyen realizalhato). Ezért y legfeljebb 4 a kérlapok homotetikusaira, és igy (fel-
hasznalva, hogy xm < X) Xm is legfeljebb 4 mindkét csaladra. Smorodinsky [100] egy dualizacios érvvel
(a pontokat R? féltereire, a korlapokat R3 pontjaira leképezve) megmutatta, hogy x szintén legfeljebb
4 a korlapok homotetikusainak pontokra vonatkozé metszethipergrafjaira.

A kérdeés, hogy ezekre a csaladokra xy, vajon 3 vagy 4, tobbszor is felmeriilt, pl. a szerz6 altal [64],
méra egy esetet kivéve a probléma megoldodott. Daméasdi és Palvolgyi [28] megmutatta, hogy xm =3 a
pontok egységkorlapokra vonatkozé metszethipergrafjaira (és igy a duélis esetben is). Méasrészt ugyan-
ezek a szerz6k megmutattak [29], hogy xm = 4 a pontok korlapokra vonatkozo metszethipergrafjaira.
Mivel homotetikusok esetén a duédlis probléma mar nem ekvivalens a priméal problémaval, ezért a kor-
lapok pontokra vonatkozo6 szinezésének esetét a fentiek nyitva hagyjéak.

2.2. Pszeudo-korlapok

A szerz6 ebben a fejezetben bemutatott eredményei a [57), 53] publikaciokban jelentek meg, és az
értekezésben szerepel a bizonyitésuk.



2.2.1. Pszeudo-korlapok pszeudo-korlapokra vonatkozé metszethipergrafja

A korlapokkal kapcesolatos probléma két természetes moédon altaldnosithatd. Egyrészt tekinthetjiik
pszeudo-korlapok csaladjait. Mésrészt, tekinthetjiik pontok helyett valamilyen alakzatcsalad korlapokra
vagy pszeudo-korlapokra vonatkozd metszethipergrafjat. E két lehetséges kiterjesztés kozos altalanosi-
tasarol is sikeriil bizonyithatunk szinezési eredményeket. Mivel lattuk, hogy a xm, = x = 4 mér pontok
korlapokra vonatkozo szinezése esetén is, igy ezekben az altalanositasokban érdekesebb a yy, helyett a
x-re koncentralni, ezért ebben a fejezetben mindig a y-r6l beszéliink, azaz az 6sszes hiperélet tekintjiik
a szinezéskor, nem csak az elég nagy hiperéleket.

El6szor definidljuk a pszeudo-korlapok csaladjait, amelyek a korlapok csaladjainak altaldnositésai.

2.2. Definici6. Egy Jordan-tartomany egy (egyszeresen dsszefiiggd) zdrt, korldtos tartomdny, amelynek
hatdra eqy zdrt eqyszerd Jordan-gérbe. Jordan-tartomdnyok egy csalddjdt pszeudo-korlapok csalddjinak
nevezziik, ha bdrmely két tartomdny hatdrai legfeljebb két pontban metszik eqymdst.

A pszeudo-korlapok fogalma a matematika szamos teriiletén bizonyult hasznosnak, mivel a korlapok
fogalmat természetesen altalanositja, mikoézben megtartja szamos topoldgiai és kombinatorikai tulaj-
donségat, hasonléan ahhoz, ahogyan a pszeudo-egyenes csalddok altalanositjak az egyenesek csaladjat
(lasd a fejezetben). Az altalaban vizsgalt problémék a klasszikus algoritmikus kérdésektsl, mint
példaul a maximalis méretii fiiggetlen (diszjunkt) részcsaladok megtalalasa [20], a klasszikus kombina-
torikus geometriai kérdésekig, mint példaul az Erdés-Szekeres probléma [49], terjednek. Valoszintleg
a legfontosabb pszeudo-korlap csaladtipus az egy tetszGleges rogzitett konvex alakzat homotetikusai-
nak csalddja. Emiatt a pszeudo-korlapokrol szolé eredmények alkalmazhatok barmely rogzitett konvex
alakzat homotetikusairél szol6 eredményekre.

Olyan metszethipergrafokrol, amelyekben egyik definidlé csalad sem ponthalmaz, csak sporadi-
kus korabbi eredmények vannak. Egyenes intervallumainak metszethipergrafjait a szerzé és Palvolgyi
vizsgalta [67]. Vizsgaltak tovabba egységkorlapok, pszeudo-korlapok, négyzetek és tengelyparhuzamos
téglalapok metszethipergrafjait (és metszetgrafjait) [55] [38].

Jol ismert, hogy a pontok korlapokra vonatkozo Delaunay-grafja sikgraf és igy jol 4-szinezhetd.
A kovetkezs egyszert, de hasznos megfigyelésbdl az kovetkezik, hogy a megfelel§ hipergraf is jol 4-
szinezhetd.

2.3. Megfigyelés (Smorodinsky [100]). Ha A és B olyan csaladok, amelyeknél Z(A, B) minden hiperéle
tartalmaz eqy 2 méretd hiperélet, akkor a Delaunay-grdf jo szinezése egyben (A, B) jo szinezése is.

2.4. Definici6. Adott eqy H hipergrdif, csucsainak konfliktusmentes k-szinezése az egy olyan k szinnel
valo szinezés, amelyre H minden H hiperéle tartalmaz eqy olyan csicsot, amelynek szine kilonbozik H
0sszes tobbi csicsdnak szinétdl.

A [100] publikiciéban Smorodinsky egy altalanos keretrendszert dolgozott ki (a [36]-ben bemuta-
tott keretrendszer alapjan): a hipergraf részhipergrafjainak jo szinezéseit felhasznalva konfliktusmentes
szinezést tud megadni O(logn) szinnel (ahol n a hipergraf csicsainak szama). A tovabbiakban emlitett
eredmények ezt a keretrendszert hasznéljak arra, hogy konfliktusmentes szinezést kapjunk, ha méar van
jo szinezés. ElGszor, e keretrendszer megel6z8 valtozatat hasznéalva, Even et al. [36] bebizonyitotta,
hogy a pontok korlapokra vonatkozoan konfliktusmentesen szinezheték O(logn) szinnel:

2.5. Tétel (Even et al.[36]). Legyen D a sikbeli kérlapok csalddja és P egy véges ponthalmaz, Z(P,D)
konfliktusmentesen szinezhetd O(logn) szinnel, ahol n =|P)|.

Ismert, hogy ha korlapok csaladja helyett pszeudo-korlapok csaladjat vessziik, a Tétel korlatja
tovabbra is érvényes marad:
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2.6. Tétel (folklor). Legyen F egy pszeudo-kérlap csaldd és P egy véges ponthalmaz, Z(P,F) jol 4-
szinezhetd és O(logn) szinnel konfliktusmentesen szinezhetd, ahol n = |P|.

A bizonyitast az adja, hogy ismert, hogy a pontok pszeudo-korlapokra vonatkozo Delaunay grafja
szintén sikgraf és igy jol 4-szinezhets, majd alkalmazhatjuk a 23] Megfigyelést hogy megallapitsuk,
hogy az adott hipergraf is 4-szinezhet§. Ekkor Smorodinsky fent emlitett altalanos keretrendszere egy
O(logn) felss korlatot garantal a konfliktusmentes szinezésre.

A Tétel dualisdt Even et al. szintén bebizonyitotta, ezt Smorodinsky altalanositotta pszeudo-
korlapokra:

2.7. Tétel (Even et al. [30]). Legyen P a sik dsszes pontjanak halmaza és B a korlapok véges csalddja,
ekkor (B, P) jol 4-szinezhets és O(logn) szinnel konfliktusmentesen szinezhetd, ahol n = |B].

2.8. Tétel (Smorodinsky [100]). Legyen P a sik dsszes pontjanak halmaza és B a pszeudo-kérlapok véges
csaladja, I(B, P) konstans sok szinnel jol szinezhetd és O(logn) szinnel konfliktusmentesen szinezhetd,

ahol n = |B|.

Mig a pszeudo-korlapok pontokra vonatkozd szinezésére nem volt explicit felsé korlat, addig a
konvex alakzat homotetikusainak specialis esetére Cardinal és Korman megmutatta, hogy 4 szin elég,
akarcsak a korlapok esetében:

2.9. Tétel (Cardinal-Korman [22]). Legyen P a sik dsszes pontjinak halmaza, B pedig egy adott konvex
alakzat homotetikusainak véges csalddja, ekkor (B, P) jol 4-szinezhetd.

Nemrég Keller és Smorodinsky bebizonyitotta, hogy a kérlapok korlapokra vonatkoz6 metszethi-
pergrafja is szinezhetd ilyen modon, ez a[2.5] és[2.7] Tételek kozos altalanositasa:

2.10. Tétel (Keller-Smorodinsky [55]). Legyen D a sik dsszes korlapjanak csalddja és B korlapok véges
csalddja, Z(B, D) jol 6-szinezhetd és O(logn) szinnel konfliktusmentesen szinezhetd, ahol n = |B.

Bar ugyanezt nem bizonyitottak be pszeudo-korlapokra, két specialis esetet megoldottak (ezeket
csak a f6 eredményiik bizonyitasanak részeként kozolték):

2.11. Allitas (Keller-Smorodinsky [55]). Adott egy véges F pszeudo-kérlap csaldd és F eqy B részcsa-
lddja, Ha B vagy F \B csak pdronként diszjunkt pszeudo-korlapokat tartalmaz, akkor Z(B,F) konstans
sok szinnel jol szinezhetd és O(logn) szinnel konfliktusmentesen szinezhetd, ahol n = |B|.

A2710] Tételt altalanositjuk arra az esetre, ha egy pszeudo-korlap csalad egy masik pszeudo-korlap
csaladra vonatkozé metszethipergrafjat szinezziik, ami az Osszes fenti eredmény kozos altaldnosité-
sa Tétel és . Allitas). Jo 4-szinezhetdséget bizonyitunk, mely optimélis és
fgy javitja a [2.8] Tétel korlatjat is valamilyen konstans szami szinrdl 4 szinre, és javitja a Té-
tel korlatjat is 6 szinrél 4 szinre. Ekézben bebizonyitjuk, hogy egy pszeudo-korlap csaldd egy mésik
pszeudo-korlap csaladra vonatkozé Delaunay-grafja sikgraf. Tovabba alternativ bizonyitast nytjtunk
a és Tételekre (mindkettst eredetileg dualizacioval egy 3 dimenzios térben levd ponthalmaz
szinezési kérdésére vezették vissza):

2.12. Tétel (Keszegh [57]). Adott eqy F pszeudo-kirlapokbol dllo csaldd és eqy B pszeudo-kirlapokbdl
d@llo véges csalad, Z(B,F) jol 4-szinezhetd.

A szokasos keretrendszer hasznalataval a Tételbsl konnyen kovetkezik, hogy:

2.13. Kovetkezmény (Keszegh [07]). Adott eqy F pszeudo-korlapokbol dllo csaldd és egy B pszeudo-
korlapokbdl dllo véges csaldad, Z(B,F) O(logn) szinnel konfliktusmentesen szinezhetd, ahol n = |B|.
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Megjegyezziik, hogy az . Allitasbol egyszertien kovetkezik [55] 6 eredménye a pszeudo-korlapok
metszetgrafjainak (nyilt/zart) szomszédsagi hipergrafjainak konfliktusmentes szinezésérsl (definiciokat
és részleteket lasd [55])). Igy a Tételbdl a 6 eredmeényiik is kovetkezik.

Megjegyezziik, hogy a[2.12] Tételben B és F semmilyen modon nem kapcsolodik egymashoz, igy, bar
két konvex alakzat végtelen sokszor metszheti egymaést, kissé meglep§ moédon a kovetkezs kovetkezmény
igaz:

2.14. Kovetkezmény (Keszegh [57]). Egy A konvex alakzat homotetikusainak csaladja egy mdsik B
konvex alakzat homotetikusainak csalddjdra vonatkozoan jol 4-szinezhetd.

Buzaglo et al. [20] megmutatték, hogy a Z(P,F) hipergraf VC-dimenzidja, amelyet egy P véges
ponthalmaz hataroz meg egy F pszeudo-korlap csaladra vonatkozoan, legfeljebb 3 (és ez a korlat
éles), és ezt felhasznélva bebizonyitottak, hogy az ilyen hipergrafban a legfeljebb ¢ méretii hiperélek
szama O(t?n) (és ez mar akkor is éles, ha F a korlapok csaladja). Aronov et al. [I2] megmutattak,
hogy egy F pszeudo-korlap csalad és F véges B részesaladja esetén Z(B,F) metszethipergraf VC-
dimenzi6ja legfeljebb 4 (és ez a korlat éles). A [20] publikacioban leirtakhoz hasonlé modszerekkel
megmutatjak, hogy ebbél kovetkezik, hogy Z(B,F)-ben a legfeljebb ¢ mérett hiperélek szama O(t3n)
(ennek élességét nem bizonyitjak). Mi a kovetkezs altalanosabb allitdsokat latjuk be (ahol B nem
feltétleniil F részcsaladja):

2.15. Tétel (Keszegh [57]). Adott eqy F pszeudo-korlapokbol dllé csaldd és egy véges B pszeudo-
korlapokbdl dllo csaldd, az Z(B,F) metszethipergraf VCO-dimenzidja legfeljebb 4 (és ez a korldt éles).

2.16. Tétel (Keszegh [57]). Adott pszeudo-korlapok eqy F csalddja és eqy n darab pszeudo-korlapokbdl
dllo B csaldd, az (B, F) metszethipergrdfban a legfeljebb t méretid hiperélek szama O(t3n).

Megjegyezziik, hogy a Tétel esetében ismét nem ismert, hogy éles-e.

A Jordan-tartoményok egy B csaladjat mem dtszird-nak nevezziik, ha A \ B minden A, B € B
halmazparra Osszefiiggs. Megjegyezziik, hogy a pszeudo-korlapok egy csalddja mindig nem Aatszaro.
Raman és Ray [94] a nem atsziré alakzatcsaladokkal kapcsolatos problémakat vizsgélta. A Delaunay-
graf helyett az an. sikbeli tamaszté grafok 1étezését vizsgaltak, a pakolasi és fedési problémakhoz tartozo
polinom idej approximacios sémak (PTAS) megtalalasara valé alkalmazhatosaguk altal motivalva. A
H = (V,E) hipergraf tdmaszté grdafja egy olyan G graf, amelynek csicshalmaza V és minden E €
& hiperél esetén a G-nek az F cstcsai altal indukalt részgrafja Osszefiiggs. Megjegyezziik, hogy egy
tamaszté graf sziikségszertien tartalmazza a H Delaunay-grafjat mint részgrafot. A tovabbiakban sikbeli
tamaszté grafnak neveziink egy tamasztografot, ha az sikgraf. F6 eredményiik a kovetkezs:

2.17. Tétel (Raman-Ray [94]). Adott két, nem dtsziré alakzatokbol alle F és B csaldd, Z(B,F)-nek
létezik sikbeli tamaszto grdfja.

Vegylik észre, hogy mig egy hipergraf Delaunay-grafjanak jo szinezése nem feltétlentil jo szinezése
maganak a hipergrafnak, addig egy tdmaszté graf jo szinezése egyben a hipergraf jo szinezése is.
Emlékezve arra, hogy egy pszeudo-korlap csalad mindig nem &atszurd, a Tétel altal garantélt
sikbeli tamaszto graf jo 4-szinezésébdl kovetkezik a [2.12] Tétel.

2.2.2. Linearis unié-bonyolultsagi csaldd pszeudo-korlapokra vonatkozé metszethiper-
grafja

A [100] publikiciéban a[2.8] Tételt egy &ltaldnosabb allitas bizonyitasaval lattak be, mely lineéris
unié-bonyolultsiagi csalddok pontokra vonatkozd metszethipergrafjarol szol.
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2.18. Definicié. Legyen B a sikban véges sok Jordan-tartomdnybdl dllo olyan csaldd, amelynek tag-
jainak hatdrai pdronként véges sok pontban metszik eqgymdst. A B elrendezés csicsai a B tartomanyok
hatdrainak metszéspontjai, az élei a B tartomdnyok hatdrainak azon maximdlisan 6sszefiiggd részei,
amelyek nem tartalmaznak csicsot és a lapjai a sik azon mazximdlisan dsszefliggd részei, amelyek az
elrendezés éleitdl és csucsaitol diszjunktak.

2.19. Definicié. Egy B Jorddn-tartomdnycsaldd U(B) unio-bonyolultsaga a B elrendezés azon éleinek
szdma, amelyek az UgegB hatdrdn fekszenek.

Azt mondjuk, hogy egy B alakzatcsaldd (c)-linearis unio-bonyolultsagt, ha létezik egy olyan ¢ kons-
tans, hogy B bdarmely B' részcsalddja esetén B’ unid-bonyolultsdga legfeljebb c|B’|. E|

2.20. Tétel (Kedem et al. [52]). Pszeudo-kérlapok barmely véges csalddja linedris unid-bonyolultsdgu.

A Tétel azt mutatja, hogy Smorodinsky kovetkezs eredménye valéban altaldnosabb, mint a
Tétel.

2.21. Tétel (Smorodinsky [100]). Legyen P a sik dsszes pontjdnak halmaza, B pedig linedris unid-
bonyolultsagi Jordan-tartomdnyok egy véges csalddja. Ekkor Z(B, P) konstans sok szinnel jol szinezhetd
és O(logn) szinnel konfliktusmentesen szinezhetd, ahol n = |B\E|

Ezt a kovetkez&képpen altalanositjuk:

2.22. Tétel (Keszegh [57]). Adott eqy F pszeudo-korlapokbol dllo csaldd és egqy véges B linedris unid
komplezitdisiu Jordan-tartomdnycsaldd, Z(B,F) konstans sok szinnel jol szinezhetd.

Megjegyezziik, hogy a Tételt hasznalva megkapjuk, hogy a Tételbdl egy (nem explicit és
rosszabb) fels6 korlat kovetkezik a Tételre.

2.23. Kovetkezmény (Keszegh [57]). Adott eqy F pszeudo-kirlapokbdl dllo csaldd és egy véges B lined-
ris unid-bonyolultsigu Jordan-tartomdnyokbdl dllé csaldad, Z(B,F) O(logn) szinnel konfliktusmentesen
szinezhetd, ahol n = |B|.

2.24. Kovetkezmény (Keszegh). Adott eqy F pszeudo-korlapokbol dlle csaldd és eqy véges B linedris
unid-bonyolultsagi Jordan-tartomdnyokbsl dllé csaldd, a Z(B,F) metszethipergraf d VC-dimenzidja
korldtos és T(B,F)-ben a legfeljebb t méreti hiperélek szima O(t4'n).

Eddig a pszeudo-korlapok és a linedris unié-bonyolultsagn csaladok pszeudo-korlapokra vonatkozé
metszethipergrafjait vizsgaltuk. A kdvetkezGkben az egyenesek pszeudo-korlapokra vonatkozo metszet-
hipergrafjait tekintjik. Megjegyezziik, hogy az egyenesek csalddja nem linearis unié-bonyolultsag.

2.2.3. Egyenesek pszeudo-koérlapokra vonatkozé metszethipergrafja

Ebben a fejezetben az egyenesek pszeudo-korlapokra vonatkoz6é metszethipergrafjait vizsgaljuk,,
azaz az Z(L,F) hipergrafot, ahol L sikbeli egyenesek csaladja, F pedig pszeudo-korlap csalad. Feltéte-
lezziik, hogy a geometriai objektumok altalanos helyzetben vannak, abban az értelemben, hogy nincs 3
egyenes, amely kozos ponton halad at, illetve nincs olyan egyenes, amely két pszeudo-korlap hataranak
metszéspontjan halad at.

belathato, hogy ez nem befolyésolja a linearis unié-bonyolultsag tulajdonsag meglétét, ha B egy Jordan-tartoménycsalad.
Megjegyezziik még, hogy a linearis unié-bonyolultsdg nem mindig 6roklgdden definialt, mi az allitasaink egyszertisitése
érdekében definialtuk igy.

3Ha egy allitas egy (c-)linearis uni6-bonyolultsagn csaladra vonatkozik, akkor a konstans alatt egy c-t6l fliggs allandot
értiink, és az O jelolés hasonloképpen a c-t6l valo fiiggést rejti.
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Ebben a fejezetben csak a hipergrafok méreteivel foglalkozunk. Azért nem tekintjiik a szinezésiiket,
mert még a xy, is végtelen erre a csaladra [81]. Valoban, ez egy altalanosabb csalad, mint az egyenesek
pontokra vonatkozé metszethipergrafjainak csaladja, amely egy standard dualizéciés érvvel megegyezik
a dualisaval, a pontok egyenesekre vonatkoz6 metszethipergrafjainak csaladjaval. Ez utobbi csaladra
tetszGleges ¢, m esetén a Hales-Jewett tételbsl vett megfelels konstrukciot altaldnos iranyban a sikra
vetitve kapunk egy olyan konstrukciét, amelyben a pontok barmely ¢ szinnel valé szinezésében lesz egy
m darab pontot tartalmaz6é monokromatikus egyenes.

A pontok egyenesekre vonatkoz6 metszethipergrafjaitol eltéréen egy egyenesek pszeudo-korlapokra
vonatkozd Z(L,F) metszethipergrafjaban, a hiperélek szama a csicsok szamatol négyzetesen fiigghet.
Ez mar akkor is igaz, ha az egyenesek egy n/2xn/2-es racsot alkotnak, és csupan az egyenesek korlapokra
vonatkozo metszethipergrafjat vessziik. Aronov et al. [I3] egy szebb példat is talalt. Megmutattak, hogy
barmely L egyenescsalad esetén, ha F barmely egyenesharmas altal alkotott haromszogek beirt koreibsl
éll,tadz(kor barmely t > 3 esetén Z(L,F)-ben a t méreti hiperélek (roviden ¢-hiperélek) szama pontosan

n—t+

( 2Béu)lrmely fix t esetén léteznek olyan Z(L,F) hipergrafok, amelyekben a t-hiperélek szama nagyobb,
mint Aronov et al. [I3] konstrukciojaban, még akkor is, ha F csak korlapokat tartalmazhat (mivel a
korlapok egy része nem biztos, hogy az egyenesek altal alkotott egyik haromszog beirt kore). Belatjuk,
hogy a t-hiperélek szama nem lehet lényegesen nagyobb barmely Z(L,F) hipergraf esetén, ahol L
egyenesek egy csaladja és F pszeudo-korlapok egy Csalédjaﬂ Bebizonyitjuk a kévetkezst (itt E(H) a
H hiperélek halmazat jeloli):

2.25. Tétel (Keller-Keszegh-Palvolgyi [53]). Legyen £ n sikbeli egyenes csalddja és F eqy pszeudo-
korlap csaldd, és tegyiik fel, hogy a két csaldd dltaldnos helyzetben van. Ekkor

[{e € E(Z(L, F)) < lel = t}] = Ou(n®).

Bizonyitasi modszereink valoszintiségi és sikbeli érvek kombinaciéi, valamint felhasznaljuk az egye-
nesek elrendezésének tulajdonsagait, kivaltképp a zona tételt.

Megjegyezziik, hogy a Tételben a t-t6] valo fiiggés nem feltétleniil optimalis. Akar O(tn?)
vagy akar O(n?) (azaz t-t6l fiiggetlen korlat) is igaz lehet.

Ezen kiviil megmutatjuk, hogy £ és F barmely valasztasa esetén az Z(L,F) hiperéleinek teljes
szama O(n?). Bz a fels6 korlat éles, mivel az Aronov és tarsai altal bemutatott hipergrafban a hiperélek
szama (g)

2.26. Allitas (Keller-Keszegh-Palvolgyi [53]). Legyen £ n sikbeli egyenes csalddja és F egy pszeudo-
korlap csaldd, és tegyiik fel, hogy a két csaldd dltaldnos helyzetben van. Ekkor |E(Z(L,F))| = O(n?).
2.3. ABA-mentes hipergrafok és altalanositasaik

A szerz8 ebben a fejezetben bemutatott eredményei a [60] [4] [56] publikiciokban jelentek meg, és
az értekezésben szerepel a bizonyitasuk.
2.3.1. ABA-mentes hipergrafok és pszeudo-félsik hipergrafok

A konvex sokszogek eltoltjainak és homotetikusainak, korlapoknak, majd pszeudo-korlapoknak a
vizsgalata utédn a talan legtermészetesebb hatralevs sikbeli alakzatcsalad a félsikok csaladja. A pontok
félsikokra vonatkozo és a félsikok pontokra vonatkozé metszethipergrafjait el@szor a szerzd [63, [64],
majd Fulek [42] vizsgéalta, majd polikromatikus k-szinezéseiket Smorodinsky és Yuditsky [102]. Ok

1A pszeudo-kérlapok és kérlapok &ltal indukalt hipergrafok kézétti kiilonbségrdl lasd még [40] és az ott talalhato
hivatkozéasokat.
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bizonyitottak, hogy my = 2k — 1 pontok félsikokra vonatkozé szinezésére, mig my < 3k — 2 a félsikok
pontokra vonatkozo szinezésére, ez utébbi korlat élessége nem bizonyitott.

Hasonl6an ahhoz, ahogyan a pszeudo-korlapok &ltalanositjak a korlapokat, a félsikokat is altala-
nosithatjuk pszeudo-félsikokka. Egy pszeudo-egyenes csaldd az olyan mindkét iranyba végtelen gérbék
csaladja, amelyek paronként legfeljebb egyszer metszik egymést, tovabbé egy pszeudo-félsik csalad
olyan sikbeli tartoméanyok csalddja, amelyek hatarai pszeudo-egyenes csaladot alkotnak.

Korabban mar emlitettiik, hogy pontok egy tetszdleges fix nem-korlatos konvex halmaz eltoltjaira
vonatkozoan jol 2-szinezhetGek. Valojaban ma = 3 elégséges [84]. Mivel egy nem-korlatos konvex halmaz
eltoltjai pszeudo-félsik csaladot alkotnak (valoban, hataraik legfeljebb egyszer metszik egymast, és igy
pszeudo-egyenes csaladot alkotnak), ezért a pszeudo-félsikokra vonatkozo késébb kimondott eredmé-
nyiinkbdl az optimélis my = 2k — 1 Altaldnositas kovetkezik nem-korlatos konvex halmazokra.

A félsikokra vonatkozo Gsszes (primél és dudalis) eredményt altalanositjuk pszeudo-félsikokra, meg-
valaszolva ezzel a [102] szerzéi altal nyitva hagyott kérdést. Ehhez a vizsgalt hipergrafcsaladokat kom-
binatorikai médon definialjuk, geometriai terminologiak nélkiil. Megmutatjuk, hogy ez az absztrakt
hipergréfcsalad megegyezik a pontok pszeudo-félsikokra vonatkozo metszethipergrafjainak csaladjaval.
Igy ezutan mar csak ezekkel a kombinatorikusan definialt hipergrafokkal kell foglalkoznunk.

2.27. Definici6. Egy H hipergrdf rendezett csicshalmazon ABA mentes, ha H nem tartalmaz olyan
A és B hiperéleket, melyekre van hdrom x <y < z cstics , hogy x,z€ AN B ésye B\ A.

Egy nem rendezett csicshalmazon adott hipergrif ABA-mentes, ha a csicsainak van olyan rende-
zése, amellyel a hipergraf ABA-mentes.

Eqgy S rendezett ponthalmazon lévéd H hipergrdfot pszeudo-félsik hipergrafnak neveziink, ha létezik
eqy olyan ABA-mentes F hipergrdf S-en, hogy H c FUF, ahol F az F hiperéleinek komplementereinek
csalddja.

A kovetkezd példak mind ABA-mentes hipergrafokat adnak: pontok egyenes intervallumaira vonat-
koz6 metszethipergrafja, sikbeli pontok egy felfelé nem korlatos konvex halmaz eltoltjaira vonatkozd
metszethipergrafja, sikbeli pontok felfelé nézg félsikokra vonatkozé metszethipergrafja. Tovabba, sik-
beli pontok az Gsszes félsikra vonatkoz6é metszethipergrafja egy pszeudo-félsik hipergraf. Ezek a példak
illusztraljak, hogy az ABA-mentes hipergrafokrol szolo absztrakt eredményekbdl hogyan kovetkeznek
geometriai eredmények. S6t, az ABA-mentes hipergrafoknak van egy ekvivalens geometriai definicija,
a pontok felfelé néz6 pszeudo-félsikokra vonatkozé metszethipergrafjainak csaladja, amelyek természe-
tes modon altaldnositjak ezeket a geometriai példakat.

Az ABA-mentes hipergrafokra vonatkozo {6 eredményiink a kévetkezo.

2.28. Tétel (Keszegh-Palvolgyi [60]). Adott eqy ABA-mentes H hipergrdf, ekkor csucsait k szinnel ki
tudjuk szinezni gy, hogy minden olyan A € H hiperél, amelynek mérete legaldbb 2k — 1, tartalmazza az
osszes k szint.

Bizonyitasunk Smorodinsky és Yuditsky pontok félsikokra vonatkoz6 szinezésérdl szolo bizonyitésat
koveti. Ezutan belatjuk, hogy ennek a probléménak a dudlisa ekvivalens a primal feladattal, amibgl
kovetkezik, hogy minden (2k — 1)-uniform ABA-mentes hipergraf hiperélei k szinnel szinezhetdk, ugy,
hogy ha egy v cstcsot tartalmazé Osszes hiperél H, csaladja legalabb my = 2k — 1 mérettd, akkor H,
mind a k szinosztalyboél tartalmaz hiperélet.

A pszeudo-félsik hipergrafok csaladja altalanosabb, mint az ABA-mentes hipergrafoké, ennek elle-
nére ugyanazt a korlatot be tudjuk latni:

2.29. Tétel (Keszegh-Palvolgyi [60]). Adott eqy H pszeudo-félsik hipergrdf, ekkor csucsait k szinnel
tudjuk kiszinezni gy, hogy minden A € H, amelynek mérete legaldbb 2k — 1, tartalmazza az Osszes k
szint.
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Mindkét eredmény éles. Megjegyezziik, hogy mint méar emlitettiik, ezekbdl ugyanez kovetkezik a
pontok nem-korlétos konvex halmazokra vonatkozd metszethipergrafjaira is.
A dualis hipergrafrol a kdvetkezoket latjuk be.

2.30. Tétel (Keszegh-Palvolgyi [60]). Adott eqgy H pszeudo-félsik hipergrdf, ekkor H hiperéleit k szinnel
ki tudjuk szinezni ugy, hogy minden olyan csucsot, amelyet legaldbb 3k — 2 hiperél tartalmaz, azt mind
a k szind hiperél tartalmaz.

Ez az eredmény nem biztos, hogy éles, a legjobb ismert alsoé korlat my-ra 2k — 1 [102]. Ezen kiviil
vizsgaljuk az ugynevezett pszeudo-félgomb hipergrafokat is, amelyek a pszeudo-félsik hipergrafoknak
és azok dualisainak kozos altalanositésai.

2.3.2. ABAB-mentes hipergrafok

Az ABA-mentes hipergraf definicioja a Davenport-Schinzel sorozatokhoz hasonléan [30] egyszert
modon Altalanosithatd tobb valtakozéasra. Megmutatjuk, hogy mar egy tjabb valtakozas olyan hiper-
grafokat ad, melyek nem mindig jol 2-szinezhetdek.

Legyen £ > 1 egy olyan szam, hogy 2¢ egész szam. Jeloljiik (AB)Z—VGI az A és B betiik 2¢ hosszusagi
valtakozo sorozatat. Példaul (AB)!5 = ABA és (AB)? = ABABAB.

2.31. Definicié ((AB)*mentes hipergrafok). Egy rendezett elemhalmaz A, B részhalmazai (AB)-
sorozatot alkotnak, ha vannak olyan aq < by < ag < by < ...<ay <by elemek, hogy {ai,as,...,ap} c ANB
és {bl,bg,...,bg} c B\ A.

Egy rendezett csicshalmazi hipergraf (AB)E—mentes, ha nem tartalmaz két A és B hiperélet melyek
eqy (AB)*-sorozatot alkotnak.

Egy rendezetlen csicshalmazi hipergraf (AB)E—mentes, ha van olyan sorrendje a csucsainak, hogy
az gy rendezett csicshalmazi hipergraf (AB) -mentes.

Az ABAB-mentes hipergrafokra vonatkozé eredményeink a kovetkezdsk:

2.32. Tétel (Keszegh-Palvolgyi [60]). Minden m > 2 esetén létezik eqy ABAB-mentes m-uniform
hipergrdf, amely nem jol 2-szinezhetd.

2.33. Tétel (Ackerman-Keszegh-Palvolgyi [4]). Minden ABAB-mentes hipergrdf jol 3-szinezhetd.

Hasonl6an ahhoz, ahogyan az ABA-mentes hipergrafok éppen a pontok felfelé nézs pszeudo-félsikokra
vonatkoz6 metszethipergrafjai, az ABAB-mentes hipergrafok éppen a pontok felfelé nézé pszeudo-
parabolakra vonatkozo metszethipergrafjai, és altalanosabban (AB)‘-mentes hipergrafok pontok olyan
mindkét irdnyba végtelen z-monoton gérbék feletti tartomanyokra vonatkozé metszethipergrafjai, amely-
ben a gorbék paronként legfeljebb 2¢ — 2-szor metszik egymast. Bar ez konnyen bizonyithatd, megmu-
tatjuk az ABAB-mentes hipergrafok egy nem-trividlis geometriai reprezentaciojat is, pontoknak egy
koz6s pontot tartalmazé pszeudo-korlapok csaladjara vonatkozo metszethipergrafjaként (ezeket leszurt
pszeudo-korlapoknak nevezziik):

2.34. Tétel (Ackerman-Keszegh-Palvolgyi [4]). Egy hipergrdf éppen akkor ABAB-mentes, ha pontok
leszurt pszeudo-kérlap csalddra vonatkozo metszethipergrdfja.

Ebbél kovetkezik az aldbbi tétel:

2.35. Tétel (Ackerman-Keszegh-Palvolgyi [4]). Legyen F pszeudo-korlapok olyan csalddja, amelyek
kézds metszete nem fdres, €s legyen S egy véges ponthalmaz. Ekkor az S pontjait 3 szinnel lehet gy
kiszinezni, hogy F bdarmely olyan pszeudo-korlapja, amely legaldbb két pontot tartalmaz S-bdl, két ki-
10nbo20 szind pontot tartalmaz. Tovdabbd, minden m egész szdmhoz létezik eqy S ponthalmaz és pszeudo-
kérlapok egy F csalddja, amelyek kizos metszete nem dres, ugy, hogy a pontok minden 2 szinnel vald
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szinezéséhez létezik eqy olyan pszeudo-korlap, amely legaldbb m pontot tartalmaz, melyeknek ugyanaz a
szine.

A 2.35] Tételbdl konnyen kovetkezik az alabbi allitas.

2.36. Kovetkezmény (Ackerman-Keszegh-Palvolgyi [4]). Adott S véges ponthalmaz esetén S pontjai
hdrom szinnel szinezhetdek gy, hogy minden olyan korlap, amely tartalmazza az origdt és S legaldbb
két pontjdt, az tartalmaz két kilonbozd szind pontot.

Nemrég Daméasdi és Palvolgyi bebizonyitotta, hogy mar a pontok leszurt kérlapokra vonatkozé jo
szinezése esetén sem elég két szin [29] (barmilyen fix m esetén), és igy ez a 3-as korlat a lehetd legjobb.
Azt is megmutattik, hogy a pontok leszirt egységkorlapokra vonatkozé szinezése esetén 2 szin elég.
Ugyanez vonatkozik a konvex tartomanyok leszurt eltoltjaira és homotetikusaira is (2 illetve 3 szin elég
és sziikséges). Azonban a pontok konvex sokszogek leszurt homotetikusaira vonatkozo jo szinezésére
bebizonyitjak, hogy 2 szin is elég. Megjegyezziik, hogy ez egy tjabb megoldott specialis esete a pontok
konvex sokszog homotetikusaira vonatkozoé jo 2-szinezésének nyitott problémajara.

2.3.3. Tovabbi eredmények

Foglalkoztunk a ABA-mentes hipergrafokkal, azok duélisaival és méas altaldnositasaikkal. Ezutan
foglalkoztunk ABAB-mentes hipergrafokkal. Bemutattunk tovabba ezen eredmények szamos kovetkez-
ményét egyes geometriai hipergrafok szinezésérsl.

Hasonlo kérdéseket vizsgalhatunk duélis-ABAB-mentes hipergrafokkal (azaz ABAB-mentes hiper-
grafok dualisaval) kapcsolatban is, ami egyenértékii a leszurt pszeudo-korlapok fedés-szétszedési prob-
lémajaval. Ezzel kapcsolatban Palvolgyivel bebizonyitottuk (folyamatban 1évé munka), hogy az ilyen
hipergrafok jol 4-szinezhet&ek, mig minden m > 2 esetén létezik olyan dualis-ABAB-mentes m-uniform
hipergraf, amelynek nem létezik j6 2-szinezése. Ez eldontetleniil hagyja a problémat, hogy az m-uniform
dualis-ABAB-mentes hipergrafok jo szinezéséhez 3 vagy 4 szin sziikséges-e.

A tovabbiakban ¢ > 2 esetén (AB)*‘-mentes hipergrafokat vizsgalunk, és megmutatjuk, hogy ym = oo
mar az ABABA-mentes hipergrafok esetében is, a [2.32] Tétel bizonyitasahoz hasonlé konstrukeiot
hasznéalva, amely viszont a [8I]-beli hipergrafot hasznéalja.

2.37. Tétel (Ackerman-Keszegh-Palvolgyi [4]). Minden ¢ > 2 és m > 2 esetén létezik eqy ABABA-
mentes m-uniform hipergrdf, amely nem jol c-szinezhetd.

Mit mondhatunk az (AB )é—mentes n csicsd hipergrafok éleinek maximalis szaméarol? Egyrészt egy
(AB Ye-mentes hipergraf VC-dimenzioja legfeljebb 20— 1, ezért a Sauer-Shelah lemma szerint legfeljebb
O(n%_l) hiperéle lehet. Masrészt vegyiink egy n cstcsbol 4llo rendezett halmazt, és osszuk fel 2¢ -1
darab majdnem azonos méret intervallumra. Legyen a cstcsok 6sszes olyan részhalmaza hiperél, amely
ezen intervallumok elStagjainak unioja. Igy kapunk egy @(n%_l) hiperéllel rendelkezé hipergrafot, és
kénnyen belathato, hogy ez (AB)%mentes. Ez tehat egy (AB)‘-mentes hipergraf maximalis mérete fix
¢ esetén.

Megjegyezzik, hogy azt feltenni, hogy a VC-dimenzi6 legfeljebb 2¢ — 1 az egy gyengébb feltéte-
lezés, mint az (AB)‘-mentesség. Barmely ¢ és m esetén léteznek 2 VC-dimenziéja m-uniform hiper-
grafok, amelyek nem jol c-szinezhetdek; a [81] és [89] {6 konstrukcioi altalanosithatoak 2-szinesekrél
c-szinezésekre, és igy 2 VC-dimenzi6ja m-uniform hipergrafokat kapunk.

Végezetiil emlitiink egy mésik érdekes kutatasi iranyt. A pszeudo-félsik hipergrafokrol szold ered-
mények bizonyitasaban sziikségiink lesz a kovetkezd Helly-tipusii eredményre: ha egy pszeudo-félsik
hipergraf barmely harom hiperéle metszi egymaést, akkor a hipergrafot bgvithetjiik egy minden hiper-
élben szerepl csuccsal ugy, hogy az még mindig egy pszeudo-félsik hipergraf marad. A kozelmiltban
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Jensen et al. [50] egy diszkrét Helly-tipusti eredményt mutatott félsikokra. Kideriilt, hogy ez pszeudo-
félsikokra is altalanosithato: [56]-ben bebizonyitottuk tobbek kozott, hogy adott pszeudo-félsik hiper-
graf esetén, ha a hiperélek minden harmasanak van egy kozos csiicsa, akkor létezik egy legfeljebb
két cstcesbol allo halmaz, amely minden hiperélet leszir. Osszefoglalva, minden hiperélet vagy egy,
az eredeti csiicshalmazon ‘kiviil es§’ csticesal, vagy két, az eredeti csticshalmazbol szarmazé csiicesal
szurhatunk le. Hasonlé eredmények bizonyithatéak a dudlis pszeudo-félsik hipergrafokrol is [50]. Ezt
a kutatasi iranyt a [68]-ban az értekezés szerzdje a kovetkez6 modon folytatja. A sikban a konvex
halmazok egyik definicidja az, hogy azok félsikok metszetei. Analdég moédon tekinthetiink tigynevezett
pszeudo-konvex halmazokat, amelyeket egy pszeudo-félsik hipergraf hiperéleinek metszetei hataroznak
meg. A [68] publikicioban a szerz6 a konvexitas szamos klasszikus eredményét altaléanositja erre a foga-
lomra, tobbek kozott a Helly-tételt, a Carathéodory-tételt, a Kirchberger-tételt, a szétvélasztési tételt,
a Radon-tételt és a Cup-Cap-tételt. Ezen eredmények részletes targyalasa nem fér bele a disszertacio
kereteibe, b6vebben ezekrsl és a konvexitaselmélet mas teriileteivel valdé szoros kapcsolatukrol lasd a
[68] publikaciot.

2.4. Erintégrafok

A szerz§ ebben a fejezetben bemutatott eredményei a [0, 62, [5] publikiaciokban jelentek meg, és az
értekezésben szerepel a bizonyitésuk.

Ebben a fejezetben gérbék csaladjaban az érintd gérbeparok maximaélis szamat vizsgéljuk, ahol két
gorbét akkor neveziink érintének, ha pontosan egyszer metszik egymast, és ebben a metszéspontban
nem Keresztezik, hanem érintik egymaést.

Gorbének egy Jordan ivet tekintiink, azaz egy zart intervallumbol R2-be injektiv folytonos fiiggvény
képét. Ha egy gorbén nincs két olyan pont, amelynek z-koordinataja megegyezik, akkor a gorbét
x-monotonnak nevezziik. Csak olyan gorbecsaladokat tekintiink, amelyeknél minden gorbepar véges
szamu pontban metszi egymast. Az ilyen csaladot t-metszé-nek nevezziik (néha ezeket precizebben
legtibb t-metszdnek is nevezziik), ha minden gorbepéar legfeljebb ¢ pontban metszi egymast. Két gorbe
egy p metszéspontja keresztezd pont, ha van egy p kozéppontia kis korlap, D, amely nem tartalmazza
mas metszéspontjit a két gorbének, és mindkét gérbe pontosan két pontban metszi a D hatarat, és
e négy pont ciklikus sorrendjében nincs két egymast koveté pont ugyanazon goérbén. Ha két gorbe
pontosan egy pontban metszi egymaést, és ez nem keresztezd pont, akkor azt mondjuk, hogy abban az
érintd pontban érinti eqymdst a két gorbe.

Az érintések szama alatt az érinté gorbeparok szamaéat értjiik. Ha tobb, mint két gérbe metszheti
egymast egy kozos pontban, akkor minden gérbepar lehet érints, példaul az 2%, i = 1,2,...,n fiigg-
vények grafikonjai a [-1,1] intervallumban. Ezért figyelmiinket olyan gorbecsaladokra korlatozzuk,
amelyekben harom gorbe nem metszi egymést kdzos pontban.

Sok esetben a gorbéket lokalisan perturbalhatjuk ugy, hogy az érintések digonokka (a gorbék el-
rendezésében két oldalu lapokka) véalnak, és ez meg is fordithatod, bar évatosnak kell lenniink, mivel
ez tobb metszésponthoz vagy az érintés méas fogalmahoz vezethet (pl. két gorbe sok digont alkothat,
de megengedjiik-e, hogy egynél tobb pontban érintsék egyméast?). A kombinatorikus geometriaban sok
olyan probléma van, amelyet gy lehet megfogalmazni, hogy bizonyos gorbék kozotti érintések (vagy
digonok) szamat feliilrl becsiiljiik, lasd pl. [8]. Ezek koziil a leghiresebb Erdés [33] mar a Bevezetés
legelején emlitett egységtavolsag-problémaja.

Egy alakzatcsalad érintdgrdfjdnak csicsai az alakzatoknak, élei pedig az érint6 paroknak felelnek
meg. ElsGdleges célunk tehat, hogy bizonyos alakzatcsaladok érintGgrafjainak éleinek szamét az alak-
zatok szaménak fliggvényében feliilrél becsiiljik.

Ha a csalddba tartozé gorbék nem keresztezhetik egymast, azaz az érinté pontoktdl eltekintve
diszjunktak, akkor az érint6grafjuk sikgraf, és az Euler-formulabol kévetkezik, hogy n > 3 gérbe kozott
legfeljebb 3n — 6 az érintések szama [35].
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3. abra. n konvex sokszog meghatarozhat Q(n?) érintést.

4. dbra. n korlap 2n — 2 érintést hatéarozhat meg.

Masrészt, ha nincs korlatozas a metszéspontok szamara, akkor |n?/4 érintés is lehet, mivel kénnyen
rajzolhatunk két olyan n/2 méretd gorbecsaladot, hogy minden gérbepar mely mindkét csaladbol egy-
egy gorbét tartalmaz, az érint§ par. Ezt még gy is konnyen megtehetjiik, hogy a gorbék konvex
alakzatok hatarai [37|, lasd a 3] abrat. Egy ilyen gorbecsalad esetén azonban sziikségszertien sok met-
széspontunk van az azonos csalddba tartoz6 gorbepéarok koézott.

Ezért a keresztezésekre valo kiilonboz§ korlédtozasokat feltéve vizsgéljuk a feladatot.

FEl6szor arra az esetre koncentralunk, amikor egy gorbecsaladunk van, elsé esetben a gorbék pa-
ronként metszik egymast, a masodikban ezt nem tessziik fel, majd megvizsgaljuk azt az esetet, amikor
két olyan csaladunk van, amelyek mindegyike paronként diszjunkt gérbékbdl all és a két csalad kozti
érintések szamat szamoljuk.

2.4.1. Paronként metsz6 gorbék csaladjan beliili érintések

Természetes feltétel, hogy a goérbék paronként metszéek legyenek. Ezen beliil elGszor kordkkel és
pszeudo-korokkel foglalkozunk. Alon et al. [10] bebizonyitotta, hogy n paronként metszd korbsl allo
elrendezés O(n) digont hataroz meg (lasd még [§]). Egy also korlatot ad erre az esetre a 2n —2 érintést
meghatarozo korok egy egyszerii konstrukcioja, lasd a4l dbrat. Grilnbaum hires sejtése [45] azt allitja,
hogy a sikban paronként metsz8 n pszeudo-kor legfeljebb 2n — 2 digont hatérozhat meg (n > 4 esetén).
Agarwal et al. [§] belatta ezt olyan elrendezésekre, amelyben minden pszeudo-kor tartalmaz a belsejében
egy kozos pontot. Nemrég Felsner, Roch és Scheucher [39] megmutatta, hogy Griinbaum sejtése igaz az
olyan elrendezésekre is, amelyekben van harom pszeudo-kor, amelyek koziil barmely ketts egy digont
hataroz meg. Legutobb a szerzd tobb tarsszerzével egytitt elGszor korokre latta be ezt az 50 éves sejtést
[2], majd végiil pszeudo-korokre is [3]. Megjegyezziik, hogy pszeudo-korok esetén a digonok szamolasa
ekvivalens az érintések szamolasaval.
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A paronként metsz8 pszeudo-korok olyan zéart gorbék, amelyek paronként legalabb egyszer és legfel-
jebb kétszer metszik egymést. Ha ehelyett nem sziikségszertien zart gorbékrél van szo, akkor ugyanezzel
a feltételezéssel, miszerint legalabb egyszer és legfeljebb kétszer kell paronként metszeniiik egymést, mar
lehet Q(n4/3) érintés i. Ez dgy lathaté be, ha modositjuk Erdés és Purdy hires, n pontbol és n egye-
nesbdl allo, Q(n4/ 3) pont-egyenes illeszkedést meghatarozo konstrukciojat ugy, hogy minden pontot
megfelel§ gorbével helyettesitiink, és az egyeneseket kissé perturbéljuk. Ennek a jol ismert konstruk-

.....

amely csak a legfeljebb 2-metsz6 tulajdonsédgot hasznalja (ez a Tételbol kovetkezik). Pach [74]
azonban azt sejtette, hogy nem feltétleniil zart gérbék esetén, ha minden gérbeparnak pontosan egyszer
kell metszenie egymast (vagy egy keresztezd pontban vagy egy érinté pontban), az ismét linearis felss
korlatot garantal az érintések szamara:

2.38. Sejtés (Pach [74]). Legyen C egy olyan, n gorbébdl dllo csalad, melyre C-nek nincs hdrom gorbéje
mely eqy pontban metszi eqymdst, és C minden gorbepdrja pontosan egy pontban metszi eqymdst, amely
vagy keresztezd pont vagy érintd pont. Ekkor C gorbéi kozétti érintések szama O(n).

Gyorgyi, Hujter és Kisfaludi-Bak [46] bebizonyitotta a Sejtést arra a specialis esetre, amikor
a C elrendezésben konstans sok lap egyiittesen tartalmazza a gorbék Osszes végpontjat. Megmutatjuk,
hogy a Sejtés z-monoton gorbékre is érvényes.

2.39. Tétel (Ackerman-Keszegh [0]). Legyen C egy olyan, n x-monoton gorbébél dlld csaldd, melyre
C-nek nincs hdrom giorbéje mely egy pontban metszi egymdst, és C minden gérbepdrja pontosan egy
pontban metszi eqgymdst, amely vagy keresztezd pont vagy érintd pont. Ekkor C gorbéi kézdtti érintések
szama legfeljebb 1160mn.

2.4.2. Egy gorbecsaladon beliili érintések szama

Attériink arra az esetre, amikor a goérbék nem feltétleniil paronként metszSk. Egy n gorbébsl allo
legfeljebb 1-metsz§ gorbecsaladon beliil az érintések széma lehet Q(n4/ 3), még akkor is, ha minden
gorbének z-monotonnak kell lennie; ez ismét Erdds és Purdy [34] konstrukciojabol kovetkezik, amely
n pontbol és n egyenesbdl all, és amely Q(n4/ 3) pont-egyenes illeszkedést hatéroz meg. Ebben minden
pontot egy kis gorbével helyettesitiink, és az egyeneseket kissé perturbaljuk [75]. Legfeljebb 1-metsz8 z-
monoton gorbék esetén Pach és Sharir [82] eredményébél kivetkezik egy majdnem éles, O(n*/3 log?/? n)
felss korlat, amely gondosabb elemzéssel O(n*/3log'/® n)-ra javithato | Lasd még [32, 35] tovabbi rész-
letekért.

A [82] publikaciobol az is kovetkezik, hogy a mindkét iranyba végtelen z-monoton 1-metsz6 gorbék
esetében az érintések maximalis szama ©(nlogn).

Ami a nem feltétleniil paronként metsz6 (pszeudo-)kérdk elrendezéseit illeti, n kér Q(n*?) digont
hatérozhat meg, ismét Erdss és Purdy, n egyenesbdl és n pontbdl allé6 konstrukcioja alapjan, amely
ennyi pont-egyenes illeszkedést enged meg [75]. A pszeudo-kérokre vonatkozo legjobb ismert felss kor-
lat O(n3?logn) (Marcus és Tardos |73]). Egy valamivel jobb O(n®?)-os felss korlat az n kor altal
meghatarozott érintések szamara Ellenberg, Solymosi és Zahl [32] eredményébdl kovetkezik. Egységko-
rok esetén az érintések szamanak megszamolésa ekvivalens Erdés hires egységtavolsag problémajaval,
amelyre a legjobb ismert also és felsG korlat Q(n!*e/108108m) [33] ¢s O(n*/?) 86, 103, [104].

Pach, Rubin és Tardos [76, [77] belatta Richter és Thomassen [95] régota fennéllo sejtését, megmu-
tatva, hogy paronként metszd gorbék altal meghatarozott keresztezs pontok (azaz azon metszéspontok,
amelyek nem érint6 pontok) szama Q(1 — o(1)n?. Azt mutattdk meg, hogy barmely (nem feltétleniil
paronként metszs) gorbecsaladban, amely legalabb linearisan sok érintéssel rendelkezik, a kereszte-
z6 pontok szdma szuperlinearis az érint§ pontok szamahoz képest. Ebbdl kovetkezik tovabba, hogy

"Eyal Ackerman és Rom Pinchasival megfigyelése.
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barmely rogzitett ¢ esetén minden n darab t-metsz6 gorbébél allo halmaz o(n?) érintést hatarozhat
meg.

Szintén Richter és Thomassen sejtése altal motivalva Salazar [97] korabban belatta a sejtést olyan
csaladokra, amelyek paronként metszGek. Ehhez Salazar megmutatta, hogy ha a gérbék paronként
metszik egymast, akkor elég nagy ¢ = ¢(t) esetén egy legfeljebb t-metsz6 gorbékbdl allo csalad érintd-
grafja nem tartalmazza a Ko . teljes paros grafot, mint részgrafot. Ezutan a Kévari-Soés—Turan tételt
alkalmazva megéllapithatjuk, hogy az élek szama az érintdgrafban o(n?). Nemrégiben Bechler-Speicher
[16] adaptélta ezt az Otletet arra az esetre, amikor a gérbék nem feltétleniil paronként metszik egymaést,
megmutatva, hogy barmely n legfeljebb t-metsz6 gorbébdl allo csalad legfeljebb O(nQ_ﬁ) érintést
hatarozhat meg. Belatta, hogy ha elég sok él van az érintégrafban, akkor létezik a gorbéknek egy olyan
kétszeresen hatérolt részcsaladja (ennek definiciojat késébbre halasztjuk), amely az érintések elég nagy
részét meghatarozza, tovibba egy ilyen részcsaldd érintégrafja nem tartalmazza K s .-t részgrafként
valamilyen elég nagy ¢ = ¢(t) esetén. Ekkor ismét alkalmazhato a K&vari-Sos-Turan-tétel. Ezt a kor-
latot tovabb javitjuk azzal, hogy megmutatjuk, hogy az érintégraf nem tartalmazza Ky,3 -t valamely
elég nagy ¢ = ¢(t) esetén. Megjegyezziik, hogy nem kell feltételezniink a paronkénti metszést és a két-
szeresen hataroltsagot sem, tovabba a bizonyitasunk ezen tul is némiképp egyszertibb. Ahogy eddig is,
ezutan méar a kovetkezd tétel kdzvetleniil kovetkezik a jol ismert Kévari-Sos—Turan tétel segitségével.

2.40. Tétel (Keszegh-Palvolgyi [62]). Bdrmely n gorbébdl dllo legfeljebb t-metszd gorbecsalad legfeljebb

1
O(n*"©3) érintést hatdroz meg.

Kivaltképp az is kovetkezik, hogy n 1-metsz§ gorbe O(n7/4) érintést hatarozhat meg, mig n 2-
metsz6 gorbe O(ng/ °) érintést hatarozhat meg. Nincs tudomésunk jobb also korlatrol (még tetszéleges
t esetén sem), mint a fent emlitett, legfeljebb 1-metsz6 gorbék csalddjanak konstrukcioja, melyben
Q(n*/3) érintés van.

A kozelmultban a szerz6 és szerzGtarsai bebizonyitottak a [2.40] Tétel altalanositasat gorbékrdl
topologiai fakra [107], ugyanezeket a modszereket hasznalva.

2.4.3. Két gorbecsalad kozti érintések szama

Forditsuk most figyelmiinket a két (egyiittesen n gorbébdl allo) csalad tagjai kozotti maximalis
szamu érintésre abban az esetben, amikor a két csaldd mindegyike paronként diszjunkt gorbékbdl all.
Vegyiik észre, hogy ebben az esetben az érintGgraf paros.

Pach, Suk és Treml [83] szerint Pinchasi és Ben-Dan nevéhez fiiz6dik az els§ eredmény errdl a
problémarol. Ok bizonyitottak, hogy az ilyen n gérbébdl allo csaladban az érintések maximalis szama
O(n*?logn). Bizonyitasuk Marcus és Tardos [73], valamint Pinchasi és Radoici¢ [92] eredményein
alapul. Pinchasi és Ben-Dan azt sejtette, hogy a helyes nagysagrend lineéris lehet n-ben.

Pach, Suk és Treml [83] bizonyitotta ezt a sejtést arra a specialis esetre, amikor mindkét csalad zart
konvex tartoméanyokbol all, nem pedig tetsz8leges gorbékbsl. Ackerman [I] javitotta a multiplikativ
konstanst 8-rol 6-ra erre az esetre, ami aszimptotikusan optimalis.

Masrészt Pach, Suk és Treml [83] egy példaval cafolta a sejtést altalanossagban, belatva hogy az
érintések szama lehet t6bb, mint linearis. Pontosabban, két, n paronként diszjunkt z-monoton gérbébsl
allo csaladot konstrualtak, amelyek egymas kozott Q2(nlogn) érintést hataroznak meg. Megmutatték,
hogy z-monoton gorbék esetén O(nlog2 n) felsé korlat. Mi meghatarozzuk a pontos nagysagrendet
z-monoton gorbékre, megadva a kidvetkezs javitott felss korlatot, amely nagysagrendileg megegyezik a
korébbi also korlattal.

2.41. Tétel (Keszegh-Palvolgyi [62]). Adott egy n piros és kék x-monoton gorbébél dlls csaldd, gy,
hogy két azonos szind gorbe nem metszi eqymdst, ekkor a gorbék kozétti érintések szama O(nlogn).
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Ha kozelebbrdl megvizsgaljuk Pach et al. [83] Q(nlogn) gorbét tartalmazo konstrukciojat, észreve-
hetjiik, hogy a két csalad egyiittesen egy legfeljebb 2-metsz6 csalddot alkot, azaz barmely piros és kék
gorbepar legfeljebb kétszer metszi egymaéast. Ez felveti azt a kérdést, hogy ha azt feltételezziik, hogy a
csalad legfeljebb 1-metszs, akkor jobb fels§ korlatot kapunk-e. Bebizonyitjuk, hogy ez val6ban igy van,
azaz, ha adott egy legfeljebb 1-metszs, n piros és kék gorbébdl allo csalad ugy, hogy két azonos szint
gorbe nem metszi egymast, akkor a gorbék kozotti érintések szama O(n):

2.42. Tétel (Ackerman-Keszegh-Palvolgyi [6]). Adott egy n piros és kék gorbébdl dllo, 1-metszd csaldd,
gy, hogy két azonos szind gorbe nem metszi eqymdst, ekkor a gorbék kozotti érintések szama O(n).

Megjegyezziik, hogy trivialis egy Q(n) érintést meghatarozo példat konstrualni, és lattuk, hogy ha
a gorbeparok kétszer is metszhetik egymést akkor tobb, mint linearis érintés is lehet.

Altalanos (azaz pl. nem feltétleniil z-monoton és nem feltétleniil 1-metsz8) gorbékre a 6 ered-
ményilink egy olyan konstrukcio, amely jelentGsen javitja a korabbi Q(nlogn) alsé korlatot. A mi
konstrukciéonknak az a kiilonleges tulajdonsiga, hogy tartalmaz egy piros és egy kék gorbét, amelyek
mindegyike érinti az ellentétes szinti gorbéket. Emiatt a konstrukci6 tgy is megvaldsithatd, hogy minden
gorbe egy fiiggsleges savon beliil helyezkedik el, minden piros gorbe érinti a séav bal oldali hatarat, és
minden kék gorbe érinti a séav jobb oldali hatarat. Az ilyen gorbecsaladot kétszeresen hatdrolt csaladnak
nevezziik [f

2.43. Tétel (Keszegh-Palvolgyi [62]). Létezik n piros és kék gorbe olyan csaldadja, melyben két azonos
szind gorbe mem metszi eqgymdst, és a gorbék kézotti érintések szdma Q(n4/ 3). Ezen feliil a csaldd
vdlaszhato kétszeresen hatdroltnak.

Maradt egy polinomiélis eltérés ezen alsé korlat és a legismertebb O(n3/ 2logn) fels6 korlat kozott.

A felsg korlatbol a logn elhagyésa is mar elérelépést jelentene. Az als6 korlatot kiegészitend6 megmu-
tatjuk, hogy a kétszeresen hatérolt csaladok esetében viszont ez a lehets legjobb korlat, feltételezve,
hogy Pach és Tardos [80] egy tiltott 0-1 méatrixokrol szolo nyitott sejtése érvényes:

2.44. Tétel (Keszegh-Palvolgyi [62]). Tegyiik fel, hogy a kévetkezd érvényes: Ha egy 0-1 mdtrix elkerili
az 0sszes poziliv ortogondlis kort, akkor a mdtrixz 1-eseinek szdma O(n4/ 3).

Ekkor a kévetkezd is igaz: Az érintések szama O(n4/3) olyan n piros és kék gorbe kézott, amelyek
kétszeresen hatdrolt csalddot alkotnak, azaz eqy fiiggdleges sdvon beliil helyezkednek el gy, hogy két
azonos szint gorbe nem metszi eqymdst, minden piros gérbe a sdv bal oldaldt, minden kék gorbe pedig
a sav jobb oldaldt érinti.

A 0-1 méatrixokkal kapcsolatos hidnyzo definiciokat mell6zziik. A bizonyitas elss, egyszerd lépéseként
a legjobb ismert O(n3/ 2logn)-os altalanos felsé korlathoz képest némi javulast kapunk a kétszeresen
hatarolt csalddokra:

2.45. Allitas (Keszegh-Palvolgyi [62]). Adott egy n piros és kék girbébdl dllo, kétszeresen hatdrolt
csaldd, ekkor a gorbék kozitti érintések szama O(n®/?).

A piros és kék gorbecsaladok kozotti érintések szamara vonatkozo ismert eredményeket az[I] tablazat
foglalja Ossze.

5Megjegyezzilk, hogy az [41] publikiciéban egy kissé eltérs, de kombinatorikailag ekvivalens definiciét hasznéltak.
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Gorbetipus Erintések szama Als6 korlat hivatk. Fels6 korlat hivatk.
altalanos Q(n*?), O(n??) 2.43, Tétel Pinchasi és Ben-Dan [83]
kétszeresen hatérolt Q(n*3), O(n®?), 2.43| Tétel |2.45l Allitas
0-1 matrixos sejtés =O(n/3) 2.44] Tétel
x-monoton ©(nlogn) Pach et al. [83] 2.41] Tétel
1-metsz6 ©(n) trivialis 2.42| Tétel
konvex tartomanyok ©(n) trivialis Pach et al. [83]

1. tablazat. Eredmények osszefoglalasa diszjunkt gorbék két csaladjara.

Osszek6ts gorbék.  Ahelyett, hogy egy S gorbecsalad gorbéi kozotti érintési pontokat vizsgalnank,
gorbék olyan diszjunkt pérjait is vizsgalhatjuk, amelyeket egy masik C gorbecsaladbol szarmazé ¢ gorbe
metsz, ugy, hogy ¢ nem metsz egyetlen méasik S-beli gérbét sem ezen a paron kiviil. Valéban, két S-beli
gbérbe minden egyes érintési pontja helyettesithets egy 4j, rovid gorbével, amely 6sszekoti a két korabban
érinté gorbét, amelyeket pedig az érintési pont kozelében az egyik gorbe perturbalésaval diszjunktta
tehetiink. Megforditva, ha C olyan gorbékbdl all, amelyek diszjunkt gorbéket kdtnek dssze S-bél, akkor
C minden egyes 0sszek6td gorbéje helyettesithets a megfelel§ gorbék kozotti érintési ponttal, a két gorbe
egyikét atrajzolva. Ezért az ilyen 0sszekots gorbék érintési pontjainak vizsgalata ekvivalens probléma.
Ez adja a Tétel kovetkezd tjrafogalmazasat.

2.46. Tétel (Ackerman-Keszegh-Palvolgyi [6]). Legyen S n darab 1-metszd piros és kék gorbe csalddja,
melyben két azonos szintd gorbe nem metszi eqymast. Tegyiik fel, hogy C olyan pdaronként diszjunkt gorbék
csalddja, amelyek mindegyike killonbozdé S-beli diszjunkt gorbepdrt metsz. Ekkor |C| = O(n).

Ha S és C két gorbecsalad, akkor azt mondjuk, hogy C hatdrolt S tekintetében, ha van egy olyan
Osszefiiggd tartomanya R? \ S-nek, amely tartalmazza C minden gorbéjének legalabb egy pontjat. Ha
C hatarolt S tekintetében, akkor elhagyhatjuk azt a feltevést, hogy S 1-metsz8, és bizonyithatjuk a
kovetkezs valtozatot.

2.47. Tétel (Ackerman-Keszegh-Palvolgyi [6]). Legyen S n darab piros és kék girbe csalddja, melyben
két azonos szini gorbe nem metszi eqymdst. Teqyiik fel, hogy C olyan pdronként diszjunkt gorbék halmaza,
amelyek mindegyike kiilonboz6 S-beli gorbepdrt metsz. Tovdbbd tegyiik fel, hogy C hatdrolt S tekintetében.
FEkkor |C] = O(n).

Megjegyezziik, hogy itt elhagytuk azt a feltételezést is, hogy egy piros és egy kék gorbe, amelyeket
egy C gorbe kot Ossze az diszjunkt. Ezért lényeges, hogy C az S tekintetében hatéarolt legyen, mert
kiilonben |C| = Q(n?) lenne. Valoban, legyen S egy n/2 vizszintes szakaszbol és n/2 fiiggsleges szakaszbol
allo (1-metsz6) halmaz gy, hogy minden vizszintes és minden fiiggéleges szakasz metszi egymast. Ekkor
minden ilyen par Gsszekapcsolhato egy C-beli gorbével, amely nagyon kozel van a metszéspontjukhoz,
azaz |C| = n?/4.

A Tételt hasznalhatjuk Keller, Rok és Smorodinsky [54] egyik eredményének javitasara az
L-alakzatok konfliktusmentes szinezéseirsl. Kivaltképp azt bizonyitjuk, hogy amennyiben adott n L-
alakzat L csaladja, amelyek mindegyike alulrdl érinti az x-tengelyt, akkor L L-alakzatait ki lehet
szinezni O(log2 n) szinnel ugy, hogy minden ¢ € L-re, az f-et metsz6 L-alakzatok kozott van egy,
amelynek szine kiilonbozik a tobbi f-et metszé L-alakzat szinétdl.
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