Forszolas

Pintér Gerg6

1. A halmazelmélet rovid torténete

1870-t6l: Cantor halmazelmélete. A halmazelmélet megalkotdja Georg Cantor. O vette észre,
hogy az, hogy valamibdl végtelen sok van, tobb dolgot is jelenthet, kiilonbséget lehet tenni
a végtelenek kozott: példdul a raciondlis szdmok ugyanannyian vannak, mint a természetes
szamok (ezt nevezzitk megszamlalhatéan végtelennek), viszont a valés szamok tébben vannak.
Cantor definidlta precizen, hogy mit is jelent végtelenek kozott a tobb/kevesebb/ugyanannyi, és
meghatéarozta a legalapvetobb halmazok szdmossagat.

Példaul:

e Két halmaz szamossiga egyenld, ha az elemeik parba allithatéak egymaéssal.

o Megszamlalhatéan végtelen halmazok: természetes szamok; egész szamok; paros szamok;
raciondlis szdmok; egy sikbeli, térbeli vagy tetsz6leges dimenzids racs pontjai; az egész/
raciondlis egyiitthatds polinomok (és igy az algebrai szdamok); a természetes szamok véges
részhalmazainak a halmaza; ...

e Kontinuum szamossagi halmazok: valds szamok; irraciondlis szamok; tetszéleges (nem
elfajuld) intervallum pontjai; a sik /tér/tetszéleges véges dimenzids tér pontjai; a természetes
szdmok hatvanyhalmaza (Gsszes részhalmazainak a halmaza); ...

Cantor észrevette, hogy ”végtelen sok” kiilonb6z6 szdmossag van. Példaul tetszéleges halmaz
hatvanyhalmaza nagyobb szamossagi, mint maga a halmaz.

1900: Hilbert nevezetes problémai kozott elsé helyen szerepelt a kontinuumhipotézis. A leg-
kisebb végtelen szamossag a megszamlalhatéan végtelen, de vajon mi a kovetkezd? A konti-
nuumsejtés szerint a kontinuum a kovetkezd végtelen szamossdg, masképp fogalmazva: nincs
olyan halmaz, ami nagyobb szdmossagu volna, mint a természetes szamok halmaza, de kisebb
szamossagu, mint a valds szamok. Ezt a sejtést azonban nem tudtdk bebizonyitani, és megcafolni
sem sikeriilt.

1901: Russel-paradoxon. Vegyiik azokat a halmazokat, amik nem elemei 6nmaguknak. Ezen hal-
mazok halmaza eleme-e 6nmaganak? Formélisan: R = {S | S ¢ S}, a kérdés az, hogy R eleme-e
onmaganak? Akér igennel, akar nemmel valaszolunk, ellentmondést kapunk. Ez a paradoxon
allitolag Zermelotdl szarmazik.

Nem ez volt az els6 ellentmondéas a halmazelméletben, par évvel azelétt Cantor is réjott, hogy
"az Osszes szamossagok halmaza” is ellentmondédshoz vezet. Mas paradoxonok is megjelentek
akkoriban.

Az ellentmondasok kikiiszobolésére tobb fiiggetlen project is létrejott, a legsikeresebb a hal-
magzelmélet axiomatikus alapokra helyezése lett. E szerint a megkozelités szerint a paradoxonok
gyokere az, hogy Cantor "naiv” halmazelméletet csindlt. Nem rogzitette le elére, hogy egyaltalan
milyen halmazokat lehet gyartani. TetszOleges ”Osszesség” halmaznak szamitott, ezért nyilt le-
het6ség onhivatkozo konstrukcidk gyartasira, amik aztan ellentmondésra vezettek.

A ZFC-axiémarendszer az 1920-as évekre kezdett Osszedllni. Ez az axiémarendszer végiil is
egy receptgyljtemény, hogy mar meglévé halmazokbdl hogyan lehet ujakat gyartani. Emel-
lett mindGssze egy halmaz l1étezését garantalja feltételek nélkiil. Az ellentmonddasokat ezzel ugy



sziinteti meg, hogy az ellentmondast okoz6 halmazok egyszertien nem halmazok: immar tétel,
hogy nem létezik az Osszes halmazok halmaza, az Osszes szamossdgok halmaza, az cnmagukat
nem tartalmazo halmazok halmaza stb.

Ez a megoldas talan er6ltetettnek tiinhet, de nem az: valéjaban a ZFC axiémarendszerben az
egész matematikat fol lehet épiteni, vagyis minden halmazt megenged, amire sziikségiink van.

Persze hatra volt még annak a bizonyitasa, hogy a ZFC ellentmondasmentes. Azt is szerették
volna bebizonyitani, hogy ez az axiémarendszer teljes, vagyis tetszéleges halmazelméleti allitasrol
eldonthetd, hogy igaz-e vagy sem (vagyis barmilyen allitast be lehet bizonyitani vagy meg lehet
cafolni). Ez adta az akkoriban sziileté matematikai logika f6 motivacidjat.

A Kivalasztasi axiéma koriili vitak. Zermelo 1904-ben bizonyitotta a Jolrendezési tételt, amely
szerint minden halmaz jélrendezheté. A tétel bizonyitasdhoz kimondta és felhasznalta a
Kivalasztasi axiomat, ami a tdmadasok kézéppontjaba keriilt: el6fordulhat, hogy ez az axiéma
hozza be az ellentmondasokat a halmazelméletbe? Zermelo valaszul megmutatta, hogy a
Kivalasztasi axiomat hallgatolagosan eddig is hasznaltdk, az analizis legalapvetobb tételeihez
is sziikség van ré (vagy gyengébb viltozataira). Végil az érdek gyézedelmeskedett: az 1920-
as években Kuratovsky altal folfedezett Zorn-lemmardl kideriilt, hogy ekvivalens a Kivalasztasi
axiomaval, és a matematika legkiilonb6zobb teriiletein nélkiilézhetetlennek bizonyult a lemma,
igy kénytelenek voltak elfogadni a Kivédlasztasi axiomat is.

1930-as évek: Godel teljességi és nemteljességi tételei. A matematikai logika legfontosabb

eredményei. A teljességi tétel szerint ha egy allitds kdvetkezménye egy axiémarendszernek, ak-
kor bizonyithaté is. Ez jé, ezt vartuk, hogy igy legyen: ami igaz, azt be lehet bizonyitani. Egy
masik megfogalmazds mar picit meglepobb: ha egy axidémarendszer ellentmondasmentes, ak-
kor van modellje, vagyis olyan halmaz a megfelel6 fiiggvényekkel és relacidkkal ellatva, amelyre
igazak az axiémdk. A nemteljességi tételek kicsit megrazébbak: ha egy axiémarendszer ellent-
mondéasmentes és megfeleléen erds, akkor biztosan fellép benne eldonthetetlen allitds (vagyis
olyan &llitds, hogy sem 6, sem a tagaddsa nem bizonyithat6 az adott axiémarendszerben). A
masodik nem teljességi tétel szerint pedig maga az ellentmondédsmentesség(nek valamiképpen
megfelel6 formula) ilyen, azaz ha egy megfeleléen erés axiémarendszer ellentmondédsmentes, ak-
kor a rendszeren beliil nem bizonyithaté az ellentmondasmentessége.

1941: Godel specidlis modellje. Feltételezve, hogy a halmazelmélet (vagyis a ZFC axiémarendszer)
ellentmondasmentes, azaz van valamilyen modellje, Godel legyartott egy masik modellt, ami-
ben automatikusan teljesiil a kontinuumhipotézis és a Kivalasztasi axioma. FEzzel belatta,
hogy a Kivélasztasi axidma nem hoz ellentmondést a rendszerbe: ha tobbi axiéma (ZF) el-
lentmonddsmentes, akkor a Kivalasztdsi axiéma hozzavételével (ZFC) is az marad. Masrészt
pedig a kontinuumhipotézis sem vezet ellentmondasra, vagyis két dolog lehetséges: vagy be le-
het bizonyitani, vagy fiiggetlen ZFC-t6l. Az az egy nem fordulhat el6, hogy a kontinuumhipotézis
ellenkez6jét be lehet bizonyitani.

1963: Paul Cohen folfedezte a forszolast. Ezzel az 1j eljarassal bebizonyitotta, hogy a kontinu-
umhipotézis fliggetlen a ZCF axiomarendszertdl: se 6, se a tagaddsa nem bizonyithatd és nem
vezet ellentmonddsra. A forszolds a halmazelmélet egészen 1j fejezetét nyitotta meg, kidertilt,
hogy ennek segitségével rengeteg allitasrol be lehet bizonyitani, hogy nem vezet ellentmondésra.
Ezek legtobbje halmazelméleti illetve valds fiiggvénytani allités.

2. A halmazelmélet axiomai

2.1. A ZFC axiémarendszer (Zermelo-Fraenkel 4+ Axiom of choice)

A halmazelmélet nyelve egy darab relacidjelbdl, az € jelbdl all. Ez azt jelenti, hogy az axiomak logikai
jelekbdl (A: és, V: vagy, V: minden, =: egyenlé stb.) és az € jelbdl allé6 formuldk. Minden valtozdjel
halmazt jelol, més objektumokra nincsen sziikség.



1. Meghatarozottsagi axiéma: Ha két halmaznak ugyanazok az elemei, akkor a két halmaz meg-
egyezik.
VeVy (Vz(z €ex 2z €y) 2 x =1y)

2. Par axiéma: Tetsz6leges két halmazhoz van olyan halmaz aminek pontosan ezek az elemei.
VaVy3z(w € z ¢ (w =2 Vw =y))
Azaz minden x,y halmazhoz létezik a z = {z,y} halmaz.
3. Unié axiéma: Halmaznyi sok halmaz unidja is halmaz.
Vedy(z € y <> (Bw(z € w Aw € x)))

Azaz minden x halmazhoz létezik az y = Ur = J,,., w halmaz, az = (elemeinek az) unidja.

wexr

4. Hatvanyhalmaz axiéma: Egy halmaz 6sszes részhalmazainak a halmaza is halmaz.
Vedy(z € y < (Vw(w € z = w € x)))
Azaz minden z halmazhoz létezik y = P(z) = {2z | z C z}, az = hatvanyhalmaza.

5. Részhalmaz axiomaséma: Egy halmaz bizonyos tulajdonsagu elemei halmazt alkotnak.
Minden ¢ formuléra:
Vo Vedy(z € y <> (z € z A @p(2,D))) .

Azaz (a p paraméterek tetszbleges rozitése mellett) minden = halmazhoz 1étezik
y={z€x| ¢(z,p)}, az v "¢ tulajdonsagi” elemeinek a halmaza.

Ezen a ponton érdemes bevezetni a fiiggvény fogalmat. Definidljuk elOszor a rendezett pdrt:
(z,y) = {{z},{z,y}}, vagy barmi olyan kifejezés megfelel, amellyel (z,y) = (z,w) <> (x =z ANy = w)
teljesiil. Egy f halmaz fligguény, ha minden eleme rendezett par és minden z-hez legféljebb egy olyan
y van, amellyel (z,y) € f. Szokdsosabb frasmdédban: f(z) = y. Az kiilon bizonyitast igényel, és az
eddig folsorolt axiémékbdl kovetkezik, hogy egy fliggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete is
halmaz.

Vannak olyan hozzarendelések, amik nem fiigvények, mert az értelmezési tartomanyuk nem hal-
maz, példaul a mindenen értelmezett = — {x}. Ezeket operdcidknak nevezzik.

6. Pétlas axiémaséma: Egy operdciét halmazra megszoritva fiiggvényt kapunk. (Mésképpen: egy
halmaz operéciéndl vett képe is halmaz.)
Minden ¢(z,w, p) formulédra:

VP (V23 we(z, w,p) — Vedy(w € y <> 3z(z € x A ¢p(z,w,D)))) .

Azaz, ha a ¢ formula a p paraméterekkel operdciét definidl, akkor minden x halmaznak ezen
operéci6 szerinti képe, y = {w | Iz € z, hogy ¢(z,w,p)} is halmaz.

7. Végtelenségi axiéma: Van végtelen halmaz.

Jr (Jw(w € z AVz(z ¢ w)) AVw(w ex — Fz(z€xA(yez+ (yewVy=uw)))))

Azaz 1étezik az x = {0,{0},{0,{0}},{0,{0},{0,{0}}},...} halmaz, a természetes szdmok hal-
mazdnak Neumann-féle modellje (0 =0, n+1={0,1,2,...,n} =nU{n}).

8. Jélfundaltsagi axioma: Minden nem iires halmaznak van téle diszjunkt eleme.

Ve (Jw(w € x) —» Jy(ly e x AVz(z ¢ 2V 2z ¢ y)))

9. Kivalasztasi axiéma: Ha egy halmaz elemei nem tiires halmazok, akkor van olyan fliggvény,
amely mindegyikiikbdl kivéilaszt egy elemet.

Ve (Vy(ly € x — 32(z € y)) = 3f((f : x — Uz fuggvény) AVy(y € z — f(y) € y)))



2.2. Megjegyzések

e Ez végtelen sok axidma: a két axidmaséma minden formuldra egy-egy axiéma, formuldkbdl pedig
(megszamlalhatéan) végtelen sok van.

e A Részhalmaz axiémaséma kovetkezik a Potlasbol, tehat azt f6losleges kiilon foltenni.

e Ha azonban mégis foltessziik, akkor az Unid, a Hatvanyhalmaz és a Pé6tlas axiomakat is gyengithetjiik:
elég az ezen axibmakban szerepl6 y-nal bovebb halmaz 1étezését foltenni, hiszen ebbdl mar kovet-
kezik az y létezése is a Részhalmaz axiomaséma miatt.

e A Pétlas és a Részhalmaz axidmasémdakban a p tobb véltozét jelol(het), ezek dgymond pa-
raméterek. Bizonyos tulajdonsagoknak eleget tevo halmazok ” 6sszességét” osztdlynak nevezziik,
vagyis egy adott ¢(x,p) formulat (régzitett paraméterértékek mellett) kielégité x-ek osztalyt al-
kotnak. A Részhalmaz axiomasémat gy is fogalmazhatjuk: halmaz és osztdly metszete halmaz.

e Egyetlen axiéma van, amely egy halmaz létezését mondja ki, a végtelenségi axiéma. A t6bbi
axiéoma (a Meghatarozottsag kivételével) mind arrdl szol, hogy mar meglévé halmazokbdl milyen
4j halmazokat lehet eléallitani.

o A Jélfundaltsag csak egy technikai foltevés, ezzel kizarjuk példaul azt, hogy egy halmaz eleme
lehessen 6nmaganak, vagy hogy x € y és y € x is fonnéllhasson.

e A kumulativ hierarchia: minden rendszdmhoz definidlunk egy halmazt. Vy = 0, Vo1 = P(Va)
és Vo =U B<a VB ha a limeszrendszam. A Jélfundéltsigi axiéma ekvivalens azzal, hogy minden
halmaz benne van a kumulativ hierarchidban, vagyis minden x-hez van olyan a rendszam, hogy
x € V. Masképp szélva, minden halmaz f6lépithet6 az tires halmazbdl.

3. Forszolas: hozzavaldok

(M, €) megszamlalhaté tranzitiv epszilon-modellje ZFC-nek. Azaz:

o (M,€) ZFC-modell: M egy halmaz, € egy 2-valtozés relacié M-en, amely teljesiti a ZFC
axiémékat (szokdsos jelolés: (M, €) = ZFC). Szemléletesen (M, €) egy olyan graf, amelyre
teljesiilnek a ZFC formuldkban megfogalmazott graftulajdonsigok. (Godel teljességi tétele sze-
rint ilyen létezik, ha ZFC ellentmondasmentes.)

o |[M|=1Ry. (Megszamlilhaté modell a leszdllé Lowenheim-Skolem tétel miatt van.)
o (M, €) epszilon-modell: € az ”eleme” relacié6 M elemei kozott.

o (M,€) tranzitiv: ha x € M és y € x, akkor y € M. (Az utols6 két feltevés jogossagat nehezebb
garantalni.)

A feltevésekbdl kovetkezik példdul, hogy M minden eleme megszamlalhaté halmaz.

Kényszerképzet: egy (P, <) € M részbenrendezett halmaz, amelynek van legnagyobb eleme
(ezt 1-gyel jeloljiik), és nincs minimadlis eleme.

Praktikus elnevezések: (p,q € P) p < q: p kiterjeszti g-t. p és q kompatibilisek, ha van kozos
kiterjesztésiik, és inkompatibilisek, ha nincs. P eldgazd, ha minden elemnek vannak inkompatibilis
kiterjesztései. S C P siri halmaz, ha minden p € P-hez van olyan g € S, hogy g < p.

G C P generikus filter, ha

o G filszallo: hap € G és p < q, akkor q € G.

o G kompatibilis: hap € G és g € G, akkor van r € G, hogy r <pésr <q



e (G generikus: minden M-beli siirti halmazba belemetsz, vagyis, ha S € M, S C P suri, akkor
SNG # 0.

Generikus filter mindig 1étezik: M-ben csak megszamlalhaté sok siirti részhalmaza van P-nek,
ezek So, 51,52, . ... Vélasszunk ki ezekbdl sorban p; € S; elemeket gy, hogy p; < p;, hai > j. Ezt a
halmazok stir(isége miatt megtehetjiik. Konnyti ellenérizni, hogy {q € P | 3i ¢ > p;} C P generikus
filter.

Azonban, ha P eldgazo, akkor nincs M-beli generikus filter. Tegyiik fel indirekt, hogy van: G € M,
G C P generikus filter. Minden p € P elemnek vannak inkompatibilis kiterjesztései, valasszunk egy
ilyen part, mondjuk p; és po. Koziiliik legféljebb egy lehet G-ben. Gyartsuk le a kovetkezd halmaszt:
egy elemet bevesziink, ha az valamilyen p € P elem kivalasztott inkopatibilis kiterjesztései koziil a
nem G-beli. Ezzel egy M-beli stirti halmazt kapunk, ami diszjunkt G-t6l, ez ellentmondas.
Precizebben: Legyen N, a p € P elem inkompatibilis kiterjesztéseinek a halmaza, vagyis {p1, p2} € Np,
ha py és po inkompatibilis kiterjesztései p-nek. A Kivalasztasi axiéma szerint van f € M, f : P —
Upep Np fiiggvény, hogy f(p) € Np. Ekkor az

S={qePlq¢GésIpePésIreP: {qr} e flp}CP

stirti halmaz, a definiciéja miatt M-beli és SN G = 0.

Bévités: Ha van egy (P, <) € M eldgaz6 kényszerképzet, abban egy G C P generikus filter, ezzel
bévithetjitk a modellt: M[G].

e 7 € M név, ha T minden eleme (o, p) alakid, ahol 0 € M név és p € P.

e 7 ={0¢ | IpecG: (0,p) €7} ar éltal a G szerint elnevezett halmaz. (Ezek a definicick
kumulativ hierarchia szerinti transzfinit rekurziéval értelmesek.)

e M[G)={r%|7¢€ M név}.
MIG] valéban egy b6vebb halmaz és tartalmazza G-t:

e M C M[G], mert haz € M, az &= {(§,1) | y € 2} az = egy neve (vagyis 27 = z).
e G € M[G], mert G = {(p,p) | p € P} a G egy neve.

M[G] egy 4j megszamlalhaté tranzitiv epszilon-modell, az egyetlen nem trividlis dolog, hogy
M[G]-ben valéban teljesiilnek a ZFC axiémak. Persze néhdny axiéma teljesiilése nyilvanvald, péld4ul
a Meghatarozottsag és a Végtelenségi axioma automatikusan teljesiil. Es van, amit konnyl igazolni,
példéul a Par axiémét: ha z,y € M[G] az azt jelenti, hogy vannak o,7 € M nevek, hogy 0¢ = x
6s 7% = y. Az {x,y} halmaz egy neve {(0,1),(r,1)} € M, ezért {x,y} € M[G]. A tobbi axiémat a
"forszolja” relaci6 segitségével lehet bizonyitani (de erre itt nem fog sor kertilni).

Legyen ¢ egy k valtozos halmazelméleti formula. Azt mondjuk, hogy a p € P elem forszolja a ¢
formuldt a 71, ..., 7, nevekkel, ha p € G esetén az M[G] modellben igaz ¢(77, . .. 77',?).
Jelolése: p I- (7, ..., 7k).

A legfontosabb tulajdonsagok:

e M[G] E qb(TlG,...,T,?) pontosan akkor, ha van p € G, hogy p IF ¢(m,...,7). Vagyis, ha
M[G]-ben igaz egy formula, akkor van olyan eleme G-nek, ami ezt forszolja.

e Az, hogy "p Ik ¢(m1,...,7)", M-ben definidlhatd. Ez precizen azt jelenti, hogy minden ¢ k-
valtozos halmazelméleti formuldhoz van egy ® (k + 2)-véltozés halmazelméleti formula, hogy
®(P,p,7,...,T;) pontosan akkor igaz M-ben, ha p IF ¢(my, ..., 7).

e Hapl- ¢(m,...,7) és ¢ < p, akkor q Ik ¢(71, ..., 7).



e Ha pl- ¢ V4, akkor van g < p, hogy ¢q I ¢ vagy ¢ IF .

A maésodik tulajdonsag voltaképp a forszolas f6tétele. A bizonyitasa magasan meghaladja e cikk
kereteit és hivatdsat. Az els6 és a negyedik tulajdonsag a mésodik bizonyitasa soran kijon, a harmadik
pedig kozvetleniil adédik a definiciébdl, hiszen, ha g eleme egy generikus filternek, akkor - a generikus
filter felszallésaga miatt - a néla nagyobb p is.

Az elsé két allitast ugy lehet Gsszefoglalni, hogy a forszolas segitségével M-bol iranyithatd, hogy
mik lesznek az igaz éllitasok M [G]-ben.

4. Rendszamok és szamossagok

Rendszamok: A természetes szamok Neumann-féle modellje szerint 0 = (), n + 1 = nU {n}. Ennek
az altaldnositdsaval kapjuk a rendszamokat: o = {f | f < a}. (Ez az 6sszefliggés definiciénak nem
alkalmas!)

Rendszdmok példdul: a természetes szamok, a természetes szamok halmaza: w = {0,1,2,3,...},
w+l=wU{w}=1{0,1,2,3,...,w},w-2={0,1,2,3,...,w,w+ L,w+2,w+3,...},
W=w-w=1{0,1,2,3,... 0w+ lw+2,w+3,...,w-2w-2+1,w-2+2,w-2+3,...,...}.

Két fontos tulajdonsiguk:

e A rendszamok nem alkotnak halmazt. Osztdlyt alkotnak.

e "Minimalitas”: tetszéleges tulajdonsagi rendszamok kozott van legkisebb.
Az rendszamok igazi definiciéja:

1. Egy (H, <) rendezett halmaz jolrendezett, ha minden K C H részhalmaznak van legkisebb eleme.
Ez ekvivalens azzal, hogy nincsen H elemeibél allé6 hg > hy > hy > ... végtelen csokkend lanc.

2. « rendszdm, ha («, €) jélrendezett és tranzitiv (y € f € a — v € a).

3. Be lehet latni, hogy minden (H, <) jélrendezett halmazhoz egyértelmiien létezik olyan o rendszam,
hogy («, €) és (H, <) izomorfak (vagyis van koztiik rendezéstarté bijekcio). gy egy rendszam
7izomorf jolrendezett halmazok ko6zos tulajdonsdga”.

Természetesen teljesiil, hogy a = {8 | 8 < a}.

Szamossagok: A véges szamossigok a természetes szamok. A megszamlalhatéan végtelen azo-
nosithaté w-van: Ry = w. A jblrendezési tétel szerint minden halmaz jélrendezhetd, tehat van nem-
megszamlalhaté rendszam, igy a minimalitds miatt van legkisebb nem-megszamlalhaté rendszam, ez
a kovetkez6 szamossdg: N1 = w1 = {a | o rendszéam és |a| = Np}.

Ugyanigy képezheték az 8y = wq, Ny = we, ..., N, = w, stb. szdmossdgok (és rendszéamok, amivel
azonositjuk Sket).

Altaldban a x rendszam szdmossdg, ha k nagyobb szamossagu az 6sszes nala kisebb rendszamnal.
Vagyis ha o < k esetén nincsen k — « injekcié (nincs o — & sziirjekeio).

Egy H halmaz szdmossdga az a legkisebb x rendszam, amelyhez van a H-nak olyan jélrendezése,
amelynek a rendszama éppen k. Vagyis H lehetséges jolrendezéseinek a rendszamai koziil a legkisebb.
A joOlrendezési tétel és a rendszamok minimalitdsi tulajdonsdga miatt ez értelmes definicié, és konnyti
meggondolni, hogy ez a k rendszdm valéban széamossig. Ez 6sszhangban van a Cantor-féle ”naiv”
definiciéval: ha a H és K halmazok egyenld szdmossdgiak (ami nem jelent tébbet, mint hogy van
H — K bijekcid), akkor H szamosséga egyenlé K szamossagdval. (Vigydzat, ez nem tautoldgial)

Rendszamok és szamossagok M-ben: M minden eleme megszamlalhaté halmaz, {gy a rendszamok
is. A rendszdmok definiciéja és a modellre tett foltevések miatt viszont az M-beli rendszamok a
rendszamok egy kezddszeletét alkotjak, vagyis {M-beli rendszamok} = {f | 5 rendszdm és f < ag}



valamilyen ag megszamlalhaté rendszammal. Az M-beli rendszamok koziil azok a szamossagok, amik-
nek nincs injekciéja M-ben néluk kisebb rendszamba:

A k < o rendszdm szdmossdg M-ben, ha § < k és f : k — (3 injekcié esetén f ¢ M. A természetes
szamok és w ugyanazok M-ben, mint a valésdgban, viszont w; mér biztos, hogy nem az, hiszen a
valédi wi benne sincs M-ben.

Belathatd, M[G]-ben ugyanazok a rendszamok, mint M-ben, vagyis a b&vités soran 1j rendszam
nem kertil be a modellbe. A szamossagok viszont valtozhatnak, hiszen egy k € M szdmossag megsziinik
szamossag lenni ("meghal”), ha a bovités soran bekeriil a modellbe egy f : k — ( injekcié valamilyen
B < Kk rendszamba. U'j szamossag viszont nem keletkezhet: ha egy 5 rendszam nem szamossag M-ben,
akkor az ezt mutaté S — -« injekci6 M[G]-ben is mutatja, hogy § nem szamossag.

5. A kontinuumbhipotézis és a tagadasa

A kontinuum szdmossagra gy gondolhatunk, mint a természetes szamok hatvanyhalmazanak a szamossdgéra:
¢ = |Pw)| = {z | « C w}|. Természetesen ¢ > Ny, vagyis ¢ > N;. A kontinuumbhipotézis (a
tovédbbiakban: KH) szerint nincs olyan szamossag, ami nagyobb, mint a megszamlalhatéan végtelen,

és kisebb, mint a kontinuum. Vagyis ¢ az Ry utan kovetkezd szamossag: ¢ = Nj.

Be szeretnénk bizonyitani, hogy a KH nem bizonyithat6 és nem is cafolhaté a ZFC axiémarendszerben.
Godel teljességi tétele alapjan ezt tgy tehetjiik meg, ha keresiink egy olyan ZFC-modellt, amely-
ben teljesil a KH, és egy olyat is, amelyben nem teljesiil. Ezeket a modelleket egy tetszéleges M
megszamlalhaté tranzitiv epszilon-modellbdl kiindulva gyartjuk le forszolassal.

Tegylik fel, hogy M-ben nem teljesiil a KH, vagyis M-ben ¢ > Nj. Szeretnénk egy b&vebb
modellt dgy, hogy abban mar teljesiiljon, mit kell tenniink? Tudjuk, hogy az M-beli ¢ és az M-beli
N val6jdban megszamldlhaté rendszamok, ezért van kozottiik egy bijekci6 (ami persze nincs M-ben).
Tehat azt kellene elérntink, hogy egy ilyen bijekcié bekeriiljon a b6vebb modellbe, ezzel a kontinuumot
leomlasztjuk Np-re.

Most tegylik fel, hogy M-ben teljesil a KH, vagyis M-ben ¢ = N;. Mit kellene tenniink, hogy
a bévebb modellben a kontinuum nagyobb legyen? Az M-beli ¢ az M-beli P(w) szdmossiga. Az
M-beli P(w) pedig w M-beli részhalmazainak a halmaza. Semmiképpen sem tartalmazhatja w Gsszes
részhalmazat, hiszen - mint minden M-beli halmaz - val6jaban megszamlalhaté. Ezért az a terv, hogy
az 4j modellbe bevessziik w-nak jé sok nem M-beli részhalmazat, ezzel a kontinuumot folduzzasztjuk.

5.1. A KH forszolasa
Megadjuk, hogy mi legyen a kényszerképzet:
P = {p:w; — ¢ megszdmlalhato tartéju parcidlis fliggvények} =
= {p | p figgvény, D, C w1, |Dy| <R, R, C c} .

Itt wy és ¢ a megfelel6 M-beli halmazokat jelolik, és a definici6 is az M modellben értendd. Meg
kell adni a rendezést is: p < ¢, ha p, mint fiiggvény, kiterjeszti ¢-t (vagyis Dy C D, és p|p, = q).

Az igy definialt (P, <) eleme M-nek a konstrukcié miatt. Es kényszerképzet, vagyis < részbenrendezés,
nincs minimédlis elem (hiszen tetsz6leges p megszamlalhaté tart6ju fiiggvényt ki tudunk terjeszteni egy
B € w1 — D, elemre), és van legnagyobb elem: () € P, az tiresfiiggvény.

S6t, minden elemnek vannak inkompatibilis kiterjesztései is, vagyis (P, <) eldgaz6. Vizsgéaluk
meg, mit jelent, hogy két elem, p és ¢ kompatibilisek (azaz van kozos kiterjesztésiik)! A kiterjesztés
egy D), U Dy-nél bévebb halmazon értelmezett fiiggvény, amely D,-re megszoritva megyegyezik p-vel,
Dg-ra megszoritva pedig g-val. Ilyennek a létezése ekvivalens azzal, hogy p|p,np, = 4|p,nD,, vagy
masképpen azzal, hogy p U ¢ is fiiggvény.



Vegyiink egy G C P generikus filtert, és gyartsuk le az M[G] b&vebb modellt. Legyen F' = JG €
MIG] a generikus filter elemeinek az unidja.

Allitds: F:w; — ¢ sziirjekcié.

Bizonyitas:

1. F fiiggvény, hiszen G elemei kompatibilisek (mivel G filter), igy az unidjuk fiiggvény.

2. Dr = wy. Ennek a bizonyitasahoz belatjuk, hogy minden o € w; rendszamra az
Sa={qeP|aeD;yeM

halmaz stri P-ben. Vagyis minden p € P fliggvénynek vagy olyan Kkiterjesztése, aminek
az értelmezési tartomanydban benne van a. fgy mar nyilvanvalé: vagy p maga értelmezve
van a-ban, vagy, ha nincs, kiterjeszthetjiik a-ra tetszéleges c-beli értékkel (és természetesen a
tart6ja megszdmlalhaté marad). Mivel G generikus, minden M-beli siirti halmazba belemetsz,
specidlisan az S, halmazokba is, igy az unié minden « € w1 rendszamon értelmezett.

3. Rp = c¢. Ugyanigy, mint az elébb: minden 8 € ¢ rendszamra definialhatjuk a
Zg={qeP|BeR}eM

halmazokat, ezek stirtiek P-ben (hiszen tetszbleges p € P-t kiterjeszthetiink egy o € wi — D,
rendszamra gy, hogy az a-ban folvett értéke § legyen), igy G mindegyik Zg-ba belemetsz, ezért
az unié értékkészlete az egész c.

M[G]-ben tehat van egy sziirjektiv leképezésiink wi-rél c-re, ami azt jelenti, hogy M [G]-ben ¢ < wy.
Ez a kovetkeztetés (valamilyen értelemben) helyes is, de ezzel nem vagyunk kész! Ugyanis ¢ és wy
az. M-beli c illetve az M-beli wy: ¢ az M-beli P(w) M-beli szamossiga, wy pedig a legkisebb olyan
rendszam, aminek M-ben nincsen bijekcidja w-ra. 7c¢ < wi” tehat mindossze azt fejezi ki, hogy az
M-beli ¢ szerepét jatsz6 rendszam M [G]-beli szdmossaga legfeljebb akkora, mint az M-beli w; szerepét
jatszé rendszam M [G]-beli szamossaga!l Hogy viszonyulna ezek az M |[G]-beli c¢-hez és wi-hez?

o WM > A Nagyobb tigy tud lenni, ha a bévités sorén bekeriil egy w!™) — w bijekcié.

o PMIED () 5 PM)(w). Szigorian bbvebb tigy tud lenni, ha a bévités sordn bekeriilnek w-nak
1j részhalmazai.

o Ha PMIG) () = PIM) (), akkor cMIE) < M) Hiszen (M) az a legkisebb k rendszam, amihez
van M-beli f: PM)(w) — & bijekcié. Ez az f M[G]-ben is ott van, tehat [PMIED) (w)] < k.

Tehat elég belatnunk, hogy a bovités soran nem keriilnek be a modellbe w-nak 1j részhalmazai.
Ekkor ugyanis

WEM[GD < M[G)) < (M) < ng) < w§M[G]) ’

vagyis mindenhol egyenldség all, és az els6 egyenldség szerint M [G]-ben teljesiil a KH.
Allitas: Ha A € M[G], A C w, akkor A € M.

Bizonyitds: A € M[G] azt jelenti, hogy van olyan 7 € M név, hogy 7¢ = A. M[G] |= (A C w),
ezért van p € G, hogy p I (1 C @). (Lésd a ”bévités” és a forszolja” hozzdvaldk definiciéit). Belatjuk,
hogy az

S={qeP|3XeM: ql- (X =1)}
halmaz M-beli és — ha nem is slri, de — siiri p alatt, ami azt jelenti, hogy minden ¢ < p-hez van
r < g, hogy r € S. Ekkor az S’ = SU{q € P | p és ¢ inkompatibilisek} halmaz kénnyen ldthatéan
slirli, ezért GG belemetsz. De akkor GG az S-be metsz bele, mert nem tartalmazhat p-vel inkompatibilis
elemet. Ha pedig g € SNG, ¢ I- (X = 7), akkor M[G]-ben A = 7¢ = X, ezért A € M, tehat készen
lesziink.



S € M azért igaz, mert S a P M-beli halmaz "I segitségével definialt részhalmaza, és ”I-”
M-ben definidlhaté. (Jegyezziik meg, hogy S definiciéjaban "3X € M” helyett irhaunk egyszeriien
"3 X7 -et, hiszen M-beli definicié esetén a kvantor automatikusan M elemein fut.)

A sfirliséghez legyen ¢ < p, taldlnunk kell egy megfeleld ret. ¢ I- [(0 € 7) Vv (0 ¢ 7)], hiszen
(0€ A)V (0 ¢ A) minden modellben igaz. A ”forszolja” tulajdonsdgai szerint ekkor van gy < ¢, hogy
qo IF (0 € 7) vagy qo I (0 ¢ 7). Persze qo I [(1 € 7) v (1 ¢ 7)], ezért van q; < qo, hogy ¢1 IF (1 € 7)
vagy q1 b (1 ¢ 7). Igy indukci6val legysrthatjuk a ¢ > qo > ¢ > q2... elemeit P-nek tgy, hogy
minden n € w-ra ¢, IF (7 € 7) vagy ¢, IF (7 ¢ 7). Maga a (gy,) sorozat M-beli, hiszen a definiciéjaban
felhaszndlt Gsszes fogalom M-beli (vagyis a sorozatot M-ben definidltuk). Legyen r = (J,c,, n, és
legyen

X={new|rlk(nen}.
Belatjuk, hogy ez j6 lesz. X € M a definicigja miatt. r < g, teljestil minden n-re. Ezért minden
nrer |- (n€7)vagy r Ik (n ¢ 1), ésr Ik (1 C @), mert » < p. Tehat ha r bekeril egy G' C P
generikus filterbe, akkor az M[G']-ben 7¢-nek ugyanazok az elemei, mint X-nek, vagyis r IF (7 = X).
fgy r € .9, és ezzel készen vagyunk.

Megjegyzés: Ez a bizonyitas egy altalanosabb koncepcié része. Egy kényszerképzet k-teljes,
ha minden legfeljebb x szdmossdgi lancnak van alsé korlatja. A KH forszoldsa soran hasznalt
kényszerképzet w-teljes, ezért tudtuk bebizonyitani, hogy w-nak nem keletkeznek 1j részhalmazai.
Teljesen analég médon belathatd, hogy ha egy kényszerképzet k-teljes, akkor a bovités soran nem
keriilnek be a modellbe x-nak 14j részhalmazai. Tovabbd minden x™-ndl nem nagyobb szdmossig
szamossag marad az Gj modellben.

5.2. A KH tagadasanak a forszolasa

Legyen a kényszerképzet
P ={p:wyxw— {0,1} véges tartdju parcidlis figgvények} =
= {p | p figgvény, D, C wy x w, |Dy| <Ry, R, C {0,1}},
a rendezés pedig: p < ¢, ha p, mint fiiggvény kiterjeszti g-t (p D ¢q).
Ezzel egy (P, <) € M kényszerképzetet definidltunk, ugyanigy, mint a KH forszoldsanal.

Legyen G C P egy generikus filter, M[G] a bévebb modell és F' = | JG € M[G] a generikus filter
elemeinek az unidja.

Allitds: F :wy X w — {0,1} fliggvény, és minden « € wy rendszdmhoz az a-adik sorhoz tartozé
F,:w —{0,1}, F,(n) = F(a,n) fliggvények kiilonbozék egymastol.

Bizonyitas:
1. F fiiggvény, hiszen G elemei kompatibilisek.
2. Dp = wy X w, hiszen minden (a,n) € wy X w parra az
Sany={q€ P | (a,n) € Dy} e M
halmaz siirti P-ben, ugyantgy, mint a KH forszoldséanal.

3. Bérmely két o, € wy rendszamhoz van olyan n € w, hogy F(a,n) # F(B,n). Ennek az
igazolasahoz elég megmutatnunk, hogy minden «, 5 € ws esetén a

Zop={q€P|3Incw: Fla,n)# F(B,n)}

M-beli halmaz sirti P-ben. Ez pedig igaz: tetszdleges p € P-hez van olyan n € w, hogy p
nincsen értelmezve (o, n)-ben és (3,n)-ben (mert p véges tartdju). Terjessziik ki p-t ezekre a
pontokra, egyik helyre 0-t, masikra 1-et adva fliggvényértéknek. A kiterjesztett fiiggvény eleme
Zq pg-nak.



F sorai (az F, fiiggvények) elkddoljdk w egy-egy részhalmazét: A, = {n € w| F(a,n) = 1}. Mivel
az F,, figgvények kiilonbozoek, az A, részhalmazok is kiillonbozéek. M |[G]-ben tehdt van legalabb wo
darab kiillonb6z6 részhalmaza w-nak, tehat M[G]-ben (latszdlag!) teljesiil a KH tagaddsa. Az egyetlen
baj az, hogy az M-beli wy szerepét jatsz6 rendszam lehet, hogy M[G]-ben nem is szdmossag, vagy, ha
szadmossag, nem az wo-nek felel meg (pl. ha M[G]-be bekeriil egy wEM) — w bijekcid, akkor az M-beli
wo az wy szamossag szerepét fogja jatszani M[G]-ben). Ezeket a lehet&ségeket kizarja az alabbi allitéds
(és igy M[G]-ben valéban teljesiil a KH tagadasa).

Allitas: A szamossagok életben maradnak, vagyis M[G]-ben ugyanazok a szamossagok, mint
M-ben.

Bizonyitas: Belatjuk, hogy wy életben marad, vagyis nem keletkezik w — wy sziirjekci6é. Ennek a
mintajara belathatd, hogy nem keletkezik w; — wq sziirjekcid sem, és igy wo is életben marad. Nekiink
ennyi elég is lenne, de nagyobb szamossagokra is teljesen analég médon miikodik a bizonyitas.

Tegyiik fel, hogy h € M|[G], h : w — w; figgvény. Megmutatjuk, hogy nem lehet sziirjektiv:
h értékkészletét feliilrdl becsiiljik egy H € M halmazzal, majd megmutatjuk, hogy H szadmossaga
M-ben mind&ssze megszamlalhato.

h-nak van neve: 7 € M, 7% = h, és van p € G, hogy p IF (7 : & — & fiiggvény). Definidljuk
minden n € w-ra a H, halmazokat:

H,={a€cw |FgeP: q¢q<p, ql-(r(n)=4a&)} .

H, € M a definiciéja miatt, és H, a potencidlis h(n)-értékek halmaza, vagyis h(n) € H, teljesiil
minden n € w-ra (hiszen ha h(n) = «, akkor van ¢ € G, ami ezt forszolja, és valaszthatunk ilyen ¢-t
p alatt is). Ezért, a H =, . H, jeloléssel h értékkészlete része H-nak.

new

Ha « és B két kiilonbozé eleme Hjp-nek, akkor hozzdjuk tartozé P-beli g, illetve gg elemek
inkompatibilisek. Hiszen ¢, I+ (7(2) = &) és gg I+ (7(n) = B3), és mindketten forszoljdk, hogy
(1 : & — W fiiggvény), mivel kisebbek p-nél. Ha lenne koz0s kiterjesztése go-nak és gg-nak, akkor
mindezt forszolnia kellene, de ez lehetetlen, hiszen egy fliggvény nem vehet {6l egy helyen két kiilonb6z6
értéket.

Belatjuk, hogy P tetszOleges w; szdmossagu részhalmazdban van két elem, amik kompatibilisek.
Ehhez — bizonyitas nélkiil — félhasznaljuk a végtelen A-rendszer lemmdt:

Ha k > w regularis szamossag, akkor minden x szamossagu, véges halmazokbdl allé hal-
mazrendszerbdl kivalaszthaté k-szdmossagu A-rendszer. (Egy halmazrendszer A-rendszer,
ha tetsz6leges két elemének a metszete ugyanaz a D halmaz.)

Legyen L C P, |L| = wy. Alljon a K halmaz az L-beli fiiggvények értelmezési tartomanyibol: K =
(D, | reL} Igy K C Plwy X w) egy w; szdmossagu, véges halmazokbol 4116 halmazrendszer és
w1 > w reguldris rendszam. Ezért a A-rendszer lemma szerint van K’ C K w; szdmossdgu A-rendszer:
tetsz6leges D, Ds € K'-re D, N Dy = D. De D véges halmaz, ezért csak véges sok D — {0,1}
fiiggvény van. Ezért K’ elemeihez tartozé L-beli fuggvények kozott biztosan van kettd, amiknek a
D-re vett megszoritasa megegyezik, de akkor ez a két fuggvény kompatibilis.

Most rakjuk oOssze: tetszOleges n-re a H, minden « eleméhez valaszthatunk egy-egy ¢, elemet
(4gy, hogy ¢o IF (T(R) = &)), és a {qo | @« € Hp} C P halmaz paronként inkompatibilis elemekbdl
all, tehat megszamlalhaté. Emiatt a H,, halmazok is megszamlalhatéak, és H = J,,,, Hyn halmaz is,
hiszen megszamlalhaté sok megszamlalhaté halmaz unidja. Mivel h értékkészlete része h-nak, ezért
ez is megszamlalhaté, tehat A nem lehet sziirjektiv.

Megjegyzés: Ha a kényszerképzet definicidjaban we x w helyett £ X w-t frunk (ahol x tetszdleges
szadmossag), akkor a b6vebb modellben ¢ > k fog teljesiilni. Tehdt a kontinuum értéke tetszélegesen
nagy lehet (de nem lehet akdrmelyik szamossag, a Kdnig-tétel korlatozza a lehet&ségeket).

Megjegyzés: Ez a bizonyitas is egy dltaldnosabb koncepcié része. A kényszerképzet egy részhalmazat
antildincnak nevezzilk, ha az elemei paronkant inkompatibilisek. A kényszerképzet teljesiti a k-
antildncfeltételt, ha nincs benne k méretil antilanc. (Mésképpen: ha a kényszerképzet barmely
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szadmossagu részhalmazaban van két elem, amik kompatibilisek.) A KH tagadasdnak a forszolasa soran

hasznalt kényszerkézet tehat teljesiti az wi-antilancfeltételt. Az ilyen kényzerképzeteket megszdmldalhato
antilancfelételesnek (MAF-osnak) hivjak, természetesen helyteleniil. Voltaképp azt bizonyitottuk

be, hogy ha egy kényszerképzet MAF-os, akkor a szamossagok életben maradnak. Teljesen analdg

moédon bizonyithatd, hogy ha egy kényszerképzet teljesiti a x-antilancfeltételt, akkor a k-nal nagyobb

szdmossagok szamossdgok maradnak a b&vebb modellben (és ha k reguldris, akkor k is szdmossdg

marad).

6. Bovebben:

Halmazelmélet:

e Hajnal-Hamburger: Halmazelmélet

e Halmazelmélet jegyzet Komjith Péter honlapjan valahol: http://www.cs.elte.hu/ kope
Matematikai logika:

e http://www.cs.elte.hu/ kope/oktatas/09tav/ma2.pdf

e Csirmaz Lészl6 konyve és jegyzetei a honlapjan: http://renyi.hu/ csirmaz/
Forszolas:

e http://www.cs.elte.hu/ kope/oktatas/forsz.dvi

e http://renyi.hu/ csirmaz/
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