Valoszintiségszamitas 1 gyakorlat, 1. feladatsor, megoldasok

1. Alapfeladatok

1. Mennyi annak a valészintisége, hogy harom kockadobasbol van legalabb egy hatos, feltéve, hogy
kiilonb6z8 szamokat dobtunk?

Megoldas. A: van legalabb egy hatos; B: kiilonb6z6 szamokat dobtunk.

Osszes lehet6ség: 62, a dobokocka szabalyossaga és a szimmetria miatt ezek egyforman valoszi-
niiek, alkalmazhatjuk a klasszikus val6szintiségi mezére vonatkozo Osszefiiggést.

Bar ez nem volt kérdés, mivel 5% olyan lehetéség van, amiben nincs hatos:

53
o5 =42,1%.

P(4) =12

Maésrészt annak valdszintisége, hogy minden dobas kiilonbo6z6, azaz eltér az el6z6ektsl:

6-5-4 120
= = — = 55,5%.

P(B) T

Tovabba a B-n beliil azok a rossz esetek, amikor hatos sincs, a szamok pedig egymaéstol is eltérnek:

6-5-4 5-4-3 60
63 - 63 :@:27,8%

P(ANB)=P(B)-P(B\ A) =

Osszességében az A-nak B-re vonatkozé feltételes valoszintisége:

P(ANB) ¥ 1
6

Mésik lehet8ség: ugyanannyi olyan eset van, amiben van hatos, mint amiben nincs, ebbdl is
kovetkezik, hogy 1/2 a feltételes valosziniség.

2. Egy betegségben a lakossag 2%-a szenved. A vérvizsgalat beteg embereknél 95% valoszintiséggel
mutatja ki a betegséget, mig az egészséges embereknél 1% valoszintiséggel tévesen betegséget
jelez.

(a) Egy véletlenszertien valasztott embernél k-szor fiiggetleniil elvégezve a vizsgalatot, mennyi a
valdszintisége, hogy a teszt minden alkalommal betegséget jelez? Mennyi ez k = 1-re, k = 2-re
és k = 3-ra?

(b) Valakinél k alkalommal végezték el a vizsgalatot, egymastol fliggetleniil. Feltéve, hogy minden
alkalommal betegséget jelzett a teszt, mennyi a valdszintisége, hogy az illeté beteg?

Megoldas. Legyen A az az esemény, hogy a teszt mind a k alkalommal betegséget jelez, B pedig
az az esemény, hogy az illeté beteg. Ekkor B és a komplementere olyan teljes eseményrendszer,
amiben minden eseménynek pozitiv a valoszintisége. Tehat alkalmazhatjuk a teljes valoszintiség
tételét:

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B) = 0,95% - 0,02 + 0,01* - 0, 98.

Ennek értéke k = 1-re 2,8%, k = 2-re 1,8%, és k = 3-ra 1, 7%.

(b) Valakinél k alkalommal végezték el a vizsgalatot, egymastol fiiggetleniil. Feltéve, hogy minden
alkalommal betegséget jelzett a teszt, mennyi a valdszintisége, hogy az illeté beteg?

Az el6z6 jelolésekkel Bayes tételét is alkalmazhatjuk, hiszen A-nak is pozitiv a valoszintsége, a
tobbi feltétel pedig tovabbra is teljesiil. Igy
P(BNA) P(A|B)P(B) 0,95 - 0,02

FE) = TR T RAIBR(B) + PABIRE) 0,950,024 0,017 0,98

Ennek értéke k = 1-re 66%, k = 2-re 99,5% és k = 3-ra 99, 99%.



. Véletlenszertien kettétoriink egy 1 m hosszii botot. Jelolje X a nagyobb rész hosszat és Y a
rovidebbét. Egy adott x valos szamra mennyi P(X < z) és P(Y < x)?

Megoldas. Mivel X a nagyobb rész hosszat jeloli, ezért % < X < 1, tehat a keresett valoszintiség
a kovetkezGképpen adhaté meg:

0 hax<%
_1
P(X < z) = iﬁz&x—lha%§x<1
1 hal <z

Ugyanis a szimmetria miatt feltehetjiik, hogy az osztoépont az (1/2,1) intervallumba esik, ezen
beliil pedig a nagyobb rész hossza pontosan akkor lesz xz-nél kisebb, ha az osztopont 1/2 és = kozé
esik, vagyis egy o — 1/2 hosszu intervallum lesz megfelel§ egy 1/2 hosszt intervallumon beliil, és
feltéve, hogy a pontot egyenletes eloszlas szerint valasztottuk, a valoszintiségeket az intervallum
hosszaval ardnyosan szamithatjuk ki. Masképpen: akkor lesz X < z, ha az osztéopont 1 — x és =
kozé esik, vagyis egy 2x — 1 hosszi intervallum megfelel§ a teljes 1 hossza intervallumbol.

Hasonloképpen, mivel Y a kisebb rész hosszat jeloli, ezért 0 < Y < %, vagyis:

haxz <0
=2z ha0<x§%

ha%ﬁx

PY <z)=

oy ©

. Egy egységnyi hosszisagt szakaszt két taldlomra valasztott pontjaval hidrom részre osztunk.
Mennyi a valdszintisége, hogy a keletkezett szakaszokbol szerkeszthetd haromszog?

Megoldas. Hasznéljuk a kovetkezd jeloléseket: a vizsgalt esemény legyen A, a szakasz egyik
végpontjanak a tavolsdgat a kivalasztott pontoktol jelolje x és y. Ekkor a két pont kivalasztasa
megfeleltethetd azzal, hogy az egységnégyzetbdl szeretnénk kivalasztani egy (x,y) pontot.

A harom szakasz pontosan akkor lehet egy haromszog harom oldala, ha koziiliik barmelyik ket-
tének a hossza nagyobb, mint a harmadik hossza. 2 esetet kell megkiilonboztetni:
e Haz < y, akkor a 3 szakasz: x, y—x, 1—y. Ahhoz, hogy ezekbdl a szakaszokbol haromszoget
tudjunk alkotni, a kdvetkezs egyenlGtlenségeknek kell teljesiilni:
(i) z+y—z>1—y, azazy>%
(i) x+1—y>y—u, azazx+% >y
(i) y—x+1—y >z, azaz % >
e Ha y > x, akkor az x és y szerepcseréjével a kovetkezd egyenlStlenségek adodnak:
(i) 2> 3
(i) y+ 5 >
(il) 3 >y

Azon pontok, melyek a két egyenl6tlenség rendszer egyikét kielégitik az abra beszinezett részébe

esnek. Ez a tertilet i, és mivel az egységnégyzet teriilete 1, ezért P(A) = %.
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5. Mennyi a valészintisége, hogy lottohtizasnal, amikor 1 és 90 k6zotti szamokbol visszatevés nélkiil
sorsolnak ki 6tot,

(a) tobb a paros, mint a paratlan?
(b) a kihuzott szamok a htizas sorrendjében novekvsek?

Megoldas. (a) Mivel ugyanannyi paros és paratlan szam van, és a szamok szerepe ugyanolyan,
annak valoszintisége, hogy tobb a paros, mint a paratlan, ugyanannyi, mint annak valoszintisége,
hogy t6bb a pératlan, mint a paros. Mivel 6t szamot hizunk, az nem lehet, hogy ugyanannyi
paros legyen, mint péaratlan. Ezért a kérdéses valoszintség 1/2.

(b) Barmi is az 6t kihtzott szam, 5! = 120-féle sorrendben lehet ket kihtzni, és minden sorrend
egyformén valoszini a szimmetria miatt. A 120-féle lehetséges sorrend koziil egy az, amikor a
hiizés sorrendjében névekvik. Ezért a kérdéses valdszintiség

1 1

Mésképpen, ha sorrenddel szémolunk, minden szamotoshoz egy jo sorrend tartozik, ezért:
90
(5) 1
90-89-88-87-86 5!

6. (Osztozkoddsi probléma) Hogyan osztozzon a téten két jatékos, ha 5 : 3-as allasnal félbeszakadt
a 6 gy6zelemig tart6 mérkdzésiik? Tegyiik fel, hogy barmelyik jatékos % valoszintiséggel nyerhet
az egyes jatszmakban, a tobbi eredménytsl fiiggetleniil.

Megoldas. A masodik jatékos pontosan akkor nyer, ha a kévetkezs harom jatszma mindegyikét
6 nyeri, hiszen az els6 méar csak egy nyertes jatszmara van a gy&zelemtsl. Mivel a jatszmak
fiiggetlenek, ennek valoszintisége 1/8, vagyis a valoszintiségek szorzata (minden kérben 1/2).

A nyerési valoszintiségek ardnyaban elosztva a tétet tehat 7 : 1 a megfelel6 arany.

2. Gondolkodtato feladatok

1. Egy allasra n palyazo koziil szeretnénk a legjobbat kivalasztani. A palyézok véletlenszerd sor-
rendben bemutatkoznak, és rogton el kell donteniink, hogy felvessziik-e a jeloltet, aki éppen be-
mutatkozott. Alkossunk stratégiat amely maximalizalja annak a valoszintiségét, hogy a legjobb
palyazot vessziik fel!

Megoldas. Vizsgéljuk meg azt a stratégiat, hogy az els§ k palyazot biztosan nem alkalmazzuk,
majd ezutan az elsd olyat kivalasztjuk, aki mindegyik el6zénél jobb. Mekkora a valdszintisége,
hogy a legjobb palyazot vessziik fel? Mekkoranak érdemes k-t valasztani, ha n nagy?

Bontsuk szét a sorrendeket aszerint, hogy hanyadikként érkezik a legjobb palyaz6. Masképpen,
legyen B; az az esemény, hogy a legjobb palyazo j.-ként érkezik (j = 1,2,...,n). Legyen A az
az esemény, hogy a legjobb palyazot vilasztjuk. Vilagos, hogy j =1,2,...,k esetén

P(A|B)=0 (j=1,2....k)

hiszen az els6 k kozill nem vélasztunk. Ha pedig j = k 4+ 1,...,n, akkor a kovetkezs igaz:
pontosan akkor valasztjuk a legjobbat, ha az els§ j — 1 palyazé koziil a legjobb az els§ k kozott
érkezett. Ilyenkor ugyanis a k +1,...,7 — 1 koziil nem valasztunk senkit, hiszen az els6 k koziil

mar lattunk jobbat, ha pedig ez a palyazé nem az elsé k-ban jon, akkor legkésébb akkor, amikor
6 megérkezik, felvesziink valakit. Tehat

k .

hiszen ennyi annak valészintisége, hogy az els6 j — 1 palyazo koziil a legjobb az els6 k-ban érkezik.
A {B; };7’:1 teljes eseményrendszer, ezek koziil pontosan az egyik kovetkezik be, és mindegyiknek
1/n > 0 a valészintisége. Igy alkalmazhatjuk a teljes valoszintiség tételét:

P(4) = S PAB)P(B) = Y —
j=1

i=kr1d T



Erre zart képletet nem tudunk adni, de a masodik kérdésre tudunk kozelits valaszt adni.

~ k 1 _k ("1 k k. k
P(A) = z/ —dr = —(logn —logk) = ——log —.
j:kﬂj—l n nJf, x n n n

(Itt log az e alapu logaritmust jeloli.) Ha most k/n = z, akkor azt az z-et keressiik, amire ez a
valoszintiség a legnagyobb.

Derivaléssal:
(—zlogz) = —logx — 1.

Mivel ez pontosan akkor pozitiv & € [0,1] esetén, ha —logz — 1 > 0, azaz x < 1/e, ennek a
kifejezésnek x = 1/e esetén van maximuma. Tehat koriilbeliil n/e jeloltet érdemes meghallgatni,
és utana az els6, minden korabbinal jobbat valasztani, ha a leheté legnagyobb valészintséggel
szeretnénk a legjobb jeldltet valasztani.

2. 100 utas véarakozik arra, hogy beszallhassanak egy 100 {6s repiil6gépbe. A sor legelején all6 utas
elvesztette a beszallokartyajat, igy véletlenszertien valaszt egy helyet, melyre leiil. A tSbbi utas
egyesével széll fel, és ha egyikiik azt latja, hogy a helye mér foglalt, akkor a még szabad iilések
koziil véletlenszertien valaszt. Mekkora a valdszintisége, hogy az utolsé utas a sajat helyére il le?

Els6 megoldas: jeldlje p, a keresett valoszinséget n > 2 utas esetén. Figyeljiik meg, hogy
p2 = 1, és ha az els6 utas a k-adik helyre iil le (k # 1,n), akkor a hatralévs utasok pont az
n — k 4+ 1 emberre vonatkozo feladatot jatszak le (a k-adik embert az els6 helyére képzelve). Igy

1 1 1 1 1
pn=—-1+—Ph1+—-pPp2+t...+—-p2+—-0.
n n n n n

Ebbdl indukcioval p, = 1/2 adodik minden n-re.

Masodik megoldas: amikor az els§ utas, vagy barmely kés6bbi utas, akinek foglalt a helye,
beszall, azonos valoszintiséggel il az elsé utas helyére (mely esetben a végén a 100. utas jo helyre
fog tilni), és a 100. utas helyére (mely esetben a 100. utas nem a sajat helyén fog iilni). Minden
mas esetben a dontés csak elodazodik. Vagyis a keresett valoszintiség 1/2.

Harmadik megoldas: A valasz nyilvan nem fiigg attél, hogy pontosan hanyadik helyen il az
elsG és a 100. utas. Jatszuk le a folyamatot két parhuzamos univerzumban tgy, hogy az utasok
pontosan ugyanoda iilnek le, de az elsd és a 100. utas helye a két univerzumban meg van cserélve.
Mindkét univerzumban a feladatnak a helyes lefolydsa valosul meg, és az egyikben a 100. utas
akkor és csak akkor il a sajat helyére, ha a mésikban nem. Ha a keresett valészintiség p, akkor
az el6zG érvelés a p+ p = 1 egyenletet adja, igy p = 1/2.

3. Egy gombfeliileten egymastol fiiggetleniil, véletlenszertien vilasztunk 4 pontot. Mekkora a valo-
szintisége, hogy az altaluk meghatarozott tetraéder tartalmazza a gdbmb kézéppontjat?

Megoldas. Helyezziik el a pontokat tgy, hogy elGszor csak az atmérdjiiket sorsoljuk ki, majd
egy szabalyos pénzérmével dontsiik el, hogy az atmérs melyik végpontjat valasztjuk. A 4 atmérs
1 valészintiséggel kiilonbozs, és gombi értelemben fliggetlen lesz. Meggondolandd, hogy barmely
atmeérdskiosztas esetén a 16 lehetséges érmedobéas koziil pontosan 2 lesz kedvezs (ezek egyméas
komplementerei).

3. Gyakorl6 feladatok

1. (Monty Hall-probléma) Egy televizios jatékban 3 ajto koziil valaszthat a jatékos, az egyik mogé
ajandék van rejtve. A jatékos vélasztasa utan a misorvezets kinyit egy masik ajtot és megmutat-
ja, hogy ott nincs ajandék. Felajanlja a jatékosnak, hogy valtoztathat. Erdemes-e valtoztatni?
Szimulacié: https://www.randomservices.org/random/apps/MontyHallGame.html

Megoldas.

P({1 1
P(elsd ajto mogott van az ajandék|masodik ajtdo mogott kecske) = IP’(S;;;) =5


https://www.randomservices.org/random/apps/MontyHallGame.html

Q={1,2,3}
a harom lehetdség aszerint, hogy melyik moégott van az autd
Mi az egyest valasztottuk (kiilonben atpermutaljuk), a masodik mogott kecske van: Q' = {1, 3}
B: az az esemény, hogy amikor el§szor valasztottunk, az ajandékot rejtd ajtot valasztottuk
A: nyeriink

Valtoztatas esetén:

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A[B)P(B)

Erdemes valtoztatni.

Elsg stratégia: nincs valtoztatas. Ebben az esetben a jatékos elészor 1/3 valoszintséggel mutatott
az ajandékot tartalmazo ajtora, tehat osszességében is 1/3 valoszintiséggel nyeri meg a jatékot.

Masodik stratégia: valtoztatas. Vegyiik észre, hogy ha a jatékos el@szor egy iires ajtora mutat,
akkor mindenképpen nyer: a masik két ajté koziil kinyitjak az iireset, igy a véltoztatas utan 6
biztosan az ajandékot rejts ajtot fogja vilasztani. Ha a jatékos elGszor az ajandékot rejté ajtora
mutatott, akkor viszont, mivel valtoztat, biztosan nem nyer.

Legyen A az az esemény, hogy a jatékos nyer, B az az esemény, hogy az elsé alkalommal az
ajandékot rejté ajtora mutatott. A {B, B} pozitiv valoszintiségli eseményekbdl allo teljes ese-
ményrendszerre (metszetiik {ires, uniojuk €2) alkalmazva a teljes valoszintség tételét:

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A[B)P(B) = 0-1/3 +1-2/3 = 2/3 > 1/3.

. Mennyi a val6szintisége, hogy egy négytagu tarsasdgban van két ember, akiknek ugyanakkor van
a sziiletésnapja? (Tegyiik fel, hogy minden év 365 napos, és mindenki a tobbiektsl fiiggetleniil
minden nap ugyanannyi valoszintiséggel sziiletik.) Szimulécié: https://www.randomservices.
org/random/apps/BirthdayExperiment.html

Megoldas. Az Osszes eset szama 365%, és a feltétel szerint ezek egyforman valoszintiek. A rossz
esetek szama 365-364-363 - 362, ennyiféleképpen torténhet meg, hogy mindenki kiilonb6z6 napon
sziiletik. Vagyis a kérdéses valdsziniiség

1 365 - 364 - 363 - 362

o = 1,6%.

. A francia labdarago-valogatott huszfGs keretét edzésen talalomra két tizfGs csoportba osztjak. A
keretben négy csatar van Osszesen. Mennyi a valészintisége, hogy mindkét csoportba két csatéar
keriil?

Megoldas. A kérdés ekvivalens azzal, hogy 10 embert kivalasztva mennyi a valészintisége, hogy
pontosan két csatart valasztottunk ki. A kettéosztasnal ugyanis nem kiilonboztetjiikk meg a ,ki-
valasztott” és ,maradék” sportolokat, de minden kettéosztésbol kétféleképpen tudunk ,kivilasz-
tott” csoportot 1étrehozni, vagyis a kedvezs és Osszes eset szama is megduplazodik, a valdszintiség
ugyanaz lesz.

Tiz embert kivalasztani (%8)—féleképpen lehetséges. Ebbdl olyan eset, amikor a kivilasztottak
koézott pontosan két csatar van, (;1) . 16) van, hiszen meg kell mondanunk, hogy melyik két
csatar keriil ide, meg kell mondani, hogy a tébbi 16 jatékos koziil ki az a nyolc, aki bekertil,
és a csatarok valasztasa barhogyan kombinalhaté a tobbiek valasztasaval, ezért lehet szorozni a
kettSt. Osszesen tehat a valoszintiség:

M = 41, 8%.

. Mennyi a val6szintisége, hogy a lotton kihtzott 6t szam kozotti paronkénti kiilonbségek mind-
egyike legalabb 6t7 A lotton 1 — 90-ig szamozott golyok koziil hiiznak 6tot visszatevés nélkiil,
feltessziik, hogy minden szamo6tos egyformén valoszind.

Megoldas. Az Osszes eset szamotOs szama (950) (a sorrend nem szamit, csak az, hogy me-
lyik 6t szamot huztuk), a feltétel szerint ezek egyforman valoszintek. Ha van egy jo szamotos:


https://www.randomservices.org/random/apps/BirthdayExperiment.html
https://www.randomservices.org/random/apps/BirthdayExperiment.html

(z1, 22, %3, T4, T5) Nagysag szerint névekvs sorba rendezve, akkor ehhez hozza tudjuk rendelni az
(r1,22 — 4,23 — 8,14 — 12, 25 — 16) szamotost, és mivel minden kiilonbség a szomszédos szamok
kozott legalabb 5 volt, ezzel 6t olyan szamot kaptunk, amik 1 és 90 — 16 = 74 kozott vannak, kii-
lonbozéek és nagysag szerint névekednek. Ez a hozzarendelés valojaban egy bijekcio: ha vesziink
ot kiilonb6z6 szdmot 1 és 74 kozott, melyek nagysag szerint novekednek, akkor a mésodikhoz
4-et, a harmadikhoz 8-at, a negyedikhez 12-t, az 6t6dikhez 16-ot hozzdadva kapunk 6t, az eredeti
feltételnek megfelel§ szamot 1 és 90 kozott, és semmit nem kapunk meg kétszer. Ezért a keresett
val6szintiség:

74
(L) = 36, 7%.
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