Valoszintliségszamitas 1 gyakorlat, 2. feladatsor, megoldasok

1. Alapfeladatok

1. Mennyi egy (szabalyos) kockadobas varhato értéke?
Megoldas.
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2. Fej vagy irast jatszunk, és mindig a fejre tippeliink. Mekkora a valészintisége annak, hogy soha
sem fogunk nyerni?

Megoldas. Jeloljiik a feladat megoldésat p-vel, persze 0 < p < 1. Annak a valdszintisége, hogy
az elsé n dobasban nem nyeriink 1/(2"), és a p-nek ennél kisebbnek kell lennie. Ha ez minden
n-re igaz, akkor p csak 0 lehet. (Persze emogott az 1/2™ — 0 hatarérték all, de a megoldast el
lehet mondani hatarérték nélkiil is.) Felvet6ds kérédések: mi az Q eseménytér? Erdemes 0, 1N-
nek valasztani. Mik az események, és mi a P halmazfiiggvény? Mértékelmélet kurzus nélkiil
nem vildgos, de erre a kérdésre szerencsére tudtunk valaszolni. Tanulsig: attol, hogy valami
bekovetkezhet, még lehet 0 a valoszintisége!

3. Egy tizemeletes héz foldszintjén 15 ember szall be a liftbe. Egymastoél fiiggetleniil mindenki
valaszt a 10 emelet koziil egyet (mindegyiket azonos valoszintséggel), ahol kiszall. Mennyi a
valoszintisége annak, hogy minden emeleten kiszall valaki?

Megoldas. Legyen A; az az esemény, hogy az i. emeleten nem szall ki senki (i = 1,...,10).
Ekkor annak a valoszintisége, hogy mind a 10 emeleten kiszall valaki: 1 —P(A; U...U Ajp).

Kezdjiik el felirni a szitaformulat. Az els tag:
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hiszen A; azt jelenti, hogy a j. emeleten nem szall ki senki, mind a 15 ember a tébbi 9 emelet
koziil valaszthat (tetszéleges elrendezésben), az oOsszes, egyforman valoszini eset szama pedig
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Hasonléképpen a kovetkezé tag, amit le kell vonnunk:
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hiszen a tagok szama megegyezik az 1,2,...,10 koziil kivalaszthaté parok szamaval, A; N A;
pedig azt jelenti, hogy az ¢. és j. emeleten nem szall ki senki, igy mindenki 8-féle emelet koziil
valaszthat. Ezt a gondolatmenetet folytatva a szitaformula alapjan azt kapjuk, hogy
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Ez tehat annak valdszintisége, hogy legalabb az egyik emeleten nem &ll meg a lift, igy a keresett
valoszintiség: 100 — 95,4 = 4,6%.

4. Egy kockaval addig dobalunk, amig hatost nem dobunk. Varhatéan hanyadik dobasra kapunk
hatost?

Megoldas: Nehézség: végtelen sok lehetséges kimenetel mellett kell atlagot szamolni. Pont a
2-es feladat mutatja, hogy 1 valészintiséggel csak véges sokéig kell varni, igy az atlaghan nem
szerepel majd oo, mint Osszeadando.

Végtelen 6sszeges megoldas: Irjuk fel az atlagot Annak a valosziniisége, hogy pontosan az
n-edik dobésra jon ki az elss hatos (5/6)" ! - (1/6). Igy a varhaté érték:
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Bontsuk fel, ettdl elsére még rosszabbnak tiinik a helyzet:
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Latszik, hogy érdemes meghatarozni az (1 + (5/6) + (5/6)% +...) 6sszeg értékét, mert ha a fenti
tablazat i-edik sorabol kiemeliink (1/6) - (5/6)°~!-t, akkor pont ezt kapjuk. Ez mar megy:
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A korabbi felirasunkat igy ki tudjuk egésziteni:
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Vagyis a jobb oldalakon megint az (1+ (5/6) + (5/6)? 4. ..) dsszeg van, amit mar kiszdmoltunk.
Igy az eredmény 6.

Megjegyzés Az (1+ (5/6) + (5/6)2 +...) Gsszeget szamolas nélkiil is megkaphatjuk, bar ehhez
triikkosnek kell lenni. Az 2-es feladatbol tudjuk, hogy 1 valoszintiséggel véges sok dobas utéan
megallunk. Vagyis a valoszintiségek Osszege 1:
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Markov lancos megoldas: Legyen a keresett varhato érték y, varhatéan ennyi dobasra van
sziikség az els§ hatoshoz. Ha az els6 dobas hatos, akkor nem kell tovabb varakozni, Gsszesen 1
dobasra volt sziikség. Ha viszont nem hatos, akkor a dobas utan még mindig varhatéan y dobasra
van sziikség! Vagyis ebben az esetben az elsével egyiitt varhatéan 1 + y dobés kell.

1+ -(1+4y).
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Ez y-ban egy linaris egyenlet, amibél y = 6.

. Péternek 6 sziirke, 5 fekete és 3 fehér poloja van. Egy utazés el6tt talalomra kivalaszt hat
kiilonb6z8 polot, minden lehetGséget azonos valdszintiséggel valasztva.



(a) Milyen eloszlasu a kivalasztott sziirke polok szama?

(b) Mennyi a kivalasztott sziirke polok szamanak varhato értéke?

(¢) Mennyi a valoszintisége, hogy minden szinbdl ugyanannyi darabot visz magéaval az utazasra?
Megoldas. (a) A lehetséges értékek: 0,1,2,3,4,5,6. Mivel mind a (164) lehetdség egyforméan
valoszin: 6 g

(k) ) (6—k:)
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ugyanis (2)—féleképpen valaszthatjuk ki, hogy melyik sziirke polokat viszi el, (6§k)—féleképpen,

hogy melyik nem sziirke polokat viszi el, és ezen lehet&ségek szamét lehet szorozni, ugyanis
barmelyik barmelyikkel megfelels és kiilonbo6zd lehetSséget ad.

P(k sziirke polo) =

Ez hipergeometrikus eloszlas, N = 14, M = 6 és n = 6 paraméterekkel.

Maésképpen: a kivalasztott sziirke polok szdméat X-szel jelolve X hipergeometrikus eloszlastu
n=06,M =6 és N = 14 paraméterekkel.

Allitas: minden huzasnal 6/14 valoszintiséggel huzunk sziirke po6lot, hiszen a polok szerepének
felcserélhet@sége miatt minden huzasnédl minden po6ld azonos valdszintséggel jon ki.

Ennek megfelelGen a kivalasztott sziirke p6lok szamanak varhatéd értéke:
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(c) Az el6z6hoz hasonloan szamolhatjuk az Osszes eset szaméat, most azonban mindharom szinbgl
két-két darabot kell kivalasztani. A vélasztasok most is tetszélegesen kombinalhatok, igy
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. Mi egy egység hosszi intervallum egy véletlenszertien valasztott pontjanak varhato helye”? Fo-
galmazzuk meg a kérdést varhato érték problémaként!

P(minden szinbdl ugyanannyi) =

Megoldas. Az egység hosszu intervallum legyen a [0, 1]. A kérdés az, hogy ha ebbdl hazunk egy
véletlen szamot, akkor az varhatéan mennyi. Intuitiven érezziik, hogy ennek a véletlen szdmnak
a varhato értéke (1/2). Vagyis a véletlen pont varhato ,helye” kozépen van.

A feladat f6 gondolati nehézsége az, hogy a kimenetelek halmaza méar nem is megszamlalhato,
hanem kontinuum. FEzzel egy id6ben minden kimenetel valészintisége 0. Barmely fix pontra
annak a valbszintisége, hogy oda esik a véletlen pont lathatéan 0. Hogyan lehet kontinuum sok
szamot atlagolni, ha raadasul mindegyiket 0-val kéne stlyozni? Abrazoljuk egy (nagyon egyszert)
fliggvénnyel, hogy ha az z pontba érkezik a véletlen pont, akkor mennyi az értéke. Ez persze
az f(x) = x fiiggvény. Mennyi ennek a fiiggvénynek az atlaga? Ranézésre is 1/2, vagy ki is
integralhatjuk.

Diszkretizaldés megoldas. Osszuk az intervallumot n részre, és becsiiljiik alulrél a véletlen
pontunk értékét az 1/n megfelel tobbszorosével. (Avagy legyen X,, = |[n - X|/n, ahol X a
véletlen pontunk.) Ekkor X, < X = E(X,) < E(X), és elgbbit kiszamolva
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Hasonloan eljarval felss becslést is adhatunk, legyen Y, = [n - X|/n, és erre
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Ez minden n-re igaz, igy E(X) = 1/2.



2. Gondolkodtato feladatok

1. Egy majom iil egy iroégép el6tt, és véletlenszertien nyomkodja a gombokat. Mekkora a val6szint-
sége annak, hogy a (végtelen hosszi) papiron el6bb-utobb megjelenik az ,abrakadabra” sz6?

Megoldas. Annak a valosziniisége, hogy a majom rogton (az 1.t6l a 11. karakterig) leirja az
sabrakadabra™at ugyan kicsi, de pozitiv, jeloljik p-vel. Ha nem sikeriil, akkor a 12. és 23. ka-
rakterek kozott wjra probalkozhat, ismét p eséllyel. Es igy tovabb, végtelen sokszor. Ez olyan,
mintha cinkelt érmével jatszanank a 2. feladatban, onnan tudjuk, hogy 1 valdszintiséggel vala-
mikor sikeriilni fog. Persze az lehet, hogy valahol méshol is van ,abrakadabra” a papiron, de
nekiink az csak j6. Mi azt bizonyitottuk, hogy 1 valésintiséggel lesz olyan ,abrakadabra”, ami a
(11k + 1)-edik karakternél kezdédik, és a 11(k + 1)-ediknél ér véget, valamely k-ra. Ez erGsebb,
mint hogy valahol a papiron van ,abrakadabra”.

2. Moriczka a telefonja mellett iil, és nagyon varja, hogy felhivja valaki. Unalméban azon gon-
dolkozik, hogy hogyan modellezhetné az élményt, de az iskolaban sajnos csak kombinatorikus
valészintiségszamitast tanult. Azt megfigyelte, hogy naponta atlagosan 5 telefonhivast kap, és
az az intuitiv érzése, hogy minden pillanatban ugyannyira valoszint, hogy felhivjak, fiiggetleniil
attol, hogy mikor volt az el6zd hivas. Segitsiink neki matematikai modellt alkotni!

Megoldas. Els6 kb 5 perc innen: https://www.youtube.com/watch?v=rBIQmwaoZfs. Aztan
lehet ezt| olvasgatni.

3. Két fej-iras sorozat koziil azt nevezziik jobbnak, amelyikre 1/2-nél nagyobb annak az esélye, hogy
egy szabalyos érmét dobédlva hamarabb bekovetkezik, mint a mésik. Hasonlitsuk 6ssze az I1F,
IFF, FII és FF1I sorozatokat!

Megoldas.

FF1I esélye az IF'F ellen: 1/4.
IFF esétlye az IIF ellen: 1/3.
IIF esélye az F1II ellen: 1/4.

FII esélye az FFI ellen: 1/3. A szimmetria miatt valojaban csak két kiilonbo6z8 esetet kell
megnézniink, a masik két esetben ugyanigy mtikodik a szamolas. Nézzik FFI és IFF 6sszeha-
sonlitdsat. Ha dobtunk egy I-t, akkor biztosan IFF jon el6bb, hiszen amikor el§szor megjelenik
két FF, akkor mar el6tte egy I lesz. Ha az els6 két dobas FI, akkor ugyanez a helyzet. Ha az
els§ két dobéas FF, akkor biztosan az FFI nyer, akkor, amikor az els6 I megjelenik. Ezért az
FFI pontosan akkor nyer, ha az elsé két dobas FF, ennek 1/4 a valoszintisége. Nézziik IFF és
IIF 6sszehasonlitasat. Az alabbi allapotokat kiilonboztethetjiik meg az eddigi dobéassorozat vége
szerint. Vegyiik észre, hogy az elején dobott fejek nem szamitanak, a jaték valojaban akkor indul,
amikor az els6 I megjelenik, igy az els§ F-eket nem is vessziik kiilon allapotnak. Vegylik észre
azt is, hogy az II allapotbdl biztosan az IIF nyer, akkor, amikor ezutan az elsé F megjelenik.

I,IF,IFF,1I.

Legyen p, annak valészintisége, hogy az a allapotbol az I F'F jelenik meg elébb, mint I1F. Ekkor
a teljes valoszintiség tétele alapjan, arra a teljes eseményrendszerre, hogy a kévetkezs dobas fej,
illetve iras (ezek komplementerek, ezért teljes eseményrendszert alkotnak), az alabbi egyenleteket
frhatjuk fel:
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Az egyenletrendszert megoldva kapjuk a fenti megoldast.

3. Gyakorlé feladatok

1. Egy csokoladégyarban minden doboz desszertbe 12-féle reklamcédula koziil egyet-egyet tesznek.
AKki Osszegytijti és bekiildi mind a 12-félét, jutalmat kap. Mennyi a valoszintisége annak, hogy


https://www.youtube.com/watch?v=rBIQmwaoZfs
https://en.wikipedia.org/wiki/Poisson_point_process#Homogeneous_Poisson_point_process

éppen k dobozzal kell vasarolnunk ahhoz, hogy mindegyik fajta cédulaboél legyen legalabb egy
példanyunk?

Megoldas. Annak valdszintiségét, hogy k doboz mar elég, vagyis k doboz vasarlasa esetén egyik
fajta sem hidnyzik, a 3. feladathoz hasonloan szamolhatjuk (A; lehet az az esemény, hogy a j.
fajta cédula hianyzik):
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Annak valészintisége, hogy pontosan k doboz kell, ezutan igy irhato fel:

P(pontosan k doboz kell) = P(k doboz elég ) — P(k — 1 doboz elég ) =
12

2 [10) (12 — j)E? 1 (10 (12 — j)*
S (9252 S (1) 25
pu

i=1 J

. Feldobunk egy szabalyos dobokockat n-szer. Varhatéan hany darab hatos lesz a dobott szamok
kozott? Mennyi a valoszintisége, hogy a hatosok széma pontosan 107

Megoldas. A dobott hatosok szama, amit X-szel jeloliink, binomiélis eloszlasi. Ez alapjan a

hatosok szamanak varhato értéke: n

E(X)=np= r

Annak valészintisége, hogy pontosan 10 darab hatos lesz:

- () ()

. Van egy csomag virdgmagunk, amelyrdl azt tudjuk, hogy eliiltetve 6ket, mindegyik egyméstol
fiiggetleniil 10% eséllyel kikel, 90% eséllyel pedig nem. Hany magot iiltessiink a cserépbe, ha
azt szeretnénk, hogy pontosan egy virdgmag keljen ki? Azaz, hany mag eliiltetése esetén a
legnagyobb az esélye annak, hogy pontosan egy virag kel ki? Ebben az esetben mennyi a kikel6
virdgok szaménak varhato értéke?

Megoldas. A kikels viragok szama binomiélis eloszlasti n renddel és p = 0,1 paraméterrel. Igy
a pontosan egy virag kihajtasanak valészintisége:

pn=mn-0,1-09""1.
Irjuk fel két szomszédos valoszintiség hanyadosat:

Pny1 (n4+1)-0,1-0,9" n+1
P n-0,1-0,9n"1 — p

0,9.

Ez azt jelenti, hogy pg—“ > 1 pontosan akkor teljesiil, han <9, és n = 9-re egyenlGség van. Ebbdl

n

kovetkezik, hogy n =9 és n = 10 esetén ugyanannyi a valoszintiség, és ez adja a maximumot.

A varhato érték binomialis eloszlas esetén: E(X) =np=10-0,1 = 1.

. Egy kaszin6ban a kovetkez§ jatékot lehet jatszani: harom urnéba tesznek 2-2 golydt, az elsébe
két kéket, a masodikba egy kéket és egy pirosat, a harmadikba két pirosat. A jatékos huz egy
golyo6t, megnézi, majd tippelnie kell a méasik golyd szinére. Ha eltaldlja, 4 aranyat kap, ha nem
talalja el, 6-ot fizet. Jatszanatok-e?

Megoldas: Elgszor is kiszamoljuk, hogy mekkora eséllyel tudunk nyerni, ez egy feltételes valo-
szintiség feladat. Ha mindig a hazott golyoval azonos szinre tippeliink, akkor 2/3 valoszintiséggel
fogunk nyerni.

Mibdl deriil ki, hogy érdemes-e jétszani? Szamoljuk ki a nyereményiink varhato értékét! Ez
persze (2/3) -4+ (1/3) - (—6) = 2/3. Mivel ez pozitiv, atlagosan koronként 2/3 aranyat nyerni
fogunk, tehat érdemes jatszani.



	Alapfeladatok
	Gondolkodtató feladatok
	Gyakorló feladatok

