Valoszintliségszamitas 1 gyakorlat, 4. feladatsor, megoldasok

1. Alapfeladatok

1. Tegyiik fel, hogy az, hogy Péter hany emailt, illetve hany facebook-iizenetet kap egy napon,
egymastol fiiggetlen valoszintiségi valtozok. Az emailek szama X, ennek varhato értéke 5, a
facebook-iizenetek szama Y, ennek varhato értéke 8, és mindkét valdszintiségi valtozé Poisson-
eloszlasa.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy Péter 6sszesen 10 tizenetet kap egy nap alatt a két feliileten
Osszesen?

(b) Milyen eloszlasu az egy nap alatt érkezd Osszes lizenet szama, azaz X + Y?

(c) Mennyi X + Y varhato értéke és szorasa?

(d) Feltéve, hogy Péter egy nap alatt Gsszesen 10 iizenetet kapott, mennyi a valoszintisége, hogy
ebbdl 5 érkezett emailen, és 5 facebookon?

Megoldas. (a) Ez a (b) speciélis esete, elég azt megoldani. (b) A teljes valoszintség tételét
hasznaljuk az {X = [}, = 0,1,2,... teljes eseményrendszerre, valamint azt, hogy X és Y
fiiggetlenek. Legyen A =5 és p = 13. Mivel a Poisson-eloszlas paramétere megegyezik a varhato
értékével, ezek egyben az X és Y paraméterei is. Ez alapjan:
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ahol az utolsd 1épésben a binomidlis tételt hasznaltuk. Vagyis X + Y 13 paraméterd Poisson-
eloszlasit. Ezzel ezt bizonyitottuk be:

1. Allitas. Legyenek X és Y figgetlen N, illetve p paraméterd Poisson-eloszldsi valdszindségi
vdltozok. Ekkor X +Y eloszldsa Poisson-eloszlds A + p paraméterrel.

Az (a)-ra visszatérve: a valoszintség %6*10 = 8,19%. (c) Mivel X + Y Poisson-eloszlasu 13
paraméterrel, varhato értéke 13, szorasa /13 = 3,61. Altalaban az lesz igaz, hogy E(X +Y) =
E(X) + E(Y) és D(X +Y) = /D2(X) + D%2(Y), ha X és Y fiiggetlenek. (d) A feltételes
valoszintiség deﬁHICIOJa 1lletve az X és Y fliggetlensége alapjén, valamint felhasznalva, hogy
X + Y Poisson-eloszlasu 13 paraméterrel:
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Altalaban, amikor Poisson-eloszlastak és fiiggetlenek a tagok, akkor a feltételes eloszlas binomi-
alis.

P(X =5/X +Y =10) =

2. Legyen N Poisson-eloszlasi valdszintiségi valtozo. Jelolje X a fejek, Y az ifrasok szaméat egy
fliggetlen, szabalyos érmedobasokbol 4llo sorozat els6 N dobésa kozott. Filiggetlen-e X és Y7

Megoldas. Elgszor vegyiik észre, hogy tetszéleges k,l > 0 egészekre
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Ezt atalakithatjuk igy:

P(X =k Y =1) = Oé!z)ke—k - (A{f)le—l. (1)
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Kihasznaltuk, hogy a szumma értéke 1, ami példaul abbol latszik, hogy ezek pont egy \/2
paraméterd Poisson eloszlas valoszintiségei.

Ugyanezt kiszamolhatjuk Y-ra is, és ez alapjan P(X = k)P(Y = [)-re is jobb oldalat kapjuk,
tehat X és Y fiiggetlenek, mindeketten Poisson-eloszlastak, \/2 paraméterrel.

Az el6z6 két feladat azt az intuicionkat erdsiti meg, hogy két fliggetlen, de kiilonb6zd
szini Poisson pontfolyamat uni6éja ugyanaz, mintha elGsz6r az tni6éjukat generalnank
(az intenzitasokat Gsszeadva), majd fliggetlen (az intenzitasokkal silyozott) pénzfel-
dobasokkal dontenénk el a pontok szinét.

. A rulettben 37 szamozott mez6 van: 18 fekete, 18 piros, és a zold 0. Lehet példaul fogadni a
nyertes szam szinére (piros vagy fekete), és ha nyeriink, megduplazzak a tétiinket, ha veszitiink
akkor a feltett Osszeget elveszitjlik. Jatszanatok-e?

Megoldas. A nyereményiink varhato értéke

18 19 1
24 4+ (1) = —=— < 0.

Tehat nem érdemes jatszani. A kaszinok (a fogyasztas mellett) ebbdl az 1/37-edbdl élnek.

. Moricka leiil a rulettasztalhoz, és a kdvetkezst jatssza: feltesz egy aranyat a pirosra, és ha nyer,
azonnal felall az asztaltol, és abbahagyja. Ha veszit, akkor feltesz két aranyat a pirosra, és ha
nyer, azonnal kiszall. Ha veszit, feltesz 4 aranyat a pirosra, és ha nyer, azonnal kiszall. Ugyanigy
tovabb, mindig duplazza a feltett Osszeget, egészen addig, amig egyszer végiil nyer. Mennyi a
nyereményének varhato értéke? Hogyan egyeztethets ez 6ssze az el6z6 feladat eredményével?

Megoldas. Vegylik észre, hogy amikor Moricka nyer épp eggyel tobb aranyat nyer, mint
amennyit eddig feltett. Vagyis ha valaha nyer, akkor 1l-et nyer. Viszont annak a val6szind-
sége, hogy el6bb-utobb nyer 1, ezt egy kordbbi feladatbol tudjuk. Tehét a nyereményének a
varhato értéke 1.

Ez latszolag ellentmond annak, hogy a rulett negativ varhaté értékd jaték. Ennek ellenére a
mindkét megoldas helyes. Moricka stratégiajaval a valésdgban az a baj, hogy ha csak véges sok
pénze van, akkor nem tudja vég nélkiil duplazni a tétet. Ugyan nagy valdszintiséggel sok kor
alatt nyer egy picit, de egy kis valoszintiséggel bukja az Osszes pénzét, igy valoban negativ lesz a
varhato értéke. Altalaban a kaszinok minimum és maximum tétje nincs olyan messze egyméstol,
hogy sokszor lehessen duplazni.

. Moricka a kovetkez6 jatékot jatssza a bankkal. Ha fizet 1 aranyat, akkor dobhat egy dobokockéval,
és ha hatost dob, kap 6 aranyat. Erdemes jatszania? Moriczka tgy dont, hogy ha méar itt van,
jatszik, méghozza pontosan addig, amig eldszoér nyer. Mennyi a nyereményének varhato értéke?

Megoldas. Moricka varhato nyereménye egy jaték soran (1/6)-(6 —1)+(5/6) - (—1) = 0, tehat
a jaték sem nem nyereséges, sem nem veszteséges. Vagyis ha 0 pénzzel indul, akkor az els6 kor
utan varhatoéan megint 0 pénze lesz. Es a masodik kor utan? Akkor is varhatéan 0, és igy tovabb
minden koérben. Tehat a megallas pillanataban is, amikor el§szor nyert, a vagyonédnak varhato
értéke 0.

Ebben az a plane, hogy tudjuk, hogy most kapott pontosan 6 aranyat, kordbban semennyit. A
vagyona 6 minusz a lejatszott korok szdma. Ha ennek a varhato értéke 0, akkor az azt jelenti,
hogy az els§ hatos dobasra varhatéan 6 dobasra van sziikség. Vagyis kaptunk egy 11j megoldast
a korabbi feladatra!

Elsé észrevétel. Biztos, hogy j6 ez a gondolatmenet? Abbél, hogy az n-edik kor utén 0 a varhato
értéke Moricka nyereményének, kovetkezik az, hogy a megallas pillanataban is 0 a nyeremény



varhato értéke? Persze, hogy nem, tudunk is ellenpéldat mondani: az el6z6, tétduplazos stratégia.
(Ha szeretnénk modosithatjuk ugy, hogy 0 varhato értéki legyen, nyerjen 1/2 valoszintséggel.)
A duplazos stratégia esetén a megallas pillanataban a nyeremény (konkrét, nem csak varhato)
értéke 1, ami nem O.

Mégis, ebben az esetben j6 a valasz, hiszen ezzel meg tudjuk oldani a geometriai eloszlas varhato
értékét, és az arra kapott megoldéast két-harom masik modszerrel is kiszamoltuk. Mi a kiilonbség
a két jelenség kozott? Van egy intuitiv kovetkeztetéslink: ha minden idépontban 0 a varhato
érték, akkor a megallas pillanatdban is. Miért miikddik az egyik, és miért nem a mésik esetben?
A valasz az, hogy az egyik esetben a tétek korlatosak, ekkor miikodik a koévetkeztetésiink. A
masik esetben nének, rdadasul nagyon gyorsan, ekkor nem miikodik a kovetkeztetésiink. Léasd
még: Doob opcionélis matringal megallitasi tételel

Masodik észrevétel. Ez a gondolatmenet egy tj modszert ad varhato érték feladatok megolda-
sara. gy olyan jatékot, aminél a nyeremény varhato értéke 0 igazsdgos jdtéknak, vagy egyetemi
matekban martingdlnak hivunk. Ha egy varhato érték feladathoz ki tudunk talélni egy igazségos
jatékot, akkor az j6 eséllyel segit megoldani.

6. Egy bolha ugral a szamegyenesen, minden mésodpercben 1/2 valészintiséggel jobbra illetve balra
egyet (0-bdl indul). A (—10) és 20 pontokban azonban szakadék talalhat6. Mekkora valoszint-
séggel fog a bolha a 20-nal talalhaté szakadékban elhalalozni?

Martingalos megoldas. A bolha helyzete egy igazsidgos jaték, hiszen minden ugris utan var-
hatoan a 0-ban lesz. Tehat a halala pillanatdban is a varhatoé helyzete 0. Ha p valésziniiséggel a
20-ban végzi, akkor (1 — p)-vel a (—10)-ben, és tudjuk, hogy a varhaté helyzete 0:

1
p-20+(1-p)-(-10)=0 = p=3-

Markov lancos megoldas. Markov lanccal is meg lehet csinalni, 1ényegében szamolas nélkiil.
Jeldlje p; annak a valészintiségét, hogy a bolha az ¢-bdl indulva a 20-ban végzi. Ekkor minden
p; a szomszédok atlaga, tehat p; szamtani sorozat, ami linearisan né p_19 = 0 és pyg = 1 kOz0tt.
Vagyis po = (1/3).

2. Gondolkodtato feladatok

1. A sikot racsozzuk be filiggsleges, egyméstol 2 egység tavolsagra 1év6 egyenesekkell Dobjunk a
sikra véletlenszertien egy egység hosszu tiit (szakaszt). Mekkora a valoszintisége annak, hogy a
td metszi valamelyik egyenest?

(a
(b

) Probaljuk ki egy doboz gyufavall
)

(c) Hogyan valtozik az eredmény, hogyha egy fele akkora tiit dobunk a sikra?
)
)

Fogalmazzuk at a feladatot varhato érték probléméva!

(d) Mi a helyzet, hogyha egy kozépen meghajlitott, tortszakasz alaka tiit dobunk a sikra?

(e) Milyen alaku tiit lenne j6 a sikra dobni, hogy konnyti legyen kiszamolni a megoldast?

Megoldas. Majd késébb, még nem beszéltiik meg.

2. Egy bolha ugral a szamegyenesen, minden mésodpercben 2/3 valoszintiséggel jobbra illetve 1/3
valoszintiséggel balra egyet (0-bdl indul). A (—10) és 20 pontokban azonban szakadék talalhato.
Mekkora valészintiséggel fog a bolha a 20-nél talalhatd szakadékban elhalalozni? Mennyi a bolha
varhato élettartama?

Megoldas. Majd késébb, még nem beszéltiik meg.

3. Aladar fej-vagy-irast jatszik a Bankkal. FEredetileg 10 arannyal indul, és addig jatszik, amig
30 aranya nem lesz, vagy elfogy minden pénze. Minden kérben megvélaszthatja, hogy mennyi
aranyat akar feltenni, legfeljebb persze annyit, amennyi pénze éppen van. Mekkora eséllyel nyer,
ha a lehets legjobb stratégiaval jatszik?

Megoldas. Ez a feladat pont ugyanaz, mint bolhas feladat, azzal a kiilonbséggel, hogy itt nem
feltétlen egyet léplink jobbra vagy balra. Ez viszont a matringalos megoldédson nem véaltoztat,


https://en.wikipedia.org/wiki/Optional_stopping_theorem

hiszen csak azt hasznéltuk, hogy minden lépés varhato értéke 0 (hogy igazsagos legyen a jaték),
és hogy a lépések mérete korlatos (hogy hasznélhassuk a Doob tételt). Vagyis nincs jo stratégia,
mindenképpen (1/3) valészintiséggel nyer Aladar. Tanulsag: véges méretd vagyon mellett a
kaszin6kban nincs j6 vagy rossz stratégia.

3. Gyakorlé feladatok

1. Egy szdvegben a sajtohibak szama A paraméterti Poisson-eloszlast valoszintségi valtozo. A lektor
a hibakat egymastol fliggetleniil p valoszintséggel kijavitja, illetve 1 —p valoszintséggel nem veszi
Gket észre.

(a) Hatarozzuk meg a megmaradé hibak szamanak eloszlasat.
(b) Mennyi a valosziniisége, hogy a megmarad6 hibak szama péaros?

Megoldas.

(a) Jelolje N az sajtohibak szaméat, ekkor N ~ Poisson(A). Tovabba legyen X a megmarado
hibak szama. Ekkor a 2. feladathoz hasonloan X ~ Poisson(A(1 — p)).

Ebbsl kovetkezik, hogy a megmaradéd hibak szamanak varhato értéke (1 — p)A, eredetileg pedig
A volt a hibak varhato6 széma.

(b) Az eloszlas ismeretében konnyen meghatarozhatjuk annak a valészintiségét, hogy X paros.

1 — e~ 2XM1-p)

5 = cosh((1—p)A)-e~1=P),

= 0 _ 2k
P(X paros) = E P(X =2k) = E ((1<2Z;')\>e—>\(1—p) _
k=0 k=0 )

felismerve a hiperbolikus koszinusz Taylor-sorat, vagy levonva a valtott elGjeld hatvanysort.

2. Moricka a kdvetkezd jatékot jatssza a bankkal. Ha fizet k aranyat, akkor dobhat egy dobokockaval,
és ha hatost dob, kap 6k aranyat. Moériczka tigy dont, hogy ha maér itt van, jatszik, méghozza
a kovetkez§ stratégia szerint: alapbol minden kérben 1 aranyat fizet, azonban ha egyszer nyer,
akkor a kovetkezs korben a nyereményét is felteszi, vagyis 7 aranyat fizet. Pontosan addig jatszik,
amig 7 aranyos tét mellett el@szor nyer. Mennyi a nyereményének varhato értéke? Melyik korabbi
feladatra kapunk ezzel Gj megoldast?

Megoldas. A tétek korltosan, igy a nyeremény varhato értéke (Doob tétele miatt) 0. Mivel
minden korben 1 1j aranyat fizet (kozbiils6 nyereményeit felteszi és elbukja), és a végén 42 arany
nyereménnyel tévozik, azt kapjuk, hogy varhatéan 42 kort jatszott. Ez egy 1j megoldas a két
egymas utani hatos dobas idejének varhato értékére.
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