Valoszintliségszamitas 1 gyakorlat, 6. feladatsor, megoldasok

1. Alapfeladatok

1. Egy 32 lapos magyar kartyapaklibol a 4 ész és a 4 kirdly van a keziinkben. Ebbdgl vélasztunk

2 lapot visszatevés nélkiil. Jelolje X a kapott piros szint, Y pedig a kapott z6ld szinti lapok
szamat.

(a) Adjuk meg X és Y egytittes eloszlasat.

(b) Szamoljuk ki X és Y varhato értékét, szorasnégyzetét, valamint X és Y korrelacios egyiitt-
hatojat.

Megoldas. Az egyiittes eloszlast az alabbi tablazattal adhatjuk meg:

X/Y 0 1 2 | Osszesen

0 oG

I
QI 0

Osszesen | 7gy  7Ev 7Ry 1
G G G

Az X hipergeometrikus eloszlasi, N = 8, M = 2, n = 2 paraméterekkel, varhato értéke és szorasa
ebbdl is kiszamithato. Nézziik meg definicié alapjan is:

12 1 1 2.2 M
(X) =) kP(X =k) (8)+ 52 0,5="c==n
k=0 2 2
Tlletve )
12 1 16 4
E(Xz):ZkQIP(X:k):T 2. =2 ="_
part (2) () 28 7
Ebbél:
D*(X)=E(X?) -E(X)*= 219 s
B 7 4 28 T

A z0ld és piros szinek szimmetridja miatt Y varhato értéke és szorasnégyzete ugyanannyi.

Most szamitsuk ki a korrelacids egyiitthatot.

2

2
E(XY) =) Y KP(X=FkY

k=0 =0
Ebbdl a korrelacios egytitthato:
cov(X,Y) E(XY)-EX)E(Y) -1 6
R(X,Y) = = = =—— = —0,66.
( D(X)D(Y) D(X)D(Y) % 9

A korrelacios egyiitthato kozepes (gyenge kozepes) lineéris jellegt Osszefliggést mutat, ami nega-
tiv: minél nagyobb X annal kisebb Y (ami a feladat jellegébdl is természetesen adodik).

. Egy cukraszdaban kétféle terméket arulnak. Tegyiik fel, hogy a fagylaltot kérék szama (ez legyen
X), Poisson-eloszlasu 50 paraméterrel, a siiteményt kérék szama Poisson-eloszlasi 150 paramé-
terrel (ez legyen V), és hogy X és Y fliggetlenek. A fagylalt ara 300 forint, a siiteményé 500.

(a) Mennyi a napi bevétel varhato értéke, illetve szorasa?
(b) Szamitsuk ki X-nek és napi bevételnek a korrelacios egyiitthatojat.

Megoldas.



A fagylaltok szamanak és a bevételnek az egyiittes eloszlasa
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1. dbra. Az X és 300X+500Y egyiittes eloszlasa 200 kisérletbdl

(a) Hasznaljuk fel a varhato érték linearitasat, illetve azt, hogy a Poisson eloszlas paramétere a

varhato értékkel egyezik meg. E(300- X +500-Y) =300 - E(X) + 500 - E(Y) = 300 - 50 +
500 - 150 = 90000

Mivel X és Y fiiggetlenek, és D?(X) = 50, D*(Y) = 150, ezért D?(300 - X + 500 -Y) =
3002D?(X) 4 5002D?(Y) = 42000000 = D(300 - X + 500 - Y') = v/42000000 ~ 6480, 74

A kovariancia tulajdonsagai, illetve X és Y fiiggetlensége miatt cov(X,300- X +500-Y) =
300 cov(X, X)+500-cov(X,Y) = 300- D*(X) 40 = 300-50. Tehat a korrelacios egyiitthato:

cov(X,300- X 4 500-Y)

R(X,300- X +500-Y) =

300 - 50

~ 0,327

D(X)-D(300- X +500-Y) /50 6480, 74
fagyi=rpois (200, lambda=50)

suti=rpois (200, lambda=150)

bevetel=300*fagyi+b00*suti

eladas=fagyi+suti

plot(bevetel~fagyi, lwd="3", col="darkgreen", main="A fagylaltok szamanak és a bevételnek
az egylittes eloszlasa", xlab="eladott fagylaltok szama", ylab="bevétel")

. Mihez és hogyan konvergél fiiggetlen szabélyos kockadobasok mértani kozepe?

Megoldas. Emlékeztets: ha Xi, Xo, ..
szintiségi valtozok, akkor

. fliggetlen, azonos eloszlasu, véges varhato értékd valo-

X1+ Xo+ ...+ X,
n

teljesiil 1 valészintiséggel, ha n — co. Ez a nagy szamok Kolmogorov-féle ergs torvénye.
, Xn, ... a dobésok:

VX1 Xy... X

Legyen X; : i-edik kockadobés és Y, = /X7 ... X,.Ekkor

A mértani kozép, ha X, ...

Y, = en(Yn) — e%(ln(Xl)—l-u-—l—ln(Xn)) . SE(n(X1))

1 valészintiséggel.

Itt In X1,1n X, ... fiiggetlen azonos eloszlést valoszintiségi valtozok, a varhato értékiik véges,
erre alkalmazhatjuk a nagy szamok erds torvényét.

In 6!

E(ln(X1)) = é(ln(l) o+ In(6)) = =

Ezutan azt hasznéltuk, hogy az exponenciélis fiiggvény folytonos.
Mindebbdl Y;, — V6!
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2. dbra. A (& + ...+ &) /(€ + ...+ £2) hanyados n fiiggvényében két fiiggetlen sorsoldsbol

4. &;-k fiiggetlen 3 paramétert Poisson eloszlasi valtozok. Mihez és hogyan konvergal

§1+"‘+§n7
Grorg

Megoldas.
S+ +& G-+ &)/ E& 3 1

G++G @+ +&)/n TEG 3+3 4
A szamlaloban a nagy szamok erds torvényét alkalmazva (teljesiilnek a feltételek) a limesz 1
valoszintiséggel 3.
A £2.63, .. is fiiggetlenek. Az is lathato (mivel € és €2 kozott most egy bijekci6 van), hogy azonos
eloszlastak. Véges varhato értékiek, hiszen a Poisson-eloszlas szorasa is véges. A nevezdben is
alkalmazhatjuk a nagy szamok erds torvényét. A limesz 1 valoszintiségi értelemben

E(¢2) = D*(&) +E()2 = A+ A2 =3+9 =12,

Azt hasznaljuk, hogy két 0 valoszintségli esemény unioja is 0 valoszintségi (a szitaformula felss
becslést ad), ezért annak valoszintisége is 1, hogy a szamlalo és nevezs is a megadott értékekhez
konvergél.

5. Adjunk példat olyan (X,,) valoszintiségi valtozokbol &llo sorozatra, mely

(a) 1 valoszintiséggel konvergens, de LP-ben nem konvergens;

(b) LP-ben konvergens, de 1 valészintiséggel nem konvergens.

Megoldas. A valoszintiségi mezd mindkét esetben legyen a [0, 1] intervallum a Borel-halmazokkal
és rajta a Lebesgue-mértékkel.

(a) Xp:[0,1] = R, Xp(w) =2" - Tiyei/my-

(b) A valoszintségi valtozokat, melyek tehat X, : [0,1] — R fiiggvények, csoportokban definiél-

juk, az egyes csoportok mérete 2,4,8, 16, ..., azaz a 2-hatvanyok. A k. csoporthoz bontsuk
fel a [0,1] intervallumot 2¥ egyforma hosszt intervallumra (minden pontot pontosan egy-
szer fedve le), és a k. csoporton belill a j. valoszintiségi valtozo legyen a j. kis intervallum
indikatora (1 az intervallumon beliil, 0 azon kiviil).
Minden w € [0,1] szam (elemi esemény) minden k-ra valamelyik kis intervallumba esik, igy
minden k-ra az adott 2F nagysagi csoport tagjai koziil egy esetben 1, a tobbi esetben 0 lesz
az érték, vagyis X, (w). Ebbdl kivetkezik, hogy X, (w) végtelen sokszor veszi fel az 1 és a
0 értékeket is, tehat nem konvergens. Igy a sorozat 0 valoszintiséggel konvergens. Viszont a
kiilénbség LP normaban 0-hoz tart.

6. Tegyik fel, hogy X,, — X eloszlasban. Kovetkezik-e ebbdl, hogy X,, — X — 0 eloszlasban? Itt
X, illetve (X,,) ugyanazon a valoszintiségi mez6n értelmezett valoszintségi valtozok sorozata.

Megoldas.

Nem. Két fiiggetlen kockadobéas (Y, és Z) azonos eloszlast, de a kiilnbségiik nem konstans nulla.
Legyen tehat X,, = Y minden n-re, és X = Z, ez ellenpélda.



7. Mutassunk arra példat, hogy X,,, X azonos valdszintiségi mezdén értelmezett valoszintiségi valto-
z0k és X, — X eloszlasban, de nem sztochasztikusan.

Megoldas.
Ugyanaz a példa, mint az el6z6 feladaban. A kiilonbség konstans pozitiv valoszinséggel nagyobb,
mint 1.

2. Gondolkodtato feladatok

1. Legyenek X1, Xo,... fiiggetlen valoszintiségi valtozok tigy, hogy minden n-re P(X,, = n? — 1) =
1/n? és P(X,, = —1) = 1 — 1/n?. Bizonyitsuk be, hogy E(X,) = 0 minden n-re, és

. X1+ Xo+ .+ X,
lim =

n— 00 n

—1

teljestil 1 valoszintiséggel.

Megoldas. A varhato érték kiszamitasa:

E(Xn)—(n2—1)~1+(—1)-<1—1)—0.

n? n2

Masrészt Y0 | P(X,, = n? —1) < oo, igy a Borel-Cantelli-lemma alapjan 1 valészintiséggel ezek
koziil az események koziil csak véges sok teljesiil. Tehat 1 valoszintiséggel van egy no (ami fiigg
w-t0l), hogy minden n > ng-ra X,, = —1. Ha van ilyen ny, akkor vildgos, hogy az atlag —1-hez
tart. Tehat az atlag 1 valoszintiséggel —1-hez tart.

2. Adjunk példat olyan (X,,) valoszintiségi valtozokbol allo sorozatra, mely sztochasztikusan kon-
vergens, de 1 valosziniséggel nem konvergens (ebbdl kovetkezik, hogy nem 1 valoszintséggel
konvergens).

Megoldas. Ugyanaz, mint az 5/b résznél. Minden 0 < ¢ < 1-ra P(|X,| > ) — 0, hiszen ez a
valoszintiség éppen annak az intervallumnak a hossza, amelynek X, az indikatora, ez pedig a k.
csoportban 1/2F volt, igy 0-hoz tart.

Tehat a megadott sorozat sztochasztikusan tart a 0-hoz (és L'-ben is), de nem konvergal 1
valészintséggel.

Masik példa: fiiggetlen, nulldhoz tartd, de végtelen Gsszegli valdszintiségli események indikato-
rainak a sorozata (a Borel-Cantelli-lemma hasznalhato arra, hogy belassuk, hogy ezek koziil 1
valoszintiséggel végtelen sok bekovetkezik).

3. Bizonyitsuk be, hogy az (X,,) valoszintiségi valtozok sorozata pontosan akkor konvergél sztochasz-
tikusan az X valoszintiségi valtozohoz, ha minden (X, ) részsorozatnak van olyan részsorozata,
mely 1 valészintiséggel konvergal X-hez.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy minden részsorozatnak van 1 valdszintiséggel konvergens részsoro-
zata. Tegyiik fel, hogy nem igaz a sztochasztikus konvergencia, vagyis valamely € > O-ra

limsupP(| X, — X|>¢) =06 > 0.

n—oo

Ez azt jelenti, hogy van egy olyan részsorozat, ami mentén

lim P(|X,, — X| >¢)=6>0.
k—00

Ebbdl a részsorozatbol valasszunk ki egy 1 valdszintiséggel konvergens részsorozatot. Mivel az
1 valdszintiségii konvergenciabdl kovetkezik a sztochasztikus konvergencia, ez a részsorozat szto-
chasztikusan is konvergal, ez viszont ellentmond ennek a legutébbi feltételnek. Ellentmondasra
jutottunk, vagyis a sorozat sztochasztikusan konvergal.

Tegyiik fel, hogy X,, — X sztochasztikusan, és (X,,) egy részsorozat. Kellene: ennek egy 1
valoszintiséggel konvergens részsorozata.

Tudjuk: minden € > O-ra
P(| Xy, — X| >¢) = 0.



Az (X, ) is sztochasztikusan konvergal. Ezért talalhatunk olyan részsorozatot, hogy minden j-re

1 1
]P’<|X* X| > ) < —
2"

Ezeknek az 6sszege véges, a Borel-Cantelli-lemma szerint 0 valészintiséggel kovetkezik be végtelen
sok. Ez elég, mert ha ebbdl csak véges sok kovetkezik be, akkor egy kiiszobtsl kezdve ez mér
nem igaz egyetlen j-re sem. Ha minden elég nagy j-re legfeljebb 1/ a kiilonbség, az viszont mar
elég.

Vagy masképpen: elég nagy n-t6l kezdve mér az unié valdszintisége is kisebb e-nal.

A sztochasztikus konvergencia miatt minden j > 1-re van olyan N (j), hogy n > N(j) esetén

1 1
P(|X —X|>,>§.,
( " i2) = 52
1

ugyanis € = 7 esetén a bal oldalon allo valoszintség 0-hoz tart. Az (X, )-bol valasszunk egy
olyan részsorozatot, hogy a j. tagra ny, > N (7) legyen, amibdl kovetkezik, hogy

1 1
P<|Xnkj - X| > ]2> < =

Ezeknek az eseményeknek a valoszintiségeinek véges az Osszege, igy a Borel-Cantelli-lemma sze-
rint koziiliik 1 valoszintiséggel csak véges sok kévetkezik be. Ha viszont ezek koziil csak véges sok
kovetkezik be, akkor minden € > O-ra csak véges sok olyan j lesz, amire |Xnkj — X| > e, vagyis

ebbdl kovetkezik, hogy Xnkj — X. Ezzel megkaptuk az 1 val6szintiségii konvergenciat.

3. Gyakorl6 feladatok

1. Egy osztalyba 16 fit és 20 lany jar. Tegyiik fel, hogy minden tanitasi napon egyméstol fliggetleniil
a fitk 0,04, a lanyok 0,05 valdszintiséggel hidnyoznak. Legyen X a jov6 hétfén hidnyzo fidk, YV
pedig a jov6 hétfén hianyzo lanyok széama.

(a) Szamitsuk ki az 6sszes jovs hétfsi hianyzo, vagyis X + Y varhato értékeét.
(b) Szamitsuk ki X, Y és X + Y szorasat.

(c) Mennyi X és Y kovarianciaja?

(d) Mennyi X és X +Y kovarianciaja?

(e) Mennyi X és X + Y korrelacios egyiitthatoja?

Megoldas.

(a) X ésY is binomiélis eloszlast, igy

E(X +Y)=E(X)+EY)=16-0,04+20-0,05=1,64.

Itt még nem is hasznaltuk, hogy X és Y fiiggetlenek.

(b) Binomialis eloszlasnal a szorasnégyzet np(1 — p), igy a fliggetlenség miatt

D(X)=+/16-0,04-0,96 = 0,784; D(Y) =+/20-0,05-0,95 = 0,975;

D(X+Y)=+/D*X)+ DY) =1,251.

(c) Mivel X és Y fiiggetlenek, kovarianciajuk 0.

(d) A kovariancia bilineéris tulajdonséga és X,Y fiiggetlensége alapjan
cov(X, X +Y) = cov(X, X) 4+ cov(X,Y) = D*(X) + 0 = D*(X) = 0,615.

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)



(e) Az el6z6ek és a korrelacios egyiitthato definicidja alapjan

cov(X, X +Y) 0,614

X, X+Y)= -
R(X, X +Y) D(X)D(X +Y)  0,784-1,251

=0, 626.

A korrelacios egyiitthatdo mindig a [—1, 1] intervallumba esik. Ez egy kozepes erdsségt, pozi-
tiv irdnyu (pozitiv az elgjel, minél nagyobb X, tipikusan annal nagyobb X + Y is), linearis
Osszefliggésre utal.
. Legyenek X és Y fliggetlen Poisson-eloszlast valészintiségi valtozok, X véarhato értéke 4, Y
varhato értéke pedig 10.
(a) Mennyi X + Y véarhato értéke?
(b) Mennyi X + Y szorasa?
(¢) Mennyi X és X 4+ Y korrelacios egytitthatoja?
(d) Mennyi 2X 4 3Y és X — Y kovariancidja?
(e) Mennyi 2X — Y szorasa?
Megoldas.
(a) A varhato érték additivitas alapjan E(X) + E(Y) = 14.
(b) Itt X+Y is Poisson-eloszlasi, paramétere a két paraméter osszege, azaz 14. Ezért D(X+Y) =
V14 = 3,74.
(c) Az el6z6 feladathoz hasonloan
cov(X, X +Y) D*(X)

4
B XHY) = DD +Y) ~ DIODX +Y) 2 VIi

0,53.

(d) A kovariancia bilineéris tulajdonsaga alapjan és X, Y fiiggetlensége miatt

cov(2X+3Y, X —Y) = cov(2X, X)+cov(2X, =Y )+cov(3Y, X )+cov(3Y, —Y) = 2D?(X)—3D?*(Y) = —22.

()

D(2X —Y) = \/AD2(X) + D%(-=Y) = \/AD2(X) + D%(Y) = v/26 = 5, 1.
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