Valoszintliségszamitas 1 gyakorlat, 7. feladatsor, megoldasok

1. Alapfeladatok

1. Legyenek X és Y fiiggetlen kockadobasok eredményei. Mennyi X 4+ Y és X — Y kovariancaja?
Fiiggetlenek-e?

Megoldas. A kovarianca bilinearlitasat hasznalva latjuk, hogy cov(X + Y, X —Y) = 0. (Es
nem is kell hasznalnunk X és Y fiiggetleneségét.) Viszont X +Y és X — Y nem fiiggetlenek,
X+Y=12=X-Y =0.

2. Legalabb mekkora valoszintiséggel allithatjuk, hogy egy szabalyos érmével végzett 100-as dobasso-
rozatban a fejdobasok szama legaldbb 44 és legfeljebb 567 Mit mondhatunk 1000-es dobéssorozat
esetén arrdl, hogy a fejdobasok szama legalabb 440 és legfeljebb 5607

Megoldas. Alkalmazzuk a Csebisev-egyenlGtlenséget az fejek szdmara, vagyis az X valdszintiségi
valtozora, melynek eloszlasa binomiélis eloszlas: és a varhatd értéke 50:

D*(X 100-0,5-0,5 25
P44 < X <56)=1—P(|X —50|>7)>1— 7(2 >:1_7’2’:1_49:49%.

Hasonloképpen, ha Y a fejek szama 1000 dobasbol, akkor n = 1000 és E(Y') = 500, igy

D*(Y 1000 - 0,5 -
P(440 < ¥ < 560) = 1 — B(|Y — 500] > 61) > 1~ 2 0 ) _y _ 1000:0.5:0,5

e e = 93,3%.

Vagyis ugyanolyan ardnyok kozé esés valoszintiségére jobb becslést tudunk mondani, ha tobb
dobas van.

Az Azuma-egyenlStlenséghbdl az elss esetben 24%, méasodik esetben 99%-o0s alsé becslés adodik.
Ha a globalis de Movire-Laplace-szal kozelitiink, akkor 74% és 99.99% értéket kapunk.

n—n

3. Legyen n > 1 esetén &, ~ Poisson(n) és x € R. Szamoljuk ki a lim,,_,o P ( T < a:) hatarérté-
ket,.

Megoldas. Tudjuk korabbrél, hogy ha X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastak, akkor X +
Y is Poisson-eloszlasi, és paramétere a paraméterek Osszege. Ezért ha Yi,Ys,... fiiggetlen 1
paramétert Poisson-eloszlasuak, &, azonos eloszlast az Y + ... 4+ Y,, Osszeggel. Azt is tudjuk
tovabbé, hogy Y71 varhato értéke és szorasa is 1. Vagyis a kérdéses valdszintiség igy irhaté fel:

(S <)

Mivel Y1, Yo, ... fiiggetlenek, azonos eloszlastak, véges szorasuak, teljesitik a centralis hatarelosz-
lastétel feltételeit. A tétel alapjan ennek a valoszintiségnek a limesze ®(z) = [*_ \/% exp(—22/2) dx.

4. Tegyiik fel, hogy az X valoszintiségi valtozé exponenciélis eloszlasi A paraméterrel, azaz stri-
ségfiiggvénye e (x> 0), azaz Ae **, ha x > 0, és 0 kiilonben. Szamitsuk ki és hasonlitsuk
ossze a P(X >t) és P(X > s+ t|X > s) valosziniiségeket, ahol s, pozitiv szamok.

Megoldas. A feltételes valoszintség definicidjat és az exponencialis eloszlés eloszlasfiiggvényének
alakjat felhasznalva

PUX >s+tN{X>s}) 1-P(X<s+1) _

P(X >s+tX >s)=

P(X > s) O 1-P(X <)
B 1— F(S + t) B 1— (1 o €7>\(s+t)) B 67)\(S+t) B
1= F(s) 1= (l—es)  eAs

—eM=1-(1-eM=1-F@t) =P(X >1).

Ezt nevezik az exponenciilis eloszlas 6rokifji tulajdonsaganak.



5. Arizona egy kis falujaban 201-en szavaztak az amerikai elndkvalasztason. Feltételezziik, hogy
minden szavazat azonos valdszintiséggel érkezik az egyes jelOltekre. A szavazatokat egyenként,
sorban egymas utan szamoltak meg. 103-an szavaztak Trumpra, és 98-as Harrisre. Mennyi a
valészintisége, hogy az els6 harom szavazat mindegyikét Trump kapta?

Megoldas

Tekintsiik ezt egy egyszerii szimmetrikus bolyongasnak, ahol Trump szavazatai a felfelé, Harris
szavazatai a lefelé 1épések. Tudjuk, hogy a bolyongés 201 1épés utédn az 5-ben ér véget. Az ilyen

utak szama (fgé) .

Ezek kozott kell meghatéroznunk a hérom felfelé 1épéssel kezd6dd utak aranyat, hiszen, mivel
minden utat egyforman val6szintinek tételeziink fel, ez adja meg a feltételes valoszintiséget. Ilyen-
kor a 3-bol kell 198 1épés alatt az 5-be jutni, az ilyen utak szama (182) (tovabbi 100 felfelé lépés
kell). Vagyis a kérdéses valoszintiség:

(105) _ 103-102-101

@g;) ~201-200-199°

ami azt is mutatja, hogy szamolhatunkigy is, hogy a 201 beérkezett szavazatot, amibsl 103
Trumpra lett leadva, véletlen sorrendben dolgozzék fel.

6. Legyen v, = inf{n : S, = r} az els6 olyan id6pont, amikor a bolyongas megérkezik az r > 0
szintre, M,, pedig az els6 n 1épés soran elért legnagyobb szint. Ekkor n > 1, n = r mod 2

esetén

Py, <n)=P(M, >r),
tovabba

Py, =n) = E]P’(Sn =r)
Megoldas

Az allitas elsd része konnyen lathato: az r szintet pontosan akkor értiik el n 1épésen beliil, ha az
els6 n lépés soran a maximum legalabb 7.

A masodik rész bizonyitdsahoz: az r szint elsg elérése csak ugy kovetkezhet be az n. 1épésben, ha
n — 1 1épés utdn a maximum r — 1, a bolyongés is éppen itt tartdézkodik, és felfelé 1épiink. Ezt
atalakithatjuk tgy, hogy a maximumra als6 becslés legyen, hogy utana hasznalhassuk a tiikrozési

elvet:
P(Vrzn):%-P(Mn_l =r—1, S,1=r—1)=
:%-P(Mn_l >r—1, Sn_lzr—l)—%-IP’(Mn_l >r, Spo1=r—1)=
- é C(P(Sny =7 —1) = P(Sy g =7 +1)) 2 2% <(nn;1> B <n§r__11>) _
) (25020)- 4 () E e

A (*) lépésekben az S, eloszlasat hasznaltuk (adott szamu lépésbdl a felfelé mensket valasztjuk
ki, innen adodik a binomiélis egyiitthato).

2. Gondolkodtat6 feladatok

1. Szeretnénk megéllapitani, hogy hany dohanyos él Budapesten. Ezért megkérdeziink n vélet-
lenszertien kivalasztott budapesti lakost arrdl, hogy dohanyoznak-e (visszatevéses mintavétellel).
A Csebisev-egyenl6tlenség alapjan milyen nagyra kell n-et valasztani, ha azt szeretnénk, hogy
a kapott relativ gyakorisag legfeljebb 1 szézalékot tévedjen (additiv értelemben) legalabb 95%
valoszintiséggel? Es ha a de Moivre-Laplace-tétel globdlis alakjdt (illetve a centrélis hatareloszlas-
tételt) hasznaljuk? (A megoldasban hasznalhatjuk a kozelitést a hatarérték alapjan, a hibataggal
nem kell szamolni.)



Megoldas. Tegyiik fel, hogy minden megkérdezett egyméstol fliggetlentl p valdszintiséggel do-
hanyzik (p € [0,1] ismeretlen). A megkérdezettek szama legyen n (ez ismert, s6t szabadon
megvalaszthato). Itt feltettiik, hogy mindenki valaszol, és igazat mond (vagyis nem megbizhato
valaszok esetén az eredmény sem megbizhato), és mindenkit azonos valoszintiséggel taldlunk meg.
A fliggetlenséget viszonylag kénnyd biztositani, ha fliggetleniil valasztunk, és a valaszadok nem
latjak egymés valaszat.

A relativ gyakorisag: Y, /n, azaz Y, ember mondta, hogy dohéanyzik. Itt Y;, binomiélis eloszlasu,
az Y, /n varhato értéke p. Vagyis a feltétel, amit teljesiteni kell: minden p € [0, 1]-re

Y. noX,
]P’(‘n—p‘<0,01) >0,05 P(‘X:Z:ll—p‘ZO,()l) <0,05. (1)
n n
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1. dbra. A ¢ fiiggvény

A standard normélis eloszlés eloszlasfuggvénye, a @ fuggvény A standard normalis eloszlés eloszlésfiggvényének inverze, a @' figgvény

2. abra. A standard normaélis eloszlasfiiggvény, azaz ®(t) = ffoo %6_”@2/2 dx és &1

A globalis de Moivre-Laplace-tételbdl a kovetkezst tudjuk (hiszen 22:1 X eloszlasa binomalis
eloszlas n renddel és p paraméterrel):

: 21 Xj —np B !
nh_g)loIP’(a < m < b) =®(b) — P(a) = /a N exp(—22/2) dz.

Y_
”—p‘<0,01> :P<—0,01§””p§0,01> -

Y,
A
n n
—IP’( 0,01/n < Y, —np < 0,01/n >
Vel —p) ~ /np(l—p) T /p(L - p)

Itt megjelent Y;, standardizaltja, hasznalhatjuk a globalis de Moivre—Laplace-tételt a binomialis
eloszlasu Y,,-re (bar a tételben a és b rogzitett volt, itt pedig a hatérok is végtelenhez tartanak;
a Berry—Esséen-tétel akkor lenne jol hasznalhato, ha példaul 0,1 < p < 0,9-et tudnank)

[T coon) ma LIV g DO g 00T )

n p(1 —p) p(1—p) p(1—p)

—-p
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3. dbra. A sziikséges tesztek szdma normélis kozelitéssel néhany megbizhatdségi szint mellett a meg-
engedett abszolut hiba fliggvényében (balra), illetve annak valoszintisége, hogy legfeljebb 1%-ot téved
a becslés, a valds p védettségi ardny fiiggvényében, n = 9604 teszt esetén

a ®(—a) =1 — ®(a) azonossag alapjan. Tehat az kell, hogy

2¢<W> —-1>0,95

p(1—p)

@(O’Ol\/ﬁ> > 0,975
p(1—p)

0,01
OOV 4-1(0,975) = 1,96
p(1—-p)
Itt hasznaltuk, hogy a ® monoton névs. Ebbdl

n > 196% - p(1 — p) = 38416 - p(1 — p)

Ehhez pedig p(1 — p) < 1/4 alapjan elég, hogy

1,96-0,5\2
> (2227 — 9604.
”—< 0,01 )

Vagyis n = 9604 embert elég megkérdezni. Szamitogéppel ellendrizve ez 1ényegében a pontos
érték (3| abra), bar talan 9602 is elég.

A masik modszerrel:

Csebisev-egyenlGtlenség véges szorasu Y-ra és t > O-ra:

D*(Y)

P(Y —E(Y)| 2 1) < —;

Itt Y = > X, binomialis eloszlast, varhato értéke pn. Tehat a Csebisev-egyenlétlenség alapjan

21 Xi - D> X;) _np(l—p) _ p(l-p)
Pl|==——p|>0,01) =P X; — >0,0ln | < = = .
<’ n pr=" Z; e 0,012n2 0,012n2 0,012n

Ezért elég, hogy minden p-re
p(l —p)
— < .
n-0,012 — 0,05

Mivel p(1 — p) < 1/4 minden p-re, ehhez elég, hogy

>~ 50000.
"=7470,012-0,05

Ennek a példéanak egy részletesebb kifejtése:
https://ematlap.hu/tudomany-tortenet-2020-12 /992-mennyit-teszteljunk-2-v3
https://ematlap.hu/tudomany-tortenet-2020-12/992-mennyit-tesztel junk-2-v3


https://ematlap.hu/tudomany-tortenet-2020-12/992-mennyit-teszteljunk-2-v3

2. Arizona egy kis falujaban 201-en szavaztak az amerikai elndkvalasztason. Feltételezziik, hogy
minden szavazat azonos valdszintiséggel érkezik az egyes jelOltekre. A szavazatokat egyenként,
sorban egymas utan szamoltak meg. 103-an szavaztak Trumpra, és 98-as Harrisre. Mennyi a
valészintisége, hogy a szavazatszamlaldsnal végig Trump vezetett? EgyenlGséget sem engediink
meg menet kézben.

Megoldas

A folyamathoz rendeliink egy egyszerii szimmetrikus bolyongést, mely felfelé 1ép, ha megsza-
molnak egy Trump-szavazatot, lefelé, ha megszdmolnak egy Harris-szavazatot. Mivel elGzetesen
azt feltételeztiik, hogy mindenki 1/2 valoszintséggel szavaz a két jeloltre, valoban egy egyszerti
szimmetrikus bolyongast kapunk. A kérdés igy fogalmazhatéo meg: feltéve, hogy a bolyongas
103 — 98 = 5-ben ér véget, mennyi a valoszintisége, hogy végig pozitiv? Vagyis, a 0 — 5 utak
kozott hany olyan van, ami végig pozitiv?

Ezt pedig atfogalmazhatjuk ugy, hogy az el6z6 feladathoz hasonlot kapjunk. Xg = 0, X1, Xo, ..., Xop1
helyett tekintsiik az 5 — Xo01,5 — Xog0,--.,0 — X1,5 — Xg sorozatot. Ez 0-bdl indul, 5-ben ér
véget, és ha az X-ek mind pozitivak, akkor ez azt jelenti, hogy ez a folyamat elGszor a 201. 1épés-
ben éri el az 5 szintet. Konnyen lathato, hogy a moédositott folyamat is egyszerd szimmetrikus
bolyongés. Ezért a szavazasra vonatkozo kérdés pontos megfelelGje ez lesz: feltéve, hogy egy
egyszerid szimmetrikus bolyongas 201 1épés utan az 5-ben ér véget, mennyi a valészintisége, hogy
korabban nem jart az 5-ben?

Az el6z6 feladatbol rogton kovetkezik, hogy ez a feltételes valoszintiség 5/201. Mivel pedig a
kérdés ekvivalens az eredetivel, 5/201 annak valoszintisége, hogy Trump végig vezetett a szava-
zatszamlélas soran.

3. Gyakorlé feladatok

1. Legyen 0 < g < 1 esetén & ~ Geo(q) és z > 0. Szamoljuk ki a lim, ,0P(¢§, < z) limeszt.
Vagyis: ha fiiggetlen kisérleteket végziink, mindegyik ¢ valoszintiséggel sikeriil, akkor &, az els6
sikeres kisérlet bekoévetkezésének sorszamét jeloli. Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott

z — lim P(¢§, < x)
q—0

fiiggvény derivaltja striiségfliggvény (azaz nemnegativ és a valos egyenesen vett integralja 1).
Megoldas. Mivel &, csak egész értékeket vehet fel, és azt is tudjuk, hogy akkor legalabb £ az
értéke, ha az els6 k — 1 kisérlet nem sikeriilt:

X

P(gy < 1) = 1—1@(@ > u) S (1 gl

Itt
(1— q)r/qfl <(1-— q)(x/zﬂfl <(1-— q)x/q.
Ha q¢ — 0, akkor az als6 és a fels§ becslés is e*-hez tart.

Hasonloképpen a Taylor-sorfejtés alapjan
(1= @)1 > exp(—q([z/q] = 1)) = e (¢—0).

A negativ z-re nyilvanvalo, hogy a P(¢§, < z) valoszintség limesze 0.
Tehat a limesz pozitiv x-re 1 — e™* és kiilonben 0.
limgo P(¢€y < 2) =P(Y <) = [ e *ds, ahol Y exponencialis eloszlasi.

Ennek derivaltja 0, ha x < 0, és e~ kiilonben. Ezért azt kell ellendrizniink, hogy a fiiggvény
majdnem mindeniitt nemnegativ, és
(0.9}
/ e Pdr = 1.
0

T

Mivel az integrandus primitiv fliggvénye —e™*, ez konnyen lathatoé.



Geometriai és exponencialis eloszlas
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4. abra. A ¢, hisztogramja ¢ = 0,001 esetén 1000 elemt mintabol és az e~ fiiggvény

Van
limeszt. Vagyis: ha fiiggetlen kisérleteket végziink, mindegyik 1/2 valoszintiséggel sikeriil, akkor

&, az n. sikeres kisérlet bekdvetkezésének sorszamat jeloli.

2. Legyen n > 1 esetén &, ~ NegBin (n, %) és x € R. Szémoljuk ki a lim, ., P (5"_2" < x)

Megoldas. Legyen Y; az, hogy a j — 1. sikeres kisérlet utan hanyat kell varni a j.-re. Ekkor
En = Z?:l YJ

Ha Y1,Y5,. .. fiiggetlenek, geometriai eloszlasuak 1/2 paraméterrel, akkor &, eloszlasa megegyezik
Z?Zl Y; eloszlaséval, hiszen Y; jelentheti azt, hogy a j. sikeres kisérletre mennyit kell varni a

j — 1. utan. Azt is tudjuk, hogy E(Y;) = 2 é¢s D(Y;) = /(1 — p)/p?> = V2. Ezért a kérdéses
valészintiség igy irhato fel:
n
P(Zj:l Y; —nE(Y1) - :r)
D)y

Mivel Y7, Yo, ... fliggetlenek, azonos eloszlastak, véges szorasaak, teljesitik a centrélis hatarelosz-
lastétel feltételeit. A tétel alapjan ennek a valoszintségnek a limesze ®(z) = [*_ \/%7 exp(—22/2) dx.
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