Valoszintliségszamitas 1 gyakorlat, 1. feladatsor

1. Alapfeladatok

1. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy harom kockadobasboél

(a) van legalabb egy hatos?
(b) van legalabb egy hatos, feltéve, hogy kiilénb6z6 szamokat dobtunk?

2. Egy betegségben a lakossag 2%-a szenved. A vérvizsgalat beteg embereknél 95% valoszintiséggel
mutatja ki a betegséget, mig az egészséges embereknél 1% valoszintiséggel tévesen betegséget
jelez.

(a) Egy véletlenszertien valasztott embernél k-szor fiiggetleniil elvégezve a vizsgalatot, mennyi a
valoszintisége, hogy a teszt minden alkalommal betegséget jelez? Mennyi ez k = 1-re, k = 2-re és
k = 3-ra? (b) Valakinél k alkalommal végezték el a vizsgélatot, egymastol fliggetlentil. Feltéve,
hogy minden alkalommal betegséget jelzett a teszt, mennyi a valoszintsége, hogy az illets beteg?

3. Véletlenszerten kettétoriink egy 1 m hosszii botot. Jel6lje X a nagyobb rész hosszat és YV a
rovidebbét. Egy adott x valés szamra mennyi P(X < x) és P(Y < z)?

4. Anna és Béla megbeszélték, hogy délutan taldlkoznak a ELTE auldjiban, de az id6pontot nem
beszélték meg. Mindketten 1 és 2 ora kozott érkeznek (egyenletesen) véletlenszert id6pontban,
és mindketten 15 percet varnak a masikra. (Ha az addig nem érkezik meg, akkor hazamennek.)
Mekkora a valdszintisége, hogy tényleg talalkoznak?

5. Mennyi a valoszintisége, hogy lottohtizasnal, amikor 1 és 90 kozotti szamokbdl visszatevés nélkiil
sorsolnak ki 6tot,

(a) tobb a péaros, mint a paratlan?
(b) a kihuzott szamok a huzés sorrendjében névekvek?

6. (Osztozkoddsi probléma) Hogyan osztozzon a téten két jatékos, ha 5 : 3-as allasnal félbeszakadt
a 6 gy6zelemig tartd6 mérkdzésiik? Tegyiik fel, hogy barmelyik jatékos % val6szintiséggel nyerhet
az egyes jatszmakban, a tobbi eredménytsl fliggetleniil.

2. Gondolkodtat6 feladatok

1. Egy allasra n péalyazo koziil szeretnénk a legjobbat kivalasztani. A palyazok véletlenszerd sor-
rendben bemutatkoznak, és rogton el kell donteniink, hogy felvessziik-e a jeloltet, aki éppen
bemutatkozott. Alkossunk stratégiat amivel a lehets legnagyobb valoszintiséggel vessziik fel a
legjobb palyazot!

2. 100 utas véarakozik arra, hogy beszallhassanak egy 100 {6s repiil6gépbe. A sor legelején allo utas
elvesztette a beszallokartyajat, igy véletlenszertien valaszt egy helyet, melyre leiil. A tSbbi utas
egyesével széll fel, és ha egyikiik azt latja, hogy a helye mér foglalt, akkor a még szabad iilések
koziil véletlenszertien valaszt. Mekkora a valoszintisége, hogy az utolsé utas a sajat helyére il le?

3. Egy gombfeliileten egymastol fiiggetleniil, véletlenszertien vilasztunk 4 pontot. Mekkora a valo-
szintisége, hogy az altaluk meghatarozott tetraéder tartalmazza a gdbmb kézéppontjat?
Tanulsagok:
e Mi a teends, ha egy valoszintségszamitas (vagy kombinatorika) feladatban a ,legalabb” (vagy
Jlegfeljebb”) szot olvassuk?
e Hogyan kezeljlink geometriai valoszintiségszamitas feladatokban fiiggetleniil valasztott pontokat?
e Mi a kiilonbség a kombinatorika (geometria) és a valoszintiségszamitas kozott?

e Tudtok olyan val6szintiségszamitéas feladatot mondani, ami nem olyan, mint a fentiek?



Beadhato hazi feladat: Anna délelstt azt mondta Bednak, hogy megnézi a Barbie és az Oppenheimer
filmek valamelyikét, még nem dontotte el, hogy melyiket, mind a kettére 50% valdszintiséggel esik a
valasztasa. Bea mindkét filmet latta, és jol ismeri Annat, ezek alapjan azt gondolja, hogy a Barbie
30% valoszintiséggel, az Oppenheimer 80% valoszintiséggel tetszik Annanak.

Bea este kap egy iizenetet Annatol, amiben csak annyi szerepel, hogy "szuper volt a film". Ez alapjan
(Bea "modelljében") mennyi a feltételes valoszintisége, hogy Anna a Barbie-t nézte meg?

3. Gyakorl6 feladatok

1. (Monty Hall-probléma) Egy televizios jatékban 3 ajto koziil valaszthat a jatékos, az egyik mogé
ajandék van rejtve. A jatékos vélasztasa utan a misorvezets kinyit egy masik ajtot és megmutat-
ja, hogy ott nincs ajandék. Felajanlja a jatékosnak, hogy véltoztathat. Erdemes-e véiltoztatni?

Szimulacié: https://www.randomservices.org/random/apps/MontyHallGame . html

2. Mennyi a valdsziniisége, hogy egy négytagu tarsasagban van két ember, akiknek ugyanakkor van
a sziiletésnapja? (Tegyiik fel, hogy minden év 365 napos, és mindenki a tobbiektdl fiiggetleniil
minden nap ugyanannyi valoszintiséggel sziiletik.) Szimulécié: https://www.randomservices.
org/random/apps/BirthdayExperiment.html

3. A francia labdarugo-valogatott husz{és keretét edzésen taldlomra két tizfés csoportba osztjak. A
keretben négy csatar van Osszesen. Mennyi a valészintisége, hogy mindkét csoportba két csatéar
keriil?

4. Mennyi a valészintisége, hogy a lottén kihtizott 6t szam kozotti paronkénti kiillonbségek mind-
egyike legalabb 6t7 A lotton 1 — 90-ig szdmozott golyok koziil hiiznak 6tot visszatevés nélkiil,
feltessziik, hogy minden szamotos egyformén valoszind.

4. Elmélet

1. Definici6 (Feltételes valoszintiség). Ha B bekovetkezett, mi a valdszinidsége, hogy A bekdvetke-
zik?
P(ANB)

P(AIB) = =L

ha P(B) # 0.

2. Definicié (Események fiiggetlensége). A és B események figgetlenek, ha P(AN B) = P(A) -
P(B). (A esemény bekivetkezése nem befolydsolja B esemény bekdvetkezését, és forditva.)

3. Definici6é (Teljes eseményrendszer). A By, Bs, ... események teljes eseményrendszert alkotnak,
[o.¢]

ha mindig pontosan egy kovetkezik be beldlik. Formdlisan: Vi # j-re B;N B; =0, és |J B; = Q.
i=1

4. Tétel (Teljes valoszintiség tétele). Legyen By, Bo, ... teljes eseményrendszer, A eqy tetszdleges

esemény, €s legyen P(Bj) > 0 minden j-re. Ekkor

o0

P(A) = P(A|B))P(B;).
j=1

5. Tétel (Bayes tétel). Legyen By, Ba,... teljes eseményrendszer, A eqy tetszéleges esemény, és le-
gyen P(Bj;) > 0 minden j-re. Ekkor

P(A|By)P(By)

- PUAIB)P(B,)

P(Bg|A) =

J
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