Valoszintliségszamitas 1 gyakorlat, 4. feladatsor, megoldasok

1. Alapfeladatok

1. Tegyiik fel, hogy az, hogy Péter hany emailt, illetve hany facebook-iizenetet kap egy napon,
egymastol fiiggetlen valoszintiségi valtozok. Az emailek szama X, ennek varhato értéke 5, a
facebook-iizenetek szama Y, ennek varhato értéke 8, és mindkét valdszintiségi valtozé Poisson-
eloszlasa.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy Péter 6sszesen 10 tizenetet kap egy nap alatt a két feliileten
Osszesen?

(b) Milyen eloszlasu az egy nap alatt érkezd Osszes lizenet szama, azaz X + Y?

(c) Mennyi X + Y varhato értéke és szorasa?

(d) Feltéve, hogy Péter egy nap alatt Gsszesen 10 iizenetet kapott, mennyi a valoszintisége, hogy
ebbdl 5 érkezett emailen, és 5 facebookon?

Megoldas. (a) Ez a (b) speciélis esete, elég azt megoldani. (b) A teljes valoszintség tételét
hasznaljuk az {X = [}, = 0,1,2,... teljes eseményrendszerre, valamint azt, hogy X és Y
fiiggetlenek. Legyen A =5 és p = 13. Mivel a Poisson-eloszlas paramétere megegyezik a varhato
értékével, ezek egyben az X és Y paraméterei is. Ez alapjan:
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ahol az utolsd 1épésben a binomidlis tételt hasznaltuk. Vagyis X + Y 13 paraméterd Poisson-
eloszlasit. Ezzel ezt bizonyitottuk be:

1. Allitas. Legyenek X és Y figgetlen N, illetve p paraméterd Poisson-eloszldsi valdszindségi
vdltozok. Ekkor X +Y eloszldsa Poisson-eloszlds A + p paraméterrel.

Az (a)-ra visszatérve: a valoszintség %6*10 = 8,19%. (c) Mivel X + Y Poisson-eloszlasu 13
paraméterrel, varhato értéke 13, szorasa /13 = 3,61. Altalaban az lesz igaz, hogy E(X +Y) =
E(X) + E(Y) és D(X +Y) = /D2(X) + D%2(Y), ha X és Y fiiggetlenek. (d) A feltételes
valoszintiség deﬁHICIOJa 1lletve az X és Y fliggetlensége alapjén, valamint felhasznalva, hogy
X + Y Poisson-eloszlasu 13 paraméterrel:

P(X=5X+Y =10 PX=5)-P(Y =5)
P(X+Y =100 PX+Y=10)

5 o 5 _
:%!.65.%,.68:(10)<5>5<8>5:187%
O A

Altalaban, amikor Poisson-eloszlastak és fiiggetlenek a tagok, akkor a feltételes eloszlas binomi-
alis.

P(X =5/X +Y =10) =

2. Legyen N Poisson-eloszlasi valdszintiségi valtozo. Jelolje X a fejek, Y az ifrasok szaméat egy
fliggetlen, szabalyos érmedobasokbol 4llo sorozat els6 N dobésa kozott. Filiggetlen-e X és Y7

Megoldas. Elgszor vegyiik észre, hogy tetszéleges k,l > 0 egészekre
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Ezt atalakithatjuk igy:

P(X = kY =1) = (Aﬁ)ke—k . (Af)le—l. (1)

MAsrészt

P(X =k Y =1)= f:P(X =kY=1)= Me_k - (f: Wz)le—l) = Me_k.
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Kihasznaltuk, hogy a szumma értéke 1, ami példaul abbol latszik, hogy ezek pont egy \/2
paramétert Poisson eloszlas valdszintiségei.

Ugyanezt kiszamolhatjuk Y-ra is, és ez alapjan P(X = k)P(Y = [)-re is jobb oldalat kapjuk,
tehat X és Y fiiggetlenek, mindeketten Poisson-eloszlastiak, \/2 paraméterrel.

Az el6z6 két feladat azt az intuicionkat erdsiti meg, hogy két fiiggetlen, de kiilonb6zé
szini Poisson pontfolyamat uni6éja ugyanaz, mintha elGsz6r az tini6éjukat generalnank
(az intenzitasokat Gsszeadva), majd fliggetlen (az intenzitasokkal silyozott) pénzfel-
dobasokkal dontenénk el a pontok szinét.

. A rulettben 37 szamozott mezs van: 18 fekete, 18 piros, és a z6ld 0. Lehet példaul fogadni a
nyertes szam szinére (piros vagy fekete), és ha nyeriink, megduplazzak a tétiinket, ha veszitiink
akkor a feltett Osszeget elveszitjlik. Jatszanatok-e?

Megoldas. A nyereményiink varhato értéke
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Tehat nem érdemes jatszani. A kaszinok (a fogyasztas mellett) ebbdl az 1/37-edbdl élnek.

. Moricka leiil a rulettasztalhoz, és a kdvetkezst jatssza: feltesz egy aranyat a pirosra, és ha nyer,
azonnal felall az asztaltol, és abbahagyja. Ha veszit, akkor feltesz két aranyat a pirosra, és ha
nyer, azonnal kiszall. Ha veszit, feltesz 4 aranyat a pirosra, és ha nyer, azonnal kiszall. Ugyanigy
tovabb, mindig duplazza a feltett Osszeget, egészen addig, amig egyszer végiil nyer. Mennyi a
nyereményének varhato értéke? Hogyan egyeztethets ez 6ssze az el6z6 feladat eredményével?

Megoldas. Vegylik észre, hogy amikor Moricka nyer épp eggyel tobb aranyat nyer, mint
amennyit eddig feltett. Vagyis ha valaha nyer, akkor 1l-et nyer. Viszont annak a valdszind-
sége, hogy el6bb-utobb nyer 1, ezt egy korabbi feladatbo6l tudjuk. Tehét a nyereményének a
varhato értéke 1.

Ez latszolag ellentmond annak, hogy a rulett negativ varhaté értékd jaték. Ennek ellenére a
mindkét megoldas helyes. Moricka stratégiajaval a valésdgban az a baj, hogy ha csak véges sok
pénze van, akkor nem tudja vég nélkiil duplazni a tétet. Ugyan nagy valdszintiséggel sok kor
alatt nyer egy picit, de egy kis val6sziniiséggel bukja az Gsszes pénzét, igy valoban negativ lesz a
varhato értéke. Altalaban a kaszinok minimum és maximum tétje nincs olyan messze egyméstol,
hogy sokszor lehessen duplazni.
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