Valoszintliségszamitas 1 gyakorlat, 5. feladatsor, megoldasok

1. Alapfeladatok

c
1. Legyen X stirségfiiggvénye — ha x > 1, és 0 kiilénben.
x

a) Mennyi ¢ értéke?
b) Szamitsuk ki X momentumait minden olyan k > 1-re, melyre ez véges.
¢) Mennyi X szorasa?

Megoldas.
a) Altalaban is,

| r@d=1.

ha f a strtiségfiggvény.
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nem létezik a k. momentum.
c) B(X?) = / xQ% dx = [_3] = 3, tehat a szorasnégyzet: D*(X) = BE(X?) — F*(X) =
1 X Xz 1
3—1,5% = 0,75, vagyis a szoras D(X) = /0,75 ~ 0, 866

Ez az eloszlas a Pareto-eloszlasok kozé tartozik, a Pareto-eloszlasokat példaul a biztositasmate-
matikdban hasznaljak a karkifizetések modellezésénél.

2. Egy szabalyos kockéval 100-szor dobunk. Jeldlje X az els6 50 dobas soran kapott 6-osok szamat, Y
pedig az utols6 75 dobas sordn dobott paros szdmok szaméat. Szamoljuk ki Y — X szérédsnégyzetét.
Megoldas. Legyen X = X; + Xo, ahol X; az els§ 25, Xy a méasodik 25 dobéas soran kapott
hatosok szdma. Hasonloképpen Y = Y5 + Y3, ahol Yo a mésodik 25, Y3 pedig az utolsd 50 dobés
soran dobott paros szamoks szama. Ekkor

D*(Y — X) = D*(Y3 + (Yo — X3) — X1) = D*(Y3) + D*(Ys — X3) + D*(—X,),

hiszen ezek a tagok kiilonb6z6 dobasokra vonatkoznak, egymastol fliggetlenek.

Az Y3 eloszlasa binomialis, n = 50 renddel és p = 1/2 paraméterrel. Az Yo — Xy éppen a
kettesek és négyesek szama 25 dobasbol, igy ez binomialis eloszlasi n = 25 renddel és p = 1/3
paraméterrel. Végiil D?(cX) = ¢?D?(X) alapjan kaphato az utols6 tag, ott is egy binomialis
eloszlas jelent meg. Osszességében a binomialis eloszlas szorasara vonatkozo képlet alapjan:

11 1 2 15

D> (Y —X)=50-=--+25----425-~.-=21,53
2 3 6
3. Legyenek 1 < k < m < n egészek. Tegyiik fel, hogy X, ..., X, fiiggetlenek, azonos eloszlasiak

és véges szorasuak. Szamoljuk ki X1 + -+ + X, és Xg + - - - + X, korrelacios egyiitthatojat.
Megoldas. Mivel a kovariancia bilineéaris, és fiiggetlen valoszintiségi valtozoknak 0 a kovarianci-
aja:

m
cov X1+ ..+ X, X+ ...+ X)) =) cov(X;, X;) = (m—k+1)D*(X),
J J
j=k



hiszen az azonos eloszlas miatt minden tagnak ugyanannyi a szoérasa. Felhasznalva a fliggetlen

Osszeg szoérasara vonatkozd Osszefliggést is:

B (m —k+1)D*(Xy) . om—k+1
Vm-DYEXy)-y/(n—k+1)-D2(X;) /m(n—k+1)

RXi+...+ X, Xi+...+ X))

4. Tegyiik fel, hogy a holnapi kézéphdmérséklet 6 varhatd értékd 2 szdérast normalis eloszlasu va-
l6szintiségi valtozd. Mennyi a valdszintisége, hogy a holnapi kézéphémérséklet legfeljebb 10 fok?
Mennyi a valészintisége, hogy a holnapi koézéphSmérséklet 8 és 10 fok kozé esik? Mennyi a
valdszintisége, hogy a holnapi kézéphémérséklet 0 és 12 fok kozé esik?

Megoldas. Jeldlje X a holnapi kézéphémérsékletet. A feladat szovege alapjan X eloszlasa
N(6,22). Mivel P(X = a) = 0, ezért teljesiil, hogy P(X < a) = P(X < a). Ezt felhasznélva
kapjuk, hogy

X — 10 — 21
IP’(Xg10):IP’(X<10):IP’(X—6<10—6):IP’< 5 0 02 6):/ 5 e "2 dy =
—o0 T

_ @(102_ 6) = $(2) = 0,9772.

Itt (X —6)/2 standard normaélis (0 varhato értékd, 1 szorasa) eloszlasu, ezért a strtségfiiggvénye

\/%6_12/2. Ad(t) = ffoo \/%e_ﬁﬂ dzx fliggvény értékeit tablazatbol olvashatjuk ki.

P(8 < X < 10) = P(X < 10) — P(X < 8) = ®(2) — (1) = 0,9772 — 0, 8413 = 0, 1359
Az utolso kérdés megvalaszolasahoz hasznaljuk fel, hogy ®(—z) =1 — ®(z).
P(0 < X < 12) = P(X < 12)-P(X < 0) = ®(3)—®(—3) = &(3)—(1-B(3)) = 20(3)—1 = 0, 9974

5. Tegyik fel, hogy egy tabla csokoladé tomege normalis eloszlastt 100 g varhato értékkel és 3 g
szorassal, valamint, hogy az egyes tablak tomege egymastol fiiggetlen. Legalabb hany csokolddét
csomagoljunk egy dobozba, hogy a dobozban levs tabldk atlagos tomege legaldbb 0,9 valdszind-
séggel nagyobb legyen 99,5 g-nal?

Megoldas. Legyen X a tablak tomegeinek atlaga. Ennek eloszlasa n tabla csokoladé esetén:
normalis eloszlas m = 100 varhato értékkel és o = 3/4/n szorassal. Ugyanis, felhasznalva, hogy
(a) a szorasbol a pozitiv konstansok kiemelhetdk; (b) fiiggetlen valoszintiségi valtozok dsszegének
szorasa a szorasnégyzetek Osszegének gyoke, valamint hogy (c¢) minden tablanal ugyanannyi a
szoras, és (d) az értékét is tudjuk:

(a) 1

1
D((X1+...+X,)/n) = gD(X1—|—...+Xn)(:b) 5\/D(X%+---+X%> @

_V/rD(X)) _ D(X1) @) 3

VD

Azt is tudjuk, hogy az atlag normalis eloszlési, igy az el6z6 feladathoz hasonléan szamolhatunk,
az X varhato értékét és szorasat helyettesitve m és o helyére:

_ _ -1
IP(X>99,5):1—IP(X<99,5):1—<I><99’5 00)20,9 & D >1,28 < n>580.
n

3/vn 3/vn

Vagyis legalabb n = 59 tablara van sziikség.

2. Gondolkodtat6 feladatok

1. Jeldlje ¥, az r hosszu ciklusok szamat az {1,2,...,n} halmaz egy véletlen permutéciojaban.
Szamitsuk ki 9, varhato értékét és szorésnégyzetét.

Megoldas. Minden 7 hosszi ¢ ciklushoz rendeljiink egy I indikatort, aminek az értéke 1, ha az
a ciklus része a permutacionak, és 0 kiilonben. Ekkor X = ) I. varhato értékére és szorasara
vagyunk kivancsiak.



Az r hosszu ciklusok szama n(n — 1) -...- (n —r + 1)/r, mert sorban haladva ennyiféleképpen
valaszthatunk ki elemeket a még hétralévsk koziil, viszont minden ciklust r-szer szamoltunk,
aszerint, hogy hol kezdtiik el a felsorolast. Annak valoszintisége, hogy I, = 1: a véletlen permu-
tacioban tetszbleges lehet a sorrend, amiben az elemeket képét kivalasztjuk, azaz

Ebbdl
E(X)ZZE(M:n(n_l)'”}.(n_rﬂ)'n(n—1)...1(n—r+1) :%'

A szorasnégyzet kiszamitasahoz, felhasznalva, hogy X = > I, és kibontva a zarojelet (a c egy
r hosszu ciklust jelol):

E(XQ) - ZE(H3)+ZE(HCHC') - 71“+n(n e rz(n =) .n(n —1).. 1(n —2r+1) - %4_%2
c c#c!

Az els6 tagban ugyanaz a szamolas, mint a varhato értéknél, hiszen valojaban 12 = I.., mivel csak
1 és 0 lehetnek az indikator értékei.

A masodik tagban: ha ¢ és ¢ nem diszjunkt, akkor egyszerre nem johetnek létre (minden elem

pontosan egy ciklusban van benne egy adott permutécioban), igy E(I.I.) = 0 ebben az esetben.
n(n—1)-....(n—2r+1)
r2

Olyan ¢, ¢ parbol, amik diszjuntak, darab van: el6szor kivalasztjuk azt a 2r
elemet, amibdl ezek &allnak (egymés utén, sorban haladva), viszont mind a két ciklus elemeit
r-féle kezdSponttal szamoltuk, ezért kell r2-tel osztani. A kialakulas valészintisége ugyantigy
szamolhat6, mint az el6z8 esetben, csak most 2r elem van Gsszesen.

Ebbdl:
1

r

D*(X) =E(X?) - E(X)? =

Megjegyzés. Az r hosszu ciklusok szamanak eloszlasa n — oo esetén megfelels értelemben az 1/r
paramétert Poisson-eloszlashoz konvergal.

. Legyenek X1, Xo,... olyan valoszintiségi valtozok, hogy minden i > 1-re 0 < D?(X;) < oo és
minden 1 < i < j esetén X; és X; korrelacios egyiitthatoja . (Ahol az —1 < r < 1 szdm nem
fiigg i-t6l és j-t6l.) Mutassuk meg, hogy r > 0.

Megoldas. Feltehetd, hogy mindegyik valoszintségi valtozd varhatd értéke 0 és szorasa 1, hiszen
kiilonben standardizalhatjuk Sket, és az a korrelaciés egylitthatokon nem valtoztat.

Irjuk fel, hogy minden n-re

n
0<D*(X1+...+Xn) =) D*X;)+2) cov(Xy, X;) =n+n(n—1)-r
j=1 i<j
hiszen standardizalt valoszintiségi valtozoknal a kovariancia és a korrelacios egyiitthaté ugyanaz.
Atrendezve:

1
<r
n—17—"

minden n-re, tehat r > 0. Vagy: a jobb oldalon egy méasodfokii polinom szerepel, aminek
fGegyiitthatoja r. Ha ez negativ lenne, a polinom értéke minden elég nagy n-re negativ lenne, ez
ellentmondés. Tehat » > 0. Kérdés: mutassunk példat n = 3-ra és negativ r-re.

. Adjunk példat harom olyan valdszintiségi valtozora, amiknek paronként ugyanannyi a korrelaci-
ojuk, és ez a kozos érték negativ.

Megoldas otlet. Egy haromszogbdl sorsoljunk egy pontot véletlenszertien, X; legyen a j. cstics
egyiitthatoja a pont baricentrikus felbontasaban.



3. Gyakorlé feladatok

1. Legyen X egyenletes eloszlasti az [1,4] intervallumon. Szamitsuk ki (X — 1)? varhato értékét!

Megoldas. Az X — 1 valoszintiségi valtozo egyenletes eloszlasu a [0, 3] intervallumon. Tehat a
stirtiségfiiggvénye f(y) =1(0 <y < 3)%

e’} 3
E((X—l)Q)Z/ ny(y)dyz/O yQédy:?)-

Més megoldés:

2
E(X-1))=D*(X-1)+E*(X-1)= C 120)2 + <O ks 3> = % -

Harmadik megoldés: ha g az X stirtségfiiggvény, akkor

[e.e]

4
E((X—1)2):/ (x—1)2g(x)dx:/1 (x—1)2édg;=

—00
2. Az X valbszintiségi valtozo strtiségfiiggvénye:

0,
f(l’): c-Z,
0

9

8 O 8
\ARVARVAN

0;
r <1;
1.

Mennyi ¢ értéke? Mennyi annak valoszintisége, hogy X értéke 1/4 és 1/2 kozé esik? Mennyi a
valoszintisége, hogy 1/2 és 3/4 kozé esik? Hatérozzuk meg X eloszlasfiiggvényét, varhato értékét
és szorasnégyzetét.

Megoldas. Minden stirtségfiiggvényre igaz, hogy

/_Zf(x)dle.

Most
1

00 1 1 12 1
/ f(a:)d:v:/c':vd:v:c/ xdmzc[} =c-—=1 = c¢=2.
— 0 0 2 |a=0 2

Azokba az intervallumokba, ahol azonosan 0 a siiriségfiiggvény, X nulla valoszintiséggel esik,
tehat most 1 valoszintséggel a [0,1] intervallumbol veszi fel az értékét. Altalaban, ha az X
valoszintiségi valtozo strtségfliggvénye f, akkor

]P’(agXSb)—/bf(x)dar

teljesiil tetszoleges a < b esetén. Ezért annak valoszintisége, hogy X értéke 1/4 és 1/2 kozé esik:

P(1/4 < X < 1/2) 2 () d /1/2 dz = [o?] /2 (1)2 <1)2 3 5%
1/4< X <1/2) = x)dr = 20dxr = |z =|l=] — (- — =18, 75%.
== 1/4 1/4 ==1/4 ~ \ 2 1) 16 ’

Hasonloképpen annak valoszintisége, hogy X értéke 1/2 és 3/4 kozé esik:

3/4 3/4 3\ 2 N2 5
P(1/2 < X < 3/4) = xd:c:/ 22 de = [22]>/* :() —<> = 2 = 31,25%.
(1/ /4) o (z) » [ = g 2 16 o

Az eloszlasfliggvény meghatéarozasdhoz az F(t) = P(X < t) = ffoo f(x) dx Osszefiiggést hasznal-
hatjuk. Ez a fiiggvény 0, ha ¢ < 0, hiszen azonosan nullat integralunk. Mésrészt, ha 0 <t < 1,
akkor

F(t) = /_; flz)dx = /Ot 21dr = [2%]'_ =%
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Ha pedig t > 1, akkor

F(t) = /_; f(z)dz = /1 2ede = [2%]._ = 1.

0

Ha két szamot valasztanank a (0, 1) intervallumbol egyenletes eloszlassal, egymastol fiiggetleniil,
és vennénk a nagyobb szamot, annak a strtségfiiggvénye pont a fenti f lenne.

. Legyen az X és Y valoszintségi valtozok egyiittes striségfiiggvénye c(x + y), ha 0 < z < 1
és 0 < y < 1, és 0 kiilonben. Hatarozzuk meg c értékét, az egyiittes eloszlasfiiggvényt, X
stirtiségfliggvényét, valamint X és Y korrelacios egyiitthatojat.

. Legyenek A és B tetszéleges események.

(a) Szamoljuk ki I 4 és Ip korrelacios egyiitthatojat (itt I az indikatort jeldli).
(b) Mutassuk meg, hogy I 4 és Ip pontosan akkor korrelalatlan, ha A és B fiiggetlenek.

Megoldas.
E(Ls) = E(I%) = P(A) = D*(La) = P(A)(1 — P(A));

E(lp) = E(I}) = P(B) = D*(Iz) = P(B)(1 - P(B))

cov(Ly, Ip) = E(Lalp) — E(Ly)E(Lp) = B(A N B) — P(A)P(B)
_ P(AN B) — P(A)P(B)
VEA)(1 - B(A)B(B)(1 - B(B))

ha pedig valamelyik eseménynek 0 a valdszintisége, akkor a korrelacios egytitthato 0.

R(Il4,1p)

)

Az indikatorok pontosan akkor korreldlatlanok, ha a kovarianciajuk 0, a fenti szdmolésbol lathato,
hogy ez ekvivalens a fliggetlenség definiciojaval.

. Tegytik fel, hogy Anna busszal és metréval megy a munkahelyére. A buszozas idGtartama normalis
eloszlast 20 varhato értékkel és 2 szorassal, a metrozas idStartama normaélis eloszlasa 15 varhato
értékkel és 1 szorassal.

a) Mennyi annak valoszintisége, hogy Anna utazasa legfeljebb 40 percig tart?



b) Mikor kell elindulnia otthonrél, hogy legalabb 95% valoszintséggel odaérjen 9-re a munkahe-
lyére?

¢) Szamitsuk ki a buszozassal toltott id6 és a teljes utazéas idejének korrelacios egyiitthatojat.
Felhasznalhatjuk, hogy fiiggetlen normalis eloszlast valoszintiségi valtozok Osszege is normalis
eloszlasu.

. Az X és Y valosziniiségi valtozok egylittes stirtségfiiggvénye h(z,y) = %Sin(z +y), ha z,y €
(0,7/2), és 0 mashol. Hatarozzuk meg X és Y kovariancidjat, illetve korrelacios egyiitthatojat.
Megoldas. (Vazlat)

Az X (ésY) varhato értékéhez meg kell hatarozni az

w/2
/ / fs1n:c+y)dxdy

integralt.

A kovariancahoz pedig az

w/2 1
E[XY] = /0 /0 Y- g sin(z + y) dx dy

integralt.

A szamolas konnyitése édekében addicios tétellel a sin(z+y)-t atirjuk sin(x) cos(y)+cos(x) sin(y)
alakba. Az integralokat tagokra bontjuk, majd kihasznaljuk, hogy

J s = (f ) )

Igy csak két részfeladatot, az foﬂ/ 2:csin(:c) du és [ /2 ycos(y) dy integralokat kell (parcidlisan)
kiszamolni.
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